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Общая характеристика работы

Настоящая работа посвящена исследованию и построению численных ме
тодов решения задач фильтрации и гидродинамики с границами, не разрешен
ными расчетной сеткой.

Актуальность работы. При численном моделировании задач фильтра
ции и гидродинамики возникает необходимость корректного учета внутрен
них границ и поверхностей, которые могут быть как статическими, так и ди
намическими. Примерами таких поверхностей могут служить трещины в по
ристых фильтрационных средах, поверхности раздела сред при однофазных
течениях жидкостей со свободной поверхностью. Подходы учета внутренних
границ можно разделить на явный (граница разрешается адаптивной рас
четной сеткой, используются лагранжевые метода отслеживания) и неявный
(граница разрешается вложенными сетками, используются эйлеровы методы
отслеживания).

В данной работе предлагаются численные методы решения задач одно
фазной и двухфазной фильтрации и гидродинамики несжимаемых неньюто
новских жидкостей, использующих неявный подход.Для задач фильтрации в
трещиноватых пористых средах статические крупные трещины моделируют
ся вложенными сетками, в то время как в задачах течения жидкостей свобод
ная граница задается неявно с помощью глобально определенной функции
уровня.

Для численного представления непрерывно изменяющихся полей пори
стости и проницаемости пористой среды производится процедура осредне
ния(апскейлинга). В результате все неоднородности масштабов, меньших, чем
шаг расчетной сетки, учитываются через изменение локального тензора про
ницаемости. Это приводит к возникновению выделенных направлений тече
ний (например, вдоль сети небольших трещин) и выражается неоднородно
стью пористости и анизотропией тензора проницаемости среды. Крупные тре
щины различных проницаемостей в пористых коллекторах вносят дополни
тельные неоднородности, что приводит к тому, что необходимы специальные
подходы для корректного численного описания многофазных течений. Поми
мо этого, апертура трещин значительно меньше размеров ячеек расчетных
сеток, что приводит к дополнительным ограничениям к методам их построе
ния и решению систем алгебраических уравнений.

Для численных моделей нестационарных течений несжимаемых жидкос
тей важными требованиями является устойчивость, высокий порядок аппрок
симации схемы, низкая численная вязкость. Для эффективного решения по
добных задач требуется динамические сетки, сгущающиеся к особенностям
задачи. Популярным выбором является использование локально сгущаемых
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иерархичных сеток, например, сеток типа восьмеричное дерево. Для коррект
ного разрешения криволинейных границ в динамических изменяемых рас
четных областей, таких, как свободная поверхность жидкости, необходимо
использовать специальные методы.

Целью диссертационной работы является разработка и исследование
конечно-объемных методов для математических моделей течения неньюто
новских жидкостей со свободной поверхностью и фильтрации, позволяющих
эффективно учитывать вложенные в сетку границы и получать физически
корректные дискретные решения.

Для достижения поставленной цели было необходимо решить следующие
задачи:

1. Исследовать существующие подходы учета трещин в задачах фильтра
ции и существующие подходы учета свободной поверхности в задачах
течения несжимаемых вязких жидкостей.

2. Разработать и исследовать новые численные методы учета трещин для
задач фильтрации, основанные на применении нелинейных конечно-объ
емных схем дискретизации потоков.

3. Разработать численную модель течения вязкопластичной и вязкоэла
стичной жидкостей со свободной поверхностью.

4. Разработать программную реализацию предложенных численных моде
лей и верифицировать ее на серии тестовых задач.

Научная новизна. Впервые были получены следующие результаты:

1. Разработаны и исследованы новые монотонные методы дискретных вло
женных трещин, основанных на совмещении метода вложенных дис
кретных трещин с нелинейными конечно-объемными схемами дискре
тизации потоков внутри пористой среды.

2. Для двух нелинейных схем сформулированы и доказаны теоремы о со
хранении неотрицательности /удовлетворении дискретного принципа
максимума переменной давления для задачи диффузии в областях по
ристой среды и трещин.

3. Предложена и разработана новая математическая модель течения вяз
коэластичного материала, основанная на совмещении модели вязкоэла
стичной жидкости Олдройда-Б и модели нео-Гука гиперупругого твер
дого тела.
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Теоретическая значимость работы состоит в формулировке новых
нелинейных конечно-объемных дискретизаций задач однофазной и двухфаз
ной фильтрации в трещиноватой пористой среде, и доказательстве неотрица
тельности/свойств дискретного принципа максимума для них; в формулиров
ке новой численной модели течения вязкоэластичной материала, основанной
на совмещении моделей жидкости Олдройда-Б и гиперупругого твердого тела
нео-Гука.

Практическая значимость работы заключается в реализации иссле
дованных моделей диффузии и двухфазной фильтрации в рамках внутренне
го симулятора многофазных течений в пористых средах и моделей течения
неньютоновских жидкостей со свободной поверхностью в рамках программ
ного пакета Floctree.

Предложенные численные методы решения задач диффузии и двухфаз
ной фильтрации могут быть использованы для решения инженерных задач,
связанных с моделированием нефтедобычи в трещиноватых резервуарах. Раз
работанный полунеявный метод расчета течений вязкопластичных и вязко
эластичных жидкостей может быть использован в самых различных прило
жений, таких, как моделирование катастроф и задачи биопринтинга.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Предложены и исследованы новые монотонные методы вложенных дис
кретных трещин для задач фильтрации, основанные на применении
нелинейных конечно-объемных схем дискретизации потока внутри по
ристой среды.

2. Доказано, что монотонные свойства нелинейных схем, используемых
для дискретизации потоков внутри пористой среды (неотрицательность
решения при использовании нелинейной двухточечной схемы; наличие
дискретного принципа максимума при использовании нелинейной мно
готочечной компактной схемы), выполняются для дискретного решения
задачи диффузии в пористой среде и трещинах.

3. Разработан полунеявный метод расчета течений неньютоновских жид
костей (вязкопластичной жидкости Хершеля-Балкли и вязкоэластич
ной жидкости Олдройда-Б) со свободной поверхностью в трехмерных
областях с использованием сеток типа восьмеричное дерево.

4. Предложена и разработана новая математическая модель вязкоэластич
ного материала, основанная на совмещении моделей гиперэластичного
твердого тела нео-Гука и жидкости Олдройда-Б.

5. Численные реализации разработанных методов внедрены в программ
ные пакеты: внутренний симулятор многофазных течений и программ



6

ный пакет Floctree моделирования течений несжимаемых жидкостей со
свободной поверхностью на динамически перестраиваемых сетках типа
восьмеричное дерево.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на
совместном научном семинаре ИВМ РАН и Университета Аугсбурга German
Russian Workshop on Numerical Modelling in Geophysics and Biomathematics
(Сьон, Швейцария, 2018,2019), на международной конференции 3th Interna
tional Conference “Multiscale Methods and Large-scale Scientific Computing”
(Владивосток, 2019), на международной конференции "Finite Volumes for
Complex Applications IX - Methods, Theoretical Aspects, Examples"(проводилась
онлайн, 2020), на "XII конференции по математическим моделям и числен
ным методам в биологии и медицине"(проводилась онлайн, 2020), на меж
дународном семинаре "KAUST International Seminar on Mathematical Models
and Numerical Methods for Flow and Transport in Porous Media"(проводился
онлайн, 2021), на конференции "Вычислительная математика и приложения"
(Математический центр НТУ Сириус, 2021), на всероссийской конференции
молодых ученых-механиков (Сочи, 2021), на научном семинаре ИПМ им.
М. В. Келдыша РАН (2021), на научных семинарах ИВМ РАН.

Публикации. По теме диссертации опубликованы 7 работ [1—7] в рецен
зируемых изданиях, индексируемых в международных базах данных Scopus
и/или Web of Science. Из них 2 работы [5; 6] опубликованы в журналах из
списка ВАК по профилю специальности, и 4 опубликованы в международных
журналах из первого квартиля [1; 2; 4; 7].

Личный вклад. В работах [2—4] вклад автора заключался в доказа
тельстве теорем для предложенных монотонных методов, разработке и внед
рении методов во внутренний симулятор многофазной фильтрации BOSS,
проведении численных экспериментов. В работе [1], представляющей собой
результат большого сравнительного исследования численных методов реше
ния задач однофазной фильтрации и переноса в трещиноватых средах, вклад
автора заключался в верификации предложенных монотонных методов на се
рии тестовых задач. В работах [5—7] вклад автора заключался в построении
и исследовании новых численных моделей течения вязкопластичных и вяз
коэластичных жидкостей со свободной поверхностью, их разработке и внед
рении в программный пакет Floctree, верификации моделей на численных и
экспериментальных данных из литературы.

Объём и структура диссертации. Настоящая диссертация состоит
из введения, двух глав и заключения. Объём диссертации составляет 118
страниц, включая 38 рисунков и 9 таблиц. Список литературы содержит 99
наименований.

Благодарности. Автор выражает благодарность научному руково
дителю К.Д.Никитину за помощь, ценные советы и полезные обсуждения.
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Также автор глубоко признателен Ю.В.Василевскому и К.М.Терехову за
замечания, рекомендации и всестороннюю поддержку.

Работа поддержана грантами РНФ 18-71-10111, 19-71-10094, грантом РФ
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Содержание работы

Во введении приводится обзор литературы, обосновывается актуаль
ность работы, формулируется цель работы и ставятся задачи, необходимые
для ее достижения. Излагается практическая значимость, научная новизна и
положения, выносимые на защиту.

В первой главе предложен подход для решения задач диффузии и
двухфазной фильтрации в трещиноватых пористых средах, основанный на
совмещении метода вложенных дискретных трещин и нелинейных конечно
объемных схем дискретизации потока внутри пористой среды.

В разделе 1.1 приводится обзор методов, используемых для решения за
дач многофазных течений в областях с крупными трещинами (трещинами,
превышающими своими продольными размерами локальный шаг расчетной
сетки пористой среды).

В разделе 1.2 излагается постановка задачи диффузии в пористых средах
с крупными трещинами. Предполагается, что трещиноватая пористая среда
представима в виде двух независимых областей пористой среды и трещин, а
течение в ней задается уравнением диффузии в каждой из областей:

div 𝑞𝑚 = 𝑔𝑚 − 𝑞𝑚𝑓 в Ω𝑚 ⊂ R3,

𝑞𝑚 = −K𝑚∇𝑝𝑚,

𝑝𝑚 = 𝑝 на Γ𝑚
𝐷,

n · 𝑞𝑚 = 𝑢 на Γ𝑚
𝑁 ,

(1)

и трещинах:

div 𝑞𝑓 = 𝑔𝑓 + 𝑞𝑚𝑓 в Ω𝑓 ⊂ R3,

𝑞𝑓 = −K𝑓∇𝑝𝑓 ,

𝑝𝑓 = 𝑝 на Γ𝑓
𝐷,

n · 𝑞𝑓 = 𝑢 на Γ𝑓
𝑁 ∪ Γ𝑓

0 ,

(2)

Здесь Ω𝑚 - трёхмерная область пористой среды, Ω𝑓 - трёхмерная область
трещин, вложенных в пористую среду Ω𝑚. Рёбра трещин, Γ𝑓 = Γ𝑓

𝐷 ∪Γ𝑓
𝑁 ∪Γ𝑓

0 ,
разделяются на внутренние Γ𝑓

0 ⊂ Ω𝑚 и рёбра Γ𝑓
𝐷 ⊂ Γ𝑚

𝐷 и Γ𝑓
𝑁 ⊂ Γ𝑚

𝑁 , выхо
дящие на границу Ω𝑚. Свойства пористой среды задаются в общем случае
анизотропным, неоднородным тензором проницаемости K𝑚 = (K𝑚)𝑇 > 0. В
среде трещин тензор проницаемости полагается изотропным: K𝑓 = 𝑘𝑓I, где I
- единичный тензор размера 3× 3.

Рассматриваемую математическую модель можно получить осреднением
уравнений течения в тонкой трехмерной трещине по ее ширине. Граничными
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условиями для внутренних границ "трещина-пористая среда"являются непре
рывность давлений и потоков в нормальном направлении к трещине с каждой
из ее сторон 1. Это приводит к возникновению противоположных по знаку
потоков в уравнениях каждой из сред, соответствующих перетокам между
ними. Слагаемые 𝑔𝑚, 𝑔𝑓 соответствуют источникам/стокам.

Свойства пористой среды задаются в общем случае анизотропным тен
зором проницаемости K𝑚 = (K𝑚)𝑇 > 0. В трещинах тензор проницаемости
полагается изотропным: K𝑓 = 𝑘𝑓I, где I - единичный тензор.

В разделе 1.3 описывается монотонный метод вложенных дискретных
трещин для задачи диффузии в трещиноватой пористой среде. Монотонный
метод является модификацией подхода, называемого моделью (а также ме
тодом) вложенных дискретных трещин (Embedded Discrete Fracture Model,
EDFM 2 3).

𝑇1 𝑇2

𝐹𝑖

𝐹𝑖
𝑇2,𝑖

n𝜎

𝑞𝐹𝑖,𝑇1 q𝜎 ·n𝜎 𝑞𝐹𝑖,𝑇2

𝜎

𝑞𝐹𝑖,𝜎𝑗𝑇1,𝑖

Рис. 1. Потоки Дарси: между ячейками пористой среды q𝜎 ·n𝜎, между ячейками пористой
среды и трещины 𝑞𝐹𝑖,𝑇 , между виртуальными ячейками трещины 𝑞𝐹𝑖,𝜎𝑗

.

Модель вложенных дискретных трещин основана на представлении каж
дой трещины 𝐹𝑖 виртуальными ячейками 𝑇𝑖 = 𝑇 ∩ 𝐹𝑖 – двумерными много
угольниками пересечения c ячейками расчётной сетки 𝑇 ∈ 𝒯 , не разрешённы
ми ею. Каждой виртуальной ячейке 𝑇𝑖 соответствует определённая в центре
масс многоугольника пересечения степень свободы 𝑝𝑓𝑇,𝑖, 𝑖 = 1, . . . 𝑛𝑇 локаль
ного давления трещины. Здесь 𝑛𝑇 - количество трещин, пересекающих 𝑇 .

1 Martin V., Jaffré J., Roberts J. E. Modeling fractures and barriers as interfaces for flow in porous
media //SIAM Journal on Scientific Computing. – 2005. – Т. 26. – №. 5. – С. 1667-1691.

2 Li L., Lee S. H. Efficient field-scale simulation of black oil in a naturally fractured reservoir through
discrete fracture networks and homogenized media //SPE Reservoir evaluation & engineering. – 2008. – Т. 11.
– №. 04. – С. 750-758.

3 Moinfar A. et al. Development of a coupled dual continuum and discrete fracture model for the
simulation of unconventional reservoirs //SPE Reservoir Simulation Symposium. – OnePetro, 2013.
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Для дискретизации уравнений (1)-(2) методом конечных объёмов вво
дится несколько типов потоков (рис. 1): поток внутри пористой среды, поток
между пористой средой и трещинами, поток внутри одной трещины и поток
между пересекающихся трещин. Это приводит к следующим уравнениям в
ячейках 𝑇 и 𝑇𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑇 :

∑︁
𝜎∈𝜕𝑇

q𝜎 · n𝜎⏟  ⏞  
ячейка-ячейка

−
∑︁

𝑖=1,...,𝑛𝑇

𝑞𝐹𝑖,𝑇⏟  ⏞  
ячейка-трещина

=

∫︁
𝑇

𝑔𝑚𝑑x, (3)

∑︁
𝜎𝑗∈𝜕𝑇𝑖

𝑞𝐹𝑖,𝜎𝑗⏟  ⏞  
внутритрещ.

+
∑︁

𝑗=1,...,𝑛𝑇

𝑞𝐹𝑖𝑗 ,𝑇⏟  ⏞  
трещина-трещина

+ 𝑞𝐹𝑖,𝑇⏟ ⏞ 
ячейка-трещина

=

∫︁
𝑇𝑖

𝑔𝑓𝑑x, (4)

𝑖 = 1, ..., 𝑛𝑇 .

В стандартном EDFM для дискретизации потоков всех типов использует
ся линейная двухточечная схема (TPFA). В данной работе предлагается моно
тонный метод EDFM (mEDFM), в рамках которого потоки внутри пористой
среды дискретизируются с помощью одной из двух нелинейных схем: нели
нейной двухточечной схемы, сохраняющей неотрицательность дискретного
решения(NTPFA), нелинейной многоточечной схемы с дискретным принци
пом максимума (NMPFA).

В подразделах 1.3.1 – 1.3.4 приводится вид коэффициентов передавае
мости 𝜆* для потоков внутри области трещин и между областями. Эти ко
эффициенты рассчитываются с использованием геометрических характери
стик пересечения полигонов трещины и расчетной сетки. Отметим, что при
добавлении трещин расчетная сетка пористой среды не адаптируется к их
положению.

Подраздел 1.3.5 посвящен анализу свойств mEDFM. Дискретизация ме
тодом mEDFM приводит к нелинейной системе уравнений. Доказано, что при
решении полученной системы методом Пикара и его сходимости итоговое ре
шение обладает монотонными свойствами (неотрицательность решения при
использовании NTPFA и дискретный принцип максимума при использовании
NMPFA) во всей области, включая область трещин.

В разделе 1.4 рассматривается монотонный метод, основанный на проек
ционной версии EDFM (projection-based EDFM, pEDFM 4) и следующий опи
санному ранее подходу: вместо линейной двухточечной схемы дискретизации
потока внутри пористой среды применяется нелинейная многоточечная схема

4 Ţene M. et al. Projection-based embedded discrete fracture model (pEDFM) //Advances in Water
Resources. – 2017. – Т. 105. – С. 205-216.



11

NMPFA с дискретным принципом максимума. Преимуществом pEDFM отно
сительно стандартного подхода является корректный учет трещин с меньшей
проницаемостью, чем окружающая ее пористая среда. Это преимущество до
стигается описанным в подразделах 1.4.1–1.4.2 добавлением дополнительных
потоков между пористой средой и трещинами (рис. 2). Чтобы компенсиро
вать добавление дополнительных потоков, поток между ячейками пористой
среды масштабируется на коэффициент перекрытия грани трещинами.

𝜎2

𝑇𝜎1

𝑇𝜎2

𝑇𝑖

𝑇

𝜎1

𝑇𝜎1

𝑇𝜎2

𝑇𝑖

𝜎1

𝑇

𝜎2
Рис. 2. Шаблоны для потоков между трещиной и ячейками пористой среды для EDFM
(слева) и pEDFM(справа). Справа: дополнительные потоки отмечены голубым, не пере
крытая трещинами площадь между ячейками отмечена красным.

В подразделе 1.4.3 производится анализ монотонного pEDFM. Доказано,
что при решении нелинейной системы уравнений методом Пикара и его схо
димости итоговое решение удовлетворяет дискретному принципу максимума
во всей области, включая область трещин.

В разделе 1.5 описаны результаты численных экспериментов, в которых
были исследованы монотонные свойства методов, проведено сравнение ре
зультатов с референтными, изучена сходимость предложенных методов с из
мельчением сетки и их масштабируемость с увеличением числа процессоров.

В подразделах 1.5.1–1.5.2 в рамках тестов на неотрицательность и удовле
творение ДПМ решения производится проверка доказанных ранее теорем и
сравнение результатов монотонных методов с стандартным EDFM. Результа
ты демонстрируют, что решение, полученное стандартным EDFM, содержит
постоянную ошибку аппроксимации, связанную с некорректным учетом ани
зотропии пористой среды, в то время как монотонные методы лишены этого
недостатка.

Из результатов теста на ДПМ с блокирующей трещиной (рис. 4) мож
но сделать вывод, что монотонный pEDFM (pEDFM+NMPFA) дает близкое
к референтному решение, в то время как остальные подходы не учитывают
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𝑝 = 1 на Γ1 𝑝 = 0 на Γ2 q · n = 0 на Γout

𝑘1= 1

𝑘2= 10−2

𝑘𝑓 = 10−5

𝑤𝑓 = 3.5 · 10−4

Рис. 3. Постановка теста на дискретный принцип максимума с блокирующей трещиной
(зеленым).

Референтное решение pEDFM+TPFA EDFM+TPFA

pEDFM+NMPFA EDFM+NMPFA pEDFM+MPFA-O

Рис. 4. Тест на дискретный принцип максимума с блокирующей трещиной: дискретные
решения.

либо низкопроницаемость трещины, либо анизотропию проницаемости в по
ристой среде.

В подразделе 1.5.3 рассматривается тест на сходимость mEDFM при из



13

мельчении кубической и треугольно-призматической сеток пористой среды.
Показано, что mEDFM сходится с первым порядком в 𝐿2-норме независимо
от типа рассматриваемых сеток.

Подраздел 1.5.4 посвящен верификации монотонного метода pEDFM на
одной из задач сравнительного исследования по моделям фильтрации в тре
щиноватых пористых средах. Полученное решение находится в хорошем со
ответствии с результатами, полученными другими верифицированными ме
тодами.

В подразделе 1.5.5 рассматривается тест на однофазную фильтрацию и
перенос примеси в анизотропной пористой среде с блокирующими и проводя
щими трещинами. Решения, полученные методами EDFM и pEDFM с исполь
зованием различных схем для потоков внутри пористой среды, сравниваются
с референтным, полученным на мелкой сетке с явно разрешенными трехмер
ными ячееками трещинами. Показано, что монотонный метод pEDFM дает
близкие к референтному решение, корректно учитывая как анизотропию сре
ды, так и трещины различных проводимостей.

Подраздел 1.5.6 посвящен тесту на масштабируемость метода. Рассмат
ривается задача однофазной фильтрацией с анизотропным тензором проница
емости пористой среды и сетью трещин, состоящей из 52 проводящих трещин,
полученной оцифровкой реальных данных с месторождения в Норвегии. Ре
зультаты демонстрируют удовлетворительную масштабируемость метода при
увеличении числа процессоров.

В разделе 1.6 рассматривается расширение подхода на модель двухфаз
ной фильтрации. В подразделе 1.6.1 вводится математическая модель двух
фазной фильтрации. Закон сохранения масс для каждой из сред Ω𝑚,Ω𝑓 мо
жет быть представлен в следующем виде:

𝜕𝜌𝛼𝜙
𝑚𝑆𝑚

𝛼

𝜕𝑡
+ div (𝜌𝛼u𝑚𝑚

𝛼 ) + div
(︀
𝜌𝛼u

𝑚𝑓
𝛼

)︀
= 𝑞𝑚𝛼 , в Ω𝑚, 𝛼 = 𝑤, 𝑜, (5)

𝜕𝜌𝛼𝜙
𝑓𝑆𝑓

𝛼

𝜕𝑡
+ div

(︀
𝜌𝛼u

𝑓𝑚
𝛼

)︀
+ div

(︀
𝜌𝛼u

𝑓𝑓
𝛼

)︀
= 𝑞𝑓𝛼, в Ω𝑓 , 𝛼 = 𝑤, 𝑜, (6)

где u𝑚𝑚
𝛼 = −𝜆𝛼K𝑚∇𝑝𝑚𝛼 – поток Дарси внутри пористой среды с неизвестными

𝑝𝑚, 𝑆𝑚, u𝑓𝑓
𝛼 = −𝜆𝛼K𝑓∇𝑝𝑓𝛼 – поток Дарси внутри трещин с неизвестными 𝑝𝑓 ,

𝑆𝑓 , u𝑚𝑓
𝛼 = −u𝑓𝑚

𝛼 – поток между пористой средой и трещинами; 𝜆𝛼 = 𝜆𝛼(𝑝, 𝑆)
– мобильность фазы 𝛼 = 𝑤, 𝑜, определяемая табличными зависимостями от
давления и насыщенности в рассматриваемой области.

В подразделе 1.6.2 описывается метод mEDFM для рассматриваемой мо
дели двухфазной фильтрации. Используется полностью неявный метод дис
кретизации уравнений модели по времени. Пространственная дискретизация
аналогична представленной ранее для модели однофазной фильтрации, для
потоковых слагаемых используется противопотоковая аппроксимация. Для
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потоков внутри пористой среды применяется нелинейная двухточечная схе
ма. Полученная в результате дискретизации модели система уравнений нели
нейна в силу нелинейности модели двухфазной фильтрации, для ее решения
используется метод Ньютона.

В подразделе 1.6.3 рассматривается численный эксперимент для зада
чи двухфазной фильтрации в анизотропной пористой среде с одной добыва
ющей, одной нагнетательной скважиной и двумя проводящими трещинами
(рис. 5).

𝑘𝑦 = 102[мд]

𝑘𝑥 = 103[мд]

𝑝0 = 4000[пси]
𝑝𝑝𝑟𝑜𝑑 = 3900[пси]

𝑝𝑖𝑛𝑗 = 4100[пси]

𝑆0 = 0.15

𝑘𝑓 = 106[мд]
𝑤𝑓 = 0.13[фт]

Рис. 5. Постановка численного эксперимента для задачи двухфазной фильтрации с двумя
трещинами.

Рис. 6. Поля насыщенности воды в момент 𝑇 = 45 дней. Решение методом EDFM (слева),
mEDFM (посередине), референтное решение (справа).

Производится сравнение полей давления нефти и насыщенности воды,
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времени водяного прорыва на добывающей скважине для трех методов: ме
тоды EDFM и mEDFM сравниваются с референтным расчетом на сетке, яв
но разрешающей трещины в виде тонких слоев трехмерных ячеек. Решение,
полученное методом mEDFM, практически совпадает с референтным, в то
время как решение методом EDFM значительно от него отличается (рис. 6).

Также проводится сравнение времени расчета методами EDFM и mEDFM
с использованием нелинейной двухточечной схемы NTPFA. Несмотря на то,
что схема NTPFA формально двухточечная, ее использование приводит к
многоточечному шаблону в матрице якобиана, что может приводить к увели
ченным затратам на решение линейных систем уравнений.

𝑡𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙[с] 𝑡𝑝𝑟𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑[с] 𝑡𝑠𝑜𝑙𝑣𝑒𝑟[с] liters niters
EDFM 316 124 99 46250 1662

mEDFM 405 95 188 114375 1635

Из сравнения полного времени расчета, числа линейных и нелинейных
итераций (табл. ) можно отметить, что полные времена расчета отличают
ся не более чем на 30%, а число нелинейных итераций для обоих методов
практически совпадает. Из этого можно сделать вывод, что использование
метода mEDFM не является слишком затратным с точки зрения вычислений
по сравнению со стандартным подходом.

В разделе 1.7 представлены выводы к первой главе. В разделе 1.8 при
ведено описание комплекса программ и детали реализации предложенных
моделей.

Во второй главе представлен реализованный в работе подход для моде
лирования течений неньютоновских (вязкопластичных и вязкоэластичных)
несжимаемых жидкостей со свободной поверхностью. Для описания вязко
пластичных и вязкоэластичных течений используются модели Хершеля-Балк
ли и Олдройда-Б, соответственно.

Свободная поверхность жидкости описывается изоповерхностью нуля гло
бально определенной функции уровня. Задача переноса жидкой области сво
дится к решению уравнения переноса для функции уровня на каждом шаге
по времени.

В разделе 2.1 приводится обзор современных численных моделей течения
вязкопластичных и вязкоэластичных жидкостей.

Раздел 2.2 посвящен описанию математических моделей неньютоновских
жидкостей Хершеля-Балкли и Олдройда-Б. Рассматривается течение ненью



16

тоновского несжимаемого материала со свободной поверхностью:

𝜌

(︂
𝜕u

𝜕𝑡
+ (u · ∇)u

)︂
= −∇𝑝+∇ · 𝜏 + 𝜌g

∇ · u = 0

в Ω(𝑡) (7)

Девиаторный тензор напряжений 𝜏 определяет реологию материала:

• Вязкопластическая жидкость Хершеля-Балкли:

𝜏 =
(︀
𝐾|D|𝑛−1 + 𝜏𝑠|D|−1

)︀
D ↔ |𝜏 | > 𝜏𝑠, (8)

D = 0 ↔ |𝜏 | ≤ 𝜏𝑠, (9)

где |D| =
(︁
2

∑︀
1≤𝑖,𝑗≤3

D2
𝑖𝑗

)︁ 1
2

– скорость сдвиговых деформаций, 𝐾 – индекс

согласованности, 𝜏𝑠 – предел текучести, 𝑛 – индекс течения.

• Вязкоэластичная жидкость Олдройда-Б:

𝜏 + 𝜆1
O
𝜏 = 2𝜇0

(︁
D+ 𝜆2

O
D
)︁
, (10)

O
C :=

𝜕C

𝜕𝑡
+ (u · ∇)C− (∇u)𝑇C−C(∇u) (11)

где 𝜆1 – время релаксации, 𝜆2 – время запаздывания, 𝜇0 – полная вяз

кость жидкости,
O
C – производная Олдройда для тензора C.

В подразделе 2.2.4 предлагается новая математическая модель течения
вязкоэластичной жидкости, основанная на совмещении модели Олдройда-Б
и модели нео-Гука гиперупругого несжимаемого тела:

𝜏 = (1− 𝛼)𝜏 1 + 𝛼𝜏 2, (12)

𝜏 1 + 𝜆1
O
𝜏 1 = 2𝛽𝜇0(D+ 𝜆2

O
D), (13)

O
𝜏 2 = 2

𝜇0

𝜆1
D. (14)

Параметр совмещения моделей 𝛼 ∈ [0, 1] отвечает за поведение материа
ла.

Разработка новой математической модели вязкоэластичного материала
обусловлена экспериментально наблюдаемыми результатами исследований био
материалов (многоклеточных сфероидов), согласно которым последние могут
проявлять свойства как жидкости, так и твердого тела.
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В разделе 2.3 представлен унифицированный подход для решения зада
чи течений неньютоновских жидкостей. Численный метод состоит из двух
шагов: (1) обновления положения свободной поверхности; (2) решения полно
стью неявной схемой связанной системы уравнений импульса, неразрывности
и состояния.

В подразделе 2.3.1 описываются подшаги обновления свободной поверх
ности, включающие в себя перестроение сетки, перенос функции уровня, кор
рекцию объема жидкой области и другие.

В подразделах 2.3.2 – 2.3.3 описывается неявная схема решения урав
нений течения жидкости. Уравнения дискретизируются гибридным конечно
объемным/конечно-разностным методом на сетках типа восьмеричное дере
во с разнесенным расположением неизвестных. В описание входит простран
ственная дискретизация инерционных, диффузионных, эластичных слагае
мых уравнений.

Раздел 2.4 посвящен верификации представленного численного метода
на серии экспериментов с вязкопластичными и вязкоэластичными жидкостя
ми.

В подразделе 2.4.1 рассматривается эксперимент с вязкоэластичной кап
лей, падающей в поле тяжести на твердую поверхность. После ударения о по
верхность диаметр капли увеличивается до тех пор, пока накапливающиеся
эластичные силы не превысят инерционные, после чего капля начнет поджи
маться, а диаметр капли – уменьшаться. Полученные зависимости диаметра
капли от времени находятся в хорошем соответствии с референтными расче
тами из литературы.

В подразделе 2.4.2 исследуются затухающие колебания неньютоновских
капель в вакууме, вызванные поверхностным натяжением. В первой серии
экспериментов с каплями Хершеля-Балкли показано что увеличение предела
текучести приводит к более ранней остановке колебаний, причем форма оста
новившейся капли может отличаться от сферической. Во второй серии экспе
риментов с каплями Олдройда-Б численно подтверждается наличие немоно
тонного поведения зависимости частоты колебаний от значений полной вязко
сти, при этом вычисленные безразмерные характеристики колебаний близки
к оценкам асимптотического анализа и референтным результатам из литера
туры.

В подразделе 2.4.3 рассматривается задача прорыва дамбы с жидкостью
Хершеля-Балкли. Результаты, полученные с помощью численного расчета,
находятся в хорошем соответствии с результатами физического эксперимен
та.

Подраздел 2.4.4 посвящен задаче компрессии многоклеточного сфероида.
Сфероид из биоматериала радиусом 𝑅 = 0.11мм находится между стенками
тестовой установки и касается каждой из них в начальный момент времени.
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(рис. 7).
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Рис. 7. Схема эксперимента по компрессии сфероида
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Рис. 8. Сила реакции на верхнюю стенку (слева) и высота сфероида (справа), сравнение
с экспериментом.
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Рис. 9. Распределение напряжений фон Мизеса (𝑡 = 132 с). Вязкоэластичный материал
(Floctree, слева) и твердое тело (ABAQUS, справа).

В процессе эксперимента тестовая установка записывала силу реакции,
действующую со стороны сфероида на стенку, и 𝑧-координату верхней точ
ки сфероида. Результаты физического эксперимента указывают на наличии
вязкоэластичных свойств материала сфероида.

Сравнение полученных из расчета силы реакции и высоты сфероида с
экспериментальными данными и результатами, полученными коммерческим
пакетом ABAQUS, представлено на рис. 8. Можно отметить, что графики
силы и высоты, полученных моделями, достаточно близки.

На рис. 9 представлены распределение напряжений фон Мизеса 𝑞 =√︁
3
2(dev[�̄�] : dev[�̄�]) для двух численных моделей сфероида в конечный мо

мент времени 𝑡 = 132 c, где dev[�̄�] - тензор девиаторных напряжений в ма
териале. Несмотря на схожесть графиков силы реакции и высоты сфероида
для двух вязкоэластичных моделей, распределение запасенной эластичной
энергии внутри сфероида отличается.

В заключении приведены результаты работы, которые состоят в следу
ющем:

1. Предложены, разработаны и исследованы монотонные методы дискрет
ных вложенных трещин, основанных на совмещении метода вложенных
дискретных трещин с нелинейными конечно-объемными схемами дис
кретизации потоков внутри пористой среды.

2. Для двух нелинейных схем сформулированы и доказаны теоремы о со
хранении неотрицательности /удовлетворении дискретного принципа
максимума переменной давления для задачи диффузии в областях по
ристой среды и трещин.

3. Предложена и разработана новая математическая модель течения вяз
коэластичного материала, основанная на совмещении модели вязкоэла
стичной жидкости Олдройда-Б и модели нео-Гука гиперупругого твер
дого тела.
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4. Разработан полунеявный метод численного расчета течений неньюто
новских жидкостей (вязкопластичной жидкости Хершеля-Балкли и вяз
коэластичной жидкости Олдройда-Б) со свободной поверхностью в трех
мерных областях с использованием сеток типа восьмеричное дерево.

5. Численные реализации разработанных методов внедрены в программ
ные пакеты: внутренний симулятор многофазных течений и программ
ный пакет Floctree моделирования течений несжимаемых жидкостей со
свободной поверхностью на динамически перестраиваемых сетках типа
восьмеричное дерево.
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