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МЕТОДЫ ДЕКОМПОЗИЦИИ ОБЛАСТЕЙ

Ω =
P⋃

q=1

Ωq, Ω̄q = Ωq

⋃
Γq, Γq =

⋃
q′∈ωq

Γq,q′ , Ω0 = Rd/Ω,

Γq,q′ = Γq
⋂

Ω̄q′ , q′ ̸= q, Ω0 = Rd/Ω,

ωq = {q1, ..., qMq},

Ω̄0 = Ω0

⋃
Γ, Γq,0 = Γq

⋂
Ω̄0 = Γq

⋂
Γ, Γq = Γiq

⋃
Γq,0,

Γiq =
⋃
q′ ̸=0

Γq,q′ , Γq,0 = Γeq
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МЕТОД ШВАРЦА-ЯКОБИ

Luq(r⃗) = fq, r⃗ ∈ Ωq, lq,q′(uq)
∣∣∣
Γq′,q

= gq,q′ ≡ lq′,q(uq′)
∣∣∣
Γq′,q

,

q′ ∈ ωq, lq,0uq

∣∣∣
Γq,0

= gq,0, q = 1, ...P , αq · βq ≥ 0,

αquq + βq

∂uq

∂n⃗q

∣∣∣
Γq,q′

= αq′uq + βq′
∂uq′

∂n⃗q′

∣∣∣
Γq′,q

, |αq|+ |βq| > 0.

Aq,quq +
∑
r∈ω̂q

Aq,rur = fq, q = 1, ...P ,

Стрелообразная блочная матрица

A = {Aq,r} =

A1,1 ... 0 A1,P+1

... ... ... ...
0 ... AP,P AP,P+1

... ... ... ...
AP+1,1 ... AP+1,P AP+1,P+1
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КЛАССИЧЕСКИЙ ПРИМЕР
ДЕКОМПОЗИЦИИ ОБЛАСТИ НА ДВЕ
ПОДОБЛАСТИ

Рис.: 1
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ПРИМЕР ДЕКОМПОЗИЦИИ
НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ ДЛЯ
ВНЕШНЕЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рис.: 2
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Примеры 1D,2D и 3D –декомпозиции

Рис.: 3
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ: с.п.о. СЛАУ

Au = f , A = {al ,m} ∈ RN,N , u = {ul}, f = {fl} ∈ RN

Сеточные уравнения для 2D

Ω = [x0, xNx+1]× [y0, yNy+1], Ω̄ ∈ Ω ∪ Γ

Регулярная сетка :

Ωh : x = xi , i = 1, . . . ,Nx , y = yj , j = 1, . . . ,Ny ; Nx ,Ny = O(h−1),

(Au)i ,j = a
(0)
i ,j ui ,j − a

(1)
i ,j ui−1,j − a

(2)
i ,j ui ,j−1 − a

(3)
i ,j ui+1,j − a

(4)
i ,j ui ,j+1 = fi ,j ,

i , j ∈ Ωh, a
(1)
1,j = a

(2)
i ,1 = a

(3)
Nx ,j

= a
(4)
i ,Ny

= 0
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ДЕКОМПОЗИЦИЯ СЕТОЧНОЙ ОБЛАСТИ 2D

Макросеть ΩH :

ΩH : xi1 , . . . , xiMx
; yj1 , . . . , yjMy

; 1 < ik < iMx ⩽ Nx ; 1 < jl < jMy ⩽ Ny

Подобласти:
Ωh

1, . . . ,Ω
h
M ,

M = (Mx + 1)(My + 1),

Mv = MxMy

K = Mx +My + 2MxMy ,

û = {ûk , k = 1, . . . ,K},

ǔ = {ǔm,m = 1, . . . ,Mv}
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ДЕКОМПОЗИЦИЯ СЕТОЧНОЙ ОБЛАСТИ 2D

Рис.: 4 Пример декомпозиции сеточной двумерной области

• – макроузлы,
× – макрорёберные узлы,
◦ – макрограневые узлы.
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БЛОЧНАЯ СТРУКТУРА СЛАУ ДЛЯ 2D

ū1 = {ûk , k = 1, . . . ,K}, ū2 = {ǔm,m = 1, . . . ,Mv}

Āū =

[
Ā1,1 Ā1,2

Ā2,1 Ā2,2

] [
ū1
ū2

]
=

[
f̄1
f̄2

]
.

Ā2,2 = block-diag{Ds , s = 1, . . . ,M}

N̄1 = MxMy + KNe , N̄2 = (Mx + 1)(My + 1)N2
e = MN2

e .
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СТРУКТУРА МАТРИЦЫ ДЛЯ 2D -
МАКРОГРАФА

Ā1,1 =

T x
1 . . . 0 0 . . . 0 C x

1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

0 . . . T x
Mx

0 . . . 0 C x
Mx

0 . . . 0 T y
1 . . . 0 C y

1

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

0 . . . 0 0 . . . T y
My

C y
My

(C x
1 )

⊤ . . . (C x
Mx

)⊤ (C y
1 )

⊤ . . . (C y
My

) S
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ФАКТОРИЗАЦИЯ ВЕРХНЕГО УРОВНЯ

A =

[
A1,1 0
A2,1 S

] [
A−1
1,1 0

0 S−1

] [
A1,1 A1,2

0 S

]
,

S = A2,2 − A2,1A
−1
1,1A1,2.

S = block − diag{S (m}− дополнение Шура

Au =

[
A1,1 0
A2,1 S

] [
v1
v2

]
=

[
f1
f2

]
,

[
I A−1

1,1A1,2

0 I

] [
u1
u2

]
=

[
v1
v2

]
,

Блочная реализация вычисления подвекторов

A1,1v1 = f1, Sv2 = f2 − A2,1v1 ≡ g2,

u2 = v2, A1,1w1 = A1,2u2, u1 = v1 − w1.

Каждый блок S (m) соответствует m-й подобласти

13 / 26



ФАКТОРИЗАЦИЯ НИЖНЕГО УРОВНЯ

A1,1v1 =

[
T C1,2

C2,1 C

] [
vT
vc

]
=

[
T 0
C2,1 Sc

] [
wT

wc

]
=

[
fT
fc

]
,[

I T−1C1,2

0 I

] [
vT
vc

]
=

[
wT

wc

]
,

Sc = C − C2,1T
−1C1,2,

Блочнвя реализация вычисления подвекторов

TwT = fT , Scwc = fc − C2,1wT ≡ f̄c ,

uc = wc , vT = wT − T−1C1,2vc .

уравнение для макроузла

(Scu)ik ,jl = a
(0)
ik ,jl

uik ,jl−a
(1)
ik ,jl

uik−1,jl−a
(2)
ik ,jl

uik ,jl−1−a
(3)
ik ,jl

uik+1,jl−a
(4)
ik ,jl

uik ,jl+1 = fik ,jl ,

ik , jl ∈ ΩH , a
(1)
1,jl

= a
(2)
ik ,1

= a
(3)
Nx ,jl

= a
(4)
ik ,Ny

= 0.

Sc− 5- диагональная матрица – дополнение Шура
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ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПРЯМОЙ МЕТОД
РЕШЕНИЯ СЛАУ НА МАКРОГРАФЕ
Трёхточечные уравнения на одном макроребре

(Tu)t = −atut−1 + btut − ctut+1 = ft , t = 1, 2, . . . ,Ne , (1)

где u0, uNe+1 — значения в примыкающих макровершинах, через
которые будем выражать искомые ut из (10). По принципу
суперпозиции мы можем записать

u = {ut = u0ût + ue ǔt + ūt}, u = û + ǔ + ū.

Общее решение трёхдиагональной системы может быть представлено
с помощью одной из двух рекурсий

ut =

{
β̂tut+1 + ẑt , t = Ne−1, . . . , 1; uNe = ẑNe ,

β̌tut−1 + žt , t = 2, . . . ,Ne ; u1 = ž1.
(2)
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ПРЯМОЙ и ОБРАТНЫЙ МЕТОДЫ
ПРОГОНКИ

β̂1 = c1d̂1, d̂1 = b−1
1 , β̂t = ct d̂t , d̂t = (bt − at β̂t−1)

−1, t = 2, . . . ,Ne ,

β̌Ne = aNe d̂Ne , d̂Ne = b−1
Ne

, β̌t = at ďt , ďt = (bt − ct β̌t+1)
−1, t = Ne , . . . , 1,

ẑ1 = f1d̂1, ẑt = (f1 − at ẑt−1)d̂t , t = 2, . . . ,Ne ,

žNe = fNe ďNe , žt = (ft − ct žt+1)ďt , t = Ne − 1, . . . , 1. (3)

Пусть t0 = Ne/2. Вычислим величины β̂t , d̂t , ẑt , для t = 1, . . . , i0 − 1, и
значения β̌t , ďt , žt — при t = Ne , . . . , i0 + 1. После этого подставим
решение в форме (2) в уравнение (1), в результате чего получаем
формулу

ut0 =
(ft0 + at0−1ẑt0−1 + ct0+1žt0+1)

(t0bt0 − at0 β̂t0−1 − ct0 β̌t0+1)
= γ(t0). (4)

После нахождения ut0 остальные компоненты решения рассчитываются
для t < t0 и t > t0 синхронно с помощью рекурсий (2).
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ
Проведём экономичное вычисление столбцов матрицы
G = {gt,t′} = https : //us06web.zoom.us/j/84089243801?pwd =
lV 1hDmZTLrevtTmdPOgwHMEo68vA9a.1
T−1, обратной к трёхдиагональной. Такой t ′-ый столбец можно
определить через частное решение ūt , при правой части вида
ft′ = δtprime,t′′ , где δt′,t′′ – символ Кронекера. Диагональный элемент
обратной матрицы:

gt,t′ = γ−1
t′ , gt,t′ =

{
β̂t′′γt′ , t ′′ = t ′ − 1, . . . , 1,

β̌t′′γt′ , t ′′ = t ′ + 1, . . . ,Ne .

Отсюда для решения ū имеем достаточно ресурсоёмкую формулу

ū = Gf =

{
ūt =

Ne∑
t′=1

gt,t ′ft

}
,

которая, однако, при наличии N2
e процессов реализуется на общей

памяти всего за время τalnNe , где τa — средняя длительность
выполнения одной арифметической операции.

17 / 26



ФОРМИРОВАНИЕ МАТРИЦЫ
ДОПОЛНЕНИЯ ШУРА Sc
Соотношения для исключаемых межреберных переменных

uik−1,jl = uik−1,jl ǔ
l
ik−1,jl

+ uik ,jl û
l
ik−1,jl

+ ūlik−1,jl
,

uik ,jl−1 = uik ,jl−1
ǔdik ,jl−1 + uik ,jl û

d
ik ,jl−1 + ūdik ,jl−1,

uik+1,jl = uik ,jl ǔ
r
ik+1,jl

+ uik+1,jl û
r
ik+1,jl

+ ūrik+1,jl
,

uik ,jl+1 = uik ,jl ǔ
u
ik ,jl+1 + uik ,jl+1

ûuik ,jl+1 + ūuik ,jl+1.

Итоговые уравнения для макроузлов

(Scuc)ik ,jl = s
(0)
ik ,jl

uik ,jl−s
(1)
ik ,jl

uik−1,jl−s
(2)
ik ,jl

uik ,jl−1
−s

(3)
ik ,jl

uik+1,jl−s
(4)
ik ,jl

uik ,jl+1
= f̄ cik ,jl ,

s
(0)
ik ,jl

= a
(0)
ik ,jl

− a
(1)
ik ,jl

ûlik−1,jl
− a

(2)
ik ,jl

ûdik ,jl−1 − a
(3)
ik ,jl

ǔrik+1,jl
− a

(4)
ik ,jl

ǔuik ,jl+1,

s
(1)
ik ,jl

= a
(1)
ik ,jl

ǔlik−1,jl
, s

(2)
ik ,jl

= a
(2)
ik ,jl

ǔdik ,jl−1, s
(3)
ik ,jl

= a
(3)
ik ,jl

ûrik+1,jl
, s

(4)
ik ,jl

= a
(4)
ik ,jl

ûdik ,jl+1,(
f̄c
)
ik ,jl

=
(
fc
)
ik ,jl

+ a
(1)
ik ,jl

ūlik−1,jl
+ a

(2)
ik ,jl

ūdik ,jl−1 + a
(3)
ik ,jl

ūrik+1,jl
+ a

(4)
ik ,jl

ūuik ,jl+1.
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ФОРМИРОВАНИЕ ДОПОЛНЕНИЯ ШУРА
S = {Sm}
Уравнение для l1-го столбца A−1

1,1

A1,1g
(l ′) = f (l

′) = {δl ′,l}

Структуры матриц для подобластей

S (m)v (m) =

[
S
(m)
1,1 S

(m)
1,2

S
(m)
2,1 S

(m)
2,2

][
v
(m)
1

v
(m)
2

][
g
(m)
1

g
(m)
2

]
= g (m), m = 1, . . . ,Md .

Формула для элементов блока S
(m)
1,1

sk ′,k ′′ = ak ′,k ′′ − ak ′,l ′gl ′,l ′′al ′′,k ′′ ,

sk ′,k ′′ = ak ′,k ′′ − ak ′,l̂ ′(gl̂ ′,l̂ ′′al̂ ′′,k ′′ + gl̂ ′,ľ ′′aľ ′′,k ′)− ak ′,ľ ′(gľ ′,l̂ ′′al̂ ′′,k ′′+
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МАТРИЧНЫЕ СТРУКТУРЫ для
ДЕКОМПОЗИЦИИ ТРЕХМЕРНОЙ КРАЕВОЙ
ЗАДАЧИ

Сеточная расчетная область

Ω = [x0, xNx+1]× [y0, yNy+1]× [z0, zNz+1]

Ωh : x = xi , i = 1, . . . ,Nx ; y = yj , j = 1, . . . ,Ny ; z = zk , k = 1, . . . ,Nz

Макросеть :

x = xi1 , . . . , xiMx
; y = yj1 , . . . , yjMy

; z = zk1 , . . . , zkMz

M = (Mx + 1)(My + 1)(Mz + 1), Mv = MxMyMz
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ТРЕХМЕРНЫЙ СЕТОЧНЫЙ 7-ТОЧЕЧНЫЙ
ШАБЛОН

Рис.: 5

(Au)i ,j ,k = a
(0)
i ,j ,kui ,j ,k − a

(1)
i ,j ,kui−1,j ,k − a

(2)
i ,j ,kui ,j−1,k − a

(3)
i ,j ,kui+1,j ,k −

− a
(4)
i ,j ,kui ,j+1,k − a

(5)
i ,j ,kui ,j ,k−1 − a

(6)
i ,j ,kui ,j ,k+1 = fi ,j ,k .
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ФРАГМЕНТ ДЕКОМПОЗИЦИИ СЕТОЧНОЙ
ТРЕХМЕРНОЙ ОБЛАСТИ

Рис.: 6

• – макроузлы,
× – макрорёберные узлы,
◦ – макрограневые узлы.
⊗ – внутренние узлы в подобластях
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ПРЕДОБУСЛАВЛИВАЮЩИЕ МАТРИЦЫ

B =

[
G1 0
Ā2,1 G2

]
G−1

[
G1 Ā1,2

0 G2

]

методы неполной факторизации с компенсацией (CIF)

G1 = Ā1,1 − θ1S1, G2 = Ā2,2 − Ā2,1G
−1
1 Ā1,2 − θ2S2,

S1e = Ā1,2e, S2e =
(
Ā2,1G

−1
1 Ā1,2 − Ā2,1G

−1
1 Ā1,2

)
e

методы симметричной последовательной релаксации (SSOR)

Gk =
1

ω
diagĀk , k = 1, 2, ω ∈ (0, 2)
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РЕШЕНИЕ СЛАУ Bqn+1 = r n+1

Bqn+1 =

[
Ḡ1 O
Ā2,1 G2

] [
v̄n+1
1

v̄n+1
2

]
=

[
rn+1
1

rn+1
2

]
,[

I Ḡ−1
1 Ā1,2

0 I

] [
q̄n+1
1

q̄n+1
2

]
=

[
vn+1
1

vn+1
2

]

G1v
n
1 = rn+1

1 , G2v
n
2 = rn+1

2 − Ā2,1v
n
1 ,

qn+1
2 = vn2 , G1q

n+1
1 = vn1 − Ā1,2v

n+1
2
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ПРЕДОБУСЛОВЛЕННЫЕ ИТЕРАЦИОННЫЕ
МЕТОДЫ В ПОДПРОСТРАНСТВАХ
КРЫЛОВА

p̂0 = r̂0 = B−1r0 = B−1(f − Au0), n = 1, 2, ...;

un = un−1 + αn−1p̂
n−1, r̂n = r̂n−1 − αn−1Ap̂

n−1;

p̂n = r̂n + βn−1p̂
n−1, αn−1 = σn−1/ρn−1, βn−1 = σn/σn−1;

σn−1 = (Aγ−1r̂n−1, r̂n−1), ρn−1 = (B−1Ap̂n−1,Aγ−1p̂n−1),

Алгоритмы сопряженных направлений
γ = 1− метод сопряженных градиентов (CG)
γ = 2− метод сопряженных невязок (CR)
γ = 0− метод минимальных ошибок (ME)
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СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ
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