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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Рассмотрим СЛАУ с с.п.о. матрицей

Au = f , A⊤ = {at,s} ∈ RN,N , u = {ut}, f = {ft} ∈ RN .

Двухстороннее предобуславнивание:

B = LBUB , B−1 = U−1
B L−1

B , UB = L⊤B ,

r̄0 = f̄ − Āū0, p̄0 = r̄0, n = 0, 1, . . . , : (1)

ūn+1 = ūn + αnp̄
n = ū0 + α0p̄

n + . . .+ αnp̄
n,

r̄n+1 = f̄ − Āūn+1 = r̄n − αnĀp̄
n = r̄0 − α0Āp̄

0 − . . .− αnĀp̄
n,
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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Методы минимальных ошибок (γ=0), сопряженных градиентов (γ=1) и

сопряженных невязок (γ=2).

γ = 0, 1, 2: (
Āγ p̄n, p̄k

)
= (p̄n, p̄k)γ = ρ(γ)n δk,n, ρ(γ)n = (p̄n, p̄n)γ ,

Kn+1

(
r̄0, Ā

)
= Span

{
r̄0, Ār̄0, . . . , Ān r̄0

}
,

Φγ

(
r̄n+1

)
≡

(
r̄n+1, r̄n+1

)
γ−2

= Φγ

(
r̄0
)
−

n∑
k=0

(σ
(γ)
k )2/ρk , σ

(γ)
k =

(
r̄0, pk

)
γ−1

.

γ = 1, 2:

α(γ)
n = σ(γ)

n /ρ(γ)n , p̄0 = r̄0, p̄n+1 = r̄n+1 + β(γ)
n p̄n,

β(γ)
n = −

(
r̄n+1, p̄n

)
γ
/ρ(γ)n = σ

(γ)
n+1/σ

(γ)
n , σ(γ)

n = (Āγ−1r̄n, r̄n).
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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Предобусловленный метод минимальных ошибок (PME – Preconditioned

Minimal Error). γ = 0:

vn = ū − un, r̄n = Āvn, ū = UBu :

ū = ū0 + α
(0)
0 p̄0 + . . .+ α(0)

n p̄n + . . . , vn = α(0)
n p̄n + α

(0)
n+1p̄

n+1 + . . . , r̄n =

= α(0)
n Āp̄n + α

(0)
n+1Āp̄

n+1 + . . . ,

α(0)
n = (vn, p̄n)/ρ(0)n = −α

(0)
n−1(v

n, Āp̄n−1)/ρ(0)n = −α
(0)
n−1(r

n, p̄n−1)/ρ(0)n ,

un+1 = un + α(0)
n pn.

Процесс ортоганализации векторов Ланцоша:

p̄0 = Ār̄0, p̄1 = Āp̄0 − ᾱ0p
0, n = 1, 2, . . . :

p̄n+1 = Āp̄n − ᾱnp̄
n − β̄np̄

n−1,

ᾱn = (Āp̄n, p̄n)/ρ(0)n , β̄n = (p̄n, p̄n)/ρ
(0)
n−1, ρ(0)n = (p̄n, p̄n),

σ
(0)
0 = (r̄0, Ā−1p̄0), p̄0 = Ar0, σ

(0)
0 = (r0, r0).
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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Односторонне предобусловленный метод ME (γ = 0):

LB p̄
n = p̃n, r̄0 = L−1

B r0 :

p̃0 = AB−1r0, p̃1 = AB−1p̃0 − ᾱ0p̃
0,

p̃n+1 = AB−1p̃n − ᾱnp̃
n − β̄np̃

n−1,

ᾱn = (AB−1p̃n,B−1p̃)/ρn, β̄n = (p̃n,B−1p̃n)/ρn−1, ρn = (p̃n,B−1p̃n),

un+1 = ũn+1 = ũn + α(0)
n B−1p̃n,

r̃0 = r0, r̃n+1 = r̃n − α(0)
n AB−1p̃n.
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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Односторонне предобусловленный метод PCG (γ = 1):

ū0 = UBu
0, r̄0 = p̄0 = L−1

B r0, rn = L−1
B rn, rn = f − Aun, p0 = B−1r0,

un+1 = un + αnp
n, αn = σn/ρn,

rn+1 = rn − αnAp
n, σn = (B−1rn, rn), ρn = (Apn, pn),

pn+1 = B−1rn+1 + βnp
n, βn = σn+1/σn.

Модифицированный вариант с рекурсивным определением коэффицентов ρn:

ρn+1 = (Apn+1, pn+1) = (AB−1rn+1,B−1rn+1) + 2βn(B
−1rn+1,Apn) + β2

n(Ap
n, pn) =

= γn+1 − 2βn/αn(B
−1rn+1, rn+1) + β2

nρn = γn+1 + β2
nρn(1− 2σn),

γn+1 = (AB−1rn+1,B−1rn+1), σn+1 = (B−1rn+1, rn+1).

Одновременное вычисление γn+1 и σn+1!
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Предобусловленные методы сопряженных направлений

Односторонне предобусловленный метод PCR (γ = 2):

ũ0 = u0 = U−1
B ū0, r̃0 = p̃0 = B−1r0 = B−1(f − Au0),

ũn+1 = ũn + αnp̃
n, αn = σn/ρn, σn = (Ap̃n, p̃n)

r̃n+1 = r̃n − αnB
−1Ap̃n, ρn = (B−1Ap̃n,Ap̃n),

p̃n+1 = r̃n+1 + βnp̃
n, βn = σn+1/σn,

ũn = U−1
B ūn, r̃n = U−1

B r̄n, p̃n = U−1
B p̄n.

Рекурсивное вычисление коэффициентов ρn:

ρn+1 = (B−1Ap̃n+1,Ap̃n+1) = γn+1 + 2βn(B
−1Ar̃n+1,Ap̃n) + β2

nρn =

= γn+1 − 2βn/αn(B
−1Ar̃n+1,Ar̃n+1) + β2

nρn = γn+1 + β2
nρn(1− 2σnκn+1),

γn+1 = (B−1Ar̃n+1,Ar̃n+1), κn+1 = (B−1Ar̃n+1, r̃n+1), σn+1 = (Ar̃n+1, r̃n+1).

Одновременное определение γn+1, κn+1 и σn+1!
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Классификация узлов сетки

Au = f , A = {at,s} ∈ RN,N , u = {ut}, f = {fl} ∈ RN ,

Ωh
1 : xi+1 = xi + h, yj+1 = yj + h, zk+1 = zk + h; i , j , k = 0, 1, 2, ...,

Ωh
2 : xi+2 = xi + 2h, yj+2 = yj + 2h, zk+2 = zk + 2h; i , j , k = 0, 2, 4, ...,

Ωh
1 = Ω1

1 ∪ Ω2
1 ∪ Ω3

1 ∪ Ω4
1, Ω4

1 = Ωh
2

Рис. 1: Обозначения узлов двухуровневого метода на кубических сетках
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Блочная структура СЛАУ

A(l)u(l) = f (l), l = 1, 2

(Au)i ,j ,k = 6ui ,j ,k − ui−1,j ,k − ui ,j−1,k−

−ui+1,j ,k − ui ,j+1,k − ui ,j ,k−1 − ui ,j ,k+1 = fi ,j ,k ,

i = 1, 2, ..,Nx ; j = 1, 2, ..,Ny ; k = 1, 2, ..,Nz ;

Au =


A1,1 A1,2 0 0

A2,1 A2,2 A2,3 0

0 A3,2 A3,3 A3,4

0 0 A4,3 A4,4



ū1

ū2

ū3

ū4

 =


f̄1

f̄2

f̄3

f̄4

 ,

u, f ∈ RN , N = N1NyNz ,

ūs , f̄s ∈ RNs , s = 1, 2, 3, 4
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Рекурсивные СЛАУ на вложенных структурах

Ωh = Ωh
1 = Ω̂h

2 ∪ Ω̌h
1, Ω̌h

1 = Ωh
2,

u = u(1) =
(
(û(1))⊤, (ǔ(1))⊤

)⊤
, ǔ(1) = u(2).

Ωh = Ωh
1 = Ω̂h

1 ∪ Ω̂h
2 . . . ∪ Ω̂h

m−1 ∪ Ωh
m,

u = u(1) =
(
(û(1))⊤, (û(2))⊤, . . . , (û(m−1))⊤, (u(m))⊤

)
,

Ωh
l = Ω̂h

l ∪ Ω̌h
l , Ω̌h

l = Ωh
l+1, u

(l) =
(
(û(l))⊤, (ǔ(l))⊤

)⊤
, ǔ(l) = u(l+1).

Au =

[
A1,1 A1,2

A2,1 A2,2

][
û(1)

u(2)

]
=

[
f̂ (1)

f (2)

]
.
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Рекурсивные СЛАУ на вложенных структурах

Au = Au(1) =

=



A1,1 A1,2 0

A2,1 A2,2 A2,3 0
. . . . . . . . .

. . . Am−1,m−1 Am−1,m

0 . . . 0 Am,m−1 Am,m





û(1)

û(2)

...
û(m−1)

u(m)





f̂ (1)

f̂ (2)

...
f̂ (m−1)

f (m)


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Блочная неполная факторизация

B = (G + L)G−1(G + U), G = D + LG−1U ,

B =


G1 0 0 0

A2,1 G2 0 0

0 A3,2 G3 0

0 0 A4,2 G4



G−1
1 0 0 0

0 G−1
2 0 0

0 0 G−1
3 0

0 0 0 G−1
4



G1 A,12 0 0

0 G2 A3,3 0

0 0 G3 A3,4

0 0 0 G4


двуxсеточный метод:

G1 = A1,1, G2 = A2,2 − (A2,1G
−1A1,2)1 − θS2,

S2e = [A2,1G
−1
1 A1,2 − (A2,1G

−1
1 A1,2)1]e

G3 = A3,3 − (A3,2G
−1
2 A3,4)1 − θS3, S3e = [A3,2G

−1
2 A2,3 − (A3,2G

−1
2 A2,3)1]e,

G4 = A4,4 − (A3,4G
−1
3 A3,4)7 − θS4, S4e = [A4,3G

−1
3 A3,4 − (A4,3G

−1
3 A3,4)7]e.
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Двустороннее экономическое предобуславливание СЛАУ

A = D + L+ U, D = D⊤, L = U⊤, Au = f

Āū = f̄ , Ā = L−1
B AU−1

B , ū = UBu, f̄ = L−1
B f ,

B = LBUB , LB = (G + L)U−1
G , G = LGUG , UG = L⊤G

Ā = (I + L̄)−1 + (I + Ū−1) + (I + L)−1(D̄ − 2I )(I + Ū)−1,

D̄ = L−1
G DU−1

G , L̄ = L−1
G LU−1

G , Ū = L−1
G UU−1

G

Āv = (I + L̄)−1[v + (D̄ − 2I )w ] + w , w = (I + Ū)−1v ,
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Двухсеточный метод

Bvn = rn ≡ f − Aun, vn = (vn
1 , v

n
2 , v

n
3 , v

n
4 )

(G + L)wn = rn, (G + U)vn = Gwn, G = diag{Gk}

G1w
n
1 = rn1 , k = 2, 3, 4 : Gkw

n
k = rnk − Ak,k−1w

n
k−1,

vn
4 = wn

4 , k = 3, 2, 1 : vk = wk − G−1
k Ak,k+1w

n
k .

un+1 = un + vn, G4 = A(2) = L
(2)
A U

(2)
A
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Структура многосеточного метода

(Alu(l))t = a
(l)
t ut +

6∑
q=1

a
(l)
t,t+st,qu

(l)
t+st,q = f̄t , (2)

t = 1, ...,Nl , l = 1, 2, ...,m,

A(l)u(l) = f (l), A(l+1)u(l+1) = f (l+1), l = 1, ...,m − 1.

Ωl = Ω1
l ∪ Ω2

l ∪ Ω3
l ∪ Ω4

l , Ω4
l = Ωl+1

Au =


A
(l)
1,1 A

(l)
1,2 0 0

A
(l)
2,1 A

(l)
2,2 A

(l)
2,3 0

0 A
(l)
3,2 A

(l)
3,3 A

(l)
3,4

0 0 A
(l)
4,3 A

(l)
4,4




ū
(l)
1

ū
(l)
2

ū
(l)
3

ū
(l)
4

 =


f̄
(l)
1

f̄
(l)
2

f̄
(l)
3

f̄
(l)
4

 ,
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Многосеточная неполная факторизация 1

B (l) = (G (l) + U (l))(G (l))−1(G (l) + U (l) =

=


G

(l)
1,1 0 0 0

A
(l)
2,1 G

(l)
2 0 0

0 A
(l)
3,2 G

(l)
3 0

0 0 A
(l)
4,3 G

(l)
4

G (l))−1


G

(l)
1 A

(l)
1,2 0 0

0 G2 A
(l)
2,3 0

0 0 G
(l)
3 A

(l)
3,4

0 0 0 G
(l)
4

 (3)
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Многосеточная неполная факторизация 2

G
(l)
1 = A

(l)
1,1, G

(l)
2 = A

(l)
2,2 − (A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2)1 − θ2S

(l)
2 ,

S
(l)
2 e2 = [A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1A

(l)
1,2 − (A

(l)
2,1(G

(l)
1 )−1)A

(l)
1,2)1]e2

G
(l)
3 = A

(l)
3,3 − (A

(l)
3,2(G

(l)
2 )−1A

(l)
2,3)1 − θ3S

(l)
3

S
(l)
3 e3 = [A

(l)
3,2(G

(l)
3 )−1A
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(l)
3,4)7 − θ4S
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Теорема 1

Теорема

Пусть матрица A = A(1) является стилтьесовой. Тогда матрицы B(l) и

G
(l)
4 = A(l+1) из (2), (3), l = 1, 2, ...,m, также являются стилтьесовыми,

причем для v ∈ RNl выполняются условия

δl(B
(l)v , v) ≤ (A(l)v , v) ≤ ∆l(B

(l)v , v),

где 0 ≤ δl ≤ ∆l , суть константы эквивалентности матриц, вычисляемые через

коэффициенты соотношений (2), (3).
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Теорема 2

Теорема

В условиях теоремы 1 предобусловленные методы сопряженных направлений

(1) сходятся, причем для выполнения услоия ∥rn∥ ≤ ϵ∥f ∥ при заданном

значении ϵ ≪ 1 число итераций оценивается величиной

n(ϵ) ≤
√
κ[log (2ϵ−1)]/2,

где κ – спектральное число обусловленности матрицы B−1A.
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Вычислительные эксперименты 1

В качестве тестового примера бралось уравнение Пуассона △u = f в

единичном кубе с точным решением u(x , y , z) = sin(πx)sin(πy)sin(πz).

Вектор правой части рассчитывался по формуле f h = △hu, а начальное

приближение бралось равным u0 = 0. В Таблице 1 приводятся результаты

решения сеточных СЛАУ с числами неизвестных N = 33, 73, 153, 313, 633 и со

значением компенсирующего параметров θ2 = θ3 = 1. Здесь даны количество

итераций для описанного выше двухсеточного метода, алгебраическая

система на редкой сетке решалась “прямым алгоритмом” PARDISO из

библиотеки MKL INTEL и для алгоритма сопряженных градиентов без

предобуславливания, т.е. односеточного метода с B = I .
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Вычислительные эксперименты 2

N 73 153 313 633 1273

B
14

0,001

16

0,004

17

0,062

18

0,685

18

8,667

I
26

0,001

44

0,005

77

0,076

108

1,036

109

12,531

Таблица 1: Числа итераций и время итераций для двухсеточного и односеточного

N / m 1 2 3 4 5

1273 276

11.9

18

13.3

38

3.81

75

5.99

136

10.4

2553 529

239

18

202

37

50.4

74

59

143

110

Таблица 2: Таблица 3 из [18] для трехмерной задачи, где первая строка – число

итераций, вторая строка – время выполнения
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Вычислительные эксперименты 3

Точное решение ū(i) = i .

N 153 313 633 1273

B
13

0,005

14

0,062

13

0,516

13

6,204

I
48

0,006

96

0,095

185

1,783

349

29,744

Таблица 3: точное решение ū и ϵ = 10−7
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Вычислительные эксперименты 4

N 153 − 93 313 − 173 633 − 333 1273 − 653

B
8

0,002

9

0,025

10

0,291

9

3,243

I
26

0,002

48

0,038

88

0,691

165

13,237
vertex 2,646 24,878 214,110 1,773,758

Таблица 4: Числа итераций и время итераций с точным решением ū и ϵ = 10−5
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Вычислительные эксперименты 5

N 153 − 93 313 − 173 633 − 333 1273 − 653

B
12

0,006

14

0,045

14

0,433

14

5,429

I
32

0,003

66

0,063

122

0,967

213

17,993
vertex 2,646 24,878 214,110 1,773,758

Таблица 5: Числа итераций и время итераций с точным решением ū и ϵ = 10−7
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Вычислительные эксперименты 6

N 153 − 93 313 − 173 633 − 333 1273 − 653

B
16

0,004

19

0,051

19

0,569

19

7,041

I
42

0,003

83

0,067

161

1,263

305

24,171
vertex 2,646 24,878 214,110 1,773,758

Таблица 6: Числа итераций и время итераций с точным решением ū и ϵ = 10−9
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Вычислительные эксперименты 7

N 1273 − 573 1273 − 773 1273 − 973 1273 − 1173

B
14

5,425

14

4,257

14

2,611

15

0,842

I
247

19,821

204

14,049

130

6,141

53

0,894
vertex 1,863,190 1,591,850 1,135,710 446,770

Таблица 7: Числа итераций и время итераций с точным решением ū и ϵ = 10−7,

для разных полостей одного куба
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Вычислительные эксперименты 8

θ итерации

2 677

1,5 2997

1,01 73

1,001 15

1,0001 15

1,00001 14

1 14

0,99999 14

0,9999 15

0,999 16

0,995 17

0,75 35

0,5 40

0 46

Таблица 8: Числа итераций для куба 313 − 173 с точным решением ū и ϵ = 10−7,

для различных параметров θ = θ2 = θ3
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