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Цель: Эффективные численные алгоритмы для решения задач обратного 

моделирования процессов адвекции-диффузии-реакции с линейными 

операторами измерений.

•Единообразный подход к различным данным измерений включая данные типа

изображений (большие объемы информации неизвестной ценности)

Акутальность
•Прогресс в параллельных вычислительных технологиях: требуются алгоритмы,

естественно отображающиеся на параллельные архитектуры (ансамблевые

алгоритмы, методы расщепления, декомпозиции и т.д.)

•Разнообразие приложений для задач обратного моделирования процессов

адвекции-диффузии-реакции, в том числе

•Исследование качества атмосферы (экологические приложения)

•Теория морфогенов (биология развития)

•Прогресс в методах решения нелинейных некорректных уравнений (различные

методы регуляризации, SVD, сходимость и т.д.) и методах исследования
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Качество воздуха
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Stewart, D. R.; Saunders, E.; Perea, R. A.; Fitzgerald, R.; Campbell, D. E. & Stockwell, W. R. Linking Air Quality and Human Health Effects Models: 

An Application to the Los Angeles Air Basin // Environmental Health Insights, SAGE Publications, 2017 , 11 , 117863021773755

Экономический эффект от 
изменения качества воздуха 

Время пребывания 
на больничном и 

стоимость лечения

Социальные эффекты
+

Учет вторичных 

загрязнителей
https://vk.com/ecoyarsk
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Особенности математического

моделирования в задачах 

охраны окружающей среды 
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Высокая 
неопределенность • Неизвестные источники выбросов, 

начальные и краевые условия, 
скорости трансформаций и другие 
параметры моделей, структура 
моделей.

• Небольшое количество доступных 
данных измерений

Сложность 
прямого 

моделирования

• Нелинейность, разнообразие 
временных масштабов и 
процессов, высокая (до 1012) 
размерность рассматриваемых 
моделей

Работа в 
реальном 
времени

• Необходимость получать и 
уточнять прогноз по мере 
поступления данных измерений.
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Модели 
переноса и 

трансформации 
примесей

Модели гидро-
термодинамики

атмосферы
Данные 

мониторинга

Газо-
фазная 
химия

Динамика 
аэрозолей
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IMDAF.City: Система моделирования химического 

состава атмосферы с усвоением данных 

мониторинга

ГИС
& внешние 
параметры

Алгоритмы усвоения 
данных и решения 

обратных задач

Система 
прямого 

моделирования

Оценка 
состояния 
и прогноз
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Иерархия задач (оценка качества воздуха) 

и вычислительная сложность
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•Система обратного моделирования  и усвоения данных ИВМиМГ СО РАН

ICM&MG Inverse Modeling and Data Assimilation Framework 

IMDAF

•Требуется строить прогноз в «реальном времени», уточняя 
параметры модели на основе поступающих данных измерений. 
Требует решения последовательности связанных обратных задач с 
различными наборами данными измерений. Решение предыдущих 
как априорная информация для следующих. 

Задачи 
усвоения 
данных

•Требуется найти неизвестную функцию состояния или 
неизвестные параметры по дополнительной информации. 
Может потребовать решения последовательности задач 
управления.

Обратные 
задачи

•Требуется уточнить параметры моделей, чтобы 
приблизить модельные расчеты к данным 
измерений. Требует решения 
последовательности прямых задач с 
различными параметрами моделей.

Задачи управления

•Требуется смоделировать и исследовать 
распределение концентраций 
химических веществ при заданных 
параметрах моделей.

Прямые/сопряженные 
задачи 

(оценка чувствительности)

Необходимо гибкое управление сложностью подзадач

Вычислительная 

сложность

Контакты с авторами работы: Пененко А.В. лаб ММГППС, a.penenko@yandex.ru



Модель 
адвекции-диффузии-реакции
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Обратная задача

 Прямоугольная в 0D, 1D, 2D, 3D

Линейный 

оператор измерений

Дано ШумНайти

• Контактные

• Изображения

• Вертикальные профили

Шкала моделей: 0D, 1D, 2D, 3D 1, , cl N - количество веществ 



Постановка задачи усвоения данных
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t

j1j  1j 

Обратные задачи

Поиск функции 
неопределенности

Поиск функции 
состояния

tданные искомые

данные искомые данные искомые

Обратная задача

Задача усвоения данных (с непересекающимися окнами усвоения)

Обратная задача Обратная задача

Задача продолжения 

с «точек» измерения 

на всю область

окно усвоения

Задача идентификации 

источника, коэффициента, 

«с обратным временем»,… 



Алгоритмы усвоения данных
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Алгоритмы усвоения данных

Детерминированные Стохастические

Вариационные 
([Sasaki,1955]), [Penenko, Obraztsov, 1976], 

[Dimet, Talagrand, 1986], 

[Talagrand,Courtier,1987]
Nudging

3DVar

4DVar

Сильные 

ограничения

Слабые 

ограничения

Гибридные

«3.5DVar»

Динамическая 

Регуляризация

[Осипов, 1999]

ОЗ обращения оператора 

измерений (продолжения 

с постов мониторинга) на 

одном шаге по времени 

дискретной модели, 

решаемая вариационным 

методом. Модель входит в 

стабилизатор.

Обзоры [Sandu,Chai,2011], 

[Bocquet et. al. 2014], [Carrassi,2018]

ОЗ о поиске начальных 

данных, решаемая 

вариационным методом 

(метеорология)

ОЗ о поиске начальных 

данных и источника, 

решаемая вариационным 

методом (в химии 

атмосферы: [Fisher, Lary, 

1995],  [Elbern, Schmidt, 

1999],[Fisher et al. 2005], 

[Elbern et al. 2007])

«Неявный» 

3DVar

ОЗ идентификации 

источника на одном 

шаге по времени 

дискретной модели 

2 2
( ) minJ r H I r      

На ограничениях модели

4DIP



Задачи оценки чувствительности 
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Градиентные алгоритмы
(идентификация источников)

[( ) [ ,[ ]] ], ,J    r hr r

Задан целевой функционал

Если параметры достаточно гладкие, то

Например, алгоритм Полака-Рибьера, 

реализованный в GSL
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J
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Распараллеливание:

• Схема расщепления для прямых 

и сопряжённых задач.

• Ensemble approach in the special 

case when adjoint is independent on 

the direct problem solution 

[Karchevsky, A., Eurasian journal of 

mathematical and computer 

applications, 2013 , 1 , 4-20] (~2х 

speed-up)



IMDAF Classes
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Управление памятью
Ввод-вывод

Сетки (пространства)
Предметная область: География, Биология

Алгоритмы 
решения 

прямых задач

Алгоритмы с усвоением 
на одном шаге 

дискретной модели и
отдельных стадиях 

схемы расщепления

Алгоритмы с 
произвольными 

длинами окон усвоения 
(в том числе на основе 

ансамблей 
сопряжённых функций)

Управление 
численным 

экспериментом 
(очередь задач)

Внешние библиотеки:

• NetCDF (ввод-вывод)

• Eigen (SVD, алгебра)

• GSL (оптимизация)

• Boost



Алгоритмы с усвоением 
на одном шаге дискретной 

модели и отдельных стадиях 
схемы расщепления
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Splitting scheme on the interval ([Gordeziani,Meladze,1974]), 

Sequential Data Assimilation at the 
Splitting Stages (inverse problems ensemble)

14
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•Transport

•Transformation

Next step

1jt  
 
 

Variational

DA WRT 

Variational

DA WRT lr

lr

Measurements I

Penenko, A. et al. Sequential Variational Data Assimilation Algorithms at the Splitting Stages of a Numerical Atmospheric Chemistry Model // Large-Scale 

Scientific Computing, Springer International Publishing, 2018 , 536-543

Penenko, A.; Mukatova, Z. S.; Penenko, V. V.; Gochakov, A. & Antokhin, P. N. Numerical study of the direct variational algorithm of data assimilation in urban 

conditions // Atmospheric and ocean optics, 2018 , 31 , 456-462

Direct 

Algorithm

jt1jt 



Direct variational data assimilation 

algorithms for transport processes
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Three-diagonal matrix system (with 2x2 and 3x3 matrices)
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Can be solved with the direct algorithm

Penenko, A. V.; Penenko, V. V. & Tsvetova, E. A. 

Sequential data assimilation algorithms for air quality 

monitoring models based on a weak-constraint 

variational principle // Numerical Analysis and 

Applications, Pleiades Publishing Ltd, 2016 , 9 , 312-

325

Penenko, A.V.; Khassenova, Z.T.; Penenko, V.V. & 

Pyanova, E.A. Numerical study of a direct variational 

data assimilation algorithm in Almaty city conditions // 

Eurasian Journal of Mathematical and Computer 

Applications, L. N. Gumilyov Eurasian National 

University, 2019 , 7 , 53-64



Variational data assimilation on the 

transformation stage
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Direct problem Adjoint problem

Discrete-analytical scheme of the 1st order

1
0 0

1 1

( , )
t tN N

j j j j j j

j j
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      Lagrange type identity 

Optimization problem

Penenko, A. et al. Sequential Variational Data Assimilation Algorithms at the Splitting Stages of a Numerical Atmospheric Chemistry Model // Large-Scale 

Scientific Computing, Springer International Publishing, 2018 , 536-543

Penenko, A. Consistent numerical schemes for solving nonlinear inverse source problems with the gradient-type algorithms and the Newton-Kantorovich 

methods // Siberian J. Num. Math. / Sib. Branch of Russ. Acad. of Sci., Pleiades Publishing Ltd, 2018 , 21 , 83-99.



IMDAF Direct & Splitting DA 
problem solvers
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Splitting 
scheme solver

Advection-
diffusion-solver

Discrete-analytic 
scheme

Upwind 
scheme

Discrete-analytic 
scheme for reaction

Решатели прямых задач:

• Прямая задача

• Сопряжённая задача

• Уравнение в вариациях

Трехдиагональная 

СЛАУ
RADM2

Stockwell

Lorenz’63

BrusselatorNikolaev

Smolukhovsky

Reaction 
rates

Splitting 
scheme DA

Advection-
diffusion- direct 

DA

Reaction-direct 
DA

Reaction-
iterative DA

Direct

Splitting DA 



Разработанные алгоритмы 

вариационного усвоения данных 
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Усвоение с единичным окном на 

отдельных стадиях схемы 

расщепления

Композитный алгоритм (прямые 

алгоритмы для стадий переноса и 

итерационный для стадии 

трансформации)

Многомерная модель 

адвекции-диффузии с 

усвоением

Многомерная модель 

адвекции-диффузии-реакции с 

усвоением на стадии переноса

Многомерная модель адвекции-

диффузии-реакции с усвоением 

прямыми алгоритмами

Прямые алгоритмы (без итераций)

• Обмен информацией между 

стадиями усвоения только через 

прямую задачу (внутри + 

сопряжённая)

• Прямые алгоритмы для 

контактных измерений

• Распределение измерений по 

стадиям расщепления



Data assimilation 

3D model with chemical transformation
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Data assimilation

Routine pollutants

modification

Data assimilation

Rare pollutants

modification

«Exact 

solution»

«NO

DA»



Алгоритмы с произвольными 
длинами окон усвоения (в том 

числе на основе ансамблей 
сопряжённых функций)

20



Градиентные алгоритмы
(идентификация источников)

[( ) [ ,[ ]] ], ,J    r hr r

Задан целевой функционал

Если параметры достаточно гладкие, то

Например, алгоритм Полака-Рибьера, 

реализованный в GSL
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Распараллеливание:

• Схема расщепления для прямых 

и сопряжённых задач.

• Ensemble approach in the special 

case when adjoint is independent on 

the direct problem solution 

[Karchevsky, A., Eurasian journal of 

mathematical and computer 

applications, 2013 , 1 , 4-20] (~2х 

speed-up)



Adjoint Problem for 
Large Assimilation Windows
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The equation in 

variations for the 

split scheme
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Adjoint 

equations

Lagrange type

identity 
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Sensitivity operator 

element

Penenko, A.; Penenko, V.; Tsvetova, E. & Mukatova, Z. Consistent Discrete-Analytical Schemes for the Solution of the 

Inverse Source Problems for Atmospheric Chemistry Models with Image-Type Measurement Data // Finite Difference 

Methods. Theory and Applications, Springer International Publishing, 2019 , 378-386



Sensitivity operator
(inverse source problem)

Sensitivity relation 

(Lagrange type identity)

  measU SpanU
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operator [Dimet et al,2015]
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Parametric family of quasi-

linear operator equations

Parallel w.r.t. U
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(To control the data considered)

Idea: [Marchuk G. I., On the formulation of certain inverse problems, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 156:3 (1964), 

503–506]



Inversion algorithm
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-truncated SVD inversion parametrized by conditional number  

, inversesource problem

, inversecoefficient problem
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unknowns

coeff
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Newton-

Kantorovich

-type update

[ , ]Um m q q

( )unknownsN

Nonlinearity: 

sequential increase of 

the conditional number

Admissible solutions: 

projection regularization

Noise: 

discrepancy 

principle

Optional monotonicity: 

monotonic decrease of the 

discrepancy

Theoretical foundations: [Issartel, J.-P., 2003], [Cheverda V.A., Kostin V.I., 1995], 

[Bakushinskiy, Goncharsky. 1989], [Kaltenbacher et al, 2008], [Vainikko, Veretennikov, 1986]  24



Adjoint ensemble methods

Inverse Problem 
Statement (PDE)

Adjoint
problem 

Lagrange-type 
Identity

Family of quasi-linear 
ill-posed operator 

equations

General
ensemble

Inverse problem 
solution algorithm

Sensitivity 
function

Finite 
ensemble

Ill-posed nonlinear 

operator equation 

methods

# computation 

threads

Data assimilation mode

Sensitivity operator 
analysis
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Inverse source problem (0D)
1
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 2 3= ,mesL CO O =10 3600T 

= 3000tN

= 22cN

(0) 0r 

Modified [Stockwell,2002]

Penenko, A. V. A Newton–Kantorovich Method in Inverse Source Problems for Production-Destruction 

Models with Time Series-Type Measurement Data // Numerical Analysis and Applications,  2019 , 12 , 51-69

Relative error

for different number

of projection functions

Source 

reconstruction
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Sources identification with direct 
and indirect in situ (5 sites) measurements

Измеряется NO

Projection to orthogonal 

complement of sensitivity 

operator kernel

Восстановленные источники

Exact stationary NO 

source function (city traffic)

Измеряется O3 

V. V. Penenko A. V. Penenko, E. A. Tsvetova and A. V. Gochakov Methods for studying the sensitivity of atmospheric quality 

models and inverse problems of geophysical hydrothermodynamics // Journal of Applied Mechanics and Technical Physics, 2019, 

Vol. 60, No. 2, pp. 392–399.

= 4 24 3600T   = 5 10 
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Восстановление коэффициента 
диффузии по томографическим снимкам(2D)

28

( ) ( ( ) ( )) ( ) [0 ]t x t x x t x t T         

( ) ( ) [0 ]x t x t x t T        

0( ) ( ) 0x t I x t x      
min( ) 0k x k x   

( ) ( ) ( ) 1j j jx t I x I x x j M        

t

Penenko, A. V.; Nikolaev, S. V.; Golushko, S. K.; Romashenko, A. V. & Kirilova, I. A. Numerical Algorithms for Diffusion 

Coefficient Identification in Problems of Tissue Engineering // Math. Biol. Bioinf., 2016 , 11 , 426-444 doi: 

10.17537/2016.11.426 (In Russian)



Hypothetical morphogen 
synthesis region estimation (2D) 

29

Reconstructed morphogen fieldsReconstructed source of 

hypothetical Morphogen   

Penenko, A.; Zubairova, U.; Mukatova, Z. & Nikolaev, S. Numerical algorithm for morphogen synthesis region identification 

with indirect image-type measurement data // Journal of Bioinformatics and Computational Biology, World Scientific Pub 

Co Pte Lt, 2019 , 17 , 1940002

Yadav, R. K.; Girke, T.; Pasala, S.; Xie, M. & 
Reddy, G. V. Gene expression map of the 
Arabidopsis shoot apical meristem stem cell niche 
// Proceedings of the National Academy of 
Sciences, Proceedings of the National Academy of 
Sciences, 2009 , 106 , 4941-4946
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Data assimilation mode (2D)
(data assimilation problem = sequence of inverse problems)

= 0.5 3600T 
= 100tN

600X Y 
=100xN

= = 5x y 

=10t

«Inverse problem mode»

(1 assimilation window)

«Data assimilation mode»

(2 assimilation windows)

Exact source Reconstructed source

Assimilation window 

boundary

[Penenko, A. V. Algorithms for the inverse modelling of transport and transformation of atmospheric pollutants

//  IOP Conference Series: Earth and Environmental Science, IOP Publishing, 2018 , 211 , 012052]

Source: NO

Measurements:

concentration images 

(movies) 

Initial guess: zero 

«
4
D

N
K

»
a
lg

o
ri

th
m

30



Архитектура алгоритмов c 
произвольными окнами усвоения

31

opEqSolver

InverseProblem

Решатель нелинейных 

«операторных» 

уравнений

Adjoint
Ensemble

solvers

Gradient
Solvers

Data Assimilation 
Problem Solvers

• Вычисление 

функционала

• Вычисление 

градиента

Решает 

последовательность 

обратных задач 

выбранным 

алгоритмом 

• Вычисление оператора 

обратной задачи

• Вычисление оператора 

чувствительности

• Построение ансмабля

• Вычисление оператора 

прямой задачи

• Вычисление невязка данных измерений

• Решение ансамбля сопряженных уравнений

• Функции чувствительности

Для каждой 

рассматриваемой 

постановки



Окружение IMDAF 

IMDAF

32

Конфигурация
NetCDF:

измерения

NetCDF: 
коэффициенты

NetCDF:
результаты

NetCDF: WRF, 
EviroHIRLAM

Text: 
ATMES

XCellerator

Код операторов 

Продукции-деструкции и 

Операторов разделенных 

разностей (символьное 

дифференцирование)

Данные о точечных 

источниках, 

постах мониторинга 

(географические 

координаты)

Модели гидро-

термодинамики

KPP файлы 

химических 

механизмов

Визуализация



Положения, выносимые на
защиту

33

• Наборы согласованных в смысле тождества Лагранжа дискретно-аналитических численных схем и 

схемы расщепления для шкалы моделей адвекции-диффузии-реакции различной пространственной 

размерности и градиенты функционалов невязки на их основе.

• Прямой алгоритм усвоения данных для одномерной модели адвекции-диффузии и контактных данных 

измерений. Изучена связь между результатом работы алгоритма и точным решением задачи усвоения 

данных.

• На основе прямого алгоритма усвоения данных разработаны оригинальные вариационные алгоритмы 

усвоения данных с усвоением на отдельных стадиях схемы расщепления.

• Разработана процедура выбора параметра регуляризации на основе сценарного подхода.

• Для уравнений адвекции-диффузии-реакции с использованием операторов чувствительности 

построены модели систем дистанционного и контактного мониторинга, а также систем интерпретации 

изображений. Модели имеют вид семейств квазилинейных операторных уравнений.

• Разработаны алгоритмы типа Ньютона-Канторовича для решения квази-линейных операторных 

уравнений на основе оператора чувствительности. Разработанные алгоритмы протестированы для 

решения прикладных задач в областях моделирования химии атмосферы и живых систем. Созданы 

алгоритмы для работы в потоковом режиме, то есть в режиме усвоения данных.

• Реализованная в объектно-ориентированном подходе система обратного моделирования IMDAF 

(Inverse Modeling and Data Assimilation Framework), включающая процедуры препроцессинга

(подготовки параметров моделей по разнородным источникам), расчета на системах с общей 

памятью и визуализации.
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Sensitivity relation based

• Coarse-fine mesh method (Sequential solution refinement with sequential adjoint problems 

solving) [Hasanov, A.; DuChateau, P. & Pektas, B. An adjoint problem approach and coarse-fine mesh 

method for identification of the diffusion coefficient in a linear parabolic equation// Journal of Inverse 

and Ill-Posed Problems, 2006 , 14 , 1-29]

• Adjoint function for each measurement datum with the solution of the resulting operator 

equation [Marchuk G. I., On the formulation of certain inverse problems, Dokl. Akad. Nauk

SSSR, 156:3 (1964), 503–506], 

• Passive tracer (linear) case: [Issartel, J.-P. Rebuilding sources of linear tracers after atmospheric 

concentration measurements  // Atmospheric Chemistry and Physics, Copernicus GmbH, 2003 , 3 , 

2111-2125]

• Nonlinear case, pointwise sources: [Mamonov, A. V. & Tsai, Y.-H. R. Point source identification 

in nonlinear advection-diffusion-reaction systems Inverse Problems, IOP Publishing, 2013 , 29 , 

035009]  

Cost function based

• Cost functional gradients with adjoint problem solution (single element ensemble for the 

discrepancy).

• Gradient computation with adjoint ensemble when adjoint is independent of direct solution 

[Karchevsky, A., Eurasian journal of mathematical and computer applications, 2013 , 1 , 4-20]

• Representer method (optimality system decomposition, ensemble generated for discrepancies 

for each measurement data) [Bennett, A. F. Inverse Methods in Physical Oceanography (Cambridge 

Monographs on Mechanics) Cambridge University Press, 1992]

Adjoint problem solution ensembles
in inverse problem algorithms
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