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Дискретизация многомерной начально-краевой  

задачи
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Формальная постановказадачи

1 2 3
¯

[
~x = (x ,x ,x ) ∈Ω= Ω Γ, 0 < t ≤ T < ∞ :

Lu~= f~(~x,t), u~= {uµ, µ= 1,...,mf } : f~ = {fµ, µ= 1, ...,mf },

uµ, fµ = uµ, fµ(~x,t),

∂

l u~= ~g(~x , t), ~x∈ Γ, u~(~x, 0) = u~0(~x ),

L = A + ∇B∇ + C∇+ D,
∂ t

6

Γ = ΓD 

[
ΓN  : u = gD   x ∈ ΓD ;

DN u + AN ∇nu = gN ,  x ∈ ΓN ,



Оптимизационная формулировка 

обратных задач
вектор оптимизируемых параметров модели
p~= (p1, ..., pm0)

целевой (минимизируемый) функционал

7

Φ0(u~(~x, t, p~opt)) = minΦ0(u~(~x, t, p~))
p~

линейные ограничения

1 2 0
minm   + m   = m : p ≤ pk

max
k k

≤ p , k = 1, ...,m1

нелинейные (функциональные) ограничения

Φl (u~(~x , t, p~)) ≤δl, l = 1, ...,m2

уравнение состояния (прямая задача)

Lu~ = F(~x ,t)



Геометрические объекты

расчетная область
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S

k

¯ ¯
kΩ = Ω , Ωk 

T  
Ωk0 = 0, k =6k0, k, k0 = 1, ..., NΩ

подобласти

Ω̄k = Ωk 
S  

Γk , Γk=
S

k0∈ωk

Γk,k0, Ω0 = Rd /Ω̄

Ω
T

¯ ¯
k k k,k k ,kΩ 0         = Γ 0         = Γ 0 6=  

0
внешняя граница расчетной области:

(e)
S

k

Γ = Γ = Γk,0

границы подобластей

kΓ = Γ
S(e) (i)

k k

(e)
kΓ , Γ = Γk,0, k

Γ(i )=
S

k06=

0

k,kΓ 0
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вершины (точки): Vp = (xp, yp, zp), p = 1, ..., NV

поверхности: Sq(x, y, z) = 0, q = 1, ..., NS

линии: Cr (x , y , z ) = 0, r = 1, ..., NC  

поверхностные сегменты: Fl , l = 1, ..., NF  

отрезки (ребра): Es , s = 1, ...,NE

x = x(τ ), y = y (τ ), z = z (τ),

x = x(τ (1), τ (2)), y = y(τ (1), τ (2)), z = z(τ (1), τ (2)),
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Топологические связи между 
геометрическими  объектами

VE

матрицы инцидентности (смежности):

VE
i ,j

M = { m :

EF
EF
i ,j

M = { m :

FΩ
FΩ
i ,j

M = { m :

i =1, ..., NV ;

i = 1, ..., NE;

i = 1, ..., NF;

j = 1, ..., NE}

j = 1, ..., NF}

j = 1, ..., NΩ}



Функциональные объекты

(материальные  свойства) в соответствии

с подобластями и  граничными сегментами

типы и коэффициенты уравнений

Ωk : −∇λk ∇u + æk u = fk

виды и коэффициенты краевых условий

Γl  : u = gl или λl u + βl un = γl

начальные данные ( t  = 0)

описание параметрической оптимизации  
(постановка обратной задачи, идентификация  
параметров модели)
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Сеточные объекты

сеточные подобласти и сеточная расчетная

12

область
h

k

Ω = Ω ,¯ ¯ ¯h h h
k k k

S S
k

h
ΩΩ = Ω Γ , k = 1, ..., N , h

k
Ω ≈ Ω k

сеточные границы

Γh
0

T
¯ ¯h h= Ω Ω , h

S
h h

k,k k k l k,0 k
Γ = Γ , Γ ≈ Γ k

k

узлы сетки V h = (xp, yp, zp), p = 1, ..., Nh

p V

сеточные ребра E h, s  = 1, ...,Nh

s E

сеточные грани F h, l = 1, ..., Nh

l F

сеточные (конечные) объемы T h , m =1, ..., Nh

m T



Топологические связи сеточныхобъектов

m
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h h h
m l

h
m,m0Ω = T  , F  = F ≡ T

S T
¯ ¯ ¯ T̄h h

m m0

E = Eh h
s l ,l 0

h
l

T
¯ ¯≡ F Fh

l0
h
p

h
s,s0 s

T
¯ ¯h h

s0,  V = V ≡ E E =

= V h
000l ,l ,l l

h h
S S

¯ ¯ ¯≡ F F Fh
l0 l00

матрицы инцидентности:

Mh
V,E V,T– (узлы-ребра), Mh – (узлы-объемы)

ME ,F   – (ребра-грани), Mh – (грани-объемы)F,T

Связи сеточных объектов с функциональными  
данными:

сеточный объем → принадлежность
h h
m k

подобласти (T ∈ Ω )

сеточная грань → принадлежность границе

l
h h

k
(F ∈ Γ )



Типы сеток

структурированные, неструктурированные,  
квазиструктурированные, согласованные и

0несогласованные (Γh

6=  

Γ

h
0k,k k ,k )

адаптивные: V ⊂ V h, E ⊂
∼
E h, F ⊂

∼
Fh

измельчение шагов вблизи больших градиентов  
статические и динамические (зависимость от  
времени)

вид координатной системы: декартовая,  
цилиндрическая, сферическая, криволинейная,  
ортогональная
тип конечных объемов: параллелепипеды,  
призмы, тетраэдры, октаэдры, симплексы  
равномерные, неравномерные,  
квазиравномерные вложенные Ω̄ h,k ⊃ Ω̄h,k+1
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Методы построениясеток

Структурированные сетки

Регулярные сетки с постоянными шагами, или  
изменяемыми по геометрической, или  
арифметической прогрессии

Кусочно-регулярные сетки

Топологически регулярные (прямоугольные,  
треугольные и т.д.)

Квазиструктурированные сетки:  
структурированные по подобластям,  
согласованные или несогласованные
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Неструктурированные сетки

Методы конформных и квазиконформных  
отображений

фронтальные алгоритмы

Вариационные методы

Построение сеток на принципах
дифференциальной геометрии

Иерархические методики дискретизации: 

ребра, поверхностные сегменты, объемы,  
сгущение и разрежение сеток
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Методы декомпозиции сеточных подобластей

• Альтернирующий метод Шварца 

• Аддитивные методы декомпозиции с разными

интерфейсными условиями

• Двухуровневые итерационные  процессы в 

подпространствах Крылова 

• Грубосеточные и другие приёмы ускорения 
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Принципы построениябиблиотеки

проблемная независимость и универсальная
применимость, гибкие входные и выходные 
интерфейсы со  множественными форматами 
данных  ( Г С Д + Ф С Д  =⇒ С С Д )
возможность взаимодействия с С А П Р
(CAD, CAE,...) и существующими П П П
свободный доступ к библиотеке (Open Source)  для 
использования в некоммерческих проектах
возможность использования сторонних  программ 
для построения сеток в подобластях
анализ и контроль качества с визуализацией  сеток
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Алгебраические, геометрические 

и комбинаторные  многосеточные методы

• Многоуровневые итерационные алгоритмы на 
семействе вложенных сеток

• Операции сглаживания, проектирования, 
грубосеточной коррекции и продолжения 

• Многосеточное предобуславливание

в подпространствах Крылова
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Технологические требования к ИВО

Гибкая расширяемость состава моделей,  
алгоритмов и технолоший построения сеток.

Адаптация к эволюции суперкомпьютерных  
архитектур и платформ. 

Отсутствие программных ограничений на число 
степеней  свободы задачи и количество 
используемых  вычислительных устройств.

Возможности переиспользования внешних  
программных продуктов.

Высокая производительность программного  
кода с масштабируемым параллелизмом.

Согласованное участие различных групп
разработчиков.
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Системное наполнениеИВО

Средства автоматизации для валидации,  
тестирования различных типов алгоритмов, в  том 
числе в разных внешних окружениях.

Конфигурационное управление
многоверсионных программных модулей. 

Управление вычислительным процессом и  
организация расчетных сеансов.

Автоматизация построения и  
распараллеливания алгоритмов, их  отображение 
на архитектуру ЭВМ.  

Конкретизация и поддержка стилей  
программирования: модульное, сборочное,  
фрагментарное, функциональное.

Компонентные технологии для поддержки  
многоязыковости и кросс-платформенности
проекта. 21



Научно -организационные проблемы

Создание отечественного конкурентно-
способного импортозамещяющего  
программного обеспеченичя.

Академические учебные и производственне  
версии.

Межведомственное взаимодействие групп  
разработчиков и пользователей.Организация  
сообщества и форумов ИВО.

Поддержка сопровождения, развития и  
инноваций ИВО.

Информационное обеспечение проекта и  
международные сотрудничество.
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