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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì

ìîäåëåé è ðàçðàáîòêîé ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ. Èõ àêòóàëü-

íîñòü îáóñëîâëåíà øèðîêèì âíåäðåíèåì â ïðàêòèêó è íåîáõîäèìîñòüþ

ðàçâèòèÿ è ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì,

â ÷àñòíîñòè, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è êîìáèíàòîðíîãî àíà-

ëèçà [3,4,15,38,42,53,56,57]. Èññëåäîâàíèå è ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî

ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íà-

ïðàâëåíèé â îáëàñòè îïòèìèçàöèè. Ýòî îòðàæàåòñÿ â ìíîæåñòâå íàó÷íûõ

ïóáëèêàöèé. Ñðåäè íèõ ìîæíî îòìåòèòü ðàáîòû Â.Ë. Áåðåñíåâà, Ý.Õ. Ãè-

ìàäè, Â.Ò. Äåìåíòüåâà, Ã.Ã. Çàáóäñêîãî, Ë.À. Êàçàêîâöåâà, À.À. Êîëî-

êîëîâà, À.Â. Êîíîíîâà, Þ.À. Êî÷åòîâà, À.Â. Ïàíþêîâà, R.L. Francis,

S. Hakimi, K. Klamroth, G.O. Wesolowsky [2, 18, 19, 39, 40, 47, 48, 92, 104,

109�111,129,132]. Òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ

ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè: ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ

ïðåäïðèÿòèé è ïå÷àòíûõ ïëàò, ðàññòàíîâêå òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäî-

âàíèÿ â öåõàõ, îïðåäåëåíèè ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ

è ò.ä. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ íîâûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷,

ñòðîÿòñÿ íîâûå ìîäåëè ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ òðåáîâàíèé, ñîâåðøåíñòâó-

þòñÿ êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçðàáàòûâàþòñÿ òî÷íûå è ïðèáëèæåííûå

àëãîðèòìû ðåøåíèÿ.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû. Â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ñâÿ-

çåé ìåæäó îáúåêòàìè â îïòèìàëüíîì ðàçìåùåíèè ìîæíî âûäåëèòü äâà
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òèïà çàäà÷: ðàçìåùåíèÿ�ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

îáúåêòîâ. Äëÿ ïåðâîãî òèïà ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè óñòàíàâëèâàþòñÿ â

ïðîöåññå èõ ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ

(ñêëàäû, òåëåêîììóíèêàöèîííûå óçëû) ê íèì ïðèêðåïëÿþòñÿ êëèåíòû

(òîðãîâûå òî÷êè, ïîëüçîâàòåëè óñëóã ñâÿçè), â ðåçóëüòàòå ÷åãî óñòàíàâ-

ëèâàþòñÿ ñâÿçè. Íàèáîëåå èçâåñòíûå ïðåäñòàâèòåëè òàêèõ çàäà÷: ðàçìå-

ùåíèå ïðåäïðèÿòèé, çàäà÷è î ð�ìåäèàíå è ð�öåíòðå. Çàìåòíûé âêëàä â

èõ èññëåäîâàíèå âíåñëè Â.Ë. Áåðåñíåâ, Ý.Õ. Ãèìàäè, À.À. Êîëîêîëîâ,

Þ.À. Êî÷åòîâ, S. Hakimi, O. Kariv è ðÿä äðóãèõ àâòîðîâ.

Â çàäà÷àõ âòîðîãî òèïà íåîáõîäèìî íàéòè ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ îáú-

åêòîâ â íåêîòîðîé îáëàñòè ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäó îáúåê-

òàìè, ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé. Íàïðèìåð,

ïðè ðàçìåùåíèè îáîðóäîâàíèÿ íåôòåõèìè÷åñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñâÿçÿ-

ìè ìîãóò áûòü òðóäîïðîâîäû, ñîåäèíÿþùèå åäèíèöû òåõíîëîãè÷åñêîãî

îáîðóäîâàíèÿ ìåæäó ñîáîé. Îäíèìè èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ çàäà÷ òàêî-

ãî òèïà ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Âåáåðà è êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à

î íàçíà÷åíèÿõ. Ðàçðàáîòêîé ýòîé ïðîáëåìàòèêè çàíèìàëèñü Ã.Ã. Çàáóä-

ñêèé, À.Â. Ïàíþêîâ, Ñ.È. Ñåðãååâ, È.Õ. Ñèãàë, Â.À. Òðóáèí, R.L. Francis,

G.O. Wesolowsky è äðóãèå àâòîðû.

Ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàí-

íûõ îáúåêòîâ îòíîñÿò ê XVII âåêó, êîãäà Ï. Ôåðìà ñôîðìóëèðîâàë çà-

äà÷ó, èçâåñòíóþ ñåé÷àñ êàê çàäà÷à Âåáåðà: íàéòè òàêóþ òî÷êó íà ïëîñ-

êîñòè, ÷òîáû ñóììà ðàññòîÿíèé îò íåå äî òðåõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê

áûëà ìèíèìàëüíîé. Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ãåîìåòðè÷åñêè Ý. Òîðè÷åëëè.

Ò. Ñèìïñîí îáîáùèë çàäà÷ó íà ñëó÷àé, êîãäà ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû

èìåþò âåñà. Â íà÷àëå XX âåêà Ã. Âåáåð èñïîëüçîâàë àíàëîãè÷íóþ ìî-

äåëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ôàáðèêè ïðè çàäàí-

íûõ òî÷êàõ ðàçìåùåíèÿ ðåñóðñîâ [128]. Ñ ðàçâèòèåì èññëåäîâàíèÿ îïåðà-

öèé è ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè ýòè çàäà÷è ñòàëè àêòèâíî èçó÷àòüñÿ
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àðõèòåêòîðàìè, ýêîíîìèñòàìè, èíæåíåðàìè, ãåîãðàôàìè è äðóãèìè ñïå-

öèàëèñòàìè [16,37,115,129].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

îáúåêòîâ â îáëàñòÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè, òî÷å÷íûõ íà ïëîñêîñòè

ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì (ìèíèìàêñíàÿ) è ïðÿìîóãîëüíûõ íà ïàðàë-

ëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé

(ìèíèñóììíàÿ). Çàïðåùåííûå çîíû � ýòî îáëàñòè, â êîòîðûõ íå äîïóñêà-

åòñÿ ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ ïî êàêèì�ëèáî ïðè÷èíàì. Ïðèìåðàìè çàïðå-

ùåííûõ çîí ìîãóò áûòü êàê åñòåñòâåííûå ïðåãðàäû (ãîðû, ðåêè, îçåðà),

òàê è èñêóññòâåííûå ñîîðóæåíèÿ (çäàíèÿ, îáîðóäîâàíèå, ñàíèòàðíûå çî-

íû).

Â ëèòåðàòóðå ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ðàç-

ìåùåíèÿ áåç çàïðåùåííûõ çîí. Íàïðèìåð, èññëåäîâàíèþ òàêîé çàäà÷è

ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì ïîñâÿùåíû ðàáîòû [74, 85, 112]. Â [112] ââå-

äåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå

ðàññòîÿíèÿ ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà â [74]. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ìåòðèêè l1 ê l∞ è çàäà÷à äåêîìïîçèðóåòñÿ íà

äâå ïî êîîðäèíàòàì x è y. Äâîéñòâåííàÿ ê êàæäîé èç êîòîðûõ èíòåðïðè-

òèðóåòñÿ â âèäå ñåòåâîé: îïðåäåëèòü â ñåòè ïîòîê ìàêñèìàëüíîé îáùåé

ñòîèìîñòè. Â ðàáîòå [85] òàêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî

ïóòè â ñåòè, äëèíû äóã êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà.

Áåç ó÷åòà çàïðåùåííûõ çîí ìèíèñóììíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàëàñü ðàç-

íûìè àâòîðàìè [80, 82]. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé è åâêëèäîâîé ìåòðèê îíà

ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [55, 86, 130].

Â [55] ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðÿìî-

óãîëüíîé ìåòðèêîé, ñîñòîÿùèé â ðåøåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ î

ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå. Â ðàáîòå [70] ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê

íàõîæäåíèþ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîé
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ñåòè, à â [117] åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñåòåé è íàõîæäåíèÿ â íèõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ.

Íåñìîòðÿ íà ìíîæåñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ çàäà÷àì ðàçìåùåíèÿ âçà-

èìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ, íåäîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû çàäà÷è ñ çàïðåùåí-

íûìè çîíàìè. Êàê ïðàâèëî, â ëèòåðàòóðå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ îä-

íîé çàïðåùåííîé çîíîé, ëèáî ïðîèçâîëüíûì èõ ÷èñëîì è îäíèì ðàçìå-

ùàåìûì îáúåêòîì, ëèáî íàõîäÿòñÿ ìåñòà ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ, à äàëåå

ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðîêëàäêè ñâÿçåé ìåæäó íèìè ñ ó÷åòîì áàðüåðîâ (çà-

äà÷à òðàññèðîâêè) [62,63,68,69,94,99].

Íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû çàäà÷è ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè äëÿ ðàçíîãà-

áàðèòíûõ îáúåêòîâ ñ óñëîâèÿìè ðåãóëÿðíîñòè ðàçìåùåíèÿ, íàïðèìåð,

âäîëü ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé. Ïîñêîëüêó â îáùåé ïîñòàíîâêå òàêèå çàäà÷è

ÿâëÿþòñÿ NP�òðóäíûìè, òî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè èõ èññëå-

äîâàíèÿ â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ: ïîñòðîåíèå íîâûõ ìîäåëåé, èññëå-

äîâàíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, ïðèìåíåíèå äåêîìïîçèöèîííîãî

ïîäõîäà, â êîòîðîì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä çàäà÷

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèé.

Öåëü ðàáîòû: ïîñòðîåíèå ìîäåëåé è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåí-

íûìè çîíàìè.

Ñ ó÷åòîì ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîè-

ìîñòè ñâÿçåé íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

2. Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàí-

íîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ ñâîéñòâ.

3. Èññëåäîâàòü ñâîéñòâà è ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàç-
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ìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ c ìèíèìàêñíûì êðè-

òåðèåì íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

4. Ñîçäàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-

ñëåäîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå, ñ ïðèìåíåíèåì

èçâåñòíûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ

íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì ìè-

íèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé:

(à) ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

(á) ïðåäëîæåí äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñåðèè äèñêðåòíûõ

çàäà÷ îäèíàêîâîé ñòðóêòóðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

(â) ðàçðàáîòàíû êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ.

2. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñ-

êîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì ðàçðàáî-

òàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, â êîòîðîì ñîêðàùåí ïåðåáîð âàðè-

àíòîâ ðåøåíèé íà îñíîâå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà î ñóæåíèè îáëàñòè

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè ïîèñêå îïòèìóìà.

3. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû ïðåäëîæåí-

íûå àëãîðèòìû. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåê-

òèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ è òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ

ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííûõ ìî-

äåëåé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM

ILOG CPLEX.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñíàáæåíû ñòðîãèìè

ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëèðîâêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, êîððåêòíûì èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äèñêðåòíîé îï-

òèìèçàöèè, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäåíèåì òåîðå-

òè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, à èõ íîâèçíó ðàñ-

êðûâàþò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû (ïî êàæäîìó îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó).

1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ

íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì ìè-

íèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-

äåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èç ï. 1 (à), ïîç-

âîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Ïðèìåíåíèå ïîäõîäà èç ï. 1 (á) äàåò âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèðîâàòü

èñõîäíóþ çàäà÷ó íà çàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-

ðûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü îäèí è òîò æå àëãîðèòì. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ

çàäà÷è èç ï. 1 (â) ðàçðàáîòàíû âïåðâûå.

2. Àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñ-

êîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì èç ï. 2 ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ñóæåíèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïî-

ñòðîåí âïåðâûå è ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ.

3. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ èç ï. 3 ñ ðåàëèçàöèåé ïðåäëîæåííûõ

àëãîðèòìîâ, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðûõ ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííûìè ýêñ-

ïåðèìåíòàìè ñ ïðèìåíåíèåì ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé öåëî÷èñëåííîãî

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, òåîðèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ìåòîäîëîãèÿ ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïà-
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êåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðå-

òè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäëîæåííûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçâèâàþò òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìîäåëèðîâà-

íèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ äåêîìïîçè-

öèîííîãî ïîäõîäà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííûå ìî-

äåëè, ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû è ñîçäàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â îáëàñòè àâòîìà-

òèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, ðàç-

ìåùåíèÿ îáîðóäîâàíèÿ â öåõàõ, ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ è

ò.ä. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè

íàïèñàíèè ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé ïî ïðîåêòèðîâàíèþ ñõåì ðàçìåùåíèÿ

çäàíèé, ñîîðóæåíèé è òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ.

Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî ïîñòðîåíèþ ìî-

äåëåé è ðåøåíèþ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ

îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íà ïà-

ðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ è òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì

íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè, âêëþ÷àÿ: 1) ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-

äåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçìåùåíèÿ ïðÿìî-

óãîëüíûõ îáúåêòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè;

2) ñâîéñòâà çàäà÷, ïîçâîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèöèîííûé ïîä-

õîä, óìåíüøèòü îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé; 3) àëãîðèòìû ïîèñêà ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ è íàõîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìó-

ìîâ; 4) êîìïëåêñ ïðîãðàìì ñ ðåàëèçàöèåé óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïðåäëîæåíû íàó÷íûì
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ðóêîâîäèòåëåì. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ðàçðàáîòêà àë-

ãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îñóùåñòâëåíû ñîâìåñòíî. Ñîçäàíèå ïðîãðàìì-

íîãî êîìïëåêñà è ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû

ñîèñêàòåëåì ëè÷íî. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

äîêëàäûâàëèñü íà XII, XVI Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ �Ìàòåìàòè-

÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è ïðèëîæåíèÿ� (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2003, 2015),

VIII, IX Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ �Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èñ-

ñëåäîâàíèå îïåðàöèé� (ã. Íîâîñèáèðñê, 2013, ã. Âëàäèâîñòîê, 2016), XVI,

XVII Áàéêàëüñêèõ Ìåæäóíàðîäíûõ øêîëàõ�ñåìèíàðàõ �Ìåòîäû îïòè-

ìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ� (ã. Èðêóòñê, 2014, ñ. Ìàêñèìèõà, Áóðÿòèÿ,

2017), V International Conference on Optimization Methods and Applications

�Optimization and Applications� (Petrovac, Montenegro, 2014), XV Ìåæäó-

íàðîäíîé íàó÷íî�èííîâàöèîííîé êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ, ñòóäåíòîâ è

ìîëîäûõ ó÷åíûõ ñ ýëåìåíòàìè íàó÷íîé øêîëû �Òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ �

â ïðàêòè÷åñêèå äåëà� (ã. Îìñê, 2014), VI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

�Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ� (ã. Îìñê, 2015),

III Ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè ìàãèñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷å-

íûõ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå �ÔÌ ÎìÃÓ 2015� (ã. Îìñê, 2015), Ìåæäó-

íàðîäíîé íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè �Àðõèòåêòóðà, ñòðîèòåëü-

ñòâî, òðàíñïîðò� (ã. Îìñê, 2015), IV Ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè ìàãè-

ñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ôèçèêå, ìàòåìàòèêå è õèìèè

�ÔÌÕ ÎìÃÓ 2016� (ã. Îìñê, 2016), X Ìåæäóíàðîäíîé IEEE íàó÷íî�

òåõíè÷åñêîé þáèëåéíîé êîíôåðåíöèè �Äèíàìèêà ñèñòåì, ìåõàíèçìîâ è

ìàøèí� (ã. Îìñê, 2016), à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå è äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ� â Îìñêîì ôèëèàëå Èíñòèòó-

òà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Îìñê, 2015�2017), �Ìà-

òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì.

Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2017), ñåìèíàðå îòäåëà ìàòåìà-
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òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè èì.

Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2017).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5

ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, â 11 òå-

çèñàõ è ñòàòüÿõ â æóðíàëàõ, ñáîðíèêàõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé [6�

10, 23�29, 132�135]. Çàðåãèñòðèðîâàíà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ [136]. Îáùåå

÷èñëî ïóáëèêàöèé � 17.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäå-

íèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû (135 íàèìåíîâàíèé) è

äâóõ ïðèëîæåíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè 119 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ýòàïîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷, êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ. Îñíîâ-

íîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ.

Äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ îïèñûâàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè ìèíèìàêñíîé è ìè-

íèñóììíîé çàäà÷ íà ïëîñêîñòè è íà ñåòÿõ â íåïðåðûâíîé è äèñêðåòíûõ

ïîñòàíîâêàõ. Ïðèâîäèòñÿ îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé è íàïðàâëåíèé

ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷. Ôîðìóëèðóþòñÿ ïîñòà-

íîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è äëÿ òî÷å÷-

íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Ïðèâîäèòñÿ îáçîð

ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé áëèçêèõ ïî ïîñòàíîâêàì çàäà÷. Îïèñàíû ïî-

ñòàíîâêà, ñâîéñòâà çàäà÷è è ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå ñóçèòü îáëàñòü ïîèñêà îï-

òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåíû âàðèàíòû íèæíèõ îöåíîê çíà÷åíèé

öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàçðàáîòàí êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíî.

Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî àíàëèçó ýôôåêòèâíîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâà ñóæåíèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
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ñ ïðèìåíåíèåì äâóõ ïîäõîäîâ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è

ïàêåòà IBM ILOG CPLEX ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà öåëî÷èñëåííîé îïòè-

ìèçàöèè.

Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìèíèñóììíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ

çàäà÷è íà ëèíèè. Íàéäåíû ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå ðåøåíèå èñõîäíîé

íåïðåðûâíîé çàäà÷è ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñåðèè äèñêðåòíûõ çàäà÷ ìåíü-

øåé ðàçìåðíîñòè. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,

ñîñòîÿùèé èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèòñÿ î÷åðåäíîå äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå, íà âòîðîì � îáúåêòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ â äîïóñòèìûõ

îáëàñòÿõ ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Äîêàçàíî

ñâîéñòâî, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè â äîïóñòè-

ìûõ îáëàñòÿõ, ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà íàõîäèòñÿ ëîêàëü-

íûé îïòèìóì. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà, ïðåä-

ëîæåí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö ñ âàðèàíòàìè íèæíèõ îöåíîê çíà÷åíèé

öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ ðåàëèçîâàíû ïðîãðàììíî.

Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ðåøåíèé çàäà÷

ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX ñ ïðèìå-

íåíèåì ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è íà ëèíèÿõ,

ïðåäëîæåíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, óêàçàí ÷àñòíûé ñëó÷àé

åå ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å íà ëèíèè. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà. Ïðîâåäåí

âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è

ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Â ïðèëîæåíèè A ïðèâåäåí ïðèìåð ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è

13



ðàçìåùåíèÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè ñ

ó÷åòîì ñâîéñòâà ñóæåíèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè.

Â ïðèëîæåíèè B ïðåäñòàâëåíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ïðî-

ãðàììû äëÿ ÝÂÌ â Ôîíäå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ÑÎ ÐÀÍ, à òàêæå

îïèñàíèå ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû

ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû. Õðàíåíèå äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé îð-

ãàíèçîâàíî â âèäå ðåëÿöèîííîé áàçû äàííûõ.

Àâòîð áëàãîäàðèò íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ïðîôåññîðà Ã.Ã. Çàáóäñêîãî

çà ïîëåçíûå ñîâåòû, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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Ãëàâà 1

Ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷

ðàçìåùåíèÿ

Ãëàâà ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ ìîäåëåé è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè. Â ï. 1.1

îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çà-

äà÷. Â ï. 1.2 ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíàêàì.

Â ï. 1.3 îïèñàíû êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è î íàçíà-

÷åíèÿõ è çàäà÷è Âåáåðà äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëè-

ðîâêè è êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé

çàäà÷ Âåáåðà â íåïðåðûâíîé, äèñêðåòíîé è òåîðåòèêî-ãðàôîâûõ ïîñòà-

íîâêàõ. Â ï. 1.4 ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãàáà-

ðèòíûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè è íà ëèíèÿõ.

1.1 Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé

Îáëàñòè ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ

îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíû. Çàäà÷è òàêîãî êëàññà èìåþò âàæíîå

ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, èõ íåîáõîäèìî ðåøàòü ïðè ñîçäàíèè ãåíåðàëüíûõ

ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, â ÷àñòíîñòè íåôòåõèìè÷åñêèõ, ðàçìåùåíèè òåõíî-

ëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ â öåõàõ, íàïðèìåð, øâåéíîãî ïðîèçâîäñòâà,

ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ è ò.ä.
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Ðàçðàáîòêà ñõåì ãåíåðàëüíîãî ïëàíà ïðåäïðèÿòèÿ íà ýòàïå ïðîåêòèðî-

âàíèÿ òðåáóåò ðåøåíèÿ êîìïëåêñà ñòðóêòóðíûõ, ôóíêöèîíàëüíûõ, ïëîñ-

êîñòíûõ è ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ êàê ñ òåõíîëîãèåé ïðîèç-

âîäñòâà, òàê è ñî ñòðîèòåëüñòâîì [1]. Îäíà èõ íàèáîëåå òðóäîåìêèõ çàäà÷

ïðîåêòèðîâàíèÿ � ðàöèîíàëüíîå ðàçìåùåíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäî-

âàíèÿ. Òðóäîåìêîñòü îáóñëîâëåíà ðàçíîîáðàçíîé ñòðóêòóðîé ãåíåðàëü-

íîãî ïëàíà è ñëîæíîñòüþ åãî îöåíêè, íåîáõîäèìîñòüþ ìíîãîâàðèàòíîé

ïðîðàáîòêè ïðîåêòíûõ ðåøåíèé. Îäèí èç íàèáîëåå äîðîãîñòîÿùèõ ýòà-

ïîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ, íàïðèìåð, íåôòåïåðåðàáàòûâàþùåãî ïðåäïðèÿòèÿ

� ýòî ïðîåêòèðîâàíèå ðàçìåùåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ (êî-

ëîííû, ¼ìêîñòè, õîëîäèëüíèêè), çäàíèé, ñîîðóæåíèé è ñõåì ïðîêëàäêè

òðóáîïðîâîäîâ. Öåëÿìè ñîçäàíèÿ ñèñòåì àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ:

� ñíèæåíèå ïðîòÿæåííîñòè, ìåòàëëîåìêîñòè è ñòîèìîñòè òðóáîïðîâî-

äîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ óñòàíîâîê ïðè îïòèìèçàöèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæå-

íèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ;

� ýêîíîìèÿ ðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè è òåïëîâîé ýíåðãèè ïðè ýêñïëó-

àòàöèè óñòàíîâîê çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ ïðîòÿæåííîñòè òðóáîïðîâîäîâ è

ïîòåðü â íèõ òåïëà è ýíåðãèè íà òðàíñïîðòèðîâêó;

� ïîâûøåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà â ïðîåêòèðîâàíèè çà ñ÷åò âû-

ïîëíåíèÿ â àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå ðÿäà ïðîåêòíûõ ïðîöåäóð, â

òîì ÷èñëå: ãåíåðèðîâàíèå âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ, îöåíêà ñòîèìîñòè òðó-

áîïðîâîäíûõ ñåòåé.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî òåõíîëîãè÷åñêèå óñòàíîâêè íåôòåïåðåðàáîòêè

è íåôòåõèìèè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëîæíîé ñåòüþ òåõíîëîãè÷åñêèõ òðó-

áîïðîâîäîâ, ïðîòÿæåííîñòü è ñòîèìîñòü êîòîðûõ â çíà÷èòåëüíîé ìåðå

îïðåäåëÿþò ñòîèìîñòü êàïèòàëüíûõ è ýêñïëóàòàöèîííûõ çàòðàò. Âû-

ãîäíî ðàñïîëàãàòü òåõíîëîãè÷åñêèå óñòàíîâêè òàê, ÷òîáû äëèíà ñîåäè-

íÿþùèõ èõ òðóáîïðîâîäîâ áûëà ìèíèìàëüíîé, ýòî ñîêðàùàåò çàòðàòû
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íà êîììóíèêàöèþ è îáëåã÷àåò ðåãóëèðîâàíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåñ-

ñà. Çàòðàòû âûðàæàþòñÿ ñòîèìîñòüþ òðóáîïðîâîäîâ, ýíåðãåòè÷åñêèìè è

òåïëîâûìè ïîòåðÿìè íà òðàíñïîðòèðîâêó ãàçîâ è æèäêîñòåé, çàòðàòàìè

íà òåïëîèçîëÿöèþ.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñàíèòàðíûõ íîðì è ïðàâèë, òðåáîâàíèé ïðîòèâîïî-

æàðíîé áåçîïàñíîñòè, ñîçäàíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ, çîíèðîâàíèÿ òåððèòî-

ðèè, óäîáñòâà òåõíîëîãè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ è ðåìîíòà ìîãóò íàêëàäû-

âàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåùåíèå îáîðóäîâàíèÿ. Íà-

ïðèìåð, îáåñïå÷åíèå ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé, îáóñëîâëåí-

íûõ òðåáîâàíèÿìè ïðîòèâîïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè, èëè ðàçìåùåíèå îáî-

ðóäîâàíèÿ âäîëü çàäàííûõ îñåâûõ ëèíèé äëÿ ñîçäàíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ.

Ïðè ìîäåðíèçàöèè ïðåäïðèÿòèÿ ÷àñòü îáîðóäîâàíèÿ îñòàåòñÿ íà ìåñòå,

êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáëàñòè, â êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçìåùàòü

îáúåêòû (çàïðåùåííûå çîíû).

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòàâëåíèÿ ãåíïëàíà ïðîìûøëåííîãî ïðåä-

ïðèÿòèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â çàäàííîé îáëàñòè Ω ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè îáúåêòàìè (çàïðåùåííûìè çîíàìè) Pj, j = 1, . . . ,m, íåîáõîäèìî

ðàçìåñòèòü íàáîð ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ Xi, i = 1, . . . , n, òàê ÷òîáû,

ñîáëþäàÿ îãðàíè÷åíèÿ, íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ (ôóíêöèè) öåëè ïðèíèìàëà

ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå. Ïîä îáëàñòüþ ïîíèìàåòñÿ ïëîùàäêà, îòâîäè-

ìàÿ äëÿ ñòðîèòåëüñòâà ïðåäïðèÿòèÿ, à îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíûå

ïîìåùåíèÿ, îáîðóäîâàíèå, ñîîðóæåíèÿ è ò.ä.

Áóäåì ñ÷èòàòü Ω ïðÿìîóãîëüíèêîì, èíà÷å íåòðóäíî çàêëþ÷èòü åå â

ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü. Ñâÿæåì Ω ñ ñèñòåìîé êîîðäèíàò xOy, ïîìå-

ñòèâ îäíó èç âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà â íà÷àëî êîîðäèíàò òàê, ÷òî äâå

ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàïðàâëåíû âäîëü ïîëîæèòåëüíûõ êîîðäèíàò-

íûõ ïîëóîñåé. Ïóñòü îáúåêòû Xi ñî ñòîðîíàìè ai, bi èìåþò êîîðäèíàòû

öåíòðîâ (xi, yi), i = 1, . . . , n. Ñ÷èòàåì îðèåíòàöèþ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ôèê-

ñèðîâàííîé.
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Ïðîåêòèðîâùèêàìè ïðåäëîæåíû ðÿä ôóíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ êà÷å-

ñòâî ïðèíèìàåìîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ñòðîèòåëüíûå çàòðàòû ïî îñâîå-

íèþ òåððèòîðèè, ò.å. ïî ïðèâåäåíèþ åå â ïðèãîäíîå äëÿ ñòðîèòåëüñòâà ñî-

ñòîÿíèå, âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé òåõíîëîãè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè è áëî-

êèðîâêè ýëåìåíòîâ ðàçìåùåíèÿ, ñòåïåíü ãèáêîñòè ïåðåîáîðóäîâàíèÿ çäà-

íèÿ â ñâÿçè ñ ìîäåðíèçàöèåé. Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ, íàèáîëåå ÷àñòî, èñ-

ïîëüçóþòñÿ êðèòåðèè ñòîèìîñòè êîììóíèêàöèé è ïëîùàäü çàíèìàåìîé

òåððèòîðèè.

Ðàçìåùàåìûå îáúåêòû ìîãóò áûòü ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì êîììóíèêà-

öèÿìè ðàçëè÷íîãî òèïà, êîòîðûå íà ïåðâîì ýòàïå ôàêòè÷åñêè íå ïðîåê-

òèðóþòñÿ, à îöåíèâàþòñÿ ïî ñòîèìîñòè. Ñòîèìîñòü êîììóíèêàöèé ìîæíî

ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ ìåæäó íà÷àëîì è êîíöîì ñîîò-

âåòñòâóþùåé êîììóíèêàöèè.

Äëèíà ñåòè, ñâÿçûâàþùåé îáúåêòû ìåæäó ñîáîé, âû÷èñëÿåòñÿ â ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ìåòðèêå. Ýòî ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòüþ ïðîêëàäêè ñåòè äîðîã

è êîììóíèêàöèé: äîðîãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, à êîììóíèêà-

öèè ïðîâîäÿò âäîëü äîðîã. Òîãäà ñòîèìîñòü êîììóíèêàöèé îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑

i=1

m∑

j=1

wij(|xi−p1j|+ |yi−p2j|)+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik(|xi−xk|+ |yi− yk|) → min,

ãäå (p1j, p2j) � êîîðäèíàòû öåíòðà ôèêñèðîâàííîãî îáúåêòà Pj, j =

1, . . . ,m; wij ≥ 0 è uik ≥ 0 � ñòîèìîñòü åäèíèöû äëèíû èìåþùèõñÿ

êîììóíèêàöèé ìåæäó îáúåêòàìè Xi, Pj, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m è Xi,

Xk, i = 1, . . . , n− 1, k = i + 1, . . . , n ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ìåæäó äâóìÿ

îáúåêòàìè íå ñóùåñòâóåò ñâÿçè, òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò

ïðèðàâíèâàåòñÿ ê íóëþ.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ

ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, óñëîâèÿ âçàèìíîãî íåïåðåñå÷å-
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íèÿ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ Xi è Xk çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóùèì îáðàçîì:

|xi − xk| ≥
ai + ak

2
,

èëè

|yi − yk| ≥
bi + bk

2
,

ãäå i = 1, . . . , n− 1, k = i+ 1, . . . , n.

Êîãäà èìåþòñÿ çàïðåùåííûå çîíû, óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ ðàçìåùàå-

ìûõ îáúåêòîâ ñ çîíàìè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

|xi − p1j| ≥
ai + a0j

2
,

èëè

|yi − p2j| ≥
bi + b0j

2
,

ãäå i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m, à a0j , b
0
j � ñòîðîíû çàïðåùåííîé çîíû Pj.

Óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ îáëàñòè Ω ðàçìåðà-

ìè X , Y :
ai
2
≤ xi ≤ X −

ai
2
,

è
bi
2
≤ yi ≤ Y −

bi
2
,

i = 1, . . . , n.

×àñòî ïðîòèâîïîæàðíûìè è ñàíèòàðíûìè íîðìàìè äèêòóþòñÿ óñëî-

âèÿ íà çàäàíèå êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé dik ìåæäó îáúåêòàìè Xi è Xk:

Zik ≥ dik, i = 1, . . . , n− 1, k = i+ 1, . . . , n,

ãäå

Zik =





√
(∆xik)2 + (∆yik)2, åñëè ∆xik ≥ 0, ∆yik ≥ 0,

∆xik, åñëè ∆xik ≥ 0, ∆yik < 0,

∆yik, åñëè ∆yik < 0, ∆yik ≥ 0,

∆xik = |xi − xk| −
ai + ak

2
,
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∆yik = |yi − yk| −
bi + bk

2
.

Åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ðàçìåùàåìûå îáúåêòû ðàñïîëàãàëèñü íå áëèæå

îïðåäåëåííîãî ðàññòîÿíèÿ d0ij ê çàïðåùåííûì çîíàì, äîëæíû âûïîëíÿòü-

ñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

Z0
ij ≥ d0ij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m,

ãäå

Z0
ij =





√
(∆x0ij)

2 + (∆y0ij)
2, åñëè ∆x0ij ≥ 0, ∆y0ij ≥ 0,

∆x0ij, åñëè ∆x0ij ≥ 0, ∆y0ij < 0,

∆y0ij, åñëè ∆y0ij < 0, ∆y0ij ≥ 0,

∆x0ij = |xi − p1j| −
ai + a0j

2
,

∆y0ij = |yi − p2j| −
bi + b0j

2
.

Òðåáîâàíèÿìè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà èëè íåîáõîäèìîñòüþ ïîìå-

ñòèòü îáúåêòû â ïðåäåëàõ îäíîãî ó÷àñòêà îáóñëàâëèâàþòñÿ îãðàíè÷åíè-

ÿìè íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ Dik ìåæäó îáúåêòàìè Xi è

Xk:

|xi − xk|+ |yi − yk| ≤ Dik, i = 1, . . . , n− 1, k = i+ 1, . . . , n.

Êðîìå âûøåïåðå÷èñëåííûõ îãðàíè÷åíèé, ÷àñòî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå

îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ñòîðîíàìè ïëîùàäêè, íàïðèìåð,

X/Y = L.

Ââåäåíèå òàêèõ îãðàíè÷åíèé îáóñëàâëèâàåòñÿ àðõèòåêòóðíûìè òðåáî-

âàíèÿìè è îïðåäåëåííûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè íîðìàìè äëÿ ñòðîèòåëü-

ñòâà ïðåäïðèÿòèé. Ïðè íàëè÷èè çàïðåùåííûõ çîí èìååò ñìûñë ó÷èòû-

âàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

X ≥ max
j=1,m

(p1j + a0j/2),
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Y ≥ max
j=1,m

(p2j + b0j/2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíû íåêîòîðûå òåõíèêî�ýêîíîìè÷åñêèå ïîêàçà-

òåëè, ïî êîòîðûì îöåíèâàþòñÿ âàðèíòû ãåíïëàíà è òðåáîâàíèÿ, ñôîðìó-

ëèðîâàííûå â âèäå íåðàâåíñòâ è ðàâåíñòâ. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,

ïîëó÷åíèå ñõåìû ãåíïëàíà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èëà áû íàèìåíüøèå êàïè-

òàëüíûå è ýêñïëóàòàöèîííûå çàòðàòû ïðè ñòðîèòåëüñòâå è ýêñïëóàòàöèè

ïðîåêòèðóåìîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ, â ÷àñò-

íîñòè, è ïðè ðàçðàáîòêå ïëàíîâ øâåéíûõ ó÷àñòêîâ è öåõîâ ïðåäïðèÿòèé

ëåãêîé ïðîìûøëåííîñòè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðîáîòåõíîëîãè÷åñêèõ êîì-

ïëåêñîâ, ãèáêèõ ìåõàíîîáðàáàòûâàþùèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì è ò.ä.

Ïðîåêòèðîâàíèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïî èçãîòîâëåíèþ øâåéíûõ

èçäåëèé ñ îäíîé ñòîðîíû àíàëîãè÷íî ïðîåêòèðîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ïðî-

èçâîäñòâåííûõ ñèñòåì, à ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó, îïðå-

äåëÿåìóþ âûñîêîé ñìåíÿåìîñòüþ ìîäåëåé, ïðèìåíåíèåì ðàçíîîáðàçíîãî

îáîðóäîâàíèÿ, áîëüøàÿ ÷àñòü êîòîðîãî íå ìîæåò âçàèìîçàìåíÿòü äðóã

äðóãà. Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîãî óâåëè÷åíèÿ íîìåíêëàòóðû îáðàáàòûâàå-

ìûõ èçäåëèé, ñîêðàùåíèÿ öèêëà èõ èçãîòîâëåíèÿ, âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü îáðàáîòêè ïàðòèé, ñ âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ïðè îáåñïå÷å-

íèè ãèáêîñòè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà è åãî ïåðåíàëàäêè.

Øâåéíîå îáîðóäîâàíèå îáû÷íî ãðóïïèðóåòñÿ â ñïåöèàëèçèðîâàííûå

ìîäóëè ñ ó÷åòîì ñàìîãî îáîðóäîâàíèÿ, çîí îáñëóæèâàíèÿ, ðàáî÷èõ ìåñò.

Ñïåöèôèêó ïðîåêòèðîâàíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïî èçãîòîâëå-

íèþ øâåéíûõ èçäåëèé îïðåäåëÿåò âûñîêàÿ ñìåíÿåìîñòü ìîäóëåé. Îïðå-

äåëÿþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü áûñòðî àäàïòèðîâàòüñÿ ê

èçìåíÿþùèìñÿ óñëîâèÿì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòà-

ìè è ïîòåðÿìè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Ìîäóëè àïïðîêñèìèðóþò ïðÿìî-

óãîëüíèêàìè è ðàçìåùàþò èõ íà ïëàíå ïðîèçâîäñòâåííîãî ó÷àñòêà èëè

öåõà. Ðàçìåùåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü íàïðàâëÿþùèõ îñåé, õàðàêòå-
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Ðèñ. 1.1: Ïëàí ó÷àñòêà øâåéíîãî öåõà.

ðèçóþùèõ ñïîñîá ðàçìåùåíèÿ ïîòîêà â öåõå. Ïîëîæåíèå îñåé îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñ ó÷åòîì îñíîâíûõ ïðîõîäîâ ìåæäó òåõíîëîãè÷åñêèìè ìîäóëÿìè,

çîí çàïóñêà è ñáîðà ïðîäóêöèè, à òàêæå íîðìàòèâàìè ïî ðàçìåùåíèþ

îáîðóäîâàíèÿ âíóòðè øâåéíîãî öåõà. Ìîäóëè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðàç-

ëè÷íûìè êîììóíèêàöèÿìè. Ñâÿçÿìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, êîëè÷åñòâî

èçäåëèé â ÷àñ, ïåðåäàâàåìûõ îò îäíîãî ñòàíêà ê äðóãîìó [33].

Ïðè ïåðåíàëàäêå ïðîèçâîäñòâà ÷àñòü îáîðóäîâàíèÿ ìîæåò îñòàâàòü-

ñÿ íà ìåñòå, äàëåå åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå çàïðåùåííûõ

çîí. Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäè-

ìî ðàñïîëîæèòü íîâîå îáîðóäîâàíèå (ìîäóëè) ñðåäè èìåþùåãîñÿ íà íà-

ïðàâëÿþùèõ îñÿõ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû íà ïåðåäà÷ó èçäåëèé

îò îäíîãî ñòàíêà ê äðóãîìó áûëè ìèíèìàëüíûìè. Íà ðèñóíêå 1.1 èçîá-

ðàæåí ïëàí ó÷àñòêà øâåéíîãî öåõà, ãäå îáîçíà÷åíû åäèíèöû òåõíîëîãè-

÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ: Â � îäíîèãîëüíàÿ ìàøèíà, Ñ � òðàíñïîðòåð, I �

âûøèâàëüíûé àâòîìàò, Ê � óòþæèëüíûé ñòîë, J � ïðåññ, L � àâòîìàòè-

÷åñêèé ïàðîìàíåêåí, À � ðó÷íîå ðàáî÷åå ìåñòî. Âñå ðàññòîÿíèÿ óêàçàíû

â ìèëëèìåòðàõ.

22



Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ââèäó ïîñòîÿííîãî ðàñøèðåíèÿ è óñëîæíåíèÿ

àññîðòèìåíòà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè, òðåáóåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïîä-

ãîòîâêà ïðîèçâîäñòâà. Ïðè èçãîòîâëåíèè ìåíÿþùèõñÿ ïî êîíñòðóêöèè è

îñîáåííîñòÿì îáðàáîòêè èçäåëèé, ýòî ñäåðæèâàåòñÿ ïåðåíàëàäêàìè ïî-

òî÷íûõ ëèíèé, òàê êàê íóæíî ìåíÿòü ñîñòàâ îáîðóäîâàíèÿ, ïàðàìåòðû

îáðàáîòêè. Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðî-

åêòèðîâàíèÿ îäåæäû (ÑÀÏÐ Àññîëü, ÀâòîÊðîé, Lektra, Gerbert), êîòî-

ðûå îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñòðóêòóðîé è îáúåìîì âûïîëíÿåìûõ ïðî-

öåäóð, êà÷åñòâîì êîíñòðóêòîðñêîé è òåõíîëîãè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ïðîèç-

âîäñòâà è ïðî÷èìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â ýòèõ ñèñòåìàõ íåäîñòàòî÷íî ðàç-

ðàáîòàíà ïîäñèñòåìà ïðîåêòèðîâàíèÿ øâåéíûõ ó÷àñòêîâ è öåõîâ, ïðåä-

íàçíà÷åííàÿ äëÿ îïòèìàëüíîé ðàññòàíîâêè îáîðóäîâàíèÿ. Ñîçäàíèå ïëà-

íà øâåéíîãî öåõà òðåáóåò ó÷åòà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ëîãè÷åñêèõ îãðà-

íè÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ îïòèìàëüíîé ðàññòàíîâêîé îáîðóäîâàíèÿ â öåõå.

Ïðèìåíåíèå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàçìåùåíèÿ ïðîèç-

âîäñòâåííîãî îáîðóäîâàíèÿ â øâåéíûõ öåõàõ ïðåäïðèÿòèÿ ïîçâîëèò ðå-

øàòü óêàçàííóþ çàäà÷ó ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ âðåìåíè.

Íàðÿäó ñ âûøåñêàçàííûì, îäíèì èç ïðèëîæåíèé óêàçàííîé çàäà÷è

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ñèíòåçà òîïîëîãèè áîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ

ñõåì (ÁÈÑ), à èìåííî ìåòîäû ðàçìåùåíèÿ èõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ.

Ïðîåêòèðîâùèêè ÷èïà îïðåäåëÿþò, êàêèå åäèíèöû áóäóò èñïîëüçîâàòü-

ñÿ, è êàêèå èç íèõ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû (ëîãè÷åñêàÿ ñòàäèÿ ïðîåêòèðî-

âàíèÿ). Îáû÷íî ëîãè÷åñêèå åäèíèöû � ïðÿìîóãîëüíèêè (êëåòêè). Êðî-

ìå ðàçìåðîâ, êàæäàÿ êëåòêà õàðàêòåðèçóåòñÿ åå êîíòàêòíûìè öåíòðàìè

(òåðìèíàëàìè). Òåðìèíàëû äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Çàäà÷à

ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìåñòîíàõîæäåíèå êëåòîê â îïðåäåëåí-

íîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè (÷èï) è ñîåäèíèòü èõ â ñåòü [127]. Ïðè åå

ðåøåíèè ñòðåìÿòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü òðàññèðîâ-

êè ñîåäèíåíèé, à ñ äðóãîé � ìèíèìèçèðîâàòü èñêàæåíèÿ ñèãíàëîâ â ìå-
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æýëåìåíòíûõ ñâÿçÿõ. Ôîðìàëüíûìè êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà ðàçìåùåíèÿ

ñëóæàò ðàçëè÷íûå îöåíêè (ïðîãíîçû) òðàññèðîâêè, ïðàâèëüíûé âûáîð

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ êîòîðûõ âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò îáùèå

ðåçóëüòàòû ñèíòåçà òîïîëîãèè. Îñíîâíûìè ýòàïàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàç-

ìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðè÷íûõ ÁÈÑ ÿâëÿþòñÿ:

� âûáîð êðèòåðèåâ ðàçìåùåíèÿ;

� íà÷àëüíîå ðàçìåùåíèå ýëåìåíòîâ íà áàçîâîì ìàòðè÷íîì êðèñòàëëå;

� èòåðàöèîííàÿ îïòèìèçàöèÿ íà÷àëüíîãî ðàçìåùåíèÿ.

1.2 Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷

Ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ñîäåðæàò

ñëåäóþùèå îñíîâíûå ýëåìåíòû: ïåðå÷åíü îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñî-

áîé íåêîòîðûìè êîììóíèêàöèÿìè; îáëàñòü, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èõ

ðàçìåùåíèå; îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ; êðèòåðèè îöåíêè

âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîèñêå òàêèõ ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ

îáúåêòîâ â çàäàííîé îáëàñòè, ÷òîáû íåêîòîðûé ïîêàçàòåëü (ïîêàçàòå-

ëè) êà÷åñòâà ðàñïîëîæåíèÿ áûë îïòèìàëüíûì ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ

îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè: òðàêòîâêà ïîíÿòèÿ îáúåêò è åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà

(òî÷êè, ïðÿìîóãîëüíèêè), ñòðóêòóðà ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè, êðèòå-

ðèè îöåíêè êà÷åñòâà ðàçìåùåíèÿ (ìèíèñóììíûé, ìèíèìàêñíûé, ìàêñè-

ìèííûé), ìåòðèêà äëÿ èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèé (åâêëèäîâà, ÷åáûøåâñêàÿ,

ïðÿìîóãîëüíàÿ), îáëàñòü, â êîòîðîé ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû (ëèíèÿ, ïëîñ-

êîñòü, ñåòü, äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê), îãðàíè÷åíèÿ íà èõ ðàñïîëî-

æåíèå (ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, ðåãóëÿð-

íîñòü ðàçìåùåíèÿ, íàëè÷èå çàïðåùåííûõ çîí) è ò.ä.

Ïîíÿòèå îáúåêò òðàêòóåòñÿ äîñòàòî÷íî øèðîêî. Íàïðèìåð, ïðè ðàç-

ìåùåíèè ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ ïîä îáúåêòàìè ïîíèìàþòñÿ ìàãàçèíû,
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ñêëàäû, òåëåôîííûå óçëû, áàíêîìàòû, ñòàíöèè ñêîðîé ïîìîùè è ò.ï. Ïðè

ïðîåêòèðîâàíèè ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé è ïå÷àòíûõ ïëàò, îáú-

åêòû � ýòî åäèíèöû òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ, ýëåìåíòû ïå÷àòíî-

ãî ìîíòàæà. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòè ðàçìåùå-

íèÿ è îáúåêòîâ, ïîñëåäíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíûå òî÷-

êè, ëèáî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èõ ãàáàðèòû. ×àñòî ïðîòÿæåííûå ïëîñ-

êèå îáúåêòû (åäèíèöû òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ), àïïðîêñèìèðó-

þòñÿ âûïóêëûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè, íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíè-

êàìè.

Îïðåäåëåíèå ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè çàâèñèò îò ñôåðû äåÿòåëüíî-

ñòè, â êîòîðîé íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ. Ïðè ðàçìåùåíèè

ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ ñâÿçÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïîòîêè òîâàðîâ,

à ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íåôòåõèìè÷åñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ � òðóáîïðîâîäû

ìåæäó ðàçëè÷íûì îáîðóäîâàíèåì. Â çàäà÷àõ ñ ïóíêòàìè îáñëóæèâàíèÿ

ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, à ïîòîì óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè

ìåæäó íèìè (çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ�ðàñïðåäåëåíèÿ). Íàïðèìåð, ïðè ðàç-

ìåùåíèè ëîãèñòè÷åñêèõ öåíòðîâ, òåëåêîììóíèêàöèîííûõ óçëîâ ê íèì

ïðèêðåïëÿþòñÿ êëèåíòû � òîðãîâûå òî÷êè, ïîëüçîâàòåëè óñëóã, â ðå-

çóëüòàòå ÷åãî óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè. Ïðè ðàçìåùåíèè òåõíîëîãè÷åñêî-

ãî îáîðóäîâàíèÿ îáúåêòû ðàçìåùàþòñÿ ñ çàðàíåå çàäàííîé ñòðóêòóðîé

ñâÿçåé ìåæäó íèìè (çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ). Íà-

ïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè îáîðóäîâàíèÿ íåôòåõèìè÷åñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ

ñâÿçÿìè ìîãóò áûòü òðóäîïðîâîäû, ñîåäèÿíèþùèå ýëåìåíòû îáîðóäîâà-

íèÿ ìåæäó ñîáîé.

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åííûõ ðàçìåùåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷-

íûå êðèòåðèè. Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè îáîðóäîâàíèÿ íåôòåõèìè÷å-

ñêîãî ïðåäïðèÿòèÿ ÷àñòî íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ ñòî-

èìîñòü òðóáîïðîâîäíûõ ñâÿçåé, êàê îäèí èç äîðîãîñòîÿùèõ ýëåìåíòîâ

ñòðîèòåëüñòâà (êàïèòàëüíûõ çàòðàò). Â òàêîé çàäà÷å ìîæíî ïðèìåíÿòü
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ìèíèñóììíûé êðèòåðèé îöåíêè êà÷åñòâà ðàçìåùåíèÿ. Åñëè íåîáõîäèìî

ìèíèìèçèðîâàòü ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåäà÷è ñûðüÿ ìåæäó òåõíîëî-

ãè÷åñêèìè óñòàíîâêàìè, ëèáî âðåìÿ ïåðåäà÷è ñèãíàëà ìåæäó ýëåìåíòà-

ìè îáîðóäîâàíèÿ, ýëåêòðîííîãî óñòðîéñòâà, òî ïðèìåíÿåòñÿ ìèíèìàêñ-

íûé êðèòåðèé. Ñ öåëüþ íàèáîëüøåé óäàëåííîñòè, íàïðèìåð, íàñåëåííîãî

ïóíêòà îò îïàñíîãî ïðîèçâîäñòâà èëè îáúåêòà èñïîëüçóåòñÿ ìàêñèìèí-

íûé êðèòåðèé [16,52].

Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ àíàëèçà è ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

èìååò ìåòðèêà, â êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Íàïðèìåð, ïðè ïðîåêòèðîâàíèèè ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ íåôòåõèìè÷åñêèõ

ïðåäïðèÿòèé ÷àñòî òðóáîïðîâîäû ïðîêëàäûâàþò âäîëü îïðåäåëåííûõ

òðàññ (ëèíèé ýëåêòðîïåðåäà÷ è ò.ï.) ñ öåëüþ óäîáñòâà îáñëóæèâàíèÿ îáî-

ðóäîâàíèÿ, îáåñïå÷åíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ, çîíèðîâàíèÿ òåððèòîðèè, ÷òî

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè. Â çà-

äà÷àõ ðàçìåùåíèÿ îäíîâðåìåííî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî âèäîâ

ìåòðèê. Íàïðèìåð, ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòà-

ìè èçìåðÿþòñÿ â åâêëèäîâîé ìåòðèêå, à äëèíà ñâÿçåé ìåæäó íèìè � â

ïðÿìîóãîëüíîé.

Ñòðóêòóðà îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàçìåùåíèå � ýòî òàêæå

îäíà èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Îáëàñòü ðàç-

ìåùåíèÿ ìîæåò áûòü íåïðåðûâíîé èëè äèñêðåòíîé. Ðàçìåðíîñòü íåïðå-

ðûâíîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íîé: îäíîìåðíàÿ (ëèíèÿ), äâóìåðíàÿ

(ïëîñêîñòü) è ò.ä.

×àñòî íà ñòðóêòóðó îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëü-

íûå îãðàíè÷åíèÿ. Ñòðîèòåëüíûå íîðìû è ïðàâèëà îïðåäåëÿþò ïðîòèâî-

ïîæàðíûå, ñàíèòàðíûå è äðóãèå íîðìàòèâû, êîòîðûå ïðè ïðîåêòèðîâà-

íèè ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ, èëè ðàññòàíîâêå îáîðóäîâàíèÿ â öåõå ïðåäïðè-

ÿòèÿ, çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó ñîîðóæåíèÿìè è åäèíèöàìè îáîðóäîâàíèÿ. Òåõíîëîãèåé ïðîèçâîäñòâà
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ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåê-

òàìè, íàïðèìåð, ïðè îãðàíè÷åííîé ìîùíîñòè íàñîñíûõ óñòàíîâîê. Âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ âäîëü çàäàííûõ òðàåê-

òîðèé (êðàñíûõ ëèíèé) ñ öåëüþ îáåñïå÷åíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ, óäîáñòâà

îáñëóæèâàíèÿ, âûäåëåíèÿ êâàðòàëîâ â ðàñïîëîæåíèè îáúåêòîâ. Â îá-

ëàñòè ðàçìåùåíèÿ ìîãóò áûòü çàïðåùåííûå çîíû èëè áàðüåðû � ýòî

ó÷àñòêè, â êîòîðûõ ðàçìåùàòü îáúåêòû íåëüçÿ ïî êàêèì�ëèáî ïðè÷è-

íàì. Ïðèìåðû çàïðåùåííûõ çîí � çäàíèÿ, ñîîðóæåíèÿ, îáîðóäîâàíèå,

ñàíèòàðíûå ó÷àñòêè è ò.ä. Îáû÷íî çàïðåùåííûå çîíû àïïðîêñèìèðóþò-

ñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè, íàïðèìåð, äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè

÷àñòî ýòî ïðÿìîóãîëüíèêè, äëÿ åâêëèäîâîé � êðóãè. Çàïðåùåííûå çîíû

� ýòî, êàê ïðàâèëî, âûïóêëûå ìíîæåñòâà ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, â

êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçìåùàòü îáúåêòû, íî ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðîêëàäûâàòü

ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè. Â çàäà÷àõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè âûïîëíÿåòñÿ

ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ è îöåíèâàåòñÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó íèìè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êàêîé�ëèáî ìåòðèêè. Áàðüåðû � ýòî îáëàñòè, â êîòîðûõ

çàïðåùàåòñÿ íå òîëüêî ðàçìåùàòü îáúåêòû, íî è ïðîêëàäûâàòü òðàññû

÷åðåç íèõ äëÿ óñòàíîâêè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè. Òðàññû íå äîëæíû

ïåðåñåêàòü áàðüåðû, òîëüêî â îáõîä èëè ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ïðîõîäû â

íèõ [94]. Â ëèòåðàòóðå áîëüøå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì ñ áàðüåðàìè,

÷åì ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè [93,99,114,120].

Äëÿ îïèñàíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé, àíàëèçà è ðåøåíèÿ çàäà÷

ðàçìåùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëè÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, â ÷àñòíî-

ñòè, ìîäåëè è ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, òåîðèè ãðàôîâ, êîìáè-

íàòîðíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñëîæíîñòè, ëèíåéíîãî è öåëî÷èñëåííîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòå-

ðèñòèêàìè èñïîëüçóåìîé ìîäåëè. Ìíîãèå òàêèå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ NP�

òðóäíûìè, íî äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ çàäà÷ èçâåñòíû ïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû.
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1.3 Òî÷å÷íûå îáúåêòû

Îäíà èç ÿðêèõ ïðåäñòàâèòåëåé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ � ýòî êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ (ÊÇÍ).

Ðàçëè÷àþò ôîðìóëèðîâêè òàêîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ìàòðèö (ïîñòàíîâêà

Êóïìàíñà�Áåêìàííà) [96], òåîðèè ãðàôîâ [32] è â âèäå ìîäåëåé öåëî÷èñ-

ëåííîãî ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áóëåâûìè ïåðå-

ìåííûìè [67, 78, 100]. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó äèñêðåòíîé çàäà÷è ðàçìå-

ùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Èìååòñÿ n ïðåäïðèÿòèé, ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé

ïîòîêàìè èçäåëèé. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü n ïðåäïðèÿòèé (îáúåêòîâ) â

n ïîçèöèé ïî îäíîìó â êàæäóþ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûé

ïîòîê èçäåëèé ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè, êîòîðûé ïðîïîðöèîíàëåí ñòîè-

ìîñòÿì ñâÿçåé ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè è ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ïîçèöèÿìè.

Çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ òðåõ ìàòðèö: A = (aik), ãäå

aik � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè i è k; B = (bjl), bjl

� ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîçèöèÿìè j è l, C = (cij), cij � ñòîèìîñòü ðàçìå-

ùåíèÿ îáúåêòà i â ïîçèöèþ j, ãäå i, j, k = 1, . . . , n. Ïóñòü π � ýòî ïîä-

ñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÊÇÍ â ïîñòàíîâêå

Êóïìàíñà�Áåêìàííà èìååò âèä

n∑

i=1

n∑

k=1

aikbπ(i)π(k) +
n∑

i=1

ciπ(i) →π∈Sn
min, (1.1)

ãäå Sn � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n}.

Åñëè â çàäà÷å ìèíèìèçèðóåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé, òî çà-

äà÷à íàçûâàåòñÿ ÊÇÍ ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåìè (ìèíèìàêñíàÿ ÊÇÍ),

åå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

max
i,k=1,...,n

(aikbπ(i)π(k)) →π∈Sn
min . (1.2)

ÊÇÍ â òåîðåòèêî�ãðàôîâîé ïîñòàíîâêå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì [78]. Äàí ãðàô ñâÿçåé G = (V f , Ef) è ãðàô ðàññòîÿíèé M =
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(V d, Ed). Ìíîæåñòâî V f = {vi : i = 1, . . . , n} ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåùà-

åìûì îáúåêòàì, à ìíîæåñòâî V d = {vi : i = 1, . . . , n} � ïîçèöèÿì, â

êîòîðûå ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû. Ðåáðî {vi, vj} ∈ Ef , åñëè èìååòñÿ ñâÿçü

ìåæäó îáúåêòàìè vi è vj, w(vi, vj) � âåñ ðåáðà {vi, vj} ∈ Ef . ×åðåç

ρ(π(vi), π(vj)) îáîçíà÷èì êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè π(vi)

è π(vj) â ãðàôå M . Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÊÇÍ â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ

èìååò âèä

F (π) =
∑

{vi,vj}∈Ef

w(vi, vj)ρ(π(vi), π(vj)) →π∈Sn
min . (1.3)

Äëÿ ÊÇÍ ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

Fmax(π) = max
{vi,vj}∈Ef

w(vi, vj)ρ(π(vi), π(vj)) →π∈Sn
min . (1.4)

ÊÇÍ áûëà èññëåäîâàíà ìíîãèìè àâòîðàìè. Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à êîì-

ìèâîÿæåðà � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ÊÇÍ. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö è

ãðàôîâ ÊÇÍ ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé [118].

Â âèäó òðóäíîñòè ÊÇÍ äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîä-

õîäû. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþò èçâåñòíûå ýâðèñòè÷åñêèå

ìåòîäû, îñíîâàííûå íà àíàëîãèÿõ ñ ïðèðîäîé, àëãîðèòìû ìóðàâüèíîé

êîëîíèè, èìèòàöèè îòæèãà, ïîèñêà ñ çàïðåòàìè, ãåíåòè÷åñêèå è äðó-

ãèå [71,79,102,125]. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ýôôåêòèâíûõ ïîëèíîìèàëüíî

ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ ñôîðìóëèðîâàííîé ÊÇÍ â òåðìèíàõ òåîðèè ãðà-

ôîâ. Çäåñü îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãî-

ðèòìîâ äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóð ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè. Èçâåñòíû

ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðàçìåùåíèÿ èçîìîðôíûõ ãðàôîâ ñïåöèàëü-

íîé ñòðóêòóðû, ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðàçìåùåíèÿ äåðåâüåâ íà öå-

ïè, àëãîðèòì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè è äðóãèå [30,31]. Ïðåäëîæåí àëãî-

ðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî

âçâåøåííîãî ãðàôà íà íåâçâåøåííîì äåðåâå äëÿ ìèíèñóììíîãî êðèòå-

ðèÿ. Äëÿ ÊÇÍ íà ñåòÿõ ðàçðàáîòàíû ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû ñ îöåí-
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êàìè [61]. Ïîèñê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ ïðèâåäåí â ðàáî-

òàõ [13,66].

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âòîðàÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ âçàèìî-

ñâÿçàííûõ îáúåêòîâ � ýòî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Âåáåðà. Ìàòåìàòè÷åñêè

çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïëîñêîñòè ñðåäè m ôèê-

ñèðîâàííûõ îáúåêòîâ P1, . . . , Pm ðàçìåùàþòñÿ n îáúåêòîâ X1, . . . , Xn.

Îáîçíà÷èì: J = {1, . . . ,m} � ìíîæåñòâà íîìåðîâ ôèêñèðîâàííûõ îáú-

åêòîâ ñ êîîðäèíàòàìè (p1j, p2j), j ∈ J ; I = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâà íî-

ìåðîâ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i ∈ I; d(Xi, Pj) è

d(Xi, Xk) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè Xi, Pj è Xi, Xk ñîîòâåòñòâåí-

íî, j ∈ J , i, k ∈ I , i < k; wij ≥ 0 è uik ≥ 0 � óäåëüíûå ñòîèìîñòè

ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè Xi, Pj è Xi, Xk ñîîòâåòñòâåííî j ∈ J , i, k ∈ I,

i < k. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü X1, . . . , Xn íà ïëîñêîñòè ñðåäè ôèêñèðî-

âàííûõ P1, . . . , Pm òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè

îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

f(X1, . . . , Xn) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wijd(Xi, Pj)+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uikd(Xi, Xk) → min (1.5)

Ìèíèñóììíàÿ çàäà÷à Âåáåðà (1.5) èññëåäîâàíà ðàçëè÷íûìè àâòîðà-

ìè [70, 80, 82, 87]. Äîêàçàíî, ÷òî íà ïëîñêîñòè äëÿ ñëó÷àåâ ïðÿìîóãîëü-

íîé è åâêëèäîâîé ìåòðèê (1.5) ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ âûïóêëîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ [55, 86, 130]. Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ òà-

êîé çàäà÷è äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè, ñîñòîÿùèé â ðåøåíèè ñåðèè çà-

äà÷ î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå îïèñàí â [55]. Â ðàáîòå [70] ðåøåíèå çàäà÷è

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ñïåöèàëüíî

ïîñòðîåííîé ñåòè, à â [117] � ê ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòåé

è íàõîæäåíèþ â íèõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ. Äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, ïîýòîìó ëîêàëüíûé ìèíèìóì ñîâ-

ïàäàåò ñ ãëîáàëüíûì. Ðåêóðñèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ïðåäëî-
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æåí â [97]. Îäíà èç òðóäíîñòåé ðåøåíèÿ � ýòî òî, ÷òî ðàçðåøàåòñÿ ðàç-

ìåùåíèå íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ â îäíó ïîçèöèþ. Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíîñòè

òàêîãî ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì [98].

Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ äàííîé çàäà÷è îïèñàí â ðàáîòå [83]. Ñâåäåíèå èñ-

õîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê äèñêðåòíîé è ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû â [87].

Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à Âåáåðà äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ôîðìóëèðóåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïëîñêîñòè ñðåäè m ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ

P1, . . . , Pm òðåáóåòñÿ íàéòè ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ n îáúåêòîâ X1, . . . , Xn

òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà

ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò ñëåäóþùèé âèä

f(X1, . . . , Xn) = max{ max
i∈I,j∈J

{wijd(Xi, Pj)}; max
i,k∈I,i<k

{uikd(Xi, Xk)}} → min .

(1.6)

Äëÿ ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è Âåáåðà (1.6) ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìåò-

ðèêîé ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [112] ââåäå-

íèåì äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà îíà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàêñèìàëüíî äîïó-

ñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â [74]. Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ìåòðèêè l1 ê l∞ è çàäà÷à äåêîìïîçèðóåòñÿ

íà äâå, ïî êîîðäèíàòàì x è y. Äâîéñòâåííàÿ ê êàæäîé èç êîòîðûõ èí-

òåðïðèòèðóåòñÿ â âèäå ñåòåâîé � îïðåäåëèòü â ñåòè ïîòîê ìàêñèìàëüíîé

îáùåé ñòîèìîñòè. Â ðàáîòå [85] (1.6) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êðàò÷àéøåãî ïóòè

â ñåòè, äëèíû äóã êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà.

Ìèíèìàêñíîé çàäà÷å ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ïîñâÿùåíà ðàáîòà [101], â

êîòîðîé ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà îñíîâå

ïîñòðîåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ñ ó÷åòîì òåîðèè

äâîéñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíà â [76].

Îòìåòèì, ÷òî â ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷àõ Âåáåðà äîïóñêàåòñÿ ðàç-
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ìåùåíèå îáúåêòîâ â îäíîé òî÷êå, â îòëè÷èå îò ÊÇÍ. Òàêîå äîïóùåíèå

ÿâëÿåòñÿ âàæíûì óñëîâèåì ïðè ðåøåíèè ðåàëüíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè ïðîìûøëåííîãî ïðåäïðèÿòèÿ, ñîñòîÿùåãî

èç íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ (ïåðåðàáàòûâàþùèå çàâîäû, ñêëàäû, òîðãîâûå

òî÷êè) òåõíîëîãè÷åñêè ðàçðåøàåòñÿ ðàçìåùåíèå íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ â

îäíîì íàñåëåííîì ïóíêòå.

Êðîìå óêàçàííûõ ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé çàäà÷ Âåáåðà íà ïëîñ-

êîñòè, ðàññìàòðèâàþòñÿ òåîðåòèêî�ãðàôîâûå ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷.

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è Âåáåðà íà ñåòè. Äàíà ñâÿçíàÿ íåîðè-

åíòèðîâàííàÿ ñåòü T = (V,E). Â óçëàõ V = {P1, . . . , Pm} ðàñïîëî-

æåíû ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû. Íîâûå îáúåêòû ðàçìåùàþòñÿ â òî÷êàõ

x = {x1, . . . , xn}, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû êàê â âåðøèíàõ, òàê

è íà äóãàõ. Ðàññòîÿíèå d(x, y) ìåæäó òî÷êàìè x è y â ñåòè T îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J = {1, . . . ,m}

è I = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâà íîìåðîâ ôèêñèðîâàííûõ è ðàçìåùàåìûõ

îáúåêòîâ, à ÷åðåç wij ≥ 0 è uik ≥ 0 (uik = uki) óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé

ìåæäó ðàçìåùàåìûìXi è ôèêñèðîâàííûì Pj îáúåêòàìè è ìåæäó ðàçìå-

ùàåìûìè Xi, Xk îáúåêòàìè ñîîòâåòñòâåííî. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçìåùå-

íèå, ïðè êîòîðîì ëèáî ñóììàðíàÿ, ëèáî ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè

ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè

çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ òàêæå êàê (1.5) è (1.6). Èçâåñòíû ïîñòàíîâêè çàäà÷

Âåáåðà íà ñåòè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó îáúåêòàìè [34,35,77]. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àë-

ãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà äðåâîâèäíîé ñåòè [34,35].

Â ëèòåðàòóðå âûäåëÿþò äèñêðåòíóþ (çàäàíû âîçìîæíûå ìåñòà ðàñïî-

ëîæåíèÿ îáúåêòîâ) è íåïðåðûâíóþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è Âåáåðà. Âñå âû-

øåïåðå÷èñëåííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ Âåáåðà îòíîñÿòñÿ ê íåïðåðûâíûì,

òàêèå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìû. Äëÿ äèñêðåòíîé çàäà÷è Âå-

áåðà ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè, íàïðèìåð, â òåðìèíàõ òåîðèè
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ãðàôîâ, â âèäå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ è ò.ä.

Ïðèâåäåì òåîðåòèêî�ãðàôîâîâóþ ïîñòàíîâêó äèñêðåòíîé çàäà÷è Âå-

áåðà. Ïóñòü äàí ïðîñòîé âçâåøåííûé ñâÿçíûé ãðàô G = (V (G), E(G)),

ãäå V (G) � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçìåùàå-

ìûì îáúåêòàì, E(G) � ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà G, îïðåäåëÿþùåå ñâÿçè

ìåæäó ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè. Ïóñòü P � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìíî-

æåñòâî ïîçèöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðàçìåùåíèÿ âåðøèí ãðàôà G è

|V (G)| = |P | = n. Ðàçìåùåíèåì âåðøèí ãðàôà G áóäåì íàçûâàòü îòîá-

ðàæåíèå π : V (G) → P , ïîëàãàÿ, ÷òî âåðøèíà i ∈ V (G) ðàçìåùàåòñÿ â

ïîçèöèþ π(i) ∈ P , ïðè÷åì â îäíó ïîçèöèþ ìîæíî ðàçìåñòèòü íåñêîëüêî

âåðøèí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Π = {π : V (G) → P}.

Çàäàíû: âåñ ðåáðà u(i, k) ≥ 0 äëÿ [i, k] ∈ E(G); ðàññòîÿíèå d(t, j) > 0

ìåæäó ïîçèöèÿìè t, j ∈ P ; ñòîèìîñòü ðàçìåùåíèÿ w(i, j) ≥ 0 âåðøèíû

i ∈ V (G) â ïîçèöèþ j ∈ P ; ñòîèìîñòü ñâÿçè c([i, k], t, j) ìåæäó âåðøè-

íàìè i, k ∈ V (G), ðàçìåùåííûìè â ïîçèöèÿõ t, j ∈ P , ïðè÷åì ïîëàãàåì

c([i, k], t, j) = u(i, k) · d(t, j). Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü âåðøèíû ãðàôà G

â ïîçèöèÿõ P òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ðàçìåùåíèÿ

âåðøèí è ðåáåð ãðàôà G áûëà ìèíèìàëüíîé. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è â

òåðìèíàõ îòîáðàæåíèé ñëåäóþùàÿ:

F (G, π) =
∑

[i,k]∈E(G)

c([i, k], π(i), π(k)) +
∑

i∈V (G)

w(i, π(i)) → min
π∈Π

, (1.7)

Çàäà÷à (1.7) ÿâëÿåòñÿ NP�òðóäíîé [47,124]. Òî÷íûå ïîëèíîìèàëüíûå

àëãîðèòìû èçâåñòíû äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà ðàçìåùàåìûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ

äåðåâîì [48, 65, 116], ïîñëåäîâàòåëüíî�ïàðàëëåëüíûì ãðàôîì [107], ïðî-

ñòûì öèêëîì [58], n�ïîñëåäîâàòåëüíîé öåïüþ [59], à òàêæå, êîãäà |P | = 2

[122]. Ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé

ãðàíèöû îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè [108], ýâðèñòèêè è ìå-

òàýâðèñòèêè [95]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé u(i, k) = 0 äëÿ
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âñåõ i, k ∈ E(G), äèñêðåòíàÿ çàäà÷à Âåáåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-

íóþ çàäà÷ó î íàçíà÷åíèÿõ [37].

Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå âûäåëÿþò äâà òèïà çàäà÷è Âåáåðà:Multifacility

Weber Problem (MFWP) è Multisource Weber Problem (MSWP). Ïåðâûé

òèï � MFWP ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

îáúåêòîâ, êîãäà íàõîäèòñÿ ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ ñ óæå çàäàííîé ñòðóêòó-

ðîé ñâÿçåé ìåæäó íèìè [80,82,130]. Òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü, íà-

ïðèìåð, êîãäà òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü âçàèìîñâÿçàííûå ïðåäïðèÿòèÿ, ïðî-

èçâîäÿùèå ðàçíîðîäíóþ ïðîäóêöèþ, ëèáî îêàçûâàþùèå ðàçëè÷íûå óñëó-

ãè, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíûå òðàíñïîðòíûå çàòðàòû êàê ìåæäó

âñåìè ïðåäïðèÿòèÿìè, òàê è ìåæäó ïðåäïðèÿòèÿìè è êëèåíòàìè áûëè

ìèíèìàëüíûìè. Âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ïîñòàíîâêè çàäà÷ Âåáåðà îò-

íîñÿòñÿ ê òèïó MFWP. Âòîðîé òèï � MSWP ïðèíàäëåæèò êëàññó çàäà÷

ðàçìåùåíèÿ�ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè óñòàíàâëèâà-

þòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷ [64,105,126]. Òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî

ðåøàòü, íàïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé, ïðîèçâîäÿùèõ îäèí è

òîò æå ïðîäóêò ëèáî îêàçûâàþùèõ îäíó óñëóãó, ñ öåëüþ ìèíèìèçàöèè

ñóììàðíûõ òðàíñïîðòíûõ çàòðàò ìåæäó êëèåíòàìè è áëèæàéøèì ê íèì

ïðåäïðèÿòèÿì.

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è MSWP â âèäå ìîäåëè öåëî÷èñëåííî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Çàäàíà ïëîñêîñòü PL = {x : x ∈ R2}. Ïóñòü

X1, . . . , Xn � ïðåäïðèÿòèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü íà ïëîñêîñòè

PL äëÿ îáñëóæèâàíèÿm êëèåíòîâ P1, . . . , Pm, ðàñïîëîæåííûõ â PL. Äà-

ëåå ïîä ïðåäïðèÿòèÿìè è êëèåíòàìè áóäåì ïîíèìàòü òî÷å÷íûå îáúåêòû.

Ïóñòü âåëè÷èíà wj � ñòîèìîñòü ñíàáæåíèÿ (ïðèêðåïëåíèÿ) êëèåíòà Pj.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (xi, yi) è (aj, bj) íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû ïðåäïðèÿòèÿ

Xi è èçâåñòíûå êîîðäèíàòû êëèåíòà Pj ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç d(Xi, Pj)

� ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäïðèÿòèåì Xi è êëèåíòîì Pj, i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . ,m. Ïóñòü zij ∈ {0, 1} áóëåâà ïåðåìåííàÿ, òàêàÿ ÷òî zij = 1,
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åñëè êëèåíò Pj ïðèêðåïëåí ê ïðåäïðèÿòèþ Xi, èíà÷å zij = 0. Íåîáõî-

äèìî ðàçìåñòèòü ïðåäïðèÿòèÿ X1, . . . , Xn íà ïëîñêîñòè PL òàê, ÷òîáû

ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ìåæäó êàæäûì êëèåíòîì è áëèæàéøèì ê

íåìó ðàçìåùåííûì ïðåäïðèÿòèåì áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ìîäåëü èìååò âèä [109]:

n∑

i=1

m∑

j=1

zijwjd(Xi, Pj) → min (1.8)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

n∑

i=1

zij = 1, j = 1, . . . ,m; (1.9)

zij ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,m; (1.10)

Xi ∈ PL, i = 1, . . . , n. (1.11)

Ñóììèðîâàíèå â öåëåâîé ôóíêöèè (1.8) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì ïà-

ðàì ïðåäïðèÿòèå�êëèåíò, ïðè÷åì åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ Xi

è íåêîòîðîãî êëèåíòà Pj ïåðåìåííàÿ zij = 1, òî ñòîèìîñòü ñâÿçè (òðàíñ-

ïîðòíûå çàòðàòû íà ïîñòàâêó òîâàðîâ) ìåæäó Xi è Pj ðàâíà âåëè÷èíå

wjd(Xi, Pj), èíà÷å ñòîèìîñòü ñâÿçè ðàâíà 0. Êàæäûé êëèåíò äîëæåí áûòü

ïðèêðåïëåí ê îäíîìó è òîëüêî îäíîìó ïðåäïðèÿòèþ, ýòî îïèñûâàåòñÿ â

îãðàíè÷åíèÿõ (1.9).

Çàäà÷à (1.8)�(1.11)NP�òðóäíàÿ äëÿ åâêëèäîâîé è ïðÿìîóãîëüíîé ìåò-

ðèê [109]. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû êàê òî÷íûå àëãîðèòìû, íàïðè-

ìåð, îñíîâàííûå íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö, òàê è ýôôåêòèâíûå ýâðè-

ñòèêè è ìåòàýâðèñòèêè [105,106].

Çàìåòèì, ÷òîMSWP â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêå, êîãäà ïðåäïðèÿòèÿ ðàç-

ìåùàþòñÿ â çàäàííîì êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê, èçâåñòíà êàê çàäà÷à

î p�ìåäèàíå [110, 111], êîòîðàÿ òàêæå NP�òðóäíàÿ, òàê êàê ê íåé ñâî-
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äèòñÿ çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î p�ìåäèàíå

èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû âåòâåé è ãðàíèö, ïåðåáîðà L�êëàññîâ è äðóãèå

ìåòîäû [39,104].

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Âåáåðà â ñìûñëå ïîñòàíîâêèMFWP.

1.4 Ãàáàðèòíûå îáúåêòû

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Âåáåðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà ïëîñ-

êîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Äàíà ïëîñêîñòü PL = {x : x ∈ R2}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi � ðàçìåùàåìûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñ íåèçâåñòíûìè

êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ (xi, yi), i ∈ I , à ÷åðåç Fj � ôèêñèðîâàííûå ïðÿ-

ìîóãîëüíûå îáúåêòû íà ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ (bj, cj), j ∈ J ,

ãäå I = {1, . . . , n} è J = {1, . . . ,m}� ìíîæåñòâà íîìåðîâ óêàçàííûõ îáú-

åêòîâ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â êà÷åñòâå çàïðåùåííûõ çîí. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è

ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò. Ïóñòü d(Xi, Fj),

d(Xi, Xk) è wij ≥ 0, uik ≥ 0 � ðàññòîÿíèÿ è óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé

ìåæäó Xi è Fj, Xi è Xk ñîîòâåòñòâåííî, j ∈ J , i, k ∈ I , i < k. Ñ÷èòàåì,

÷òî ñâÿçàíû öåíòðû îáúåêòîâ.

Íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèêè X1, . . . , Xn íà ïëîñêîñòè

ñðåäè ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ F1, . . . , Fm òàê, ÷òîáû ïðÿìîóãîëüíèêè

íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé è ñ ôèêñèðîâàííûìè, è ñóììàðíàÿ ñòîè-

ìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä

n∑

i=1

m∑

j=1

wijd(Xi, Fj) +
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uikd(Xi, Xk) → min, (1.12)

Int Xi

∩
Int Fj = ∅, i ∈ I, j ∈ J, (1.13)

Int Xi

∩
Int Xk = ∅, i, k ∈ I, i < k, (1.14)

Xi ∈ PL, i ∈ I, (1.15)
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ãäå Int A � ýòî âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A. Îãðàíè÷åíèÿ (1.13) è (1.14)

� ýòî óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ, êðîìå êàê ïî ãðàíèöå, ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ

ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòàìè è ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåæäó ñîáîé.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðÿìîóãîëüíèêè ðàçìåùàþòñÿ íà îòðåçêå äëèíû

LS ñ ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòàìè, ìîäåëü (1.12)�(1.15) èìååò âèä:

G(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wij|xi − bj|+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik|xi − xk| → min, (1.16)

|xi − bj| ≥
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ J, (1.17)

|xi − xk| ≥
li + lk
2

, i, k ∈ I, i < k, (1.18)

li
2
≤ xi ≤ LS −

li
2
, i ∈ I, (1.19)

ãäå xi � íåèçâåñòíûå êîîðäèíàòû öåíòðîâ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ Xi ñ

äëèíàìè li, i ∈ I , bj � êîîðäèíàòû öåíòðîâ ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ Fj

ñ äëèíàìè pj, j ∈ J .

Â ëèòåðàòåðå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ ðàç-

ìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ. Ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçåé ìåæäó îáúåê-

òàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìå-

ùåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ, åäèíè-

öû êîòîðîãî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîóãîëüíèêîâ [21]. Êðè-

òåðèè � ýòî ìèíèìèçàöèÿ äëèíû è øèðèíû îáëàñòè, çàíèìàåìîé îáî-

ðóäîâàíèåì. Ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå ëèíèé Ïàðåòî�îïòèìàëüíûå ðå-

øåíèÿ íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñòóïîê. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ

ðåøàòü ñåðèþ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïàêåòà IBM ILOG CPLEX. Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî

ê Ïàðåòî�îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ ñ ìèíèìàëüíîé äëèíîé (ðàâíîìåðíîå

ðàñïðåäåëåíèå îáîðóäîâàíèÿ ïî ëèíèÿì) è â ñëó÷àå äâóõ ëèíèé ïðèìåíÿ-

åòñÿ àïïàðàò äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé

öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à òàêæå ìåòîäîâ âåòâåé è
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ãðàíèö è äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà äëÿ ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáú-

åêòîâ ïðåäëîæåíî â [36].

Àëãîðèòì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà äëèíû ñâÿçûâà-

þùåé ñåòè îïèñàí â [46]. Â ðàáîòå [51] ïðèâîäèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ìîäóëåé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïå÷àòíûõ ïëàò.

Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü ìîäóëè íà ïëàòå òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ äëèíà

ïðîâîäíèêîâ áûëà ìèíèìàëüíîé. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íèæíèõ

îöåíîê. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî àíàëèçà âàðèàíòîâ ïî òèïó âåòâåé è ãðàíèö. Ðàçðàáîòàí-

íûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è.
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Ãëàâà 2

Ðàçìåùåíèå òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ñ

ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì íà

ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè

Â ãëàâå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à Âåáåðà ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì äëÿ òî-

÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Â ï. 2.1 ïðèâåäåí

êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé. Â ï. 2.2 îòìå÷åíû ñâîéñòâà è ïîñòðîåíà ìî-

äåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî ñâîéñòâî,

ïîçâîëÿþùåå óìåíüøèòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ. Â ï. 2.3 îïèñàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö è ïðèâåäåíû ðå-

çóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííîãî

àëãîðèòìà è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

2.1 Ïîñòàíîâêà è ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ ìèíèñóììíûõ è ìèíèìàêñíûõ çàäà÷ Âå-

áåðà íà ïëîñêîñòè íåò îãðàíè÷åíèé íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ.

Îäíî èç îáîáùåíèé òàêèõ çàäà÷ � ýòî íàëè÷èå ñïåöèàëüíûõ îáëàñòåé

(çàïðåùåííûõ çîí) íà ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ íå äîïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå

îáúåêòîâ ïî êàêèì�ëèáî ïðè÷èíàì. Ïðèìåðàìè çàïðåùåííûõ çîí ìîãóò

áûòü êàê åñòåñòâåííûå ïðåãðàäû (ãîðû, ðåêè, îçåðà), òàê è èñêóññòâåí-
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íûå ñîîðóæåíèÿ (çäàíèÿ, îáîðóäîâàíèå, ñàíèòàðíûå çîíû). Îáçîðó èç-

âåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ Âåáåðà äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ

ñ ó÷åòîì çàïðåùåííûõ çîí ïîñâÿùåí äàííûé ðàçäåë.

Ïðèâåäåì ïîñòàíîâêè ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé çàäà÷ Âåáåðà ñ

çàïðåùåííûìè çîíàìè. Íà ïëîñêîñòè ñðåäè m ôèêñèðîâàííûõ îáúåê-

òîâ P1, . . . , Pm ðàçìåùàþòñÿ n îáúåêòîâ X1, . . . , Xn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

J = {1, . . . ,m} è I = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâà íîìåðîâ ôèêñèðîâàííûõ è

ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, ÷åðåç d(Xi, Pj) è d(Xi, Xk) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

îáúåêòàìèXi, Pj èXi,Xk, j ∈ J , i, k ∈ I , i < k, à ÷åðåç wij è uik � óäåëü-

íûå ñòîèìîñòè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè Xi, Pj è Xi, Xk ñîîòâåòñòâåííî

j ∈ J , i, k ∈ I , i < k. Îáúåêò Pj ðàçìåùåí â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè

(p1j, p2j), j ∈ J , à êîîðäèíàòû îáúåêòà Xi îáîçíà÷èì êàê (xi, yi), i ∈ I.

Ïóñòü F1, . . . , Fz � ìíîæåñòâî çàäàííûõ çàïðåùåííûõ çîí â R2 è B =

∪z
k=1Fk. Çàïðåùåííûå çîíû îáû÷íî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè

ôèãóðàìè. Îíè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, íî ÷àñòî ðàññìàòðèâà-

þòñÿ âûïóêëûå ôèãóðû. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü îáúåêòû X1, . . . , Xn íà

ïëîñêîñòè ñðåäè ôèêñèðîâàííûõ P1, . . . , Pm âíå çàïðåùåííûõ çîí F1, . . . , Fz

òàê, ÷òîáû ñóììàðíàÿ èëè ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè

îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé.

Îáîçíà÷èì F ⊆ R2 � îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, òîãäà

F = R2 \ Int B, ãäå Int B � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà B. Îòìåòèì, ÷òî â

îáùåì ñëó÷àå çàïðåùåííûå çîíû ìîãóò èìåòü íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå è F

íåâûïóêëàÿ è íåñâÿçíàÿ. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé çàäà÷ Âåáåðà ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

n∑

i=1

m∑

j=1

wijd(Xi, Pj) +
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uikd(Xi, Xk) → min, (2.1)

Xi /∈ Int B, i ∈ I. (2.2)
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max{ max
i∈I,j∈J

{wijd(Xi, Pj)}; max
i,k∈I,i<k

{uikd(Xi, Xk)}} → min (2.3)

Xi /∈ Int B, i ∈ I. (2.4)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ï. 1.2, ÷òî äëÿ ñëó÷àåâ ïðÿìîóãîëüíîé è åâ-

êëèäîâîé ìåòðèê (2.1) è (2.3) ïðèíàäëåæàò êëàññó çàäà÷ âûïóêëîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ [55, 86, 130]. Íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà

ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, íàïðèìåð, â âèäå çàïðåùåííûõ çîí (2.2) è (2.4),

èëè óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ðàçìåùåíèÿ, íàïðèìåð, âäîëü ïàðàëëåëüíûõ

ëèíèé, ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî áîëüøèíñòâî òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ NP�

òðóäíûìè. Ïîýòîìó ïåðñïåêòèâíûìè íàïðàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ èññëåäî-

âàíèå îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, âîçìîæíîñòü å¼ óìåíüøåíèÿ, ðàç-

ðàáîòêà òî÷íûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ

ðåøåíèé.

Â ëèòåðàòóðå ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ Âåáåðà äëÿ òî÷å÷íûõ

îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè èëè áàðüåðàìè. Çàïðå-

ùåííûå çîíû � ýòî, êàê ïðàâèëî, âûïóêëûå ìíîæåñòâà ñ íåïóñòîé âíóò-

ðåííîñòüþ, â êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçìåùàòü îáúåêòû, íî ÷åðåç íèõ ìîæíî

ïðîêëàäûâàòü ñâÿçè ìåæäó íèìè. Â òàêèõ çàäà÷àõ âûïîëíÿåòñÿ ðàçìå-

ùåíèå îáúåêòîâ è îöåíèâàåòñÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó íèìè ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êàêîé�ëèáî ìåòðèêè. Áàðüåðû � ýòî îáëàñòè, â êîòîðûõ çà-

ïðåùàåòñÿ íå òîëüêî ðàçìåùàòü îáúåêòû, íî è ïðîêëàäûâàòü òðàññû

÷åðåç íèõ äëÿ óñòàíîâêè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè. Òðàññû íå äîëæíû

ïåðåñåêàòü áàðüåðû, òîëüêî â îáõîä èëè ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ïðîõîäû â

íèõ. Êàê ïðàâèëî, â çàäà÷àõ ñ áàðüåðàìè íàõîäèòñÿ ðàñïîëîæåíèå îáú-

åêòîâ, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à òðàññèðîâêè ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Â ëèòåðàòóðå

áîëüøå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì ñ áàðüåðàìè, ÷åì ñ çàïðåùåííû-

ìè çîíàìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ áàðüåðàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå

ïîäõîäû [62, 63, 84, 93, 94, 99]. Òàê, íàïðèìåð, ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ìåòðèê îïèñàíû â [63], à ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû
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â [62]. Â [93] èñõîäíàÿ íåâûïóêëàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñåðèè ïîëèíîìèàëü-

íî ðàçðåøèìûõ çàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëü-

íîé ìåòðèêè ôîðìóëèðóåòñÿ ñåðèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ [99]. Ðàçìåùåíèå

îäíîãî îáúåêòà ñ ðàçíûìè âèäàìè áàðüåðîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ â [94], à

íåñêîëüêèõ � â [84]. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ñ áàðüåðàìè

è ðàçëè÷íûìè ìåòðèêàìè ïðèâåäåí â [94].

Çàäà÷àì ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [20, 22, 60, 68, 69,

89�91]. Ïîñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïî ôîðìå çîí, íàëè÷èþ âîç-

ìîæíîñòè èõ ïîâîðîòîâ, èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ â îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ è

ò.ä. Íàèáîëåå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîãäà ðàçìåùàåò-

ñÿ îäèí îáúåêò, à çîí íåñêîëüêî, èëè íàîáîðîò.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Âåáåðà ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-

ëè÷íûå ïîäõîäû. Â [89] ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìè-

íèñóììíîé çàäà÷è äëÿ åâêëèäîâîé ìåòðèêè è îäíîé çàïðåùåííîé çîíû

â âèäå êðóãà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ðåøåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àäàïòàöèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà

íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ çîí â âèäå êðóãîâ è îäíîé ìíîãîóãîëüíîé çîíû

îïèñàíû â [90,91]. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîé ðåøåòêè, â óçëàõ

êîòîðîé íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì âûïóêëûõ

ìíîãîóãîëüíûõ çîí è ðàçíûìè âèäàìè ìåòðèê (lp, 1 ≤ p ≤ 2) ïðåäëîæåíà

â [60,68,69]. Â [20,22] äîêàçàíî ñâîéñòâî çàäà÷è ñ ìèíèñóììíûì êðèòåðè-

åì è ïðÿìîóãîëüíûìè çàïðåùåííûìè çîíàìè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñóçèòü

äîïóñòèìóþ îáëàñòü ïðè ïîèñêå îïòèìóìà è ïðåäëîæåí êîìáèíàòîðíûé

àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö äëÿ åå ðåøåíèÿ.

Ìîäåëè ÷àñòè÷íî�öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ áó-

ëåâûìè ïåðåìåííûìè (×ÖËÏ) äëÿ ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé çàäà÷

Âåáåðà ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêîé è ïðÿìîóãîëüíûìè çàïðåùåííûìè çî-

íàìè ïîñòðîåíû â [18, 131]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü àïïàðàò

öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè è ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì. Àëãîðèò-
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ìû ðàçìåùåíèÿ îäíîãî îáúåêòà çàäà÷è ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì äëÿ

ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè èçëîæåíû â [19], à äëÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà ìåò-

ðèêè â [75].

Îïòèìàëüíîå ðàçìåùåíèå âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ

ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì çàïðåùåííûõ çîí ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-

íîé è âîñòðåáîâàííîé çàäà÷åé. Îáçîð ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðû, Internet�

èñòî÷íèêîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî â îñíîâíîì ðàññìàòðè-

âàþòñÿ çàäà÷è ñ áàðüåðàìè è ìèíèñóììíûì êðèòåðèåì. Íåäîñòàòî÷íî

èññëåäîâàíû çàäà÷è ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêîé, ìèíèìàêñíûì êðèòåðè-

åì è ïðÿìîóãîëüíûìè çàïðåùåííûìè çîíàìè.

2.2 Ñâîéñòâà è ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó ìèíèìàêñíîé çàäà÷è Âåáåðà íà ïëîñêîñòè ñ

çàïðåùåííûìè çîíàìè. Íà ïëîñêîñòè ñðåäè ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ Pj

ñ êîîðäèíàòàìè (p1j, p2j), j ∈ J , ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòûXi, i ∈ I. Çàäàíû:

çàïðåùåííûå ïðÿìîóãîëüíûå çîíû Fk, k ∈ Z = {1, . . . , z}, ñî ñòîðîíàìè,

ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, âíóòðè êîòîðûõ íå äîïóñêàåòñÿ ðàçìå-

ùåíèå îáúåêòîâ, F =
∪z

k=1 Fk; wij ≥ 0 è uik ≥ 0 � óäåëüíûå ñòîèìîñòè

ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè Xi è Pj, Xi è Xk, j ∈ J , i, k ∈ I, i < k, ñîîòâåò-

ñòâåííî. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü îáúåêòû âíå çàïðåùåííûõ çîí òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè

áûëà ìèíèìàëüíîé [18]. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä [18,25,28]:

max{ max
i∈I,j∈J

wijd(Xi, Pj), max
i,k∈I,i<k

uikd(Xi, Xk)} → min, (2.5)

Xi /∈ Int F, i ∈ I, (2.6)

ãäå d(·, ·) � íåêîòîðàÿ ìåòðèêà, Int F � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà F .

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìåòðèêà, ò. å. åñëè

êîîðäèíàòû ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ îáîçíà÷èòü êàê (xi, yi), i ∈ I , òî

d(Xi, Pj) = |xi − p1j|+ |yi − p2j|, d(Xi, Xk) = |xi − xk|+ |yi − yk|.
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Áåç ó÷åòà çàïðåùåííûõ çîí çàäà÷à (2.5) ñ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêîé äî-

ñòàòî÷íî õîðîøî èññëåäîâàíà. Â ðàáîòå [112] ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî

ïàðàìåòðà îíà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ). Ñ

îãðàíè÷åíèÿìè íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ëèíåéíûì ïðå-

îáðàçîâàíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ìåòðèêè l1 ê l∞ è çàäà÷à äå-

êîìïîçèðóåòñÿ íà äâå ïî êîîðäèíàòàì x è y [74]. Äâîéñòâåííàÿ ê êàæäîé

èç êîòîðûõ èíòåðïðèòèðóåòñÿ â âèäå ñåòåâîé � îïðåäåëèòü â ñåòè ïîòîê

ìàêñèìàëüíîé îáùåé ñòîèìîñòè. Â ðàáîòå [85] çàäà÷à (2.5) ñâîäèòñÿ ê

ïîèñêó êðàò÷àéøåãî ïóòè â ñåòè, äëèíû äóã êîòîðîé ëèíåéíî çàâèñÿò îò

ïàðàìåòðà.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà çàäà÷è (2.5)�(2.6). Ïóñòü çîíà Fk îãðà-

íè÷åíà ïðÿìîóãîëüíèêîì [(ak, ck); (bk, dk)], ãäå (ak, ck) � êîîðäèíàòû åãî

ëåâîãî íèæíåãî, à (bk, dk) � ïðàâîãî âåðõíåãî óãëîâ, ∀k ∈ Z. Îáîçíà÷èì

A = min
j∈J, k∈Z

{p1j, ak}, B = max
j∈J, k∈Z

{p1j, bk},

C = min
j∈J, k∈Z

{p2j, ck}, D = max
j∈J, k∈Z

{p2j, dk}.

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü

F , îãðàíè÷åííóþ ïðÿìîóãîëüíèêîì [(A,C); (B,D)] [94]. Åñëè ëåâûé íèæ-

íèé óãîë îáëàñòè F íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî ýòîãî ìîæíî

äîáèòüñÿ ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì. Åñëè BF = B − A è DF = D − C, òî

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå [(0, 0); (BF , DF)] (ñì.

Ðèñ. 2.1).

44



✻
y

✲
x

F

✉
P1

✉

P2

✉

P3

✉

P4

✉

P5

F1

�
�

�
��

�
�
�
��

�
�
�

��

�
�

�
��

�
�
�
��

�
�
�

��

�
�

��

�
���

�
���

��

F2 �
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
��

�
�

� ��

�
�

�
��

�
�

�

F3 �
�

�
��

�
�

�
��

�
�

� ��

�
�

�

r

r

(0, 0)

(BF , DF)

Ðèñ. 2.1: Ïðèìåð îáëàñòè F , A = p11, C = c2, B = b3, D = p24.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîäìíîæåñòâî èç F , â êîòîðîì äîïóñêàåòñÿ ðàçìå-

ùåíèå îáúåêòîâ, ò.å. R = F \ Int F � îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Â

îáùåì ñëó÷àå R íåâûïóêëàÿ è íåñâÿçíàÿ.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà n = 1 îïèñàí â ðàáîòå [18].

Îáîçíà÷èì X ′
1, . . . , X

′
n îïòèìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ ðàçìåùàåìûõ îáúåê-

òîâ, íàéäåííûõ ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî àëãîðèòìà è (x′i, y
′
i) � èõ êîîðäè-

íàòû, i ∈ I . Ïóñòü

A′ = min
i∈I

{x′i}, B′ = max
i∈I

{x′i}, C ′ = min
i∈I

{y′i}, D′ = max
i∈I

{y′i}.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòüF ′, çàäàííóþ êîîðäèíàòàìè [(A′, C ′);

(B′, D′)] è ÷åðåç ∂F ′ îáîçíà÷èì åå ãðàíèöó. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 2.1 Åñëè ∂F ′ ⊆ R, òî â îáëàñòè F ′ ñóùåñòâóåò îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5)�(2.6).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå X∗ çàäà÷è (2.5)�(2.6), ïðè÷åì

íåêîòîðûå èç X∗
i , i ∈ I ðàñïîëîæåíû âíå F ′. Ïîñòðîèì íîâîå ðåøåíèå
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X̃ ∈ F , äëÿ êîòîðîãî f(X̃) = f(X∗). Ðàçîáüåì îáëàñòü F íà ïîäîáëàñòè

F ′, Fa, Fb, Fc, Fd è ìíîæåñòâî I íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâà I
′, Ia,

Ib, Ic, Id (ñì. Ðèñ. 2.2). Ïóñòü X∗
i ∈ Fa, i ∈ Ia = {1, . . . , t}. Ïîñòðîèì ðå-

øåíèå X̃1, . . . , X̃t, X
∗
t+1, . . . , X

∗
n, äëÿ êîòîðîãî f(X̃1, . . . , X̃t, X

∗
t+1, . . . , X

∗
n) =

f(X∗), ãäå X̃i èìååò êîîðäèíàòû (x̃i, ỹi) : x̃i = A′, ỹi = y∗i , i ∈ Ia.

Ôóíêöèþ f(X∗) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

max{ max
i∈Ia, j∈J

wijd(X
∗
i , Pj); max

i/∈Ia, j∈J
wijd(X

∗
i , Pj); max

i,k∈Ia,i<k
uikd(X

∗
i , X

∗
k);

max
i∈Ia,k /∈Ia

uikd(X
∗
i , X

∗
k); max

i,k /∈Ia
uikd(X

∗
i , X

∗
k)}. (*)

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ X̃1, . . . , X̃t, X
∗
t+1, . . . , X

∗
n ñïðàâåäëèâû òðè

íåðàâåíñòâà.

1. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî:

max
i∈Ia,j∈J

wijd(X
∗
i , Pj) ≥ max

i∈Ia,j∈J
wijd(X̃i, Pj).

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

max
j∈J

wijd(X
∗
i , Pj) ≥ max

j∈J
wijd(X̃i, Pj), ∀i ∈ Ia.

max
j∈J

wijd(X
∗
i , Pj) = max

j∈J
wij(| x

∗
i − p1j | + | y∗i − p2j |) =

= max
j∈J

wij(| x
∗
i − p1j | + | ỹi − p2j |).

Òàê êàê ỹi = y∗i , äëÿ ∀i ∈ Ia ïî ïîñòðîåíèþ, òî, íå ó÷èòûâàÿ îäèíà-

êîâûå ñîñòàâëÿþùèå, äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà, íåîá-

õîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî

max
j∈J

wij(| x
∗
i − p1j |) ≥ max

j∈J
wij(| x̃i − p1j |), ∀i ∈ Ia.
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Ðèñ. 2.2: Ðàçáèåíèå îáëàñòè F íà ïîäîáëàñòè.

Äëÿ êàæäîãî i ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ

max
j∈J

wij(| xi − p1j |) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé âíèç è max
j∈J

wij(| x
′
i − p1j |)

� åå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå, x∗i ≤ x̃i ≤ x′i, äëÿ ∀i ∈ Ia.

2. Âòîðîå íåðàâåíñòâî:

max
i,k∈Ia,i<k

uikd(X
∗
i , X

∗
k) ≥ max

i,k∈Ia,i<k
uikd(X̃i, X̃k).

Åãî ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ:

max
i,k∈Ia,i<k

uikd(X
∗
i , X

∗
k) = max

i,k∈Ia,i<k
uik(| x

∗
i − x∗k | + | y∗i − y∗k |) ≥

≥ max
i,k∈Ia,i<k

uik(| y
∗
i − y∗k |) = max

i,k∈Ia,i<k
uik(| ỹi − ỹk |) =

= max
i,k∈Ia,i<k

uik(| x̃i − x̃k | + | ỹi − ỹk |) = max
i,k∈Ia,i<k

uikd(X̃i, X̃k),

òàê êàê y∗i = ỹi, x̃i = x̃k, äëÿ ∀i, k ∈ Ia ïî ïîñòðîåíèþ.

3. Òðåòüå íåðàâåíñòâî:

max
i∈Ia,k /∈Ia

uikd(X
∗
i , X

∗
k) ≥ max

i∈Ia,k /∈Ia
uikd(X̃i, X

∗
k).
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Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

max
i∈Ia,k /∈Ia

uikd(X
∗
i , X

∗
k) = max

i∈Ia,k /∈Ia
uik(| x

∗
i − x∗k | + | y∗i − y∗k |) ≥

≥ max
i∈Ia,k /∈Ia

uik(| x̃i − x∗k | + | y∗i − y∗k |) = max
i∈Ia,k /∈Ia

uik(| x̃i − x∗k | +

+ | ỹi − y∗k |) = max
i∈Ia,k /∈Ia

uikd(X̃i, X
∗
k)

è

| x∗i − x∗k |≥| x̃i − x∗k |, ∀i ∈ Ia, ∀k /∈ Ia.

Ïîäñòàâëÿÿ óêàçàííûå òðè íåðàâåíñòâà â ôîðìóëó (∗), ïîëó÷àåì:

max{ max
i∈Ia, j∈J

wijd(X̃i, Pj); max
i/∈Ia, j∈J

wijd(X
∗
i , Pj); max

i,k∈Ia,i<k
uikd(X̃i, X̃k);

max
i∈Ia,k /∈Ia

uikd(X̃i, X
∗
k); max

i,k /∈Ia
uikd(X

∗
i , X

∗
k)} = f(X̃1, . . . , X̃t, X

∗
t+1, . . . , X

∗
n),

ò.å.

f(X∗) ≥ f(X̃1, . . . , X̃t, X
∗
t+1, . . . , X

∗
n). (**)

Ïîñêîëüêó X∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.5)�(2.6), òî â (∗∗)

âîçìîæíî òîëüêî ðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åíî ðåøåíèå X̃1, . . . , X̃t, X
∗
t+1, . . . , X

∗
n çàäà÷è (2.5)�

(2.6) ñ îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Â ïîñòðîåííîì ðåøå-

íèè x̃′i = A′, i ∈ Ia è x∗k ≥ A′, k /∈ Ia, ò.å. ïî îñè OX âñå îáúåêòû ðàñïî-

ëîæåíû ïðàâåå èëè íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè F ′. Äàëåå ïî ïîëó÷åííîìó

ðåøåíèþ X̃1, . . . , X̃t, X
∗
t+1, . . . , X

∗
n àíàëîãè÷íî ñòðîèì íîâûå ðåøåíèÿ äëÿ

ìíîæåñòâ Fb, Fc, Fd. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå X̃ çà-

äà÷è (2.5)�(2.6) òàêîå, ÷òî X̃i ∈ F ′, i ∈ I .

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà.
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Ïóñòü Z ′ ⊆ Z � ìíîæåñòâî íîìåðîâ çàïðåùåííûõ çîí òàêèõ, ÷òî äëÿ

j ∈ Z ′ âûïîëíåòñÿ óñëîâèå Int(F ′
∩

Fj) ̸= ∅. Èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 2.1 Åñëè Z ′ ̸= ∅ è Int(Fj

∩
Fk) = ∅ äëÿ ëþáîãî j ∈ Z ′,

k ∈ Z\Z ′, òî äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàò-

ðèâàòü îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì ∂(F ′
∪

j∈Z ′ Fj).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 2.1 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, êàê è ïðè äîêà-

çàòåëüñòâå òåîðåìû 2.1, îáúåêò íåîáõîäèìî ïåðåìåñòèòü íå íà ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ ãðàíèöó îáëàñòè, à íà ãðàíèöó çàïðåùåííîé çîíû, êîòîðàÿ

ïåðåñåêàåòñÿ ñ F ′. Óêàçàííàÿ ãðàíèöà ïðèíàäëåæèò R, òàê êàê ïî óñëî-

âèþ çàïðåùåííûå çîíû íå ïåðåñåêàþòñÿ ñ çîíàìè ñ íîìåðàìè èç Z ′. Äëÿ

ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîãî êîíòóðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ïëîñêîãî

çàìåòàíèÿ, îñíîâàííîãî íà äåðåâå îòðåçêîâ [49].

Çàïèøåì ìîäåëü ÷àñòè÷íî�öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ (×ÖËÏ) äëÿ çàäà÷è (2.5)�(2.6) [18].

Äëÿ ó÷åòà óñëîâèÿ (2.6) îòìåòèì, ÷òî îáëàñòü R ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ Rk � ðàçðåøåííûõ îáëàñòåé

ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, â êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ

ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ, k ∈ G = {1, . . . , g}. Ðàçðåøåííûå îáëàñòè ñòðîÿò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â [18].

Ïóñòü îáëàñòü Rk îãðàíè÷åíà ïðÿìîóãîëüíèêîì [(ãk, c̃k); (b̃k, d̃k)], k ∈

G. Óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà Xi òîëüêî îäíîé ðàçðåøåííîé îá-

ëàñòè Rk çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ hik, i ∈ I, k ∈ G,

(hik = 1, åñëè Xi ∈ Rk, èíà÷å hik = 0) è èìååò âèä:
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xi − ãkhik ≥ 0

yi − c̃khik ≥ 0

−xi +BF − hik(BF − b̃k) ≥ 0

−yi +DF − hik(DF − d̃k) ≥ 0
∑g

k=1 hik = 1

hik ∈ {0, 1}





i ∈ I, k ∈ G. (2.7)

Âåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà x0 ≥ 0 çàäà÷à (2.5) ñâîäèòñÿ ê

ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ËÏ [112]. Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.7) ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùóþ ìîäåëü ×ÖËÏ :

x0 → min (2.8)

xi + yi +
x0

wij
≥ p1j + p2j

−xi + yi +
x0

wij
≥ −p1j + p2j

xi − yi +
x0

wij
≥ p1j − p2j

−xi − yi +
x0

wij
≥ −p1j − p2j





, j ∈ J, i ∈ I, (2.9)

xi − xk + yi − yk +
x0

uik
≥ 0

−xi + xk + yi − yk +
x0

uik
≥ 0

xi − xk − yi + yk +
x0

uik
≥ 0

−xi + xk − yi + yk +
x0

uik
≥ 0





, i, k ∈ I, i < k, (2.10)

Óñëîâèÿ (2.9) � ýòî îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè ñ ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ðàçìåùàåìûìè è ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòà-

ìè, à (2.10) � ýòî îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçûâàþùèå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

ñ ðàññòîÿíèÿìè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé.

Çàìå÷àíèå 2.1 Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî G′ ⊆ G òàêèõ, ÷òî

F ′ ⊆
∪

k∈G′ Rk, òî çàäà÷à (2.5)�(2.6) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó ËÏ â F ′, ïðè

ýòîì â ìîäåëè (2.7) � (2.10) óñëîâèÿ (2.7) çàìåíÿþòñÿ ëèíåéíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè.
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2.3 Àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ

Â àëãîðèòìå âåòâåé è ãðàíèö âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íèæíèõ

îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè è ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé

íà ïîäìíîæåñòâà (âåòâëåíèå).

Âåòâëåíèå. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ôèêñèðî-

âàíèÿ îáúåêòîâ â çàäàííîì ïîðÿäêå â ðàçðåøåííûõ îáëàñòÿõ.

Íèæíèå îöåíêè. Ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ îöå-

íîê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â ðàçðåøåííûõ îáëàñòÿõ.

Â ïåðâîì âàðèàíòå Xi ôèêñèðóåòñÿ â îáëàñòè Rk, G
′ � íîìåðà îáëà-

ñòåé, â êîòîðûõ çàôèêñèðîâàíû ðàçìåùàåìûå îáúåêòû, I(Rs) � ìíîæå-

ñòâî ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ â îáëàñòè Rs, s ∈ G′ ⊆ G. Òîãäà íèæíÿÿ

îöåíêà çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè (2.5) ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòà Xi â

îáëàñòè Rk âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

max{max
j∈J

(wijd(Rk, Pj)),max
s∈G′

(uit(s)d(Rk, Rs))},

ãäå uit(s) = maxr∈I(Rs) uir, s ∈ G′ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè îïðå-

äåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Âî âòîðîì âàðèàíòå ðåøàåòñÿ çàäà÷à (2.5)�(2.6) äëÿ n = 1 àëãîðèòìîì

èç [18], òî åñòü îöåíèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå âçâåøåííîå ðàññòîÿíèå êàæ-

äîãî ðàçìåùàåìîãî òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííûì îáúåêòàì.

Â òðåòüåì âàðèàíòå, ïðè ôèêñàöèè îáúåêòîâ â ðàçðåøåííûõ îáëà-

ñòÿõ, äîáàâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó îáúåêòàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè

ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçðåøåííûìè îáëàñòÿìè è ðåøàåòñÿ çàäà÷à

ËÏ.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

rec � ëó÷øåå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè èç èçâåñòíûõ äîïóñòèìûõ ðå-

øåíèé (ðåêîðä) â òåêóùèé ìîìåíò;
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f � îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è ËÏ ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè áóëåâûìè ïåðåìåííûìè;

D � ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé;

ξ(D) � íèæíÿÿ îöåíêà öåëåâîé ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâå D;

u � óðîâåíü âåòâëåíèÿ, ò.å. íîìåð îáúåêòà, êîòîðûé ðàçìåùàåòñÿ íà ýòîì

óðîâíå;

H(u) � íîìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ôèêñèðóåòñÿ îáúåêò u;

Duj � ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü ñ íîìåðîì j, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äåðåâå âåòâ-

ëåíèÿ íà óðîâíå u.

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå rec ïîëîæèì ðàâíûì +∞.

Èòåðàöèÿ 0. Ðåøàåì çàäà÷ó ËÏ (2.8)�(2.10). Åñëè âñå îáúåêòû íàõî-

äÿòñÿ âíå Int F , òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøåíà. Èíà÷å ñòðîèì ðàçðåøåííûå

îáëàñòè è ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî D íà g íåïåðåñåêàþùèõñÿ (êðîìå êàê ïî

ãðàíèöå) ïîäìíîæåñòâ D = D11

∪
D12

∪
. . .

∪
D1g. Ïîëàãàåì u = 1 è íà

èòåðàöèþ 1.

Èòåðàöèÿ l ≥ 1.

Øàã 1. Åñëè Du � íå ïóñòîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ íå

âûïîëíÿëîñü âåòâëåíèå íà óðîâíå u, òî íà Øàã 2. Èíà÷å íà Øàã 3.

Øàã 2. Âû÷èñëÿåì íèæíèå îöåíêè ξ(Duk), k ∈ G è âûáèðàåì äëÿ

ðàçáèåíèÿ ïîäìíîæåñòâî Dup: ξ(Dup) = mink∈G ξ(Duk).

Åñëè ξ(Dup) ≥ rec, òî íà Øàã 3, èíà÷å H(u) := p è íà Øàã 4.

Øàã 3. Åñëè u = 1, òî ÑÒÎÐ, çàäà÷à ðåøåíà. Èíà÷å u := u − 1 è íà

Øàã 1.

Øàã 4. Åñëè u = n, òî ïîëàãàåì hjH(j) = 1, j ∈ N è hjk = 0, k ̸= H(j),

k ∈ G, j ∈ N . Íà Øàã 5.

Èíà÷å ìíîæåñòâî Dup ðàçáèâàåòñÿ íà g íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-

æåñòâ Dup = Du+1 1

∪
Du+1 2

∪
. . .

∪
Du+1 g, u := u+ 1 è íà Øàã 2.

Øàã 5. Ðåøàåì çàäà÷ó ËÏ. Åñëè f < rec, òî ïîëàãàåì rec = f , èíà÷å

íà Èòåðàöèþ l + 1.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíî àëãîðèòì âåòâåé è ãðà-

íèö ñ ïåðâûì âàðèàíòîì îöåíêè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè. Ïî ðåçóëü-

òàòàì ðàñ÷åòà â êîíòðîëüíûõ ïðèìåðàõ òî÷íîñòü âòîðîãî è òðåòüåãî âà-

ðèàíòîâ îöåíêè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè íèæå, ÷åì ïåðâîãî.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåäåí âû÷èñëè-

òåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ó÷åòîì

íàéäåííîãî ñâîéñòâà (Òåîðåìà 2.1) è áåç íåãî. Ðåøåíèÿ íàõîäèëèñü ñ ïî-

ìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö è ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìîäåëè ×ÖËÏ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX 12.2. Ýêñïåðèìåíò ïðîâî-

äèëñÿ íà êîìïüþòåðå ñî ñëåäóþùèìè òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

ïðîöåññîð Intel R⃝ CoreTM i5-2450M 2.50 GHz 6,00 ÃÁ îïåðàòèâíîé ïà-

ìÿòè. Àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö ñ ïåðâûì âàðèàíòîì îöåíêè ðåàëèçî-

âàí â ñðåäå Borland C++ Builder Version 6.0 (Build 10.166). Êîîðäèíàòû

ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ è óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòà-

ìè ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà

êîíêðåòíîì ïðèìåðå ïðåäñòàâëåíî â ïðèëîæåíèè A.

Ñðàâíåíèå ðåçóëüòîâ ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíî â òàáëèöàõ 2.1 è 2.2, ãäå

èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ t∗ÀÂÃ è tÀÂÃ � ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî-

òû (â ñåêóíäàõ) ïî ðåçóëüòàòàì òðåõ çàïóñêîâ àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì ñâîé-

ñòâà è áåç íåãî. Àíàëîãè÷íî, t∗CPLEX è tCPLEX � ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû

ïàêåòà IBM ILOG CPLEX (â ñåêóíäàõ) ïî ðåçóëüòàòàì òðåõ çàïóñêîâ c

ïðèìåíåíèåì ñâîéñòâà è áåç íåãî. ×èñëî ðàçðåøåííûõ îáëàñòåé â çàäà÷å

ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà è áåç íåãî îáîçíà÷åíû êàê g∗ è g ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ó÷åò äîêàçàííîãî

ñâîéñòâà ñóæåíèÿ çàäà÷è ñîêðàùàåò âðåìÿ åå ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâà-

íèè îáîèõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîäõîäîâ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àëãîðèòìîì

âåòâåé è ãðàíèö ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ñóæåíèÿ âðåìÿ ðåøåíèÿ â ñðåäíåì

ñîêðàùàåòñÿ íà 49 %, à ïðè èñïîëüçîâàíèè CPLEX � íà 64 %.
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Òàáëèöà 2.1: Ðåøåíèå çàäà÷è àëãîðèòìîì.

� n m g g∗ tÀÂÃ t∗
ÀÂÃ

1 3 2 3 1 0,202 0,140

2 5 5 8 3 1,076 0,562

3 6 7 5 2 2,371 1,155

4 6 7 4 2 0,873 0,561

5 5 9 10 3 3,712 1,373

6 8 2 5 2 0,889 0,499

7 10 10 10 3 4,586 0,843

8 10 15 10 3 5,928 1,762

9 16 19 7 3 9,142 6,614

10 20 5 7 3 5,897 3,135

Òàáëèöà 2.2: Ðåøåíèå çàäà÷è ïàêåòîì.

� n m g g∗ tCPLEX t∗CPLEX

1 3 2 3 1 0,12 0,01

2 5 5 8 3 0,44 0,11

3 6 7 5 2 0,13 0,01

4 6 7 4 2 0,22 0,2

5 5 9 10 3 0,36 0,05

6 8 2 5 2 0,33 0,22

54



Ãëàâà 3

Ðàçìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ

ñ ìèíèñóììíûì êðèòåðèåì íà ëèíèÿõ

ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè

Ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷è Âåáåðà äëÿ ïðÿ-

ìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì

ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Â ï. 3.1 äàí êðàòêèé îáçîð ðå-

çóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ. Â ï. 3.2

ñôîðìóëèðîâàíà ìèíèñóììíàÿ çàäà÷à Âåáåðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà

ëèíèè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Íàéäåíû ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå ðåøå-

íèå èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ñâåñòè ê ðåøåíèþ äèñêðåòíûõ çàäà÷

ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Â ï. 3.3 ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííî-

ãî ðåøåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ. Ïðîâåäåíû âû÷èñ-

ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ

è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ïàêåòà IBM

ILOG CPLEX. Â ï. 3.4 ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

çàäà÷è íà ëèíèÿõ, å¼ ñâåäåíèå ê çàäà÷å íà ëèíèè. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öå-

ëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî îï-

òèìóìà. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåä-

ëîæåííîé ìîäåëè è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX 12.2.

55



3.1 Î ðàçìåùåíèè ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ

Çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ èìåþò áîëü-

øîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, à òàêæå ïðåäñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ

ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæíî

âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåíèé: ðàçìåùåíèå ýëåìåí-

òîâ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ è åäèíèö òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ. Â

ïåðâîì íàïðàâëåíèè ðåøàåòñÿ íå òîëüêî çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ,

íî è âûïîëíÿåòñÿ òðàññèðîâêà ñîåäèíåíèé ìåæäó íèìè. Âî âòîðîì íà-

ïðàâëåíèè, êàê ïðàâèëî, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçìåùåíèþ åäè-

íèö îáîðóäîâàíèÿ è îöåíêå ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Äëÿ ðåøåíèÿ

óêàçàííûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ñðåäñòâà âû-

÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

Çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ â ïðîåêòèðîâàíèè ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè (êîììóòàöèîííîì ïîëå). Êðèòåðèè è

îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å ìîæíî ðàçäåëèòü íà ìåòðè÷åñêèå è òîïîëîãè÷å-

ñêèå. Ê ìåòðè÷åñêèì îòíîñÿòñÿ: ðàçìåðû ýëåìåíòîâ è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

íèìè, ðàçìåðû êîììóòàöèîííîãî ïîëÿ, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âûâîäàìè ýëå-

ìåíòîâ, äîïóñòèìûå äëèíû ñîåäèíåíèé; ê òîïîëîãè÷åñêèì � êîëè÷åñòâî

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåñå÷åíèé ñîåäèíåíèé, êîëè÷åñòâî ìåæñëîéíûõ ïå-

ðåõîäîâ, áëèçîñòü ðàñïîëîæåíèÿ äðóã ê äðóãó òåïëîâûäåëÿþùèõ ýëåìåí-

òîâ èëè ýëåêòðîìàãíèòíî íåñîâìåñòèìûõ ýëåìåíòîâ è ñîåäèíåíèé.

Çàäà÷à òðàññèðîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ãåîìåòðèè ñîåäèíå-

íèé êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ. Ðàçëè÷àþò òðè

âèäà òðàññèðîâêè ñîåäèíåíèé: ïðîâîäíûå, ïå÷àòíûå è ïëåíî÷íûå. Êðè-

òåðèÿìè îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è òðàññèðîâêè ìîãóò áûòü ìèíè-

ìàëüíûå: ñóììàðíàÿ äëèíà ñîåäèíåíèé, êîëè÷åñòâî ñëîåâ ìîíòàæà, êî-

ëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ èç ñëîÿ â ñëîé, íàâîäêè â öåïÿõ ñâÿçè ýëåìåíòîâ.

Åñëè ñâÿçè ìåæäó ñîåäèíåíèÿìè îñóùåñòâÿþòñÿ ïðîâîäíûì ìîíòàæîì,

56



òî ÷àñòî îñíîâíûì êðèòåðèåì îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåùå-

íèÿ ÿâëÿåòñÿ äëèíà ñîåäèíåíèé.

Çàäà÷è âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü íå òîëüêî ïðè ïðî-

åêòèðîâàíèè ðàçìåùåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ, íî è ïðè âû-

ïîëíåíèè ïðîåêòíûõ ðàáîò îáû÷íî íà ýòàïå ýñêèçíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

(ïëàíèðîâêè) â äðóãèõ îòðàñëÿõ. Ýòî ðàçìåùåíèå öåõîâ ïðåäïðèÿòèÿ,

ýëåìåíòîâ ãèäðîñèñòåìû ñòàíêà, îáúåêòîâ ïðè ïðîêëàäêå íåôòå� è ãà-

çîïðîâîäîâ è ò.ä. Íà ýòàïå ïëàíèðîâêè îáû÷íî âûïîëíÿåòñÿ ïðåäâàðè-

òåëüíàÿ îöåíêà ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó ðàçìåùàåìûìè ýëåìåíòàìè. Â

÷àñòíîñòè, ýòî êàñàåòñÿ ýòàïà ìîíòàæíîé ïðîðàáîòêè ïðîèçâîäñòâà, â ðå-

çóëüòàòå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ îáîðóäîâàíèÿ è òðàññè-

ðîâêè âíóòðèöåõîâûõ òðóáîïðîâîäîâ. Çäåñü, â îòëè÷èå îò ýëåêòðîííûõ

óñòðîéñòâ, íå òàê âàæåí ýòàï òðàññèðîâêè, òàê êàê âñå âûïîëíÿåòñÿ â

òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Íà âàðèàíò ðàçìåùåíèÿ âëèÿåò ðÿä ôàêòî-

ðîâ, íàïðèìåð, òèï êîíñòðóêöèè öåõà, óñëîâèÿ áåçîïàñíîé ðàáîòû, óñëî-

âèÿ òðàíñïîðòèðîâêè äåòàëåé (çàãîòîâîê), óäîáñòâî îáñëóæèâàíèÿ è ðå-

ìîíòà, âîçìîæíîñòü çàìåíû îáîðóäîâàíèÿ, ñîáëþäåíèå òðåáîâàíèé ñòðî-

èòåëüíûõ íîðì è ïðàâèë. ×àñòî äëÿ ñîçäàíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ, óäîáñòâà

ýêñïëóàòàöèè è òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ òðåáóåòñÿ �ðå-

ãóëÿðíîñòü� ðàçìåùåíèÿ [21], íàïðèìåð, åãî ðàñïîëîæåíèå âäîëü, òàê íà-

çûâàåìûõ, �êðàñíûõ� ëèíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ âòîðîãî íàïðàâëåíèÿ îáóñëîâ-

ëåíà ïîâûøåíèåì ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ïðîèç-

âîäñòâ, ñîêðàùåíèåì âðåìåííûõ çàòðàò è ñíèæåíèåì èçäåðæåê íà ïðîèç-

âîäñòâî èçäåëèé. Â ðàáîòå [81] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äî ïîëîâèíû ïðîèçâîä-

ñòâåííûõ çàòðàò â ïðîìûøëåííîñòè ñâÿçàíû ñ îáðàáîòêîé ìàòåðèàëîâ è

ýôôåêòèâíûì ðàçìåùåíèåì îáîðóäîâàíèÿ. Óëó÷øåíèå ïëàíèðîâêè ÷àñòî

ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ çàòðàò íà îáðàáîòêó ìàòåðèàëîâ è òðàíñïîðòèðîâ-

êó, óìåíüøåíèþ çàãðóæåííîñòè îáîðóäîâàíèÿ, à òàêæå óñêîðåíèþ ðàáî-
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÷åãî ïðîöåññà. Â ðåçóëüòàòå ýôôåêòèâíîå ðàçìåùåíèå òåõíîëîãè÷åñêîãî

îáîðóäîâàíèÿ èìååò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ êîíêóðåíòîñïîñîáíîñòè

ïðîèçâîäñòâà. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ â ïðîöåññå ïðîåêòèðîâàíèÿ íî-

âîãî èëè ìîäåðíèçàöèè ñóùåñòâóþùåãî ïðîèçâîäñòâà èñïîëüçóþòñÿ ìà-

òåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ïðèêëàäíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå.

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ îáëàñòÿõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ çàäà÷ ðàç-

ìåùåíèÿ ÷àñòî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ãàáàðèòû îáúåêòîâ, êîãäà ðàçìåðû

ýëåìåíòîâ ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ (åäèíèö îáîðóäîâàíèÿ) ñîèçìåðèìû ñ

ðàçìåðàìè îáëàñòåé ðàçìåùåíèÿ. Ó÷åò ýòîãî ôàêòîðà ïðè àâòîìàòèçèðî-

âàííîì ðåøåíèè ïîçâîëÿåò âûáðàòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò ðàçìåùåíèÿ

îáîðóäîâàíèÿ, êîòîðûé áîëåå àäåêâàòíî îòðàæàåò ðåàëüíóþ ñèòóöèþ.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ

îáû÷íî îáúåêòû, ó÷àñòâóþùèå â ïðîöåññå ðàçìåùåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþò-

ñÿ ïðîñòåéøèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ôèãóðàìè, íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíè-

êàìè èëè êðóãàìè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ äåòàëåé ñëîæíîé

ôîðìû ïðÿìîóãîëüíûìè îáúåêòàìè ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ê ðåàëüíûì

îáúåêòàì, ïðîãðàììû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ðàçìåùå-

íèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå. Ýòî óìåíüøàåò

äîïîëíèòåëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ñëîæíîñòü ïðîâåðêè óñëîâèé âçàèìíî-

ãî íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ. Âàæíûìè íàïðàâëåíèÿìè â èçó÷åíèè òàêèõ

çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ ñîçäàíèå è ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ìîäåëåé, àäåêâàòíî îòðàæàþùèõ ïðàêòè÷åñêèå ñèòóàöèè, ðàç-

ðàáîòêà îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåê-

òîâ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû [14,21,46,50,121]. Õîðîøî ïðèìåíè-

ìûì íà ïðàêòèêå è ïðîðàáîòàííûì ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæ-

íî ñ÷èòàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçìåùåíèÿ äåòàëåé ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû

íà ïðÿìîóãîëüíûõ çàãîòîâêàõ, òàê íàçûâàåìûå çàäà÷è óïàêîâêè. Äëÿ

ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
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íèÿ [113], ðàçðàáîòàíû äåòåðìèíèðîâàííûå àëãîðèòìû óïàêîâêè [5, 45],

ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïåðåáîðà [44] è äðóãèå. Â [50] ðàññìàòðèâàëàñü

çàäà÷à óïàêîâêè íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëóáåñ-

êîíå÷íóþ ïîëîñó ìèíèìàëüíîé äëèíû ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Ïðåä-

ëîæåí àëãîðèòì ïîèñêà ñ çàïðåòàìè äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Ïàðåòî�îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çà-

äà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ áåç ó÷åòà

çàïðåùåííûõ çîí, êîãäà íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó è øèðèíó îá-

ëàñòè, çàíèìàåìîé îáîðóäîâàíèåì, ïðèìåíÿëñÿ àïïàðàò öåëî÷èñëåííîé

îïòèìèçàöèè è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [21]. Â íåêîòîðûõ çà-

äà÷àõ ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàçìåùàåìûõ

îáúåêòîâ. Äëÿ çàäà÷è, ñ âîçìîæíîñòüþ ïîâîðîòîâ îáúåêòîâ è ïîñòðîå-

íèåì ìàðøðóòîâ äëÿ ïðîêëàäêè ñâÿçåé, ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé àë-

ãîðèòì [14]. Âàæíûé ïîäêëàññ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðÿìî-

óãîëüíûõ îáúåêòîâ � ýòî çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ ñâåðõáîëüøèõ èíòåãðàëü-

íûõ ñõåì (V LSI chip design). Èçâåñòíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

òàêèõ çàäà÷, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ, èìèòàöèè îòæèãà, ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ [72, 73, 88].

Â [127] ïðèâåäåí øèðîêèé îáçîð ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé è ðàçëè÷íûõ

ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷.

Â ëèòåðàòóðå îïèñàíû ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ðàçìåùàþòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèå îáúåêòû â ôîðìå êðóãîâ. Íàïðèìåð, â [54] ðàññìàòðèâà-

þòñÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè ðàâíûìè êðóãàìè è âûïóêëîé îáëà-

ñòè ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ðàâíûõ êðóãîâ. Â [103] îáñóæäàþòñÿ âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ îöåíêîé êà÷åñòâà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [41]

ïðèâîäÿòñÿ ïðàêòè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ è ìîäèôèêàöèÿ çàäà÷è ïîêðûòèÿ

âûïóêëîé îáëàñòè ðàâíûìè êðóãàìè ñ ó÷åòîì îáõîäà ïðåïÿòñòâèé, â âè-

äå ïðÿìîóãîëüíûõ çàïðåùåííûõ çîí. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ

NP�òðóäíîé, ïîýòîìó äëÿ åå ðåøåíèÿ ÷àñòî ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå
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ìåòàýâðèñòèêè è ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ðåøåíèþ ìèíèìàêñíîé çàäà-

÷è ðàçìåùåíèÿ îäíîãî ãàáàðèòíîãî îáúåêòà íà ïëîñêîñòè ñ ðàçëè÷íûìè

ôîðìàìè áàðüåðîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [114,119,120].

Â ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ðàçìåùàþòñÿ íåñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé ãà-

áàðèòíûå îáúåêòû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè

ñâÿçåé ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè â ñëó÷àå ïëîñêî-

ñòè è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ëèíèè [46,121]. Â óêàçàííûõ

ïîñòàíîâêàõ îòñóòñòâóþò çàïðåùåííûå çîíû â îáëàñòÿõ ðàçìåùåíèÿ.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ

îáúåêòîâ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ è âîñòðåáîâàíû íà ïðàêòèêå. Ê íèì îò-

íîñÿò çàäà÷è ðàñêðîÿ�óïàêîâêè è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåê-

òîâ. Ïðè÷åì íàèáîëåå èçó÷åíû çàäà÷è ïåðâîãî òèïà. Áîëüøèíñòâî èç

íèõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷àìè îïòèìèçàöèîííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ è, ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìáèíàòîðíîé ñëîæíîñòè, ïðèíàäëåæàò ê êëàññó

NP�òðóäíûõ. Îáçîð îòå÷åñòâåííîé è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðû, Internet�

èñòî÷íèêîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿ-

çàííûõ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì çàïðåùåííûõ çîí íåäîñòàòî÷íî

èçó÷åíû. Â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîäîáíûå çàäà÷è áåç çàïðåùåí-

íûõ çîí, ëèáî ñ ó÷åòîì çîí, íî áåç ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâà-

íèé ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è ðåøåíèå çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ

ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì çàïðåùåííûõ çîí è ðåãóëÿðíîñòè ðàç-

ìåùåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è Âåáåðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà

ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

3.2 Ïîñòàíîâêà è ñâîéñòâà çàäà÷è íà ëèíèè

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è Âåáåðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèíèè

ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Ðàçìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèíèè ñâîäèò-
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ñÿ ê ðàçìåùåíèþ îòðåçêîâ.

Íà îòðåçêå äëèíû LS ñ ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòàìè è çàïðåùåííû-

ìè çîíàìè (îòðåçêàìè) ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû, öåíòðû êîòîðûõ ñâÿçàíû

ìåæäó ñîáîé, ñ ôèêñèðîâàííûìè è ñ çîíàìè. Íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü

îáúåêòû âíå çîí òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé è ñ ôèê-

ñèðîâàííûìè, è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ

çîíàìè áûëà ìèíèìàëüíîé.

Áóäåì íàçûâàòü ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû è çàïðåùåííûå çîíû � çî-

íàìè, à ðàçìåùàåìûå îáúåêòû � îáúåêòàìè. Äàëåå ìíîæåñòâî çîí áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç J . Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû öåíòðîâ è äëèíû îáúåêòîâ

Xi è çîí Fj êàê xi, bj è li, pj, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . ,m}

ñîîòâåòñòâåííî; wij ≥ 0, uik ≥ 0 � óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó Xi

è Fj, Xi è Xk, i, k ∈ I , j ∈ J , i < k. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü îáúåêòû

X1, . . . , Xn íà îòðåçêå âíå çîí F1, . . . , Fm òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü,

è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè áûëà

ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

G(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wij|xi − bj|+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik|xi − xk| → min, (3.1)

|xi − bj| ≥
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ J, (3.2)

|xi − xk| ≥
li + lk
2

, i, k ∈ I, i < k, (3.3)

li
2
≤ xi ≤ LS −

li
2
, i ∈ I. (3.4)

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â (3.1) îïðåäåëÿåò ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçåé

ìåæäó îáúåêòàìè è çîíàìè, âòîðàÿ � îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé, à (3.2) è

(3.3) � ýòî óñëîâèÿ íà íåïåðåñå÷åíèå.

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü B íåñâÿçíàÿ è ñîñòîèò èç íàáîðà r íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ îòðåçêîâ (áëîêîâ) Bk ñ äëèíàìè Lk, â êîòîðûå ðàçìåùàþòñÿ
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îáúåêòû Xi, i ∈ I, B =
∪

k=1,r Bk. Çàäà÷à (3.1)�(3.4) NP�òðóäíàÿ, ïî-

èñê å¼ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ � ýòî ïîñòðîåíèå îäíîìåðíîé óïàêîâêè â

êîíòåéíåðû [11, 12, 43]. Â äàííîì ñëó÷àå óïàêîâûâàþòñÿ îáúåêòû ñ äëè-

íàìè li, i ∈ I, â êîíòåéíåðû ðàçìåðàìè Lk, k = 1, r. Êðîìå òîãî, åñëè íåò

çîí, òî (3.1)�(3.4) � ýòî îäíîìåðíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ [123], êîòîðàÿ

NP�òðóäíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðû ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè.

Äëÿ äîïóñòèìîãî ðàçìåùåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îñòàòêîì â áëîêå Bk

îòðåçîê ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè îáúåêòàìè áåç îáùåé ãðàíèöû, ëèáî

ìåæäó ãðàíèöåé áëîêà è ñîñåäíèì îáúåêòîì. Áëîê áåç îáúåêòîâ áóäåì

ñ÷èòàòü áëîêîì ñ îñòàòêîì. Ïàðû ýëåìåíòîâ (îáúåêòû, çîíû, îñòàòêè)

áóäåì íàçûâàòü ñêëååííûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ ãðàíèöó.

Îáîçíà÷èì JL(Bk), JR(Bk) � ìíîæåñòâî çîí ëåâåå, ïðàâåå áëîêà Bk,

IL(A), IR(A) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ëåâåå, ïðàâåå áëîêà (çîíû) A. Äëÿ

êàæäîãî îáúåêòà Xi â áëîêå Bk îïðåäåëèì ñóììàðíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé

Lwi è Rwi ñëåäóþùèì îáðàçîì

Lwi =
∑

j∈JL(Bk)

wij +
∑

k∈IL(Bk)

uik, Rwi =
∑

j∈JR(Bk)

wij +
∑

k∈IR(Bk)

uik.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�

(3.4), êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå îáúåêòîâ X1, . . . , Xn ïî

áëîêàì. Îáîçíà÷èì Ik(x) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ îáúåêòîâ â Bk, I =
∪

k=1,r Ik(x), à ÷åðåç Hk(x) � ìíîæåñòâî îñòàòêîâ â Bk äëÿ x. Ïóñòü

âåëè÷èíà nk çàäàåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ik(x), òîãäà |Hk(x)| ≤ nk + 1.

Îòìåòèì, ÷òî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = (x1, . . . , xr), ãäå xk � êî-

îðäèíàòû öåíòðîâ îáúåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â Bk ñ íîìåðàìè èç Ik(x).

Óòâåðæäåíèå 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x çàäà÷è

(3.1)�(3.4) ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x′ òàêîå,

÷òî |Hk(x
′)| ≤ 1, k = 1, . . . , r è G(x′) ≤ G(x).

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áëîê Bk, äëÿ êîòîðîãî |Hk(x)| ≥ 2. Òî-

ãäà â Bk íàéäåòñÿ ñîâîêóïíîñòü S ñêëååííûõ îáúåêòîâ, ñëåâà è ñïðàâà

îò êîòîðîé èìåþòñÿ îñòàòêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç lL è lR � äëèíû ýòèõ

îñòàòêîâ, à ÷åðåç LI(S), RI(S) � ïîäìíîæåñòâî íîìåðîâ îáúåêòîâ èç

Ik(x), íàõîäÿùèõñÿ ëåâåå, ïðàâåå S ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè
∑

i∈S Lwi +
∑

i∈S

∑
j∈LI(S) uij ≥

∑
i∈S Rwi +

∑
i∈S

∑
j∈RI(S) uij, òî ïîëàãàåì x′i = xi,

i /∈ S è x′i = xi − lL, i ∈ S. Òîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ G(x′) óìåíü-

øèòñÿ íà âåëè÷èíó lL(
∑

i∈S Lwi +
∑

i∈S

∑
j∈LI(S) uij), à óâåëè÷èòñÿ íà

lL(
∑

i∈S Rwi +
∑

i∈S

∑
j∈RI(S) uij).

G(x′)−G(x) = lL

(∑

i∈S

Rwi+
∑

i∈S

∑

j∈RI(S)

uij

)
−lL

(∑

i∈S

Lwi+
∑

i∈S

∑

j∈LI(S)

uij

)
=

= lL

(∑

i∈S

Rwi +
∑

i∈S

∑

j∈RI(S)

uij −

(∑

i∈S

Lwi +
∑

i∈S

∑

j∈LI(S)

uij

))
≤ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îñòàòêîâ â Bk óìåíüøèòñÿ íà åäèíèöó, à öåëå-

âàÿ ôóíêöèÿ íå óâåëè÷èòñÿ. Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, åñëè
∑

i∈S Lwi+
∑

i∈S

∑
j∈LI(S) uij <

∑
i∈S Rwi+

∑
i∈S

∑
j∈RI(S) uij. Ïîâòîðÿåì

òàêîé ïðîöåññ ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî |Hk(x
′)| = 1.

Óòâåðæäåíèå 3.1 äîêàçàíî.

Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàííîãî ðàçáèåíèÿ îáúåêòîâ ïî

áëîêàì è ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü

ðàçìåùåíèå ñî çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè íå õóæå, â êîòîðîì íå áîëåå

îäíîãî îñòàòêà â áëîêå. Äëèíó îñòàòêà â áëîêå Bk îáîçíà÷èì ∆k.

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé îáúåêòîâ ïî áëîêàì íå ïðåâîñõîäèò

rn. Äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íå áîëåå îäíîãî

îñòàòêà â áëîêàõ, ïîýòîìó èñõîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äèñ-

êðåòíîé.

Îáîçíà÷èì LBk, RBk � êîîðäèíàòû ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö áëîêà

Bk. Òîãäà, ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì, öåëåâóþ
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ôóíêöèþ G(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G(x) =
r∑

k=1

Gk(x
k) + C, (3.5)

ãäå

Gk(x
k) =

∑

s∈Ik(x)

∑

t∈Ik(x),t>s

ust|xs − xt|+
∑

s∈Ik(x)

|xs − LBk|

( ∑

j∈JL(Bk)

wsj+

+
∑

i∈IL(Bk)

usi

)
+

∑

t∈Ik(x)

|xt −RBk|

( ∑

j∈JR(Bk)

wtj +
∑

i∈IR(Bk)

uti

)
,

C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â Gk(x
k) � ýòî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé

ìåæäó îáúåêòàìè â áëîêå Bk, âòîðàÿ � ìåæäó îáúåêòàìè èç Bk è LBk,

òðåòüÿ � ìåæäó îáúåêòàìè èç Bk è RBk.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ íà îòðåçêå îãðàíè÷åíà ñëåâà è

ñïðàâà çîíàìè

C =
1

2
p1

∑

k∈IR(F1)

wk1 +
1

2

m−1∑

j=2

pj

( ∑

k∈IL(Fj)

wkj +
∑

k∈IR(Fj)

wkj+

+2
∑

k∈IL(Fj)

∑

t∈J,t>j

wkt + 2
∑

k∈IR(Fj)

∑

s∈J,s<j

wks + 2
∑

k∈IL(Fj)

∑

t∈IR(Fj)

ukt

)
+

+
1

2
pm

∑

k∈IL(Fm)

wkm.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà çàäà÷è (3.1)�(3.4) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì, äîñòàòî÷íî íàéòè ìèíèìóìû

ôóíêöèé Gk(x
k), k = 1, . . . , r.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3.1 Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì

ìèíèìóìîì çàäà÷è (3.1)�(3.4), åñëè G(x) ≤ G(x′) äëÿ ëþáîãî x′ :

Ik(x) = Ik(x
′), k = 1, . . . , r.
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Ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì â êàæäîì Bk ìîæ-

íî ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ðàçìåùåíèÿ ñ nk+2 îáúåêòàìè. Ïðè ýòîì ðàçìå-

ùàþòñÿ nk îáúåêòîâ íà îòðåçêå ñ äâóìÿ ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòàìè FL è

FR, ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè LBk è RBk ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äëÿ ëþáîãî i ∈ Ik(x) îáîçíà÷èì wiL =

(∑
j∈JL(Bk)

wsj+
∑

i∈IL(Bk)
usi

)

è wiR =

(∑
j∈JR(Bk)

wtj +
∑

i∈IR(Bk)
uti

)
, òîãäà ýòà çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Gk(x
k) =

∑

s∈Ik(x)

∑

t∈Ik(x),t>s

ust|xs − xt|+
∑

s∈Ik(x)

wsL|xs − LBk|+

+
∑

t∈Ik(x)

wtR|xt −RBk| → min, (3.6)

|xi − xk| ≥
li + lk
2

, i, k ∈ Ik(x), i < k, (3.7)

LBk +
li
2
≤ xi ≤ RBk −

li
2
, i ∈ Ik(x). (3.8)

Íåîáõîäèìî íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðîâ îáúåêòîâ â Bk, ñîîòâåòñòâóþùèå

âåêòîðó xk, ïðè êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèè (3.6) è âûïîë-

íÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (3.7), (3.8). ×èñëî ïåðåìåííûõ â (3.6)�(3.8) ðàâíî

nk.

Òàê êàê Ik(x)
∩
Il(x) = ∅ äëÿ ëþáûõ k, l = 1, . . . , r, òî òàêèì îáðàçîì

ôîðìóëèðóåòñÿ r íåçàâèñèìûõ çàäà÷ âèäà (3.6)�(3.8) îäèíàêîâîé ñòðóê-

òóðû. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (3.1)�(3.4) äî-

ñòàòî÷íî ðåøèòü r çàäà÷ âèäà (3.6)�(3.8).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè

(3.5).
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Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ìîæíî ðàñïàðàë-

ëåëèòü, òàê êàê r çàäà÷ âèäà (3.6)�(3.8) íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé [15].

Ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Çàïèøåì çàäà÷ó (3.1)�(3.4) â âèäå ìîäåëè ×ÖËÏ. Ïîèñê ìèíèìóìà

ôóíêöèè (3.1) áåç óñëîâèé (3.2), (3.3) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà-

÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

ïàðàìåòðîâ [55]: sij ≥ 0, tik ≥ 0, i, k ∈ I, j ∈ J , i < k, êîòîðûå ïîç-

âîëÿþò çàìåíèòü ìîäóëè â âûðàæåíèè (3.1) ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè.

Äëÿ çàïèñè óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè è

îïðåäåëåíèÿ âçàèìíîãî ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ (ëåâåå, ïðàâåå) ââåäåì

äîïîëíèòåëüíûå áóëåâû ïåðåìåííûå z2ik, i, k ∈ I , i < k è z1ij, i ∈ I, j ∈ J ,

(z2ik = 1, åñëè Xi ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå Xk, èíà÷å z
2
ik = 0; z1ij = 1, åñëè Xi

ëåâåå Fj, èíà÷å z
1
ij = 0). Ïîëó÷àåì ìîäåëü ×ÖËÏ çàäà÷è (3.1)�(3.4):

G(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wij · sij +
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik · tik → min, (3.9)

−sij ≤ xi − bj ≤ sij, i ∈ I, j ∈ J, (3.10)

−tik ≤ xi − xk ≤ tik, i, k ∈ I, i < k, (3.11)
{

xi − bj − (li + pj)/2 + C · z1ij ≥ 0,

bj − xi − (li + pj)/2 + C · (1− z1ij) ≥ 0,
i ∈ I, j ∈ J, (3.12)

{
xi − xk − (li + lk)/2 + C · z2ik ≥ 0,

xk − xi − (li + lk)/2 + C · (1− z2ik) ≥ 0,
i, k ∈ I, i < k, (3.13)

sij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J, (3.14)

tik ≥ 0, i, k ∈ I, i < k, (3.15)

z1ij ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, (3.16)

z2ik ∈ {0, 1}, i, k ∈ I, i < k, (3.17)

li
2
≤ xi ≤ LS −

li
2
, i ∈ I. (3.18)
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Äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà C > 0 íåîáõîäèìà äëÿ âûïîëíåíèÿ àëü-

òåðíàòèâíûõ óñëîâèé è ìîæåò âûáðàíà, íàïðèìåð, òàê C = 2 ·
∑r

k=1 Lk.

Èñïîëüçóÿ óêàçàííóþ ìîäåëü, çàäà÷à (3.1)�(3.4) ìîæåò áûòü ðåøåíà,

íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

3.3 Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ëèíèè è ðåçóëüòàòû

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ çàäà÷è.

Àëãîðèòì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Èòåðàöèÿ àëãîðèò-

ìà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèòñÿ î÷åðåäíîå äîïóñòè-

ìîå ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëîêàì ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëüíî�

îäèíî÷íîãî ðàçìåùåíèÿ [52], íà âòîðîì � îáúåêòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ â

áëîêàõ. Êðèòåðèè îñòàíîâêè àëãîðèòìà: âðåìÿ ðàáîòû, ÷èñëî èòåðàöèé,

ïðîñìîòð âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé. Òðóäîåìêîñòü ïðåäëîæåííîãî àë-

ãîðèòìà ìîæíî îöåíèòü êàê O(rn(mn2 + n3)).

Áëîê Bk áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì äëÿ îáúåêòà Xi, åñëè Lk ≥ li è

óñëîâíî�äîïóñòèìûì, åñëè Lk ≥
∑

h lh+li, ãäå
∑

h lh � ñóììàðíàÿ äëèíà

îáúåêòîâ, ðàçìåùåííûõ â Bk. Áëîê Bk áóäåì íàçûâàòü ïðîñìîòðåííûì

äëÿ Xi, åñëè ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçìåùåíèè X1, . . . , Xi−1, îáúåêò Xi

ðàçìåùàëñÿ â Bk, èíà÷å � íåïðîñìîòðåííûì.

Ïîèñê äîïóñòèìûõ ðàçáèåíèé. Ïóñòü L1 ≥ · · · ≥ Lr, l1 ≥ · · · ≥ ln.

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà À1 äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî

ðàçáèåíèÿ, â çàäàííîì ïîðÿäêå äëÿ êàæäîãî îáúåêòà íàõîäèòñÿ ïåðâûé

óñëîâíî-äîïóñòèìûé áëîê. Åñëè òàêîãî áëîêà íåò, òî îòìåíÿåòñÿ ïðè-

íàäëåæíîñòü áëîêó äëÿ ïðåäûäóùåãî îáúåêòà è ò.ä. Ïîñëå îòìåíû, äëÿ

êàæäîãî ñëåäóþùåãî îáúåêòà ïîèñê óñëîâíî�äîïóñòèìîãî áëîêà íà÷èíà-

åòñÿ ñ B1. Åñëè äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå íå ïîñòðîåíî è ïðè ýòîì äëÿ X1

ïðîñìîòðåíû âñå äîïóñòèìûå áëîêè, òî çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ î÷åðåäíîãî äîïóñòèìîãî ðàçáèåíèÿ, íà÷èíàÿ ñXn, îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ñëåäóþùèõ óñëîâíî�äîïóñòèìûõ áëîêîâ äëÿ îáúåê-

òîâ.

Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàçáèåíèé Xi, i ∈ I, ïî áëîêàì B1, . . . , Br íå

ïðåâîñõîäèò rn. Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì À1 îáú-

åêò X1 â êàæäîì áëîêå áóäåò ôèêñèðîâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òî

åñòü ÷èñëî ïðîñìîòðîâ íå áîëåå r. Òàê êàê ïðîñìîòð áëîêîâ äëÿ ëþáîãî

îáúåêòà íà÷èíàåòñÿ ñ B1, íà êàæäîå èçìåíåíèå áëîêà äëÿ X1 áóäåò ïðî-

ñìîòðåíî íå áîëåå r áëîêîâ äëÿ X2, òî åñòü îáùåå ÷èñëî ïðîñìîòðîâ äëÿ

X1 è X2 íå ïðåâîñõîäèò r2 è ò.ä.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À1 áóäóò ïðîñìîòðåíû âñåâîç-

ìîæíûå äîïóñòèìûå ðàçáèåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè íàõîæäåíèè äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà Xi ñëåäóþùåãî óñëîâíî-äîïóñòèìîãî áëîêà ïðî-

ñìîòð áëîêîâ íà÷èíàåòñÿ ñ B1 äëÿ âñåõ Xj, j > i.

Ìèíèìèçàöèÿ ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Ïðåäëàãàåòñÿ äâà

âàðèàíòà àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé îáúåê-

òîâ ñ ó÷åòîì èõ äëèí (À2) è áåç ó÷åòà (À3). Îáúåêòû â áëîêàõ ïîñëåäî-

âàòåëüíî ñêëåèâàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé ñ

îáúåêòàìè è çîíàìè, ðàñïîëîæåííûìè ëåâåå (ïðàâåå) áëîêà. Îáîçíà÷èì

NL(Bk) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ñêëååííûõ ìåæäó ñîáîé, ñàìûé ëåâûé

èç êîòîðûõ ñêëååí ñ ëåâîé ãðàíèöåé Bk, à NR(Bk) � ñîîòâåòñòâåííî ñ

ïðàâîé, è ïóñòü îáúåêòû â Bk èìåþò íîìåðà îò 1 äî nk.

Àëãîðèòì À2

Øàã 0. T := Ik(x); NL(Bk) := ∅; NR(Bk) := ∅;

Øàã 1. Åñëè (NL(Bk) = ∅) and (NR(Bk) = ∅)), òî íà Øàã 2,

Èíà÷å

Åñëè (t ∈ NL(Bk)), òî ∀i ∈ T Lwi := Lwi + Lwt, Èíà÷å ∀i ∈ T Rwi :=

Rwi +Rwt.

Øàã 2. Îïðåäåëÿåì t : maxi∈T |Lwi −Rwi|/li = |Lwt −Rwt|/lt.

68



Øàã 3. Åñëè (Lwt ≥ Rwt), òî xt := LBk +
∑

i∈NL(Bk)
li +

lt
2 ;

NL(Bk) := NL(Bk)
∪

{t};

Èíà÷å xt := RBk −
∑

i∈NR(Bk)
li −

lt
2 ; NR(Bk) := NR(Bk)

∪
{t}.

Øàã 4. T := T\{t};

Åñëè (T ̸= ∅), òî íà Øàã 1,

Èíà÷å ÑÒÎÏ (îáúåêòû ðàçìåùåíû â Bk).

Â âàðèàíòå À3 äëÿ ñêëåèâàíèÿ âûáèðàåòñÿ îáúåêò Xt òàêîé, ÷òî

maxi∈T |Lwi −Rwi| = |Lwt −Rwt|.

Óòâåðæäåíèå 3.2 Åñëè ust = 0, ∀s, t ∈ Ik(x), s < t, ∀k = 1, . . . , r è

ôèêñèðîâàíî ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëîêàì, òî ëîêàëüíûé îïòèìóì

çàäà÷è (3.1)�(3.4) ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À2, ïðè-

ìåíÿåìîãî â êàæäîì áëîêå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áëîêà Bk ñïðàâåäëèâî, ÷òî ∀i ∈ Ik(x) Lwi, Rwi íå

çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ â Bk è

Gk(x
k) =

∑

s∈Ik(x)

|xs − LBk|

( ∑

j∈JL(Bk)

wsj +
∑

i∈IL(Bk)

usi

)
+

+
∑

t∈Ik(x)

|xt −RBk|

( ∑

j∈JR(Bk)

wtj +
∑

i∈IR(Bk)

uti

)

.

Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ëîêàëüíîì îïòèìóìå îáúåêòû óïîðÿäî-

÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì À2. Ðàññìîòðèì âàðèàíòû ðàñïîëî-

æåíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ îáúåêòîâ Xs, Xt.

1.) Îáúåêòû Xs, Xt ñêëååíû, s, t ∈ NL(Bk), (Lws −Rws)/ls ≥ (Lwt −

Rwt)/lt è õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ Lws ≥ Rws, Lwt ≥ Rwt � ñòðîãîå.

Åñëè îáúåêòû â ëîêàëüíîì îïòèìóìå ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå Xt, Xs,

òî, ïåðåñòàâëÿÿ èõ, ïîëó÷àåì

Lws ·

(
lt+

ls
2

)
+Lwt ·

lt
2
+Rws ·

(
ls
2
+∆k

)
+Rwt ·

(
lt
2
+ ls+∆k

)
−Lws ·

ls
2
−
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−Lwt ·

(
ls +

lt
2

)
−Rws ·

(
ls
2
+ lt +∆k

)
−Rwt ·

(
lt
2
+ ∆k

)
=

= Lws ·

(
lt+

ls
2
−
ls
2

)
+Lwt ·

(
lt
2
− ls−

lt
2

)
+Rws ·

(
ls
2
+∆k−

ls
2
− lt−∆k

)
+

+Rwt ·

(
lt
2
+ ls +∆k −

lt
2
−∆k

)
= lt · (Lws −Rws) + ls · (Rwt −Lwt) < 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëó÷àé, êîãäà s, t ∈ NR(Bk) ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ àíàëîãè÷íî.

2.) ÎáúåêòûXs,Xt ñêëååíû â ïîðÿäêåXs,Xt è s ∈ NL(Bk), t ∈ NR(Bk)

è õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ Rws ≥ Lws, Lwt ≥ Rwt � ñòðîãîå.

Ïî àëãîðèòìó À2 îïòèìàëüíûì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàñïîëîæåíèå Xt,

Xs. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Lws ·

(
lt +

ls
2

)
+ Lwt ·

lt
2
+Rws ·

ls
2
+Rwt ·

(
lt
2
+ ls

)
− Lws ·

ls
2
−

−Lwt ·

(
ls +

lt
2

)
−Rws ·

(
ls
2
+ lt

)
−Rwt ·

lt
2
=

= Lws ·

(
lt +

ls
2
−

ls
2

)
+ Lwt ·

(
lt
2
− ls −

lt
2

)
+Rws ·

(
ls
2
−

ls
2
− lt

)
+

+Rwt ·

(
lt
2
+ ls −

lt
2

)
= lt · (Lws −Rws) + ls · (Rwt − Lwt) ≥ 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

3.) Îáúåêòû Xs è Xt ñîñåäíèå, îñòàòîê ∆k � ìåæäó íèìè. Ïîêàæåì,

÷òî òîãäà s ∈ NL(Bk), t ∈ NR(Bk). Âîçìîæíûå ðàñïîëîæåíèÿ Xs è Xt â

ýòîì ñëó÷àå � Xs,∆k, Xt è Xt,∆k, Xs, òîãäà èç îïòèìàëüíîñòè ðàñïîëî-

æåíèÿ Xs,∆k, Xt ïîëó÷àåì

Lws ·

(
lt+∆k +

ls
2

)
+Lwt ·

lt
2
+Rws ·

ls
2
+Rwt ·

(
lt
2
+ ls+∆k

)
−Lws ·

ls
2
−

−Lwt ·

(
ls +∆k +

lt
2

)
−Rws ·

(
ls
2
+ lt +∆k

)
−Rwt ·

lt
2
=

= (lt +∆k) · (Lws −Rws) + (ls +∆k) · (Rwt − Lwt) ≥ 0.
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Åñëè t ∈ NL(Bk) è s ∈ NL(Bk), òî ñêëååèâàÿ èõ, ïîëó÷àåì Xs, Xt,∆k,

÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ôóíêöèè Gk(x
k). Ïðîòèâîðå÷èå ñ îïòèìàëü-

íîñòüþ ðàñïîëîæåíèÿ Xs,∆k, Xt.

Åñëè t ∈ NR(Bk) è s ∈ NR(Bk), òî ïîìåíÿâ Xs è Xt ìåñòàìè, ïîëó÷èì

óìåíüøåíèå ôóíêöèè Gk(x
k), ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè

ðàñïîëîæåíèÿ Xs,∆k, Xt.

Åñëè t ∈ NL(Bk), s ∈ NR(Bk), ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ âûïîëíåíèåì

ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî t ∈ NR(Bk), s ∈ NL(Bk).

Óòâåðæäåíèå 3.2 äîêàçàíî.

Àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî è ãëîáàëü-

íîãî îïòèìóìîâ. Ïîèñê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà çàäà÷è (3.1)�(3.4) ñî-

ñòîèò â ïîî÷åðåäíîì âûïîëíåíèè äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèò-

ñÿ î÷åðåäíîå äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëîêàì ñ ïðèìåíåíèåì

àëãîðèòìà, îïèñàííîãî âûøå, à íà âòîðîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèå-

íèè, ðåøàåòñÿ ñåðèÿ ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ

ëîêàëüíîãî îïòèìóìà, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö, ïðèìåíÿ-

åìîãî â êàæäîì áëîêå îòäåëüíî. Ãëîáàëüíûì îïòèìóìîì äëÿ (3.1)�(3.4)

áóäåò ëîêàëüíûé îïòèìóì, íà êîòîðîì öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò íàè-

ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ïðè ïåðåáîðå âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé îáúåêòîâ ïî

áëîêàì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü âðåìÿ ðà-

áîòû, ÷èñëî èòåðàöèé, íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ, ëèáî íàõîæäåíèå

ðåøåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî

âàðèàíòîâ ðàçáèåíèé îáúåêòîâ Xi, i ∈ I ïî áëîêàì B1, . . . , Br íå ïðåâîñ-

õîäèò rn.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ust = 0, ∀s, t ∈ Ik(x), s < t, òî çà ïîëèíîìèàëü-

íîå âðåìÿ àëãîðèòìîì ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, íàõîäèòñÿ òî÷-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.6)�(3.8). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ëåâàÿ è ïðàâàÿ ãðàíèöû áëîêà Bk è îáúåêòû â Bk, èìååò âèä
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ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî ñ îäíîé âåðøèíîé íà êàæäîé öåïè ìåæ-

äó èñòî÷íèêîì è ñòîêîì. Äëÿ òàêîé ñòóêòóðû ãðàôà â [17] ïðåäëîæåí

ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ∃s, t ∈ Ik(x) : ust > 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ (3.6)�

(3.8) ïðè íåáîëüøîì çíà÷åíèè nk, íàïðèìåð, nk ≤ 5, ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ïåðåáîð âîçìîæíûõ nk! ðàñïîëîæåíèé îáúåêòîâ â áëîêå, à â ñëó÷àå nk ≥

10 ìîæíî ïðèìåíèòü àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö.

Îïèøåì ñõåìó àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.6)�

(3.8) íà ïðèìåðå áëîêà Bk. Â àëãîðèòìå âåòâåé è ãðàíèö âàæíûì ÿâëÿ-

åòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íà ïîäìíîæåñòâà (âåòâ-

ëåíèå) è ïîñòðîåíèå íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè. Ïóñòü îáúåêòû â

Bk èìåþò íîìåðà îò 1 äî nk è â áëîêå íåò îñòàòêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

îñòàòîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûé ðàçìåùàåìûé îáúåêò

Xnk+1, äëÿ êîòîðîãî lnk+1 = ∆k è Lwnk+1 = Rwnk+1 = 0.

Âåòâëåíèå. Íà ïåðâîì óðîâíå â äåðåâå âåòâëåíèÿ êàæäûé èç ðàçìå-

ùàåìûõ îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè èç Ik(x) ïîî÷åðåäíî ñêëåèâàåòñÿ ñ ëåâîé

ãðàíèöåé áëîêà Bk, íà âòîðîì � êàæäûé èç íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ïî-

î÷åðåäíî ñêëåèâàåòñÿ ñ ïðàâîé ãðàíèöåé áëîêà. Òàêèì îáðàçîì íà âòîðîì

óðîâíå îäèí èç îáúåêòîâ ñêëååí ñ ëåâîé ãðàíèöåé, äðóãîé ñ ïðàâîé. Íà

ïîñëåäóþùèõ � íåðàçìåùåííûå îáúåêòû ïîî÷åðåäíî ñêëåèâàþòñÿ ñ ìíî-

æåñòâîì ñêëååííûõ ìåæäó ñîáîé îáúåêòîâ, êðàéíèé ëåâûé èç êîòîðûõ

ñêëååí ñ ëåâîé ãðàíèöåé áëîêà (ñì. Ðèñ. 3.1). Íà ðèñóíêå 3.1 ãðàíèöû áëî-

êà îáîçíà÷åíû çàøòðèõîâàííûìè êâàäðàòàìè, à ðàçìåùåííûå îáúåêòû

� êâàäðàòàìè ñ èõ íîìåðàìè. ×èñëî âåðøèí äåðåâà íà ïåðâîì óðîâíå

ðàâíî nk, íà âòîðîì nk · (nk − 1), íà òðåòüåì nk · (nk − 1) · (nk − 2) è

ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî âûñîòà äåðåâà âåòâëåíèÿ (÷èñëî óðîâíåé) ðàâíà nk, à

êîëè÷åñòâî åãî âèñÿ÷èõ âåðøèí ñîñòàâëÿåò nk!, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó

âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê nk îáúåêòîâ â Bk.

Íèæíèå îöåíêè. Ïóñòü â õîäå âåòâëåíèÿ â áëîêå Bk íåêîòîðûå îáú-
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Ðèñ. 3.1: Âåòâëåíèå â áëîêå.

åêòû ñêëååíû ñ åãî ëåâîé ãðàíèöåé, ÷àñòü � ñ ïðàâîé, à ÷àñòü � åùå

íå ðàçìåùåíà. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà íîìåðîâ óêàçàííûõ ðàçìåùåííûõ

îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâåííî NFl, NFr, òîãäà Ik(x)\{NFl

∪
NFr} � ýòî ìíî-

æåñòâî íîìåðîâ åùå íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ â Bk. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îáúåêòû èìåþò íîìåðà îò 1 äî s â NFl è îò

t+ 1 äî nk â NFr.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçD � ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàçìåùåíèé âBk, êî-

ãäà ÷àñòü îáúåêòîâ óæå ðàçìåùåíà (÷àñòè÷íîå ðàçìåùåíèå); ÷åðåç ξ(D)

� íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Gk(x
k) íà ïîäìíîæåñòâå D. Òîãäà ξ(D) ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ξ(D) = ξ1(D) + ξ2(D) + ξ3(D),

ãäå ξ1(D) � ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ðàçìåùåííûõ â Bk îáúåêòîâ ñ

FL, FR è ìåæäó ñîáîé; ξ2(D) � îöåíêà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé åùå

íåðàçìåùåííûõ â Bk îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ FL, FR; ξ3(D)

� îöåíêà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ìåæäó

ñîáîé.

Òàê êàê èçâåñòíû êîîðäèíàòû öåíòðîâ ðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ, òî çíà-
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÷åíèå ξ1(D) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî òî÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ1(D) =
∑

s∈{NFl

∪
NFr}

∑

t∈{NFl

∪
NFr},t>s

ust|xs − xt|+
∑

s∈{NFl

∪
NFr}

|xs − LBk|·

·

( ∑

j∈JL(Bk)

wsj+
∑

i∈IL(Bk)

usi

)
+

∑

t∈{NFl

∪
NFr}

|xt−RBk|

( ∑

j∈JR(Bk)

wtj+
∑

i∈IR(Bk)

uti

)
.

Ïðåäëàãàåòñÿ äâà âàðèàíòà âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ξ2(D).

Ïåðâûé âàðèàíò. Äëÿ êàæäîãî i ∈ Ik(x)\{NFl

∪
NFr} îïðåäåëÿåòñÿ

ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ñ FL, FR è îáúåêòàìè, ðàçìåùåííûìè â Bk,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SL(i) = Lwi +
∑

k∈NFl

uik, SR(i) = Rwi +
∑

k∈NFr

uik.

Äàëåå, íàõîäÿòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ â Bk äâóìÿ

ñïîñîáàìè. Ïåðâûé � íåðàçìåùåííûå îáúåêòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî íåâîç-

ðàñòàíèþ îòíîøåíèé SL(i)/li è ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëåèâàþòñÿ â óêàçàí-

íîì ïîðÿäêå ñ ñàìûì ëåâûì ðàçìåùåííûì îáúåêòîì â Bk. Ïóñòü, äëÿ

ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé, ñêëååíûå íåðàçìåùåííûå îáúåêòû èìåþò íîìå-

ðà îò s + 1 äî t. Âòîðîé � íåðàçìåùåííûå îáúåêòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ

ïî íåâîçðàñòàíèþ SR(i)/li è ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëåèâàþòñÿ â óêàçàííîì

ïîðÿäêå ñ ñàìûì ïðàâûì ðàçìåùåííûì îáúåêòîì â Bk. Àíàëîãè÷íî êàê

â ïåðâîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî ñêëååíûå íåðàçìåùåííûå îáúåêòû èìåþò

íîìåðà îò t äî s+ 1. Òîãäà

ξ2(D) = ξ2L(D) + ξ2R(D),

ãäå ξ2L(D) è ξ2R(D) � ýòî ìèíèìàëüíûå îöåíêè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè

ñâÿçåé íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ FL, FR ñîîò-

âåòñòâåííî, êîòîðûå ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ξ2L(D) =
t∑

q=s+1

(
Lwq

q−1∑

g=1

lg +
s∑

i=1

uqi

q−1∑

k=i+1

lk

)
,

ξ2R(D) =
t∑

q=s+1

(
Rwq

nk∑

g=q+1

lg +

nk∑

i=t+1

uqi

nk∑

k=q+1

lk

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ξ2L(D) è ξ2R(D) � ýòî íèæíèå îöåíêè ñóììàð-

íîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è

ñ FL, FR àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó, ïðèâåäåííîìó â ðàáîòå [121].

Âòîðîé âàðèàíò. Ìíîæåñòâî Ik(x)\{NFl

∪
NFr} ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ NL

∪
NC

∪
NR, ãäå ÷å-

ðåç NL, NC , NR îáîçíà÷åíû ìíîæåñòâà íîìåðîâ îáúåêòîâ äëÿ êîòîðûõ

SL(i) > SR(i), SL(i) = SR(i), SL(i) < SR(i) ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå

îáúåêòû ñ íîìåðàìè èç NL (NR) óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî íåâîçðàñòàíèþ îò-

íîøåíèé (SL(i)−SR(i))/li ((SR(i)−SL(i))/li) è ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëå-

èâàþòñÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ñ ñàìûì ëåâûì (ïðàâûì) ðàçìåùåííûì

îáúåêòîì â Bk. Îáúåêòû ñ íîìåðàìè èç NC ðàçìåùàþòñÿ ìåæäó ìíî-

æåñòâàìè îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè èç NL è NR â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî i ∈ Ik(x)\{NFl

∪
NFr} îïðåäåëåíû êîîðäè-

íàòû öåíòðîâ. Ïóñòü êàê è ðàíåå Ik(x)\{NFl

∪
NFr} = {s + 1, . . . , t}.

Òîãäà îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó Z ïî ôîðìóëå

Z =
t∑

q=s+1

(
Lwq

q−1∑

g=1

lg +
s∑

i=1

uqi

q−1∑

k=i+1

lk+

Rwq

nk∑

h=q+1

lh +

nk∑

j=t+1

uqj

j∑

v=q+1

lv

)
. (3.19)

Äîêàæåì, ÷òî Z ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé

íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ FL, FR. Ñïðàâåäëèâî

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.3 Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ðàçìåùåíèÿ D ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ξ2(D) ≥ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîäìíîæåñòâà NL. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-

íîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà NFl = ∅, NFr = ∅, èíà÷å

ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü âåëè÷èíó ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé äëÿ êàæ-

äîãî íåðàçìåùåííîãî îáúåêòà ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ îáúåêòàìè FL,
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FR ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì Ik(x)\{NFl

∪
NFr} = {1, . . . , nk} è

Lwi > Rwi äëÿ ëþáîãî i ∈ Ik(x).

Ïóñòü (Lw1 − Rw1)/l1 > . . . > (Lwnk
− Rwnk

)/lnk
è îáúåêòû â Bk

ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå X1, . . . , Xnk
. Îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó íîìåðîâ

îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîìó ðàçìåùåíèþ, êàê Π∗ = (1, . . . , nk).

Äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ â Bk â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïåðåñòàíîâêîé íîìåðîâ Π∗ âåëè÷èíà Z, íàéäåííàÿ ïî ôîðìóëå ( 3.19),

ñîñòàâëÿåò

Z(Π∗) = Lw2l1 + . . .+ Lwt(l1 + . . .+ lt−1) + Lwt+1(l1 + . . .+ lt) +

+ . . .+ Lwnk
(l1 + . . .+ lnk−1) +Rw1(l2 + . . .+ lnk

) + . . .+

+Rwt(lt+1 + . . .+ lnk
) + Rwt+1(lt+2 + . . .+ lnk

) + . . .+Rwnk−1lnk
.

Î÷åâèäíî, ÷òî Z(Π∗) � ýòî îöåíêà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íåðàç-

ìåùåííûõ îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ FL, FR. Äîêàæåì, ÷òî

óêàçàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íèæíåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z(Π∗) íå ìèíè-

ìàëüíà, òî åñòü ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ íåðàçìåùåí-

íûõ îáúåêòîâ Π òàêàÿ, ÷òî Z(Π∗) > Z(Π). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëþáàÿ ïåðå-

ñòàíîâêà íåñîñåäíèõ îáúåêòîâ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì ñåðèè ïåðå-

ñòàíîâîê äâóõ ñîñåäíèõ, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-

æäåíèÿ äëÿ ïåðåñòàíîâêè äâóõ ñîñåäíèõ îáúåêòîâ. Â Π∗ ïîìåíÿåì ìå-

ñòàìè äâà ñîñåäíèõ îáúåêòà ñ íîìåðàìè t è t + 1 è îáîçíà÷èì Π =

(1, . . . t − 1, t + 1, t, t + 2, . . . , nk) . Îöåíêà Z(Π) ñòîèìîñòè ñâÿçåé äëÿ

Π ðàâíà

Z(Π) = Lw2l1 + . . .+ Lwt+1(l1 + . . .+ lt−1) + Lwt(l1 + . . .+ lt−1 + lt+1) +

+ . . .+ Lwnk
(l1 + . . .+ lnk−1) +Rw1(l2 + . . .+ lnk

) + . . .+

+Rwt+1(lt + lt+2 + . . .+ lnk
) + Rwt(lt+2 + . . .+ lnk

) + . . .+Rwnk−1lnk
.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ Z(Π∗)− Z(Π) > 0.

Z(Π∗)−Z(Π) = Lw2l1 + . . .+ Lwt(l1 + . . .+ lt−1) + Lwt+1(l1 + . . .+ lt) +
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+ . . .+ Lwnk
(l1 + . . .+ lnk−1) +Rw1(l2 + . . .+ lnk

) + . . .+

+Rwt(lt+1 + . . .+ lnk
) +Rwt+1(lt+2 + . . .+ lnk

) + . . .+Rwnk−1lnk
−

−Lw2l1 − . . .− Lwt+1(l1 + . . .+ lt−1)− Lwt(l1 + . . .+ lt−1 + lt+1)− . . .−

−Lwnk
(l1 + . . .+ lnk−1)−Rw1(l2 + . . .+ lnk

)− . . .−

−Rwt+1(lt + lt+2 + . . .+ lnk
)−Rwt(lt+2 + . . .+ lnk

)− . . .−Rwnk−1lnk
=

= (Lwt+1 −Rwt+1)lt − (Lwt −Rwt)lt+1 > 0.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Lwt+1 −Rwt+1

lt+1
>

Lwt −Rwt

lt
.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì (Lw1 − Rw1)/l1 > . . . > (Lwt − Rwt)/lt >

(Lwt+1 −Rwt+1)/lt+1 > . . . > (Lwnk
−Rwnk

)/lnk
.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîäìíîæåñòâà NR àíàëîãè÷íî.

Óòâåðæäåíèå 3.3 äîêàçàíî.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ξ2(D) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå Z,

âû÷èñëåííîå ïî ôîðìóëå (3.19).

Ðàññìàòðèâàÿ òðîéêè îáúåêòîâXs, Xt, Xq, s, t, q ∈ Ik(x)\{NFl

∪
NFr},

òàêèõ ÷òî ust > 0, usq > 0, utq > 0, ìîæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ξ3(D) ñëå-

äóþùèì îáðàçîì

ξ3(D) =
∑

s,t,q∈Ik(x)\{NFl

∪
NFr}

min{ustlq; usqlt; utqls}.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ àíàëèçà ýô-

ôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìîâ ïðîâåäåíû âû-

÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèò-

ìîâ àíàëèçèðîâàëàñü êàê â ñðàâíåíèè àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé, òàê è ñ

ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè è ïàêåòà IBM ILOG

CPLEX. Äëÿ ýòîãî ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñ ðåàëèçàöèåé ïðåä-

ëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷.
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Öåëüþ ñîçäàíèÿ ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ áûëî ðåøå-

íèå ìèíèìàêñíîé äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè è ìèíèñóììíîé

äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèíèÿõ çàäà÷ Âåáåðà ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

Ðåøåíèå óêàçàííûõ çàäà÷ íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ

ïðîãðàìì (ÏÏÏ) ñ ïðèìåíåíèåì àïïàðàòà öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè

è ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ÏÏÏ ÿâëÿþòñÿ äî-

ðîãîñòîÿùèìè êîììåð÷åñêèìè ïðîäóêòàìè è òðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ âðå-

ìåííûõ çàòðàò íà ïîëó÷åíèå ðåøåíèÿ çàäà÷. Êðîìå òîãî, íà ïðîèçâîäñòâå

÷àñòî òðåáóåòñÿ áûñòðàÿ ïðîåêòíàÿ îöåíêà ñòîèìîñòè çàòðàò íà ðàçìå-

ùåíèå åäèíèö òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ.

Êîìïëåêñ ðàçðàáîòàí â ñðåäå Borland C++ Builder Version 6.0 (Build

10.166). Ñîçäàíà áàçà òåñòèðóåìûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ SQL Server 2000.

Áîëåå äåòàëüíî èíòåðôåéñ è ðàáî÷àÿ îáëàñòü ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

îïèñàíû â ïðèëîæåíèè B.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ òåõíè-

÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: ïðîöåññîð Intel CoreTM i5-2450Ì 2.50GHz

6,00ÃÁ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

Ïåðâûé ýêñïåðèìåíò. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî

ñðàâíåíèþ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà

À2 ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX 12.2 ñ

ïðèìåíåíèåì ìîäåëè ×ÖËÏ. Èñõîäíûå äàííûå ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àé-

íûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðîòåñòèðîâàíî ñâûøå 200

çàäà÷, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî çàïðåùåííûõ çîí âàðüèðîâàëîñü îò 2 äî 10,

à îáúåêòîâ îò 5 äî 40. Êðèòåðèåì îñòàíîâêè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà

áûë ïåðåáîð âñåõ äîïóñòèìûõ ðàçáèåíèé. ×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû ñðàâíå-

íèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À2 è ïàêåòà, ïðèâåäåíû

â òàáëèöå 3.1, ãäå FA2, FCPLEX � çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé, íàéäåííûõ

àëãîðèòìîì è ïàêåòîì.
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Òàáëèöà 3.1: Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ

àëãîðèòìîì À2 è ïàêåòîì CPLEX.

� n m FA2 FCPLEX Îòí.ïîãð.,%

1 4 3 506,5 506,5 0,0

2 3 3 2113 2113 0,0

3 4 3 4751,5 4751,5 0,0

4 5 4 15610 14802 5,5

5 4 3 7850,5 7787,5 0,8

6 5 3 1287 1287 0,0

7 2 3 1120 1120 0,0

8 4 3 1717 1717 0,0

9 4 3 1515 1515 0,0

10 6 3 668 668 0,0

11 6 4 7467 7467 0,0

12 6 5 7841,5 7841,5 0,0

13 5 5 13991 12580 11,2

14 5 5 15459 14519 6,5

15 5 5 14996,5 14996,5 0,0

16 6 5 16277,5 16277,5 0,0

17 6 5 18369 18369 0,0

18 6 5 17646,5 17646,5 0,0

19 8 2 12496,5 11760,5 6,3

20 8 2 27640 26250 5,3

21 7 4 7556 7144 5,8

22 7 4 8172 7657 6,7

23 7 4 7851,5 7851,5 0,0

24 7 4 29638,5 29638,5 0,0

25 8 2 18447,5 17727,5 4,1

Â ñðåäíåì îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü À2 ñîñòàâèëà 3%.
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Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñãåíåðèðîâàíî

òðè ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò 15 çàäà÷ îäè-

íàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ êàæäîé ñåðèè ñðàâíèâàëîñü ñðåäíåå âðåìÿ

ðàáîòû àëãîðèòìà À2 è ïàêåòà CPLEX. ×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 3.2, ãäå tA2, tCPLEX � ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû

àëãîðèòìà À2 è ïàêåòà CPLEX (â ñåêóíäàõ).

Òàáëèöà 3.2: Ñðàâíåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà À2 è

ïàêåòà CPLEX.

� ñåðèè n m tA2 tCPLEX

1 5 5 1,29 0,016

2 20 10 214 �

3 40 6 490 �

��� ðåøåíèå íå óäàëîñü ïîëó÷èòü çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ 1000 ñåê.

Äëÿ ðàçìåðíîñòåé |I| = 20, |J | = 10 è |I| = 40, |J | = 6 íå óäàëîñü

ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà CPLEX çà âðåìÿ 1000 cåê.; ñðåä-

íåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêèõ ðàçìåðíîñòåé ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî

àëãîðèòìà À2 ñîñòàâèëî 214 ñåê. è 490 ñåê. ïðè ïîãðåøíîñòè 3%. Ñòîèò

îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåðíîñòè |I| = 5, |J | = 5

ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À2 ñîñòàâèëî 1,29 cåê., ÷òî ïðåâûøàåò ñðåäíåå

âðåìÿ ðàáîòû ïàêåòà, ðàâíîå 0,016 ñåê.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì èëè ïîñòðîåííóþ ìîäåëü ÖËÏ è ïà-

êåò CPLEX, à ïðè ÷èñëå ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ áîëåå 20 ïåðñïåêòèâíåå

èñïîëüçîâàòü ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ

ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòèìàëüíîìó â ñðåäíåì â äâà ðàçà áûñòðåå.

Âòîðîé ýêñïåðèìåíò. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî

ñðàâíåíèþ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ âàðèàíòîâ

À2 è À3 àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Âàðèàí-

òû À2 è À3 àëãîðèòìà òàêæå ðåàëèçîâàíû â ñðåäå Borland C++ Builder
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Version 6.0 (Build 10.166). Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ó÷åòà ðàçìåðîâ îáúåê-

òîâ íà ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, äëÿ ýòîãî ðàññìàòðèâàëîñü òðè òèïà òåñòî-

âûõ çàäà÷, â çàâèñèìîñòè îò ðàçíèöû äëèí îáúåêòîâ. Ðåçóëüòàòû ñðàâ-

íåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìàìè À2 è À3

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.3.

Òàáëèöà 3.3: Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îòêëîíåíèé çíà÷åíèé öåëåâûõ

ôóíêöèé, ïîëó÷åííûõ àëãîðèòìàìè À2 è À3.

� òèïà Ðàçíèöà ì/ó max è min äëèíîé ðàçì. îáúåêòîâ Îòí.ïîãð.,%

1 0�5 1,4

2 6�9 2,4

3 10�50 5,5

Ïðè ðàçíèöå äëèí îáúåêòîâ îò 0 äî 5 åäèíèö, îò 6 äî 9, îò 10 äî

50 âàðèàíò àëãîðèòìà ñ ó÷åòîì äëèí (À2) íàõîäèò ðåøåíèå íà 1, 4%,

2, 4%, 5, 5% ëó÷øå, ÷åì áåç ó÷åòà äëèí (À3). Ñ óâåëè÷åíèåì ðàçíèöû â

ãàáàðèòàõ îáúåêòîâ àëãîðèòìîì À2 íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ áîëåå áëèçêèå ê

îïòèìàëüíîìó.

Òðåòèé ýêñïåðèìåíò. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âðåìåíè ðàáîòû àëãî-

ðèòìîâ ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è âåòâåé è ãðàíèö (ÀÂÃ) äëÿ

çàäà÷è Âåáåðà íà ëèíèè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Óêàçàííûå àëãîðèò-

ìû ðåàëèçîâàíû â îäíîì ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ

ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñãåíåðèðîâàíà ñåðèÿ òåñòîâûõ çàäà÷. Ïðî-

òåñòèðîâàíû 100 çàäà÷. ×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñðåäíåãî âðåìå-

íè ðàáîòû, ïîëó÷åííîãî ïî ðåçóëüòàòàì òðåõ çàïóñêîâ êàæäîãî àëãîðèò-

ìà, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 3.4, ãäå FA2, FÀÂÃ è tA2, tÀÂÃ � çíà÷åíèÿ

öåëåâûõ ôóíêöèé è ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû (â ñåêóíäàõ) àëãîðèòìà À2

ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö.
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Òàáëèöà 3.4: Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé è ñðåäíåãî âðåìåíè

ðàáîòû àëãîðèòìîâ À2 è ÀÂÃ.

� n m FA2 tA2 FÀÂÃ tÀÂÃ Îòí.ïîãð.F,% tÀÂÃ-tA2

1 5 3 1148 2 1136 2 1,056 0

2 5 3 968,5 1 968,5 1 0 0

3 5 3 12238 1 11892 1 2,91 0

4 6 3 1844 1 1844 2 0 1

5 10 3 900,25 2 900,25 8 0 6

6 10 3 1080 3 1080 7 0 4

7 10 4 2888 2 2888 4 0 2

8 10 5 1801 2 1801 3 0 1

9 10 6 1253 50 1253 56 0 6

10 15 2 1420 7 1400 901 1,429 894

11 15 3 3502 6 3496 136 0,172 130

12 15 4 4008 5 4008 21 0 16

13 15 5 4468,5 4 4468,5 10 0 6

14 15 6 8464 5 8464 40 0 35

15 15 10 10296 9 10296 20 0 11

16 20 2 20893,5 13 20573,3 4634 1,555 4621

17 20 3 39374,75 12 38810,75 2469 1,453 2457

18 20 10 21533,5 15 21533,5 45 0 30

19 20 15 19443,5 449 19443,5 724 0 275

20 30 5 57934 18 57934 231 0 213

21 30 10 52840 1331 52840 5460 0 4129

22 30 20 128656 26 128656 27 0 1

23 50 10 181909 86 181909 443 0 357

24 50 20 430112 269 430112 453 0 184

25 50 30 756628 708 756628 833 0 125

Èç òàáëèöû 3.4 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòìîì À2 íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ, áëèç-
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êèå ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè ê îïòèìàëüíîìó ïðè ìåíüøèõ çàòðà-

òàõ âðåìåíè â ñðàâíåíèè ñ ÀÂÃ. Íàïðèìåð, äëÿ ïðèìåðà 11 ïðè ïîãðåø-

íîñòè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè 0, 172% âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà À2 â

20 ðàç ìåíüøå, ÷åì ÀÂÃ.

Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñãåíåðèðîâàíî

òðè ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò 5 çàäà÷ îäèíàêî-

âîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ êàæäîé ñåðèè ñðàâíèâàëîñü ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû

ÀÂÃ è ïàêåòà CPLEX. Äëÿ ðàçìåðíîñòåé |I| = 20, |J | = 15 è |I| = 50,

|J | = 20 íå óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà CPLEX çà

âðåìÿ 1000 cåê.; ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêèõ ðàçìåðíîñòåé ñ ïî-

ìîùüþ ÀÂÃ ñîñòàâèëî 723 ñåê. è 898 ñåê. Ñðåäíåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

ðàçìåðíîñòè |I| = 5, |J | = 3 ñ ïîìîùüþ ÀÂÃ è ïàêåòà ïðèìåðíî îäè-

íàêîâîå è ñîñòàâèëî 0,968 ñåê. è 0,96 ñåê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÀÂÃ èëè ïîñòðîåí-

íóþ ìîäåëü ÖËÏ è ïàêåò CPLEX, à ïðè ÷èñëå ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ

áîëåå 20 ïåðñïåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü ÀÂÃ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêè îáðàáîòàíû ñ ïîìîùüþ êðè-

òåðèÿ χ2�Ïèðñîíà. Ýòî óíèâåðñàëüíûé êðèòåðèé, êîòîðûé ÷óâñòâèòåëåí

ê ìàëîìó ðàçáðîñó çíà÷åíèé è ïðèìåíèì âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ. Âû-

äâèíóòû ãèïîòåçû: H0� ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè àëãîðèòìû À2 è

ÀÂÃ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé íåçíà÷èòåëüíî (íå áîëåå, ÷åì íà 3%), òî

åñòü íåò ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé ìåæäó íèìè; H1� åñòü ñó-

ùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû äâå íåçà-

âèñèìûå âûáîðêè � çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé, íàéäåííûõ àëãîðèòìîì

À2 è ÀÂÃ. Ðàñ÷èòàíî ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Ïèðñîíà χ2
ýìï íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè p = 0, 05 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = 84, êîòîðîå

ñîñòàâèëî χ2
ýìï = 39, 66 ïðè îáúåìå âûáîðêè 85. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

χ2
êð ïàðàìåòðà äëÿ ýòèõ äàííûõ ðàâíî χ

2
êð = 106, 395. Òàê êàê χ2

ýìï < χ2
êð,

òî íà óðîâíå çíà÷èìîñòè p = 0, 05 çíà÷åíèå χ2
ýìï íàõîäèòñÿ â çîíå íåçíà-
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÷èìîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàííûé âûâîä, ÷òî

ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H0, òî åñòü ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè àëãî-

ðèòì À2 è ïàêåò CPLEX îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Òàêæå ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî êðèòåðèþ χ2�Ïèðñîíà äëÿ ñðàâíåíèÿ

âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ À2 è ÀÂÃ. Âûäâèíóòû ãèïîòåçû: H0� àë-

ãîðèòìû À2 è ÀÂÃ ïî âðåìåíè ñ÷åòà îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé íåçíà-

÷èòåëüíî, òî åñòü íåò ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ ðàçëè÷èé ìåæäó íèìè;

H1� åñòü ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Ïî ðåçóëüòàòàì ýêñïåðèìåíòà ïîëó-

÷åíû äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ À2 è ÀÂÃ.

Ýìïèðè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Ïèðñîíà ñîñòàâèëî χ2
ýìï = 17573 íà

óðîâíå çíà÷èìîñòè p = 0, 05 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = 84 ïðè

îáúåìå âûáîðêè 85.

Òàê êàê χ2
ýìï ≥ χ2

êð, òî íà óðîâíå çíà÷èìîñòè p = 0, 05 ïðèíèìàåòñÿ

ãèïîòåçà H1, òî åñòü åñòü ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûå îòëè÷èÿ ïî âðåìåíè

ðàáîòû ìåæäó àëãîðèòìàìè À2 è ÀÂÃ.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàíî, ÷òî àëãîðèòì À2 áûñòðåå

ïî âðåìåíè íàõîäèò ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòèìàëüíîìó.

3.4 Çàäà÷à íà ëèíèÿõ è ïîäõîäû ê ðåøåíèþ

Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è Âåáåðà íà ëèíèÿõ ñ çàïðå-

ùåííûìè çîíàìè [134]. Èìåþòñÿ ïàðàëëåëüíûå îñè OX îòðåçêè äëèíû

LS ñ ôèêñèðîâàííûìè ïðÿìîóãîëüíûìè çàïðåùåííûìè çîíàìè è ïðÿ-

ìîóãîëüíèêè, öåíòðû êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè. Íåîá-

õîäèìî ðàñïîëîæèòü ïðÿìîóãîëüíèêè (îáúåêòû) íà çàäàííûõ îòðåçêàõ

âíå çîí òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè, è ñóì-

ìàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè áûëà

ìèíèìàëüíîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi, Fj � îáúåêòû è çîíû ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ

(xi, yi), (b1j, b2j) è äëèíàìè li, pj, i ∈ I = {1, . . . , n}, j ∈ J = {1, . . . ,m}
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ñîîòâåòñòâåííî; wij, uik � óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó Xi è Fj, Xi

è Xk, i, k ∈ I , i < k, j ∈ J . Ïóñòü ðàñïîëîæåíèå îòðåçêîâ äëèíû LS ôèê-

ñèðîâàíî è ëåâàÿ ãðàíèöà êàæäîãî îòðåçêà � ýòî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè

0, Lyi, ãäå t ∈ Q = {1, . . . , q}. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî J ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ J =
∪

t∈Q JLt, ãäå ÷åðåç JLt îáîçíà÷å-

íî ìíîæåñòâî íîìåðîâ çîí, ðàñïîëîæåííûõ íà ëèíèè ñ íîìåðîì t, t ∈ Q.

Åñëè Fj ðàçìåùåí íà ëèíèè ñ íîìåðîì t, òî b2j = Lyt. Íåîáõîäèìî ðàçìå-

ñòèòü îáúåêòû X1, . . . , Xn íà îòðåçêàõ âíå çîí F1, . . . , Fm òàê, ÷òîáû îíè

íå ïåðåñåêàëèñü, è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è

ñ çîíàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ðàññòîÿíèÿ èçìåðÿþòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé

ìåòðèêå.

Äëÿ çàïèñè óñëîâèÿ ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòà Xi, i ∈ I, íà ëèíèè ñ íî-

ìåðîì t, t ∈ Q, ââåäåì áóëåâû ïåðåìåííûå: zit = 1, åñëè Xi ðàñïîëîæåí

íà ëèíèè ñ íîìåðîì t, èíà÷å zit = 0, i ∈ I, t ∈ Q.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G(x, y) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wij(|xi − b1j|+ |yi − b2j|)+

+
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik(|xi − xk|+ |yi − yk|) → min, (3.20)

|xi − b1j| ≥ zit

(
li + pj

2

)
, i ∈ I, j ∈ JLt, t ∈ Q, (3.21)

|xi − xk| ≥ (zit + zkt − 1)

(
li + lk
2

)
, i, k ∈ I, i < k, t ∈ Q, (3.22)

li
2
≤ xi ≤ LS −

li
2
, i ∈ I, (3.23)

yi =

q∑

t=1

zitLyt, i ∈ I, (3.24)

q∑

t=1

zit = 1, i ∈ I, (3.25)
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zit ∈ {0, 1}, i ∈ I, t ∈ Q. (3.26)

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â (3.20) îïðåäåëÿåò ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ñâÿ-

çåé ìåæäó îáúåêòàìè è çîíàìè, âòîðàÿ � îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé. ÅñëèXi

è Xk áóäóò ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè, òî ñâÿçü ìåæäó ýòèìè îáúåêòà-

ìè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì uik|xi−xk|, èíà÷å äîáàâëÿåòñÿ ñîñòàâëÿþ-

ùàÿ ïî îñè OY , òî åñòü uik(|xi−xk|+ |yi−yk|). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñâÿçü ìåæäó îáúåêòîìXi è çîíîé Fj. Îãðàíè÷åíèÿ íà íåïåðåñå÷åíèå îáú-

åêòîâ è çîí è îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé � ýòî (3.21), (3.22), à (3.25) � ýòî

óñëîâèå ðàñïîëîæåíèÿ êàæäîãî îáúåêòà òîëüêî íà îäíîé ëèíèè. Çàìå-

òèì, ÷òî (3.20)�(3.26) íå äåêîìïîçèðóåòñÿ ïî x è y, êàê â êëàññè÷åñêîé

çàäà÷å Âåáåðà, îáúåäèíÿþùèìè ïåðåìåííûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ áóëåâû ïå-

ðåìåííûå.

Ïðèìåð çàäà÷è Âåáåðà (3.20)�(3.26) äëÿ òðåõ ëèíèé (q = 3), ïÿòè çà-

ïðåùåííûõ çîí (m = 5) è ÷åòûðåõ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ (n = 4) èçîá-

ðàæåí íà ðèñóíêå 3.2. Íà ðèñóíêå çàïðåùåííûå çîíû � ýòî çàøòðèõîâàí-

íûå ïðÿìîóãîëüíèêè. Ñâÿçè X1 ñ äðóãèìè îáúåêòàìè è çîíàìè ïîêàçàíû

ëèíèÿìè ðàçíîé òîëùèíû; ÷åì áîëüøå ñâÿçü, òåì òîëùå ëèíèÿ.

Â ï. 3.3 îïèñàí äâóõýòàïíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ îäíîé ëè-

íèè. Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîèòñÿ äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëî-

êàì. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ðàçáèåíèÿ íàõîäèòñÿ ëîêàëüíûé îïòèìóì ñ ïî-

ìîùüþ àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö. Ëîêàëüíûé îïòèìóì ñ íàèìåíüøèì

çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî ñõåìà ðåøåíèÿ äëÿ ëèíèè ìîæåò áûòü ïðèìåíèìà òàêæå

äëÿ çàäà÷è íà íåñêîëüêèõ ëèíèÿõ â ñëó÷àå, åñëè ïðîåêöèè áëîêîâ íà

îñü àáñöèññ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áëîêè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè.

Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.20)�

(3.26) ïðèìåíèìû ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Îäèí èç íèõ � ýòî àäàïòà-

öèÿ àëãîðèòìà èç ï. 3.3. Îïèøåì êðàòêî èäåþ àëãîðèòìà. Íà ïåðâîì
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Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð çàäà÷è äëÿ òðåõ ëèíèé.

ýòàïå íàõîäèòñÿ äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëîêàì, ïðè ýòîì,

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áëîêè ðàñïîëîæåíû íà

îäíîé ëèíèè. Äàëåå ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ñ ïî-

ìîùüþ ïåðåñòàíîâêè îáúåêòîâ â êàæäîì áëîêå îòäåëüíî.

Ðàññìîòðèì áëîêè Bk è Bs, ðàñïîëîæåííûå íà ðàçíûõ ëèíèÿõ. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî Bk è Bs ïåðåñåêàþòñÿ ïî x êîîðäèíàòå, åñëè ïðîåêöèè

Bxk è Bxs ýòèõ áëîêîâ íà îñü àáñöèññ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ò.å.

ñóùåñòâóåò èíòåðâàë (x′, x′′) íåíóëåâîé äëèíû òàêîé, ÷òî (x′, x′′) ∈ Bxk è

(x′, x′′) ∈ Bxk. Äëÿ áëîêà Bk îïðåäåëèì ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñ

íèì ñëåâà è ñïðàâà áëîêîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óêàçàííûå ìíîæåñòâà áëî-

êîâ ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ëèíèè ñëåâà è ñïðàâà îò Bk ñîîòâåòñòâåííî.

Äàëåå, êàê íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà èç ï. 3.3, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.20)�(3.26) îáúåêòû â Bk óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ñ

öåëüþ ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé.

Ïîèñê ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ íà ëèíè-

ÿõ, ïðè ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì, ìîæíî çàïèñàòü

ìîäåëü ×ÖËÏ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà [8].
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Ïóñòü (x, y) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.20)�(3.26),

êîòîðîå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå îáúåêòîâ X1, . . . , Xn ïî áëî-

êàì B1, . . . , Br. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ih(x, y) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ îáúåê-

òîâ â áëîêå Bh, h = 1, . . . , r. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå (x, y) áóäåì íàçûâàòü

ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè G(x, y) ≤ G(x′, y′) äëÿ ëþáîãî (x′, y′) :

Ih(x, y) = Ih(x
′, y′), h = 1, . . . , r.

Ðàñïîëîæåíèå ëèíèé, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ,

ôèêñèðîâàíî, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ îáúåêòîâ ïî áëîêàì ìîæ-

íî óêàçàòü çíà÷åíèÿ yi äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Îíè áóäóò ñîâïàäàòü ñ y-

êîîðäèíàòîé ñîîòâåñòâóþùåé ëèíèè, íà êîòîðîé ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû,

òî åñòü yi = Lyt, åñëè Xi ðàñïîëîæåí íà ëèíèè t. Òàêèì îáðàçîì, ïðè

ôèêñèðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì, âûðàæåíèÿ wij(|yi−b2j|),

uik(|yi − yk|), ∀j ∈ J , ∀i, k ∈ I, i < k, ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè, è öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ (3.20) ïðèíèìàåò âèä

G(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wij(|xi − b1j|) +
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uik(|xi − xk|) +Const → min .

(3.27)

Ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ sij ≥ 0, i ∈ I, j ∈ J è tik ≥ 0,

i, k ∈ I, i < k, âûðàæåíèå (3.27) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê ñëåäóþùåìó

âèäó

G(x) =
n∑

i=1

m∑

j=1

wijsij +
n−1∑

i=1

n∑

k=i+1

uiktik + Const → min, (3.28)





xi − b1j ≤ sij,

xi − b1j ≥ −sij,

sij ≥ 0,

i ∈ I, j ∈ J, (3.29)





xi − xk ≤ tik,

xi − xk ≥ −tik,

tik ≥ 0,

i, k ∈ I, i < k. (3.30)
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Òàê êàê ðàçáèåíèå îáúåêòîâ ïî áëîêàì ôèêñèðîâàíî è áëîêè íå ïåðå-

ñåêàþòñÿ, òî äëÿ ó÷åòà óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ

çîíàìè äîñòàòî÷íî ó÷åñòü óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ òîëüêî îáúåêòîâ âíóò-

ðè îäíîãî áëîêà è óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ èç áëîêà ñ ñîñåäíèìè

ñ íèì çîíàìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ áóëåâûõ ïåðåìåí-

íûõ, îïðåäåëÿþùèõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ

çîíàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç JNh íîìåðà ñîñåäíèõ çîí ñëåâà è ñïðàâà îò Bh.

Äëÿ çàïèñè óñëîâèé íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ èç áëîêà Bh ñ ñîñåäíèìè ñ

íèì çîíàìè ââåäåì áóëåâû ïåðåìåííûå z1ij = 1, åñëè Xi ðàñïîëîæåí ëåâåå

Fj, i ∈ Ih(x), j ∈ JNh, èíà÷å z1ij = 0. Àíàëîãè÷íî, äëÿ çàïèñè óñëîâèé

íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ âíóòðè áëîêà Bh ìåæäó ñîáîé, ââåäåì áóëåâû

ïåðåìåííûå z2ik = 1, åñëè Xi ðàñïîëîæåí ëåâåå Xk, i, k ∈ Ih(x), i < k,

èíà÷å z2ik = 0. Òîãäà óñëîâèÿ íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ â áëîêå ñ ñîñåäíèìè

ñ áëîêîì çîíàìè è ìåæäó ñîáîé çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì




xi − b1j − (li + pj)/2 + C · z1ij ≥ 0,

b1j − xi − (li + pj)/2 + C · (1− z1ij) ≥ 0,

z1ij ∈ {0, 1},

i ∈ Ih(x), j ∈ JNh, h = 1, . . . , r,

(3.31)



xi − xk − (li + lk)/2 + C · z2ik ≥ 0,

xk − xi − (li + lk)/2 + C · (1− z2ik) ≥ 0,

LBh + li/2 ≤ xi ≤ RBh − li/2,

z2ik ∈ {0, 1},

i, k ∈ Ih(x), i < k, h = 1, . . . , r,

(3.32)

ãäå C � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ âûïîëíåíèÿ

àëüòåðíàòèâíûõ óñëîâèé, â êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,

çíà÷åíèå C = 2 · LS.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìîäåëü ×ÖËÏ (3.28)�(3.32). Çàìåòèì, ÷òî

öåëåâàÿ ôóíêöèÿ è áîëüøèíñòâî îãðàíè÷åíèé â ïîñòðîåííîé ìîäåëè ëè-

íåéíûå. Ñ ïðèìåíåíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ

ïðîãðàìì ìîæíî íàõîäèòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì èñõîäíîé çàäà÷è.
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Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïî íàõîæäåíèþ ëîêàëüíûõ

ìèíèìóìîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX

12.2. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ íà êîìïüþòåðå ñ òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè: ïðîöåññîð Intel CoreTM i5-2450Ì 2.50 GHz 6,00 ÃÁ îïåðàòèâíîé

ïàìÿòè. Ïîñòðîåíà ñåðèÿ òåñòîâûõ çàäà÷ íà äâóõ ëèíèÿõ. Êîëè÷åñòâî

ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, çàïðåùåííûõ çîí, èõ äëèíû, óäåëüíûå ñòîèìî-

ñòè ñâÿçåé ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì â äèàïàçîíå îò 1 äî 100.

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ïàêåòà, ïîëó÷åííîå ïî ðåçóëüòàòàì òðåõ çàïóñêîâ

îäíîé è òîé æå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåíî â òàáëèöå 3.5.

Òàáëèöà 3.5: Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ïàêåòà CPLEX.

� n m Ñð. âðåìÿ CPLEX, ñåê.

1 2 4 0,219

2 3 5 0,192

3 4 6 0,219

4 5 5 0,215

5 6 6 0,250

6 7 5 0,509

7 8 6 0,125

8 9 6 0,219

9 10 4 0,220

10 10 5 0,215

Èç òàáëèöû 3.5 ñëåäóåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîé ìîäåëè è ïàêåòà

CPLEX ìîæíî íàõîäèòü ëîêàëüíûå îïòèìóìû çàäà÷è ïðè íåçíà÷èòåëü-

íûõ çàòðàòàõ âðåìåíè.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷è ðàçìåùå-

íèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà

ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííû-

ìè çîíàìè, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ëî-

êàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå îáëàñòè äî-

ïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òî÷å÷íûõ îáú-

åêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì âåòâåé

è ãðàíèö. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñ ðåàëèçàöèåé ïðåäëîæåííûõ

àëãîðèòìîâ, ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ

íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì ìè-

íèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé:

(à) ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

(á) ïðåäëîæåí äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñåðèè äèñêðåòíûõ

çàäà÷ îäèíàêîâîé ñòðóêòóðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

(â) ðàçðàáîòàíû êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ.

2. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñ-

êîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì ðàçðàáî-
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òàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, â êîòîðîì ñîêðàùåí ïåðåáîð âàðè-

àíòîâ ðåøåíèé íà îñíîâå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà î ñóæåíèè îáëàñòè

äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè ïîèñêå îïòèìóìà.

3. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû ïðåäëîæåí-

íûå àëãîðèòìû. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåê-

òèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ è òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ

ñ ïîìîùüþ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííûõ ìî-

äåëåé öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM

ILOG CPLEX.

Ïðåäëîæåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçâèâàþò òåîðåòè÷åñêèå àñ-

ïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáú-

åêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è öåëî÷èñëåííîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ íà îñíîâå èñïîëüçîâà-

íèÿ äåêîìïîçèöèîííîãî ïîäõîäà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííûå ìî-

äåëè, ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû è ñîçäàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â îáëàñòè àâòîìà-

òèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, ðàç-

ìåùåíèÿ îáîðóäîâàíèÿ â öåõàõ, ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ è

ò.ä. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè

íàïèñàíèè ìåòîäè÷åñêèõ ïîñîáèé ïî ïðîåêòèðîâàíèþ ñõåì ðàçìåùåíèÿ

çäàíèé, ñîîðóæåíèé è òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ.

Ïåðñïåêòèâàìè äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíèå ìî-

äåëåé ñ ó÷åòîì çîíèðîâàíèÿ îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ, ðàçðàáîòêà ýâðèñòè÷å-

ñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ, îñíîâàííûõ íà àíàëîãèÿõ ñ æèâîé ïðèðîäîé

è ôèçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè (ãåíåòè÷åñêèå, èìèòàöèÿ îòæèãà).
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Ïðèëîæåíèå A

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.5)�(2.6) äëÿ n = 5, m = 9, ∂F ′ ⊆ R.

Îáúåêòû P1, . . . , P9 ðàñïîëîæåíû â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (21;67),

(17;47), (44;10), (19;8), (45;7), (89;75), (44;5), (51;57), (94;52). Íåîáõîäè-

ìî ðàçìåñòèòü X1, . . . , X5. Óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè

çàäàíû â òàáëèöàõ 1.1 è 1.2.

Òàáëèöà 1.1: Ñâÿçè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè.

wij P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9

X1 1 4 86 21 28 67 32 17 37

X2 43 9 48 7 84 6 30 91 37

X3 77 33 70 84 72 31 17 33 47

X4 25 82 28 48 15 87 29 77 97

X5 49 88 82 3 14 15 50 3 59

Òàáëèöà 1.2: Ñâÿçè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé.

vjk X1 X2 X3 X4 X5

X1 0 1 77 65 77

X2 1 0 71 56 21

X3 77 71 0 68 59

X4 65 56 68 0 95

X5 77 21 59 95 0

Ïî çàäàííûì çàïðåùåííûì çîíàì ïîñòðîåíû ðàçðåøåííûå îáëàñòèR1, . . . , R9,

êîîðäèíàòû óãëîâ êîòîðûõ ïðåäñòàâëåííû â òàáëèöå 1.3.

110



Òàáëèöà 1.3: Êîîðäèíàòû ðàçðåøåííûõ îáëàñòåé.

R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9

(ak, ck) (49;4) (86;44) (12;83) (86;61) (0;32) (43;79) (61;91) (92;81) (7;32)

(bk, dk) (70;7) (98;55) (36;94) (91;77) (7;89) (46;85) (88;98) (95;83) (70;60)

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.5) ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.4.

Òàáëèöà 1.4: Ðåøåíèå çàäà÷è áåç ó÷åòà çàïðåùåííûõ çîí.

X1 X2 X3 X4 X5

(82,411; 18,337) (51; 10,43) (32,435; 23,398) (68,485; 46,804) (46,165; 28,007)

Îáúåêòû X1, X2, X3, X5 ∈ Int F, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (2.6) íå

âûïîëíåíî.

Ñòðîèì ïîäìíîæåñòâî F ′. Îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ òîëüêî

ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííûì ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.5.

Òàáëèöà 1.5: Ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííûì.

X
′

1
X

′

2
X

′

3
X

′

4
X

′

5

(44; 58,17) (45; 36,12) (28,942; 36,12) (56,8; 58,489) (49,184; 43,312)

Ïðÿìîóãîëüíèê F ′ èìååò êîîðäèíàòû [(28, 942; 36, 12), (56, 8; 58, 489)].

Îòìåòèì, ÷òî F ′ ⊆ R, ò.å. óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 âûïîëíåíû.

Â ìîäåëè (2.7)�(2.10) áëîê (2.7) çàìåíÿåì íà ëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ,

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèíàäëåæíîñòè ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ïðÿìîóãîëü-

íèêó F ′. Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé çàäà÷è ËÏ ïðèâåäåíî â òàáëèöå 1.6.

Òàáëèöà 1.6: Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è.

X∗

1
X∗

2
X∗

3
X∗

4
X∗

5

(44,789; 58,489) (28,942; 36,12) ((28,942; 36,12) (56,8; 58,489) (38,052; 36,12)

Âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ñîñòàâëÿåò t = 0, 01 ñåê., à ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

(2.5)�(2.6) ïàêåòîì CPLEX t = 0, 11 ñåê.
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Ïðèëîæåíèå B

Îïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà. Õðàíåíèå ïåðâîíà÷àëüíûõ

äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé çàäà÷ îðãàíèçîâàíî â âèäå ðåëÿöèîííîé

áàçû äàííûõ (ÁÄ), ñîçäàííîé íà îñíîâå Microsoft SQL Server 2000. ÁÄ

îáåñïå÷èâàåò óäîáíîå ôèçè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè, à òàêæå

å¼ õðàíåíèå. Ñõåìà ñòðóêòóðû ÁÄ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.1.

Ðèñ. 2.1: Ñõåìà ñòðóêòóðû áàçû äàííûõ.

Âñå äàííûå òåñòèðóåìûõ çàäà÷ ëîãè÷åñêè ðàçäåëåíû è îáúåäåíåíû â
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ñîîòâåòñòâóþùèå òàáëèöû, íàïðèìåð, tBanBlock � òàáëèöà çàïðåùåí-

íûõ çîí, tGoodBlock � ðàçðåøåííûõ áëîêîâ (îáëàñòåé), tV è tW � ñòî-

èìîñòåé ñâÿçåé ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ ôèêñèðîâàí-

íûìè (çîíàìè). Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ôèêñèðóþòñÿ â òàáëèöàõ:

tNewObject � êîîðäèíàòû ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, tGetFunc � çíà÷å-

íèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, âðåìÿ ñ÷åòà, êîëè÷åñòâî èòåðàöèé. Òàáëèöà tTask

èãðàåò ðîëü ñïðàâî÷íèêà âñåõ òåñòèðóåìûõ çàäà÷, îíà ñâÿçûâàåò âñå ïå-

ðå÷èñëåííûå âûøå òàáëèöû ïî êëþ÷ó. Âîçìîæíîñòü ðàáîòû ñ ÁÄ îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò ïîëüçîâàòå-

ëþ âîçìîæíîñòè ïðîñìîòðà, ðåäàêòèðîâàíèÿ è äîïîëíåíèÿ èíôîðìàöèè

î òåñòèðóåìûõ çàäà÷àõ.

Íà ðèñóíêå 2.2 èçîáðàæåíà ðàáî÷àÿ ôîðìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà,

ãäå íà âåðõíåé ïàíåëè èíñòðóìåíòîâ óêàçàíû òðè îñíîâíûõ ïóíêòà ìåíþ,

êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðåàëèçîâàííîìó àëãîðèòìó. Â êàæäîì

ïóíêòå äâà ïîäïóíêòà, îäèí èç êîòîðûõ � ýòî ôîðìà ñïðàâî÷íèêà ðåøà-

åìûõ çàäà÷, âòîðîé � äëÿ îòêðûòèÿ îêíà äëÿ ââîäà íà÷àëüíûõ äàííûõ

è ðåøåíèÿ âûáðàííîé èç ñïðàâî÷íèêà çàäà÷è.

Ðèñ. 2.2: Ðàáî÷àÿ ôîðìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.

Ïðè âûáîðå ïîëüçîâàòåëåì ïîäïóíêòà Ñïðàâî÷íèê çàäà÷ îòêðûâàåò-

ñÿ îêíî ñïðàâî÷íèêà, ãäå óêàçàí ñïèñîê âñåõ òåñòèðóåìûõ çàäà÷, ðåøà-

åìûõ ñîîòâåòñòâóþùèì àëãîðèòìîì (ñì. Ðèñ. 2.3). Íà âåðõíåé ïàíåëè

èíñòðóìåíòîâ ñïðàâî÷íèêà ðàñïîëîæåíû ñòàíäàðòíûå êíîïêè ââîäà, ðå-
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äàêòèðîâàíèÿ, óäàëåíèÿ çàïèñè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è, îáíîâëå-

íèÿ ñïèñêà çàäà÷.

Ðèñ. 2.3: Ñïðàâî÷íèê çàäà÷ äëÿ ÀÂÃ íà ëèíèè.

Ïðè âûáîðå ïîäïóíêòà Ðåøåíèå çàäà÷ îòêðûâàåòñÿ îêíî, ãäå ñîäåð-

æàòñÿ äâå âêëàäêè: Íà÷àëüíûå äàííûå è Ñòàòèñòèêà (ñì. Ðèñ. 2.4).

Âî âêëàäêå Íà÷àëüíûå äàííûå ñîäåðæàòñÿ âñå îñíîâíûå èíñòðóìåíòû,

ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ââîäÿòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå è ðåøàåòñÿ çàäà÷à. Ê

íà÷àëüíûì äàííûì, íàïðèìåð, îòíîñèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ÷èñëå ðàçìå-

ùàåìûõ, ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ, çàïðåùåííûõ çîí, äëèíû, êîîðäèíà-

òû ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ, óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Ðåçóëüòàò ðå-

øåíèÿ çàäà÷è � êîîðäèíàòû ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ, çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, ÷èñëî èòåðàöèé è ò.ä.

Â ïîëå Òåêóùàÿ çàäà÷à ìîæíî âûáðàòü êîíêðåòíóþ çàäà÷ó èç ñïðà-

âî÷íèêà, ïðè ýòîì âñå äàííûå ïî âûáðàííîé çàäà÷å îòðàçÿòñÿ â îäíî-

èìåííûõ âêëàäêàõ íà ýòîé ôîðìå. Òàê, íàïðèìåð, èíôîðìàöèÿ î çàïðå-

ùåííûõ çîíàõ è ïîñòðîåííûõ ïî íèì ðàçðåøåííûõ áëîêàõ (îáëàñòåé)

âûáðàííîé çàäà÷è îòðàçèòñÿ âî âêëàäêå Ìàññèâ çàïðåùåííûõ çîí, ñòî-
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Ðèñ. 2.4: Ðåøåíèå çàäà÷ ÀÂÃ íà ëèíèè. Âêëàäêà Ìàññèâ çàïðåùåííûõ çîí.

èìîñòè ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè � âî âêëàäêå Âåñà. Íà êàæäîé èç ïå-

ðå÷èñëåííûõ âêëàäîê åñòü ôóíêöèîíàëüíûå êíîïêè äëÿ ââîäà, ðåäàêòè-

ðîâàíèÿ, óäàëåíèÿ è äîáàâëåíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùèõ

äàííûõ, à òàêæå äëÿ âûâîäà â Excel ñ öåëüþ ïîñëåäóþùåé âèçóàëèçàöèè

äëÿ óäîáñòâà ïîëüçîâàòåëÿ (ñì. Ðèñ. 2.5, Ðèñ. 2.6).

Ñâåäåíèÿ î ðàçìåùàåìûõ îáúåêòàõ, íàïðèìåð, èõ êîëè÷åñòâî, äëèíû,

à òàêæå ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è, â âèäå çíà÷åíèé êîîðäèíàò ðàçìåùà-

åìûõ îáúåêòîâ, öåëåâîé ôóíêöèè, âðåìåíè ñ÷åòà, ÷èñëà èòåðàöèé àëãî-

ðèòìà îòðàæàþòñÿ âî âêëàäêå Ðàçìåùàåìûå îáúåêòû ðàáî÷åé ôîðìû.

Çäåñü òàêæå åñòü ôóíêöèîíàëüíûå êíîïêè äëÿ ââîäà, ðåäàêòèðîâàíèÿ,

óäàëåíèÿ, äîáàâëåíèÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûõ, à

òàêæå äëÿ âûâîäà ðåçóëüòàòà ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿ ôîðìû

è â Excel (ñì. Ðèñ. 2.7).

Â ðåæèìå îíëàéí ïîëüçîâàòåëü ìîæåò óâèäåòü âñå äàííûå ïî âûáðàí-
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Ðèñ. 2.5: Ðåøåíèå çàäà÷ ÀÂÃ íà ëèíèè. Âêëàäêà Âåñà.

íîé çàäà÷å èç ñïðàâî÷íèêà, ÷òî î÷åíü óäîáíî äëÿ àíàëèçà ïîëó÷åííûõ

ðåøåíèé è òåñòèðîâàíèÿ çàäà÷. Âîçìîæíîñòü âèçóàëèçàöèè òàêæå ñîçäà-

åò óäîáñòâà äëÿ âîñïðèÿòèÿ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ, òàê êàê ïîëüçîâàòåëü

ìîæåò íàãëÿäíî óâèäåòü ðàçìåùàåìûå, ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû, çàïðå-

ùåííûå çîíû äëÿ âûáðàííîé çàäà÷è èç ñïðàâî÷íèêà. Âî âêëàäêå Ñòà-

òèñòèêà ðàáî÷åé ôîðìû ìîæíî ïîñìîòðåòü ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ

âñåõ çàäà÷ èç ñïðàâî÷íèêà äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ðåøåíèé, è âûâå-

ñòè ýòè äàííûå â Excel (ñì. Ðèñ. 2.8, Ðèñ. 2.9).

Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïîëó÷åíèÿ

ïðîåêòíûõ ðåøåíèé, íàïðèìåð, ïî ðàçìåùåíèþ åäèíèö òåõíîëîãè÷åñêî-

ãî îáîðóäîâàíèÿ â öåõàõ ïðîìûøëåííîãî îáúåêòà. Îñíîâíîé îáëàñòüþ

ïðèìåíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðîèçâîäñòâ.
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Ðèñ. 2.6: Âûâîä è ïîñòðîåíèå ðàçðåøåííûõ îáëàñòåé â Excel.

Ðèñ. 2.7: Ðåøåíèå çàäà÷ ÀÂÃ íà ëèíèè. Âêëàäêà Ðàçìåùàåìûå îáúåêòû.
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Ðèñ. 2.8: Ðåøåíèå çàäà÷ ÀÂÃ íà ëèíèè. Âêëàäêà Ñòàòèñòèêà.

Ðèñ. 2.9: Âûâîä ðåçóëüòàòîâ òåñòèðîâàíèÿ â Excel.
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Ðèñ. 2.10: Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû â ÔÀÏ ÑÎ ÐÀÍ.
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