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Введение

Модели, описывающие поведение мультиагентных систем, учитыва-
ющих макроскопический (совместный) результат взаимодействия агентов
как совокупность предпринимаемых ими решений и действий, находят свое
применение в различных областях науки: от моделирования взаимодей-
ствия больших социологических групп в сети Интернет [11] до оптимизации
добычи и обработки исчерпаемых ресурсов (таких как нефть) среди боль-
шого числа производителей [55]. Моделирование поведения систем с беско-
нечным числом агентов должно отражать зависимость между распределе-
нием (в математическом смысле) всей совокупности агентов и действиями
ее отдельно взятых индивидуумов. Один из подходов к моделированию,
отвечающий этим критериям, получил название «Игры среднего поля»
(«Mean Field Games» в оригинале), возникший как раздел теории некоопе-
ративных игр, который рассматривает взаимодействие агентов (игроков) в
асимптотическом пределе, когда число агентов стремится в бесконечность.
В этом случае вклад отдельно взятого игрока становится незначительным,
а их взаимодействие осуществляется через интегральные характеристики
так называемого «среднего поля».

Структура «игры среднего поля» традиционно выражается в виде
связанной пары дифференциальных уравнений в частных производных:
уравнения Фоккера-Планка (Колмогорова), определяющего распределение
агентов по пространству состояний; и Гамильтона-Якоби-Беллмана, кото-
рое отвечает за оптимальность стратегий, выбираемых игроками. Такой
подход к моделированию позволяет преодолевать ограничения других ме-
тодов прогнозирования. Например, динамическое программирование учи-
тывает взаимодействие только с локальным окружением (иначе задача ста-
новится вычислительно невыполнимой) и может столкнуться с трудностя-
ми при объяснении некоторых явлений, происходящих в результате общей
неявной оптимизации [132]. Более того, представление совокупности аген-
тов в качестве распределения некой эмпирической (т.е. явно наблюдаемой)
характеристики означает, что подход можно масштабировать до произволь-
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ных размеров популяции, что позволяет имитировать явления, происходя-
щие в реальной жизни. Таким образом, структурная простота и широкая
область применимости теории вызывают интерес к поиску эффективных
вычислительных методов решения как классических «игр среднего поля»,
так и их модификаций.

Целью данной работы является адаптация математических моделей,
используемых в международном экономическом сообществе и описывае-
мых дифференциальными уравнениями в частных производных, к опти-
мизации затрат, доходов, достижению поставленных социальных и эконо-
мических целей, прогнозированию критических ситуаций для выбранной
области моделирования; а также разработка и обоснование эффективных
численных методов решения задач, описываемых такими математическими
моделями.

Для достижения поставленной цели были поставлены следующие за-
дачи.

1. Адаптировать математические модели «Игры среднего поля» для
применения в области экологии, экономики отдельных отраслей и
регионов для достижения заданных социальных и экономических
целей и прогноза критических ситуаций.

2. Использовать модели для прогнозирования мезо- и макроповеде-
ния больших популяций (население, пользователи, клиенты или
предприятия) в различных внешних условиях (экономических, со-
циальных, экологических, политических).

3. Разработать и обосновать эффективные численные методы реше-
ния задач «среднего поля», описываемых системами дифференци-
альных уравнений в частных производных с новыми формулиров-
ками данных.

Научная новизна. Разработаны численные методы решения задач,
описываемых математическими моделями «игр среднего поля», наследую-
щие полезные свойства дифференциальных задач и приводящие к явным
локальным правилам минимизации целевого функционала. Построены но-
вые модели, основанные на традиционной постановке задач «среднего по-
ля», но более адаптированные для экономико-социальных приложений.
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Практическая значимость. Результаты, полученные в диссер-
тационной работе, могут быть использованы для применения в обла-
сти экологии, экономики отдельных отраслей, достижения социально-
экономических целей и прогноза макроповедения мультиагентных систем
под воздействием различных внешних условий (например, экономических,
социальных, экологических или политических).

Методология и методы исследования. В настоящее время ис-
пользование аппарата «игр среднего поля» в основном оправдано при про-
гнозировании макроповедения большого числа агентов во внешнеэкономи-
ческой среде с учетом личной финансовой выгоды [126]. В то же время
теория «игр среднего поля» содержит возможности прогнозирования за-
трат (финансовых и организационных) для достижения других определен-
ных экономических, экологических и социальных целей путем некоторой
переформулировки известных динамических моделей. В качестве метода
исследования в работе используется вычислительный эксперимент, вклю-
чающий в себя следующие этапы: математическая формулировка задачи,
построение численного алгоритма, его программная реализация, проведе-
ние расчетов и анализ полученных результатов.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Модифицированные математические модели, основанные на тео-

рии «игр среднего поля» и применимые к оптимизационным зада-
чам с неквадратичным контролем.

2. Новая математическая модель, основанная на теории игр «средне-
го поля» и применимая к оптимизационным задачам с ограниче-
ниями на финальное состояние агентов.

3. Новые вычислительные алгоритмы для одно- и двумерных опти-
мизационных задач, основанные на полулагранжевом приближе-
нии, наследующие полезные свойства дифференциальных задач и
приводящие к явным локальным правилам минимизации целевого
функционала.

Достоверность полученных результатов подтверждена проверкой и
обоснованием сходимости численных методов, строгом выводе используе-
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мых моделей и обеспечением законов сохранения при построении вычисли-
тельных схем.

Апробация работы. Основные результаты работы изложены в виде
докладов:

1. на XIX Всероссийской конференции молодых учёных по матема-
тическому моделированию и информационным технологиям, Ке-
мерово, 2018 г.;

2. на открытой конференции молодых ученых ИВМ СО РАН по ма-
тематическому моделированию и информационным технологиям,
Красноярск ИВМ СО РАН, 2019 г.;

3. на международной конференции «Актуальные проблемы вычисли-
тельной и прикладной математики 2019» (АПВПМ 2019), Новоси-
бирск, 2019 г.;

4. на XI и XII Международных конференциях по применению ма-
тематических подходов в технических и естественных науках
(AMiTaNS’19(20)), Албена, Болгария, 2019, 2020 гг;

5. на международной конференции «Марчуковские научные чтения
2020» (МНЧ - 2020), Новосибирск, 2020 г.

Диссертационная работа докладывалась также на совместном семи-
наре Института вычислительного моделирования СО РАН и базовой ка-
федры вычислительных и информационных технологий Института мате-
матики и фундаментальной информатики Сибирского федерального уни-
верситета.

Разные этапы работы поддерживались следующими проектами:
1. проект РФФИ № 17-01-00270 «Построение и обоснование новых эр-

митовых конечных элементов для численного решения задач ма-
тематической физики»;

2. проект РФФИ № 20-01-00090 «Эйлерово-лагранжевы (полулагран-
жевы) методы конечных разностей и конечных элементов со спе-
циальными свойствами»;

3. проект РНФ № 20-61-46017 «Развитие динамических математиче-
ских моделей прогноза критических социально-экономических си-
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туаций и создание эффективных численных методов решения та-
ких моделей».

Личный вклад автора состоит в прямом участии в исследовании
применимости полулагранжева метода к решению задач прогнозирования,
численной оценке сходимости полученных методов, разработке вычисли-
тельных алгоритмов и комплекса программ, проведении расчетов, обра-
ботке и анализе полученных результатов, разработке модифицированных
постановок задач «среднего поля», подготовке научных статей и докла-
дов по теме диссертационной работы. Научному руководителю Шайдурову
В.В. принадлежат постановки задач и общая оригинальная идея исполь-
зования полулагранжева подхода в применении к моделям «игр среднего
поля», критическое сравнение результатов с известными алгоритмами.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации опублико-
ваны в 14 печатных изданиях, из которых 3 изданы в журналах, рекомен-
дованных ВАК, 6 – в тезисах докладов, 5 индексируются в базах данных
Web of Science, 8 – в базах Scopus, из них 5 публикации индексируются
одновременно в Web of Science и Scopus.

Список наиболее важных публикаций:
1. Kornienko V., Computation of Mean-Field Equilibria with Correlated

Stochastic Processes / V. Shaydurov, S. Zhang, V. Kornienko //
Lecture Notes in Computer Science. – 2019. – V. 11386. – P. 468-475.
DOI: 10.1007/978-3-030-11539-5_54

2. Kornienko V.S., “Mean Field Games” as mathematical models for
control and optimization of business activity / V.V. Shaydurov, V.S.
Kornienko // J. Sib. Fed. Univ. Humanit. soc. Science. – 2019 – V.
12(4). – P. 701–715. DOI: 10.17516/1997– 1370–0418.

3. Kornienko V., Approximations of two-dimensional Mean Field Games
with nonsymmetric controls / V. Shaydurov, S. Zhang, V. Kornienko
// Journal of Computational and Applied Mathematics. – 2020. – V.
367. – Art. № 112461. DOI: 10.1016/j.cam.2019.112461.

4. Kornienko V., Mean Field Game Problem with non-quadratic
control function / V. Shaydurov, V. Kornienko // AIP Conference
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Proceedings. – 2019. – V. 2164. – Art. № 110012. DOI:
10.1063/1.5130857.

5. Корниенко В.С. Конечно-разностный аналог задачи равновесия
«среднего поля» / Шайдуров В.В., Корниенко В.С., Карепова Е.Д.
// Вычислительные технологии – 2020. – Т. 25, № 4. – С. 31-41. DOI:
10.25743/ICT.2020.25.4.004.

6. Kornienko V. The Euler-Lagrange Approximation of the Mean Field
Game for the Planning Problem / Shaydurov V., Kornienko V., Zhang
S. // Lobachevskii Journal of Mathematics – 2020. – Т. 41, № 12. – С.
2703-2714. DOI: 10.1134/S1995080220120380.

7. Kornienko V., A finite-difference solution of Mean Field problem with
a predefined control resource / V. Shaydurov, V. Kornienko // AIP
Conference Proceedings. – 2020. – V. 2302. – Art. № 110004. DOI:
10.1063/5.0033646.

8. Kornienko V., A finite-difference solution of mean field problem with
the fractional derivative for subdiffusion / V. Shaydurov, S. Zhang, V.
Kornienko // AIP Conference Proceedings. – 2020. – V. 2302. – Art.
№ 020001. DOI: 10.1063/5.0033606.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, пя-
ти глав, заключения и четырех приложений. Полный объём диссертации
составляет 153 страницы с 15 рисунками и 9 таблицами. Список литерату-
ры содержит 133 наименования.

Во введении кратко описан объект исследования, сформулирована
цель диссертационной работы, а также выделены решаемые задачи. Обос-
нована актуальность работы, теоретическая и практическая значимость, а
также достоверность полученных результатов. Перечислены основные пуб-
ликации по теме диссертации и дана общая характеристика работы.

В первой главе приведен исторический обзор развития моделей
«игр среднего поля». Сформулированы актуальные проблемы использова-
ния таких моделей. Показана применимость и преимущество применения
полулагранжевых методов к решению таких задач. Представлен краткий
обзор развития полулагранжевых методов численного решения дифферен-
циальных уравнений.
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Вторая глава содержит постановку одномерной дифференциальной
«игры среднего поля» с неквадратичной функцией контроля. Для её реше-
ния предложен численный алгоритм, основанный на полулагранжевом при-
ближении, и показано условие выбора оптимальной стратегии, предостав-
ляющее наискорейший спуск к минимуму функционала стоимости. Опре-
делены границы применимости метода. Численный алгоритм апробирован
на задаче экономического взаимодействия в условиях альтернативных ре-
сурсов. Рассмотрены случаи разрывной функции управления.

В третьей главе сформулирована модель с ограничением на фи-
нальное распределение агентов. Для ее численного решения предложен
алгоритм последовательного приближения к финальному состоянию.

Четвертая глава посвящена постановке двумерной игры «средне-
го поля» и обобщению численного алгоритма, рассмотренного во второй
главе, на двумерный случай. Показана сходимость метода и условия наи-
скорейшего спуска к минимуму функционала стоимости. Предложенный
метод применен к анализу ситуации торговли квотами на эмиссию в усло-
виях жесткой налоговой политики.

В пятой главе рассмотрены двумерные модели «игр среднего по-
ля» со смешанной диффузией, к которым не применим алгоритм, предло-
женный в четвертой главе. Для решения таких задач предложены другие
эффективные разностные схемы.

В заключении дано краткое обобщение полученных результатов.
Показано, что намеченные задачи решены и достигнута поставленная цель.
Проведена оценка новизны результатов.

В приложениях рассмотрены вопросы аппроксимации предложен-
ных разностных схем и представлена копия свидетельства о регистрации
программного обеспечения.
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Глава 1. Математические модели управления
и оптимизации со стратегией «игры среднего

поля»

1.1 Анализ модели «игры среднего поля»

Mean Field Games (MFGs) или «игры среднего поля» (ИСП) – относи-
тельно молодая область теории оптимального управления, основы которой
были намечены в работах П. Каинса, M. Хуанга и Р. Малхамэ [64, 65] и,
в тот же период времени независимо развиты в работах П.-Л. Лионса и
Д.-M. Ласри [87 - 90]. Традиционно [62] выделяют несколько подходов к
обоснованию теории ИСП. Первый подход восходит к понятию «среднего
поля», используемого в физике элементарных частиц. Такие модели рас-
сматривают взаимодействие многочисленных (но малых) компонентов че-
рез эмпирическую усредненную характеристику («среднее поле»), а влия-
ние на систему каждого отдельно взятого компонента считается бесконечно
малым. Для корректного описания такой системы взаимодействия между
компонентами должны быть достаточно «слабыми» или «регулярными»
для возникновения статистических явлений.

Второй подход объединяет работы Дж. Нэша о концепции равнове-
сия [106, 107], Р. Ауманна с идей экономики с континуумом игроков, ато-
мизированных по своей природе [8], и Р. Лукаса о гипотезе рационального
ожидания [96]. В результате поиск решения кооперативной игры 𝑁 игроков
приводит к понятию равновесия по Нэшу – достигнутой ситуации, когда
изменение стратегии игрока не дает увеличения его выигрыша при усло-
вии неизменности стратегий других игроков. Р. Ауманн утверждает, что
для экономики с бесконечно большим числом участников разумно пред-
положить, что действия отдельных агентов незначительны в определении
общего результата, что позволяет перейти к пределу при 𝑁 → ∞, а ги-
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потеза рационального ожидания утверждает, что прогнозы экономических
агентов согласуются с эмпирическими вероятностями.

Таким образом, подход ИСП позволяет преодолеть трудности, возни-
кающие при моделировании поведения больших мультиагентных систем в
рамках теории динамических игр, где предполагается, что состояние каж-
дого отдельно взятого игрока в каждый момент времени описывается неко-
торой динамической системой. На динамику игрока (агента) влияет как его
положение и выбранное управление, так и массовое (совокупное) положе-
ние других агентов. Каждый игрок стремится максимизировать свой доход,
который зависит от выбранного им управления в условиях совокупности
траекторий всех агентов, что приводит к поиску решения в терминах рав-
новесия по Нэшу. Динамическое программирование определяет равновесие
по Нэшу как решение системы дифференциальных уравнений в частных
производных, где число уравнений в системе равно числу игроков [2, 13, 48].
Поэтому подход, основанный на динамическом программировании, делает
анализ системы с большим числом взаимодействующих агентов вычисли-
тельно невозможным. Другой подход к поиску равновесия по Нэшу вос-
ходит к «народным теоремам» и стратегии наказания [2,18], отвечающей
за выбор оптимального управления игрока посредством решения большо-
го количества вспомогательных агностических игр на каждом временном
шаге, что также требует больших вычислительных затрат.

В свою очередь, положение, принятое в теории ИСП, что все игроки
однотипны и их персональное влияние на систему пренебрежимо мало, поз-
воляет заменить микроскопическую точку зрения на макроскопическую.
Основное преимущество такого приближения состоит в том, что макроско-
пическое описание обладает относительно небольшим числом описываемых
и заданных функций и параметров, поддающихся численной обработке.
Более того, обычно чем больше однотипных агентов в рассматриваемой
системе, тем точнее становится приближение. В качестве «среднего поля»
рассматривается эмпирическая характеристика траекторий всех игроков
(плотность распределения агентов по состояниям). При этом каждый иг-
рок оптимизирует свое поведение в соответствии с движением всей массы
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игроков, которая является суммой траекторий всех агентов, входящих в
систему.

Динамика агентов, как правило, описывается обыкновенными или
стохастическими дифференциальными уравнениями (см. работы осново-
положников теории [65, 66, 89, 90]). В этом случае поиск равновесия по
Нэшу сводится к решению двух дифференциальных уравнений в частных
производных: уравнению Фоккера-Планка (Колмогорова), описывающего
временную эволюцию функции плотности распределения агентов, и урав-
нению Гамильтона-Якоби-Беллмана, позволяющего определить выигрыш
игрока и условия оптимальности для выбора стратегии. В некоторых ра-
ботах (например, в [50, 80, 81]) были также изучены игры среднего поля
с динамикой, задаваемой марковскими процессами. В этом случае ИСП
сводится к системе стохастических диференциальных уравнений.

Перейдем к более формальному описанию задачи [15, 20, 90]. Пусть
𝛼(𝑡,𝑥) − 𝑑-мерная статегия (управление) агента, находящегося в точке 𝑥

в момент времени 𝑡. Стратегия считается оптимальной, если 𝛼 доставляет
минимум функционалу стоимости

𝐽(𝑡,𝛼,𝑚) =

𝑇∫︁
0

∫︁
Ω

(𝐹 (𝑡,𝑥,𝛼)𝑚+ 𝑔 (𝑡,𝑥,𝑚)) d𝑥d𝑡 , (1.1.1)

отвечающему за равновесие системы, агенты которой расположены соглас-
но распределению 𝑚 (𝑡,𝑥) ∀𝑥 ∈ Ω ⊂ R𝑑. Здесь Ω – (вычислительная) об-
ласть распределения агентов; 𝑇 > 0 – временной горизонт; 𝐹,𝑔 – функции,
определяющие затраты на вывод системы из начального состояния до го-
ризонта времени, непрерывные по временной переменной и подчиняющиеся
условию Липшица по переменной 𝑚; причем 𝐹 определяет вклад управля-
ющих воздействий, а 𝑔 – вклад текущих платежей.

В представляемой работе расматривается случай, когда динамика
агентов задается линейным дифференциальным уравнением [20, 87, 90]. В
[15] было показано, что при таком выборе динамики мультиагентной систе-
мы плотность распределения 𝑚 (𝑡,𝑥) подчиняется уравнению Колмогорова
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(в физическом контексте называемом уравнением Фоккера-Планка)

𝜕𝑚/𝜕𝑡 − 𝜎2Δ𝑚+ div (𝑚𝛼) = 0 на [0,𝑇 ]× Ω (1.1.2)

с начальным и граничным условиями:

𝑚(0,𝑥) = 𝑚0(𝑥) на Ω̄, (1.1.3)

𝜕𝑚/𝜕𝑛 = 0 на (0,𝑇 ]× Γ. (1.1.4)

Здесь константа 𝜎 > 0; Γ = Ω̄∖Ω – граница области Ω с замыканием Ω;
Δ𝑚 =

∑︀
1≤𝑖≤𝑑

𝜕2𝑚/𝜕𝑥2𝑖 – оператор Лапласа, div(𝛼𝑚) =
∑︀

1≤𝑘≤𝑑

𝜕(𝛼𝑘𝑚)/𝜕𝑥𝑘

– дивергенция, а 𝜕𝑚/𝜕𝑛 – производная по внешней нормали. Граничные
условия (1.1.4) препятствуют выходу агентов за границы вычислительной
области Ω.

Следующим шагом следует выбрать оптимальное значение управле-
ния 𝛼, при котором бы выполнялось (1.1.1). В теории оптимального управ-
ления такую роль выполняет уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана [15,
48], в которое 𝑚 (𝑡,𝑥) входит уже как параметр. Для его вывода умножим
(1.1.2) на произвольную гладкую функцию 𝑣(𝑡,𝑥) ∈ 𝐶∞ (︀[0, 𝑇 ]× Ω

)︀
и про-

интегрируем получившееся выражение по частям относительно 𝑡 и 𝑥:

−
∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω

(︀
𝜕𝑣/𝜕𝑡 + 𝜎2Δ𝑣 + 𝛼 · ∇𝑣

)︀
𝑚 dΩ d𝑡+

+

∫︁
Ω

(𝑣(𝑇,𝑥)𝑚(𝑇,𝑥)− 𝑣(0,𝑥)𝑚0(𝑥)) dΩ = 0.

(1.1.5)

Здесь ∇𝑣 = (𝜕𝑣/𝜕𝑥1, ...,𝜕𝑣/𝜕𝑥𝑑 )
𝑇 – вектор градиента, записанный в

строку за счет операции транспонирования ( · )𝑇 , а точка перед ним означа-
ет скалярное произведение: 𝛼 ·∇𝑣 =

∑︀
1≤𝑘≤𝑑

𝛼𝑘𝜕𝑣/𝜕𝑥𝑘 . Примем во внимание

граничное условие, аналогичное (1.1.4),

𝜕𝑣/𝜕𝑛 = 0 на [0, 𝑇 ]× Γ (1.1.6)
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и введем в рассмотрение Лагранжиан

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣) := 𝐽(𝑚,𝛼) +

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω

(︀
𝜕𝑣/𝜕𝑡 + 𝜎2Δ𝑣 + 𝛼 · ∇𝑣

)︀
𝑚 dΩ d𝑡−

−
∫︁
Ω

(𝑣(𝑇,𝑥)𝑚(𝑇,𝑥)− 𝑣(0,𝑥)𝑚0(𝑥)) dΩ.
(1.1.7)

В итоге задача минимизации (1.1.1) совместно с уравнением (1.1.2) – (1.1.4)
может быть представлена [15] как задача поиска седловой точки

inf
(𝑚,𝛼)

sup
𝑣

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣). (1.1.8)

Дифференцирование (1.1.7) относительно функций 𝑚 и компонент 𝛼

для выяснения стационарной точки дает уравнение Гамильтона-Якоби-
Беллмана

𝜕𝑣/𝜕𝑡 + 𝜎2Δ𝑣 + 𝛼 · ∇𝑣 = −𝐹 − 𝜕𝑔

𝜕𝑚
(𝑚(𝑡,𝑥)) на [0,𝑇 ] × Ω (1.1.9)

с начальным и граничным условиями

𝑣 (𝑇,𝑥) = 0 на Ω̄, (1.1.10)

𝜕𝑣/𝜕𝑛 = 0 на [0, 𝑇 )× Γ. (1.1.11)

Условие оптимальности стратегии задается в каждой точке (𝑡,𝑥) (в общем
случае нелинейной) системой уравнений

𝜕𝐹/𝜕𝛼𝑘 = −𝜕𝑣/𝜕𝑥𝑘 на [0,𝑇 ] × Ω̄, 𝑘 = 1,...,𝑑. (1.1.12)

В этих терминах представляемая работа посвящена двум основным во-
просам: во-первых, исследование свойств уравнений вида (1.1.2) – (1.1.4),
(1.1.9) – (1.1.12), их интерпретация и поиск эффективных методов их чис-
ленного решения. Во-вторых, анализ и модификация существующих моде-
лей на основе ИСП для решения поставленных задач.
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1.2 Обзор развития теории «игры среднего поля»

Теория «игр среднего поля» со времени появления упомянутых осно-
вопологающих работ продолжала развиваться и обобщаться на более слож-
ные и широкие классы задач. Подробный литературный обзор разработок
в этой области до 2013 г. представлен в монографиях [15, 20, 53]. Многие
аспекты теории также изложены в курсе лекций одного из её основополож-
ников [89], большая часть которых легла в основу обзорной монографии
[52].

Строгий вывод моделей «среднего поля» рассматривался в некото-
рых оригинальных работах основоположников теории [64, 65], [87 - 90]; в
монографии [49] также проиллюстрированы основные приемы и методы по-
строения «игр среднего поля» на нескольких упрощенных моделях, моти-
вированных экономическими соображениями. В этих работах рассмотрены
как детерменированные (представленные дифференциальными уравнени-
ями), так и стохастические модели. Обзор ИСП, построенных на основе
марковских процессов, изложен в [77, 79 - 81]. «Игры среднего поля» так-
же анализировались с точки зрения использования обратных стохастиче-
ских дифференциальных уравнений, например, в [24, 25, 27]. Задачи, где
динамика агентов описывается линейно-квадратичными стохастическими
уравнениями, рассмотрены в [65] и [9, 14, 68, 92].

Одно из преимуществ моделей ИСП заключается в том, что теория
«игр среднего поля» позволяет считать агентов рациональными. В нашей
терминологии это означает выбор каждым агентом своей наилучшей стра-
тегии для достижения личной выгоды в каждый момент времени. Это до-
пущение приводит к появлению новых моделей на основе теории ИСП, при-
менимых к описанию реальных физических и социально-экономических си-
туаций. Например, в [34] модель межбанковского взаимодействия рассмот-
рена в форме «игры среднего поля», в которую играют вкладчики. Анализ
существования равновесий Нэша для некооперативных игр со «стратегиче-
ской взаимодополняемостью» (случай, когда предельная доходность игро-
ка увеличивается с действием соперника) восходит к оригинальным рабо-
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там Вивес [130] и Милгром [102]. Такие игры в последующем были рассмот-
рены с точки зрения подхода ИСП в [7]. Гомес и Сауде в [53] рассматривали
модели ценового воздействия как игры среднего поля. Моделирование по-
ведения больших скоплений людей показывает, насколько универсальными
могут быть модели ИСП [85]. Различные приложения и дополнительные
модели можно найти в [19, 55, 57, 58, 84] и литературе в них. Например, в
экономике ИСП традиционно используются как для финансового анализа
[84, 88], так и для построения моделей формирования цены, где рынок вы-
ступает «средним полем» со своей эмпирической характеристикой цены, а
покупатели могут влиять на рынок своей покупательной способностью [19,
57, 58]. В области инженерии с точки зрения ИСП рассматривается пробле-
ма энергоэффективности распределенного управления беспроводными се-
тями с большим числом передатчиков [19]. В области управления электро-
сетями теория ИСП применялась для создания децентрализованных схем
снижения пиковой нагрузки в электросетях и компенсации колебаний, воз-
никающих в возобновляемых источниках [19, [72 - 74]. Моделирование со-
циальных явлений, таких как вопросы коррупции и преступности, «играми
среднего поля» рассматривается в [76, 78].

ИСП также моут быть использованы как вспомогательный интру-
мент для решения или анализа задач в смежных областях. Например, в
[9] предоставлен широкий диапазон достаточных условий существования
решения квазилинейных эллиптических систем дифференциальных урав-
нений в частных производных путем обобщения на случай ИСП с 𝑁 по-
пуляциями. В [50] установлена возможность использования игр среднего
поля для решения оптимизационных задач, когда игрок может находиться
в одном из конечного числа состояний. ИСП «первого порядка», т.е., для
𝜎2 = 0, исследовались в [20, 22, 89, 93].

Недавние работы в области ИСП посвящены существованию и поис-
ку решения так называемого «основного уравнения» (master equation). В
работах [16, 21] вместо связанной пары дифференциальных уравнений рас-
сматривается бесконечномерномерное уравнение в частных производных в
пространстве вероятностных мер, которое напрямую описывает равновесие
по Нэшу при предельном переходе от системы 𝑁 игроков. Кармона и Де-
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лару [27, 28] разработали также иной, так называемый «вероятностный»,
подход к построению ИСП, в котором предельная система связанных диф-
ференциальных уравнений в частных производных заменяется полностью
связанной системой прямых и обратных по времени стохастических диффе-
ренциальных уравнений. В этом случае распределение агентов определяет-
ся через решение задачи оптимизации. Такой подход дает аналог принципа
максимума Понтрягина. Подход, основанный на слабой формулировке сто-
хастических управлений, был введен в [24]; а модели с общим шумом были
изучены в [26, 28]. Основным недостатком вероятностного подхода являет-
ся зависимость решения от выбора вероятностного пространства и высокие
вычислительные затраты. Задачи, когда не все игроки в системе идентич-
ны (многопопуляционные задачи или задачи с минорными игроками, когда
некоторая часть агентов дает меньший/больший вклад в общий выигрыш),
были изучены в [66, 67, 108].

Большое внимание исследователей уделяется также поиску и разра-
ботке эффективных численных методов решения задач «среднего поля»
[3 - 6, 23, 59 - 61, 83]. В [44, 51, 54, 56] рассматриваются также методы
решения дискретных ИСП и задач c конечным числом возможных состоя-
ний агентов с непрерывным временем. Преимущественно авторы этих ра-
бот используют конечно-разностный и конечно-элементный подходы. Пред-
ставляемая работа сосредоточена на построении аппроксимации уравнений
параболического типа с помощью Лагранжева метода аппроксимации опе-
раторов переноса совместно с Эйлеровым конечно-разностным подходом
для эллиптической части операторов, совместное использование которых
улучшает несколько важных свойств дискретных задач.
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1.3 Обзор полулагранжевых методов численного

решения дифференциальных уравнений

Поиск численного решения оптимизационной задачи (1.1.8) сводит-
ся к дискретизации и построению разностных аппроксимаций уравнений
Колмогорова (1.1.2) – (1.1.4) и Гамильтона-Якоби-Беллмана (ГЯБ) (1.1.9)
– (1.1.11). Стандартные методы конечных разностей или конечных элемен-
тов, широко распространенные для аппроксимации параболических урав-
нений [41, 116], в принципе, обеспечивают монотонные схемы для обеих
задач. Но они вносят несколько дополнительных трудностей. Во-первых,
для численного решения уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК)
стандартными методами обычно не выполняется закон сохранения∫︁

Ω

𝑚 (𝑡,𝑥) d𝑥 = const ∀ 𝑡 ∈ [0,𝑇 ].

Это приводит к «плавающему» интегралу плотности и дополнительным
действиям по его нормализации. Во-вторых, стандартные методы порож-
дают алгебраические задачи с несимметричными матрицами на каждом
временном слое, что существенно усложняет численное решение ввиду ис-
пользования итерационных процессов и усиливает требования к коэффи-
циентам задачи во избежание возникающих осцилляций. В-третьих, осут-
ствие сопряжения операторов дискретных аппроксимаций уравнений ФПК
и ГЯБ нарушает алгебраическую постановку задачи о седловой точке, что
не дает возможности использования методов оптимизации на дискретном
уровне. Использование раздельной полулагранжевой аппроксимации [122,
124] позволяет обойти эти три трудности. Более того, реализации таких
специальных приближений для задач ИСП редуцировали процесс поиска
глобального минимума к поиску локальных точечных минимумов [41, 83].

Полулагранжевы методы являются хорошо зарекомендовавшим себя
подходом в численном приближении задач, частью которых является про-
цесс переноса. Они учитывают лагранжеву природу процесса адвекции,
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но в то же время позволяют работать с фиксированной вычислительной
сеткой. В полулагранжевом (эйлерово-лагранжевом) подходе для аппрок-
симации оператора переноса используется лагранжево приближение, а для
остальных операторов – конечно-разностное или конечно-элементное.

Полулагранжев подход обладает рядом преимуществ: во-первых, в
отличие от Эйлерова подхода к дискретизации, из-за адаптации шаблона
шаг по времени не ограничен условиями Куранта, что позволяет увеличить
скорость расчетов за счет увеличения шага по времени [127]. Во-вторых,
выбранный подход к аппроксимации оператора переноса (с использовани-
ем Эйлерова подхода к аппроксимации остальных операторов) позволяет
значительно улучшить свойства получаемых дискретных задач. Например,
он не требует совпадения сеток при переходе с одного временного слоя на
другой. Это свойство позволяет модифицировать размеры сетки локаль-
но на любом слое по времени. Более того, для параболических уравнений
полулагранжев подход дает дополнительное преимущество. Оно заключа-
ется в том, что традиционные схемы с направленными разностями приво-
дят к алгебраическим системам уравнений с несимметричными матрица-
ми, требующими обращения на каждом временном шаге. В то же время
полулагранжев подход к аппроксимации оператора переноса при исполь-
зовании конечно-разностных или конечно-элементных методов приводит к
уравнениям с симметричными положительно-определёнными матрицами,
что позволяет применять более эффективные итерационные методы реше-
ния систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ).

В семействе полулагранжевых методов существует две разные стра-
тегии для решения стандартной задачи переноса, основанные на представ-
лении её как уравнения в частных производных или в форме интегрального
закона сохранения. Основная идея традиционного подхода заключается в
разработке конечно-разностной схемы, которая рассматривает перенос как
траектории частиц субстанции (например, плотности), которые проходят
через фиксированные точки сетки на каждом временном шаге. Метод поз-
воляет найти значение функции в узле сетки, отслеживая криволинейные
характеристики (траектории частиц) назад по времени. Точка, из кото-
рой характеристика берет начало, приближается с помощью данных из
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соседних узлов и результат интерполяции помещается в исходную точку
сетки. Это наиболее распространенный подход, позволяющий дискретизи-
ровать дифференциальное уравнение. Второй подход предлагает проеци-
ровать объемы ячеек вдоль лагранжевых траекторий дальше вперед или
назад во времени, а затем отображать полученное распределение плотно-
сти на некоторую целевую сетку. Этот подход часто называют переназна-
чением («remapping» в англоязычной литературе) или интегрированием по
ячейкам. Идея данного подхода восходит к [36] и продолжена в [37, 86, 97,
98].

Первые работы, посвященные методам решения задач адвекции, в ко-
торых использовалось построение характеристик, – это хорошо известные
работы Куранта, Айзексона и Риса [33] по численному решению гипер-
болических систем первого порядка, а в метеорологической литературе –
метод графической интеграции, предложенный Р. Фейротом [47]. Здесь рас-
смотрены самые простые схемы, использующие аппроксимации траекторий
(криволинейных характеристик) прямой линией и интерполяцию низко-
го порядка. Формулировка метода, близкая к современной, впервые была
предложена в [109]. Первое применение метода к системам примитивных
уравнений представлено в [82], а первое доказательство того, что использо-
вание более крупной временной сетки не приводит к потере устойчивости,
доказано Д. Сойером в [119]. В дальнейшем полулагранжевы методы на-
шли широкое применение к численному решению метерологических задач.
Подробный обзор развития метода в этой области до 2000 г. представлен в
[17, 129]. Обзор модификаций метода и современных областей его приме-
нения вместе с обширным обзором литературы представлен в [43]. Метод
аналогичен, а в некоторых случаях эквивалентен таким методам как мо-
дифицированный метод характеристик, метод Эйлера-Лагранжа и метод
характеристик Галеркина, сходство и различие которых описаны в [41, 45,
46].

В начале 1980-х полулагранжев подход претерпел интенсивное разви-
тие. В [35, 110] метод был рассмотрен в сочетании с конечно-элементным
подходом. В применении к методу конечного объема полулагранжева ап-
проксимация была предложена Г. Моретти в [103], а понятие характери-
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стических методов Галеркина было введено К. Мортоном в [104, 105]. А.
Роберт [117, 118] пересмотрел численный метод Сойера и продемонстриро-
вал потенциал полулагранжевых методов в использовании бóльших шагов
по времени по сравнению с другими методами. Безусловная устойчивость
метода для линейной и квадратичной интерполяции на декартовых сет-
ках доказана в [10]. Анализ устойчивости [115] для кубической сплайн-
интерполяции на декартовых сетках был расширен в [114] на случай чисел
Куранта, превышающих единицу. Двухуровневые схемы были предложе-
ны A. Макдональдом и Д. Бэйтсом в [101], а также A. Стэнифортом и
Темпертоном в [129]. Общий анализ устойчивости и сходимости для слу-
чая адвекции с переменными коэффициентами представлен в [42] в кон-
тексте конечно-элементной формулировки. Этот вопрос также обсуждался
в [131] для случая использования кубической Эрмитовой интерполяции,
поскольку этот метод интерполяции широко используется в атмосферных
приложениях. В настоящее время современные полулагранжевы алгорит-
мы позволяют использовать приближения криволинейной характеристики
и численного решения более высоких порядков [123].

После 2000-х годов получил активное развитие упомянутый подход
переназначения (“remapping”). В [91] усовершенствован метод, предложен-
ный Дуковичем и Кодисом [36] для кубической сетки на сфере введением
двумерной полулагранжевой схемы CSLAM (консервативная полулагран-
жева мультиразмерная схема), основанной на отслеживании криволиней-
ных ячеек путем перераспределения данных из одной сетки в другую на
каждом шаге по времени, при этом сохраняя глобальные и локальные
интегралы. Недавно Харрис и соавторы [63] предложили версию консер-
вативной полулагранжевой мультиразмерной схемы в форме потока (FF-
CSLAM) на кубической сфере. Новая схема отслеживает движение не вы-
числительной ячейки вместе с потоком, как в оригинальном методе, а по-
ток массы через каждую стенку ячейки. Это позволяет вычислять области
потока с помощью линейных интегралов и использовать биквадратичное
приближение, в то время как сохраняется свойство консервативности, по-
скольку подход основан на методе конечных объемов. Подход «переназна-
чения в форме потока» концептуально похож на схему инкрементного пе-
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рераспределения, введенную в [37], хотя в последнем используется гауссова
квадратура для оценки интегралов по области вместо преобразования их в
криволинейные. Однако, несмотря на консервативность и отсутствие огра-
ничений на вычислительную сетку, методы переназначения остаются более
дорогими и более сложными в реализации по сравнению с традиционными
полулагранжевыми методами.

В настоящее время полулагранжевы схемы широко используются в
различных областях численного моделирования, например, в приложениях
гидродинамики [110, 120, 123], уравнениях мелкой воды [12], для решения
уравнения Фоккера-Планка [75], уравнений конвекции-диффузии [30] и др.
[43].

Простота полулагранжевых схем делает их полезными для примене-
ния совместно с адаптивными сетками как, например, в [40, 69, 94, 95, 128].
В некоторых работах также рассмотрено использование полулагранжевых
методов в качестве строительных блоков для других схем. Например, в
[38, 70, 71] показано, что метод компенсации и исправления ошибок на-
зад и вперед (схема BFECC) второго порядка можно сделать безусловно
устойчивым с помощью полулагранжева приближения первого порядка в
качестве строительного блока. Кроме того, в [121] показано, что для ори-
гинальной схемы Мак-Кормака можно получить тот же результат.

1.4 Выводы к главе 1

Данная глава посвящена краткому изложению теоретических аспек-
тов современной модели прогнозирования и оптимизации «игры среднего
поля». Проведенный анализ литературы позволяет сделать вывод, что мо-
дели ИСП становятся всё более востребованными для решения как эко-
номических и физических задач, так и для моделирования социальных
взаимодействий. Это порождает интерес к рассмотрению моделей ИСП с
точки зрения новых приложений и поиску эффективных численных алго-
ритмов решения таких задач. В разделе 1.3 проведен обзор литературы по
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полулагранжевым методам дискретизации дифференциальных уравнений,
которые за счет своих свойств являются перспективным инструментом для
построения эффективных вычислительных схем в применении к «играм
среднего поля».
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Глава 2. Задачи «среднего поля» с
неквадратичным контролем

Традиционно в теории ИСП функционал стоимости (1.1.1) прини-
мается зависимым от квадрата функции контроля 𝛼 [90]. Это допущение
существенно упрощает применение численных методов, поскольку в этом
случае (1.1.12) – линейное уравнение относительно 𝛼; в противном случае
вычислительные схемы обычно приводят к решению многомерных нели-
нейных задач. Однако в действительности функция управления динами-
ческой системой 𝐹 (𝑡,𝑚,𝛼) может иметь более сложные зависимости, по-
скольку на стратегию игрока могут оказывать влияние дополнительные
внешние факторы, например, сезонность, изменение законодательства или
политики управления, расположение игрока и т.д. Поэтому в данной главе
предлагается численный метод, в котором более сложный вид функции 𝐹

не приводит к драматическому усложнению численных алгоритмов реше-
ния одномерной ИСП.

2.1 Постановка одномерной задачи

Описание одномерной (по «пространству») постановки дифференци-
альной задачи ИСП начнем с уравнения Фоккера-Планка для функции
плотности 𝑚 (𝑡,𝑥) «точечных» агентов, распределенных на отрезке [0,1] в
момент времени 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] . Термин «точечный» означает, что отдельный
агент из бесконечного числа не влияет на ситуацию, но выбирает рацио-
нальную стратегию с учетом его собственной позиции 𝑥 и текущей плот-
ности распределения 𝑚 (𝑡,𝑥):

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
= 0 на (0, 𝑇 )× (0,1) (2.1.1)
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с начальным и краевыми условиями

𝑚(0,𝑥) = 𝑚0(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ [0,1] , (2.1.2)

𝜕𝑚

𝜕𝑥
(𝑡,0) =

𝜕𝑚

𝜕𝑥
(𝑡,1) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) . (2.1.3)

Здесь 𝜎2− константа, характеризующая стохастичность исходного процес-
са [15], а (2.1.2) определяет начальное (неотрицательное) распределение
агентов. И, наконец, краевое условие (2.1.3), как мы увидим позже, пре-
пятствует выходу агентов за пределы области.

Суммарные траты агентов будем рассматривать в виде функционала
стоимости

𝐽(𝑚,𝛼) =

𝑇∫︁
0

1∫︁
0

(𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)𝑚+ 𝑔(𝑡,𝑥,𝑚)) d𝑥 d𝑡, (2.1.4)

где 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) при каждом 𝑡 и 𝑥 – стоимость реализации стратегии 𝛼 (𝑡,𝑥);
𝑔(𝑡,𝑥,𝑚) – текущий платеж, который зависит не только от переменных 𝑡,𝑥,
но также от текущей локальной плотности агентов 𝑚 (𝑡,𝑥). Будем считать
функцию 𝑔 (𝑡,𝑥,�̄�) с числовым параметром �̄� ∈ R кусочно-гладкой со
следующим условием:

𝑔(𝑡,𝑥,�̃�)−𝑔(𝑡,𝑥,�̄�) ≤ (�̃�− �̄�) 𝑏(𝑡,𝑥,�̄�), где 𝑏 (𝑡,𝑥,�̄�) =
𝜕𝑔

𝜕�̄�
(𝑡,𝑥,�̄�) (2.1.5)

для всех допустимых значений аргумента �̃� и �̄� из R.
Для однозначной разрешимости условия (1.1.12) будем считать, что

функция 𝐹 (�̄�,𝑡,𝑥) (с числовым параметром �̄� ∈ R) подчиняется следую-
щим условиям:

1.
𝜕𝐹

𝜕�̄�
(�̄�,𝑡,𝑥) кусочно-непрерывна на (−∞,+∞)× [0,𝑇 ]× [0,1]; (2.1.6)

2.
𝜕𝐹

𝜕�̄�
(�̄�,𝑡,𝑥) строго монотонна по �̄� ∈ (−∞,+∞)

∀ (𝑡,𝑥) ∈ [0,𝑇 ]× [0,1];
(2.1.7)

3. 𝐹 (0,𝑡,𝑥) =
𝜕𝐹

𝜕�̄�
(0,𝑡,𝑥) = 0 на [0,𝑇 ]× [0,1]. (2.1.8)
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С учетом выполнения условий (2.1.5) – (2.1.8) сформулируем задачу опти-
мизации⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

inf
𝛼
𝐽(𝑚,𝛼) = inf

𝛼

𝑇∫︁
0

1∫︁
0

(𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)𝑚+ 𝑔(𝑡,𝑥,𝑚)) d𝑥 d𝑡,

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
= 0 (0, 𝑇 )× (0,1)

(2.1.9)

с начальным и краевыми условиями (2.1.2), (2.1.3). Для получения уравне-
ния, отвечающего за оптимальность выбранных игроками стратегий, вос-
пользуемся последовательностью действий, описанной в разделе 1.1. Здесь
Лагранжиан задачи (2.1.9) имеет вид

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣) := 𝐽(𝑚,𝛼) +

𝑇∫︁
0

1∫︁
0

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
𝑚 d𝑥 d𝑡−

−
1∫︁

0

(𝑣(𝑇,𝑥)𝑚(𝑇,𝑥)− 𝑣(0,𝑥)𝑚0(𝑥)) d𝑥.

(2.1.10)

В результате мы приходим к задаче поиска седловой точки

inf
(𝑚,𝛼)

sup
𝑣

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣). (2.1.11)

При дифференцировании Лагранжиана по соответствующим переменным
для поиска стационарной точки получается уравнение Гамильтона-Якоби-
Беллмана:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)− 𝑏 на [0,𝑇 ] × [0,1] (2.1.12)

с начальным и краевыми условиями

𝑣(𝑇, 𝑥) = 0 ∀ 𝑥 ∈ [0,1] , (2.1.13)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,0) =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,1) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) . (2.1.14)
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Условия оптимальности (1.1.12) принимают вид нелинейного алгебраиче-
ского уравнения относительно функции 𝛼:

𝜕𝐹

𝜕�̄�
(𝛼,𝑡,𝑥) +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,𝑥) = 0 ∀ (𝑡,𝑥) ∈ [0,𝑇 ] × [0,1] . (2.1.15)

Из строгой монотонности 𝜕𝐹 (�̄�,𝑡,𝑥)/𝜕�̄� по �̄� вытекает наличие функции
𝜃 такой, что

𝛼 (𝑡,𝑥) = 𝜃

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,𝑥)

)︂
∀ (𝑡,𝑥) ∈ [0,𝑇 ] × [0,1] (2.1.16)

является однозначным решением уравнения (2.1.15). Отметим, что вслед-
ствие (2.1.8) и (2.1.14) для 𝛼 (𝑡,𝑥) справедливо свойство

𝛼 (𝑡,0) = 𝛼 (𝑡,1) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) , (2.1.17)

препятствующее выходу агентов за пределы отрезка интегрирования [0,1].
Таким образом, два связанных дифференциальных уравнения с на-

чальными и граничными условиями (2.1.1) – (2.1.3) и (2.1.12) – (2.1.14)
совместно с (2.1.15) – (2.1.16) дают необходимые условия для задачи мини-
мизации (2.1.9).

2.2 Численное решение одномерной задачи

оптимизации

2.2.1 Аппроксимация уравнения Фоккера-Планка

Для поиска численного решения задачи (2.1.2), (2.1.3), (2.1.9) снача-
ла рассмотрим аппроксимацию уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова.
Введем в рассмотрение дискретную равномерную сетку по времени и про-
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странству:

𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝑘 = 0,...,𝑀, 𝜏 = 𝑇/𝑀 ;

𝑥𝑖+1/2 = (𝑖+ 1/2 )ℎ, 𝑖 = −1,...,𝑁, ℎ = 1/𝑁
(2.2.1)

для 𝑀,𝑁 ≥ 2. Введем также промежуточные точки сетки: 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 =

0,...,𝑁. Решение задачи (2.1.1) – (2.1.3) будем искать в виде кусочно-
линейной функции 𝑚ℎ (𝑡,𝑥) на каждом временном слое 𝑡𝑘, непрерывной
на [0,1] и линейной на каждом отрезке 𝜔𝑖 =

[︀
𝑥𝑖−1/2,𝑥𝑖+1/2

]︀
∀ 𝑖 = 1,...,𝑁 − 1.

Кроме того, будем считать, что 𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) постоянна на интервалах 𝜔0 =[︀
0,𝑥1/2

]︀
и 𝜔𝑁 =

[︀
𝑥𝑁−1/2,1

]︀
для выполнения условий (2.1.3). Таким обра-

зом, на каждом временном шаге функция 𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) полностью определя-
ется своими дискретными значениями 𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ≡ 𝑚ℎ
(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀
:

𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥) = 𝑚ℎ
𝑘,𝑖−1/2 (𝑥𝑖+1/2 − 𝑥)/ℎ +𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 (𝑥− 𝑥𝑖−1/2 )/ℎ (2.2.2)

∀𝑥 ∈ 𝜔𝑖. Для выполнения краевого условия (2.1.3) положим

𝑚ℎ
𝑘,−1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,1/2 и 𝑚ℎ
𝑘,𝑁+1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,𝑁−1/2 . (2.2.3)

Разделим аппроксимацию уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова
(ФПК) (2.1.1) на две части как в [39, 125]. Сначала рассмотрим часть,
отвечающую за перенос субстанции

𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝛼𝑚)

𝜕𝑥
= 𝑓1, где 𝑓1 =

𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
. (2.2.4)

Для приближения оператора переноса в левой части (2.2.4) из каж-
дого узла (𝑡𝑘,𝑥𝑖) на 𝑘–том слое по времени опустим криволинейную ха-
рактеристику �̂�𝑖 (𝑡) на предыдущий временной слой 𝑡𝑘−1. Характеристика
представляет собой решение обыкновенного дифференциального уравне-
ния

�̂�′ = 𝛼 (𝑡,�̂�) , 𝑡𝑘 ≥ 𝑡 ≥ 𝑡𝑘−1, (2.2.5)

с начальным условием �̂�𝑖 (𝑡𝑘) = 𝑥𝑖 на слое 𝑡𝑘. Таким образом, каждому
узлу 𝑥𝑖+1/2 соответствует криволинейная трапеция 𝑄𝑖+1/2 , ограниченная
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отрезком {𝑡𝑘} × 𝜔𝑖+1/2 сверху, кривыми �̂�𝑖 (𝑡) и �̂�𝑖+1 (𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1,𝑡𝑘] и
отрезком {𝑡𝑘−1} × (�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1) ; �̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)) снизу (рисунок 2.1).

Рисунок 2.1 — Криволинейная трапеция 𝑄𝑖+1/2 , соответствующая узлу(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀
Далее мы наложим следующее ограничение:

𝜏
⃒⃒
𝛼ℎ
𝑘,𝑖

⃒⃒
< ℎ/4 ∀𝑘 = 0,...,𝑀 ∀𝑖 = 0,...,𝑁 − 1. (2.2.6)

Оно существенно упрощает наше изложение и рисунки. Для лагранже-
ва подхода это требование не является принципиальным [127], но при его
невыполнении шаблон схемы на предыдущем слое 𝑡 = 𝑡𝑘−1 перемещается в
другие места. Это привело бы к рассмотрению множества разнообразных
ситуаций, принципиально не отличающихся друг от друга.

Проинтегрируем (2.2.4) по области 𝑄𝑖+1/2:∫︁
𝑄𝑖+1/2

(︂
𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝛼𝑚)

𝜕𝑥

)︂
d𝑡 d𝑥 =

∫︁
𝑄𝑖+1/2

𝑓1 d𝑡 d𝑥. (2.2.7)

Применяя формулу Гаусса-Остроградского к левой части этого равенства
[39, 125], получаем, что вычисление интеграла по области 𝑄𝑖+1/2 сводится к
вычислению двух одномерных интегралов по верхней и нижней границам
(поскольку поток субстанции через характеристики равен нулю [133]):∫︁

𝑄𝑖+1/2

(︂
𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕 (𝛼𝑚)

𝜕𝑥

)︂
d𝑡 d𝑥 = (2.2.8)
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=

𝑥𝑖+1∫︁
𝑥𝑖

𝑚 (𝑡𝑘,𝑥) d𝑥−
�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥.

Чтобы обойти точное решение уравнения (2.2.5), используем по одному
шагу явного метода Эйлера:

�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1) ≈ �̂�𝑘−1
𝑖 := 𝑥𝑖 − 𝜏𝛼𝑘,𝑖 и �̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1) ≈ �̂�𝑘−1

𝑖+1 := 𝑥𝑖+1 − 𝜏𝛼𝑘,𝑖+1. (2.2.9)

Для аппроксимации интеграла в правой части (2.2.7) используем разложе-
ния в ряд Тейлора функций �̂�𝑖 (𝑡) и �̂�𝑖+1 (𝑡):

�̂�𝑖 (𝑡) = 𝑥𝑖 + (𝑡− 𝑡𝑘)𝛼𝑘,𝑖 +𝑂(𝜏 2),

�̂�𝑖+1 (𝑡) = 𝑥𝑖+1 + (𝑡− 𝑡𝑘)𝛼𝑘,𝑖+1 +𝑂(𝜏 2).
(2.2.10)

Рассмотрим их разность

�̂�𝑖+1 (𝑡)− �̂�𝑖 (𝑡) = ℎ+ (𝑡− 𝑡𝑘)(𝛼𝑘,𝑖+1 − 𝛼𝑘,𝑖) +𝑂(𝜏 2) = ℎ+𝑂(𝜏ℎ+ 𝜏 2).

Отсюда

∫︁
𝑄𝑖+1/2

d𝑡 d𝑥 =

𝑡𝑘∫︁
𝑡𝑘−1

�̂�𝑖+1(𝑡)∫︁
�̂�𝑖(𝑡)

d𝑥 d𝑡 =
𝑡𝑘∫︁

𝑡𝑘−1

(�̂�𝑖+1 (𝑡)− �̂�𝑖 (𝑡)) d𝑡 = 𝜏ℎ+𝑂(𝜏 2ℎ+ 𝜏 3).

Тогда

∫︁
𝑄𝑖+1/2

𝑓1 d𝑡 d𝑥 =

𝑡𝑘∫︁
𝑡𝑘−1

�̂�𝑖+1(𝑡)∫︁
�̂�𝑖(𝑡)

𝑓1 d𝑥 d𝑡 =

=

𝑡𝑘∫︁
𝑡𝑘−1

�̂�𝑖+1(𝑡)∫︁
�̂�𝑖(𝑡)

(𝑓1(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) +𝑂(𝜏 + ℎ)) d𝑥 d𝑡 =

= 𝜏ℎ𝑓1(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) + 𝜏ℎ𝑂(𝜏 + ℎ).
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Отбрасывая погрешность малого порядка, получаем простую аппроксима-
цию ∫︁

𝑄1+1/2

𝑓1 d𝑡d𝑥 ≈ 𝜏ℎ𝑓1
(︀
𝑡𝑘−1,𝑥𝑖+1/2

)︀
. (2.2.11)

В последнем интеграле из (2.2.8) заменим пределы интегрирования:

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 ≈

�̂�𝑘−1
𝑖+1∫︁

�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥. (2.2.12)

Для оценки погрешности этой замены используем более детальные разло-
жения Тейлора, чем (2.2.10):

�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1) = �̂�𝑘−1
𝑖 +

𝜏 2

2
�̂�′′𝑖 (𝜂𝑖) и �̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1) = �̂�𝑘−1

𝑖+1 +
𝜏 2

2
�̂�′′𝑖+1(𝜂𝑖+1). (2.2.13)

Cначала рассмотрим случай, когда оба значения �̂�′′𝑖 (𝜂𝑖) и �̂�′′𝑖+1(𝜂𝑖+1) поло-
жительны. Тогда

�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1
𝑖 = 𝜏 2�̂�′′𝑖 (𝜂𝑖)/2 ≥ 0 и �̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1 = 𝜏 2�̂�′′𝑖+1(𝜂𝑖+1)/2 ≥ 0.

Вторая производная выражается следующим образом:

�̂�′′𝑖 (𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
(𝑡,�̂�𝑖(𝑡)) =

𝜕𝛼

𝜕𝑡
(𝑡,�̂�𝑖(𝑡)) +

𝜕𝛼

𝜕𝑥
(𝑡,�̂�𝑖(𝑡))𝛼 (𝑡,�̂�𝑖(𝑡)) . (2.2.14)

Так что ее ограниченность вытекает из свойств функции 𝛼(𝑡,𝑥). Поэтому

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥−

�̂�𝑘−1
𝑖+1∫︁

�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 =

=

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖+1

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥−
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥.

(2.2.15)



34

Применим квадратурную формулу центральных прямоугольников для обо-
их интегралов в правой части. Для первого интеграла

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖+1

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 =
(︀
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

)︀
𝑚 (𝑡𝑘−1,𝜉𝑖+1) +𝑂(𝜏 4),

где 𝜉𝑖+1 – середина отрезка интегрирования длиной⃒⃒
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

⃒⃒
≤ 𝑂(𝜏 2).

Для второго интеграла аналогично

�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 =
(︀
�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖

)︀
𝑚 (𝑡𝑘−1,𝜉𝑖) +𝑂(𝜏 4)

с серединой 𝜉𝑖 отрезка интегрирования длиной⃒⃒
�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖

⃒⃒
≤ 𝑂(𝜏 2).

Вычитая одно равенство из другого, получаем

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖+1

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥−
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚 (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 =

=
(︀
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

)︀
× (𝑚 (𝑡𝑘−1,𝜉𝑖+1)−𝑚 (𝑡𝑘−1,𝜉𝑖))+

+
(︀(︀
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

)︀
−
(︀
�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖

)︀)︀
𝑚 (𝑡𝑘−1,𝜉𝑖) .

(2.2.16)

Первое полученное слагаемое ввиду малой длины отрезка и гладкости
𝑚(𝑡𝑘−1,𝑥) является величиной 𝑂(𝜏 2ℎ). Для оценки второго полученного
слагаемого используем разность разложений (2.2.13) и свойство (2.2.14):

(︀
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

)︀
−
(︀
�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖

)︀
=

=
𝜏 2

2
(�̂�′′𝑖+1 (𝜂𝑖+1)− �̂�′′𝑖 (𝜂𝑖)) = 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ).
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Откуда следует, что второе слагаемое в (2.2.16) с учетом ограниченности
𝑚(𝑡𝑘−1,𝑥) является величиной 𝑂(𝜏 3+ 𝜏 2ℎ). Поэтому замена (2.2.12) вносит
погрешность 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ).

Аналогично разбирается случай, когда оба значения �̂�′′𝑖 (𝜂𝑖) и
�̂�′′𝑖+1(𝜂𝑖+1) отрицательны. А случай разных знаков влечет обращение в нуль
выражения (2.2.14) в некоторой точке между �̂�𝑖(𝜂𝑖) и �̂�𝑖+1(𝜂𝑖+1), откуда сле-
дует, что �̂�′′𝑖 (𝜂𝑖) = 𝑂(𝜏 + ℎ) и �̂�′′𝑖+1(𝜂𝑖+1) = 𝑂(𝜏 + ℎ). Поэтому каждый из
двух интегралов в правой части (2.2.15) является величиной 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ)

ввиду оценок⃒⃒
�̂�𝑖+1 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖+1

⃒⃒
≤ 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ) и

⃒⃒
�̂�𝑖 (𝑡𝑘−1)− �̂�𝑘−1

𝑖

⃒⃒
≤ 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ).

Так что и в этом случае замена (2.2.12) вносит погрешность 𝑂(𝜏 3 + 𝜏 2ℎ).
Комбинируя (2.2.7), (2.2.8), (2.2.11) и (2.2.12), заменим 𝑚 (𝑡𝑘,𝑥) её дис-

кретными значениями 𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) согласно (2.2.2) и разделим полученное вы-
ражение на 𝜏ℎ:

1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +
3

4𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +
1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 ≈

≈ 1

𝜏ℎ

�̂�𝑘−1
𝑖+1∫︁

�̂�𝑘−1
𝑖

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥)d𝑥+ 𝑓1
(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀
.

(2.2.17)

Теперь построим аппроксимацию для второй части уравнения (2.1.1), от-
вечающей за диффузию,

− 𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
= 𝑓2, где 𝑓2 = −𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜕 (𝛼𝑚)

𝜕𝑥
. (2.2.18)

Применение конечно-разностного приближения к (2.1.11) приводит к вы-
ражению

𝜎2

2ℎ2

(︁
−𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + 2𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2 −𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2

)︁
≈ 𝑓2

(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀
. (2.2.19)

Заметим, что 𝑓1 (𝑡,𝑥) + 𝑓2 (𝑡,𝑥) = 0. Учитывая (2.2.3) для аппроксимации
граничных условий (2.1.3) в форме Неймана, совместно с (2.2.17), (2.2.19),
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получим однородную разностную схему(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2

=
1

𝜏ℎ

�̂�𝑘−1
𝑖+1∫︁

�̂�𝑘−1
𝑖+1

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥 ∀𝑘 = 1,...,𝑀 ∀𝑖 = 0,...,𝑁 − 1.
(2.2.20)

Теперь для каждого линейного участка 𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥) вычислим интеграл в
правой части (2.2.20), используя квадратурную формулу трапеций. Для
линейной функции это дает точное значение интеграла. Условие (2.2.6) га-
рантирует, что �̂�𝑘−1

𝑖 ∈ 𝜔𝑖 и �̂�𝑘−1
𝑖+1 ∈ 𝜔𝑖+1. Поэтому искомый интеграл разобъ-

ем на два интеграла по отрезкам:
[︀
�̂�𝑘−1
𝑖 ,𝑥𝑖+1/2

]︀
и
[︀
𝑥𝑖+1/2 ,�̂�

𝑘−1
𝑖+1

]︀
, на каждом

из которых 𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥) линейна. Тогда квадратурная формула трапеций
дает выражения

𝑥𝑖+1/2∫︁
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥)d𝑥 =

(︂
ℎ

4
+

𝜏

2
𝛼𝑘.𝑖

)︂
×

×
(︂(︂

1

2
+

𝜏

ℎ
𝛼𝑘.𝑖

)︂
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖−1/2 +

(︂
3

2
− 𝜏

ℎ
𝛼𝑘.𝑖

)︂
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2

)︂
,

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
𝑥𝑖+1/2

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥)d𝑥 =

(︂
ℎ

4
− 𝜏

2
𝛼𝑘.𝑖+1

)︂
×

×
(︂(︂

3

2
+

𝜏

ℎ
𝛼𝑘.𝑖+1

)︂
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2 +

(︂
1

2
− 𝜏

ℎ
𝛼𝑘.𝑖+1

)︂
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+3/2

)︂
.

Складывая их, мы получаем аппроксимацию правой части (2.2.20):

1

𝜏ℎ

�̂�𝑖+1(𝑡𝑘−1)∫︁
�̂�𝑖(𝑡𝑘−1)

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥)d𝑥 =
⌣

𝛾
1

𝑘−1,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 +

+
⌣

𝛾
2

𝑘−1,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 +

⌣

𝛾
3

𝑘−1,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2 ,

(2.2.21)
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где
⌣

𝛾
1

𝑘,𝑖+1/2 =
1

8𝜏

(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂2

,

⌣

𝛾
2

𝑘,𝑖+1/2 =
1

8𝜏

(︂
3− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

+
1

8𝜏

(︂
3 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

⌣

𝛾
3

𝑘,𝑖+1/2 =
1

8𝜏

(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂2

.

(2.2.22)

В принципе, для схемы (2.2.20) – (2.2.22) можно обосновать сходимость со
вторым порядком аппроксимации по пространству и первым – по време-
ни. Но применение этой схемы давало некоторые усложнения в алгоритмах
оптимизации [125]. Поэтому для наших целей мы ее упростим без потери
порядка сходимости, отбросив в формулах (2.2.22) квадратичные выраже-
ния с 𝛼𝑘,𝑖 и 𝛼𝑘,𝑖+1 :(︂

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

+

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 = 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 +

+ 𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2

(2.2.23)

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 с коэффициентами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
3 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

1

8𝜏

(︂
3− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂ (2.2.24)

и начальным условием, соответствующим (2.1.2),

𝑚ℎ
0,𝑖+1/2 = 𝑚0(𝑥𝑖+1/2 ) ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1. (2.2.25)



38

Заметим, что при выполнении условий (2.2.6) и

ℎ2 ≤ 4𝜏𝜎2 (2.2.26)

коэффициенты 𝛾𝑠
𝑘,𝑖+1/2 при 𝑠 = 1,2,3 неотрицательны, а матрица системы

(2.2.23) – (2.2.25) обладает М-свойством [111] (с диагональным преоблада-
нием по столбцам). В приложении А показано, что схема (2.2.23) – (2.2.25)
действительно аппроксимирует уравнение (2.1.1) с порядком 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
.

Условие (2.2.26) не является существенным ограничением ввиду быстрого
убывания ℎ2 в сравнении с правой частью этого неравенства.

Замечание 1. Полагая значения 𝑚ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 неотрицательными на

слое 𝑡 = 𝑡𝑘−1, из положительности 𝛾𝑠
𝑘,𝑖+1/2 и свойств М-матрицы [111] сле-

дует, что значения 𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2 на следующем слое 𝑡 = 𝑡𝑘 тоже будут неотрица-

тельными. Поэтому с учетом неотрицательного начального распределения
все остальные значения плотности также будут неотрицательными.

Замечание 2. Просуммируем (2.2.23) по 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 и умножим
на 𝜏ℎ. В итоге получаем равенство

1∫︁
0

𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) d𝑥 =

1∫︁
0

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥) d𝑥. (2.2.27)

С учетом неотрицательных значений равенство (2.2.27) представляет со-
бой закон сохранения совокупности агентов на дискретном уровне. Оба
интеграла являются дискретными аналогами 𝐿1(0,1)–нормы для неотри-
цательной сеточной функции:

1∫︁
0

𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) d𝑥 =
⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

:=
𝑁−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2

⃒⃒⃒
ℎ. (2.2.28)

Здесь и далее точка вместо параметра или индекса означает, что он
может принимать все подходящие значения. Например, 𝑚ℎ (𝑡𝑘,·) означает
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функцию со значениями 𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥) , где 𝑥 ∈ [0,1]. А 𝑚ℎ
𝑘,· означает сеточную

функцию со значениями
{︁
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2

}︁
𝑖=1,...,𝑁

.

Таким образом, (2.2.23), (2.2.24) с начальным условием (2.2.25) и гра-
ничным условием (2.2.3) дают монотонную схему аппроксимации уравне-
ния ФПК.

В этом разделе мы не стали оценивать погрешности аппроксимации,
вносимые несколькими упрощениями, а только продемонстрировали после-
довательность действий, которые привели к используемой далее разност-
ной схеме. Ее погрешность аппроксимации в приложении А будет оценена
традиционным образом путем использования разложений в ряд Тейлора.

2.2.2 Оптимальное управление для дискретной задачи
оптимизации c неквадратичным контролем

Следующим шагом численного решения задачи «среднего поля» яв-
ляется дискретизация условий оптимальности стратегий, выбираемых иг-
роками. Поэтому вместо функционала стоимости (2.1.4) будем рассматри-
вать его дискретный аналог

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 + 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︁
𝜏ℎ. (2.2.29)

Здесь 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝑔
(︁
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
, а 𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 – квадратурная фор-

мула для функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥), сохраняющая погрешность аппроксимации
𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
:

𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝐹
(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
/2 + 𝐹

(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖+1,𝑡𝑘,𝑥𝑖+1

)︀
/2 . (2.2.30)
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Введем также билинейную форму

⟨𝑢,𝑣⟩ = ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖+1/2 𝑣𝑖+1/2 . (2.2.31)

Используя ее, перепишем (2.2.29):

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︃⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·𝑚

ℎ
𝑘,·
⟩︀
+ ℎ

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︃
𝜏. (2.2.32)

В этих терминах систему уравнений (2.2.23) – (2.2.25) запишем в следую-
щем виде:

A𝑚ℎ
·,· = F𝑚ℎ

0,·, (2.2.33)

где A и F при фиксированной 𝛼·,· – линейные разностные операторы.
Здесь точка вместо первого индекса у функции 𝑚ℎ

·,· означает совокуп-
ность её сеточных значений

{︀
𝑚ℎ

𝑘,·
}︀

для всех 𝑘 = 1,...,𝑀 ; а точка вме-
сто второго индекса определяет вектор-столбец сеточных значений 𝑚ℎ

𝑘,· =(︁
𝑚ℎ

𝑘,1/2 , · · · ,𝑚ℎ
𝑘,𝑁−1/2

)︁𝑇
на каждом слое по времени.

Перепишем (2.2.23) – (2.2.25) согласно (2.2.33):

A𝑚ℎ
·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A

−B2 A
. . . . . .

−B𝑀 A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚ℎ

1,·

𝑚ℎ
2,·
...

𝑚ℎ
𝑀,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
B1𝑚

ℎ
0,·

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = F𝑚ℎ
0,· . (2.2.34)

Здесь 0 = (0, · · · ,0)𝑇 – вектор-столбец, а A и B𝑘 – матрицы вида

B𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾1
𝑘,−1/2 + 𝛾2

𝑘,1/2 𝛾3
𝑘,3/2

𝛾1
𝑘,1/2 𝛾2

𝑘,3/2 𝛾3
𝑘,5/2

. . . . . .
𝛾1
𝑘,𝑁−3/2 𝛾2

𝑘,𝑁−1/2 + 𝛾3
𝑘,𝑁+1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.2.35)
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A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7

8𝜏
+

𝜎2

2ℎ2

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2
. . . . . .

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

7

8𝜏
+

𝜎2

2ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.2.36)

Таким образом, задачу (2.1.9) для сеточных значений функций можно пе-
реписать в дискретном виде ⎧⎨⎩inf

𝛼
𝐽ℎ
(︀
𝑚ℎ,𝛼ℎ

)︀
,

A𝑚ℎ
·,· = F𝑚ℎ

0,·.
(2.2.37)

Чтобы сформулировать дискретную задачу оптимального управления, вве-

дем в рассмотрение сеточную функцию 𝑣ℎ·,· =
{︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2

}︁𝑘=0,...,𝑀

𝑖=0,...,𝑁−1
. Умножим

𝑘−тый компонент (2.2.34) на 𝜏𝑣ℎ𝑘,· и просуммируем по 𝑘 с учетом обозна-
чения (2.2.31):

𝜏

𝑀∑︁
𝑘=1

(︀⟨︀
A𝑚ℎ

𝑘,·,𝑣
ℎ
𝑘,·
⟩︀
−
⟨︀
B𝑘𝑚

ℎ
𝑘−1,·,𝑣

ℎ
𝑘,·
⟩︀)︀

= −
⟨︀
𝑚ℎ

0,·,A𝑣ℎ0,·
⟩︀
𝜏+

+
⟨︀
𝑚ℎ

𝑀,·,A𝑣ℎ𝑀,·
⟩︀
𝜏 + 𝜏

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,A𝑣ℎ𝑘,·
⟩︀
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·

⟩︀)︀
.

(2.2.38)

Теперь перепишем Лагранжиан задачи (2.1.10) с учетом этого равенства:

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝑣ℎ) := 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) +
⟨︀
𝑚ℎ

0,·,A𝑣ℎ0,·
⟩︀
𝜏−

−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑀,·,A𝑣ℎ𝑀,·
⟩︀
𝜏 −

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,A𝑣ℎ𝑘,·
⟩︀
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·

⟩︀)︀
𝜏.

(2.2.39)

Здесь B*
𝑘 = B𝑇

𝑘 означает матрицу, сопряженную к B𝑘. Тогда задача о поиске
седловой точки (1.1.8) в дискретном случае принимает вид

inf
(𝑚ℎ,𝛼ℎ)

sup
𝑣ℎ

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝑣ℎ). (2.2.40)
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В такой алгебраической форме дифференцирование дискретного
Лагранжиана (2.2.39) по отдельным компонентам не составляет труда. То-
гда дискретный аналог уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана (2.1.11) по-
сле дифференцирования (2.2.39) имеет вид

A𝑣ℎ𝑘,· = B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,· + 𝑧ℎ𝑘,· ∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,...,0, (2.2.41)

где
𝑧ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝑏

(︁
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
+ 𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 , (2.2.42)

𝑣ℎ𝑘,−1/2 = 𝑣ℎ𝑘,1/2 , 𝑣
ℎ
𝑘,𝑁+1/2 = 𝑣ℎ𝑘,𝑁−1/2 (2.2.43)

∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,...,0 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1. Дифференцирование Лагранжиана по
компонентам 𝑚ℎ

𝑀,· приводит к уравнению A𝑣ℎ𝑀,· = 0. Отметим, что A – мат-
рица со строгим диагональным преобладанием, поэтому она невырождена.
Поэтому

𝑣ℎ𝑀,· = 0. (2.2.44)

Выражение (2.2.41) перепишем в матричном виде

B𝑣ℎ·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A −B*

1

A −B*
2

. . . . . .
A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣ℎ0,·
𝑣ℎ1,·
...

𝑣ℎ𝑀−1,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧ℎ0,·
𝑧ℎ1,·
...

𝑧ℎ𝑀−1,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (2.2.45)

относительно векторов 𝑣ℎ𝑘,· =
(︁
𝑣ℎ𝑘,1/2 , · · · ,𝑣ℎ𝑘,𝑁−1/2

)︁𝑇
, 𝑧ℎ𝑘,· =(︁

𝑧ℎ𝑘,1/2 , · · · ,𝑧ℎ𝑘,𝑁−1/2

)︁𝑇
. Тогда разностный аналог для уравнения (2.1.12)

принимает вид(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 +

+

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+3/2 = 𝛾3

𝑘+1,𝑖−1/2 𝑣
ℎ
𝑘+1,𝑖−1/2 +

+ 𝛾2
𝑘+1,𝑖+1/2 𝑣

ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 + 𝛾1

𝑘+1,𝑖+3/2 𝑣
ℎ
𝑘+1,𝑖+3/2 +

+ 𝑧ℎ𝑘,𝑖+1/2 ∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,...,0 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1

(2.2.46)



43

с «начальным» условием (2.2.44) и краевыми условиями (2.2.43).
Для условий (2.1.14) получается следующий сеточный аналог в точке

(𝑡𝑘,𝑥𝑖) :

𝜕𝐹

𝜕𝛼

(︀
𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
+

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2

ℎ
= 0 (2.2.47)

∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 − 1. Он дает дискретный аналог для (2.1.15):

𝛼ℎ (𝑡𝑘,𝑥𝑖) = 𝜃
(︁(︁

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2

)︁
/ℎ
)︁

(2.2.48)

∀𝑘 = 1, . . . ,𝑀 ∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑁 − 1.

Замечание 3. При фиксированных 𝑘 и 𝛼·,· задача (2.2.23) – (2.2.25)
представляет собой систему линейных алгебраических уравнений с М-
матрицей благодаря диагональному преобладанию ее элементов по столб-
цам. А для задачи (2.2.24), (2.2.42) – (2.2.44), (2.2.46) при фиксированных
𝑘, 𝑚·,· и 𝛼·,· это же свойство матрицы системы линейных алгебраических
уравнений достигается благодаря диагональному преобладанию элементов
по строкам. Поэтому для обоснования устойчивости схемы для уравнения
Гамильтона-Якоби-Беллмана более естественно использовать дискретный
аналог 𝐿∞ (0,1) - нормы:

max
0≤𝑥≤1

⃒⃒
𝑣ℎ (𝑡𝑘,𝑥)

⃒⃒
=
⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

:= max
0≤𝑖≤𝑁−1

⃒⃒⃒
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2

⃒⃒⃒
.

Свойства М-матриц обеспечивают устойчивость разностного решения
на каждом шаге по времени. Покажем, что выполняются следующие оцен-
ки.

Теорема 1. Рассмотрим систему уравнений (2.2.23) с некоторой

погрешностью
{︁
𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2

}︁𝑘=0,...,𝑀

𝑖=0,...,𝑁−1
в правой части:

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

+

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 = 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 + 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 +

+ 𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2 + 𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀

(2.2.49)
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с начальными и краевыми условиями (2.2.25) и (2.2.3). Тогда при выпол-
нении условий (2.2.6), (2.2.26) для решения задачи (2.2.23), (2.2.25), (2.2.3)
справедлива оценка

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

≤ ‖𝑚0 (·)‖1,ℎ + 𝑇 max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ
. (2.2.50)

Доказательство. Ключевым свойством коэффициентов схемы
(2.2.24), (2.2.25) и (2.2.49) является равенство

𝛾1
𝑘,𝑖+3/2 + 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2 + 𝛾3
𝑘,𝑖−1/2 = 1/𝜏 . (2.2.51)

Сначала рассмотрим систему (2.2.49), (2.2.25), (2.2.3) с неотрицательными
правыми частями

⃒⃒⃒
𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2

⃒⃒⃒
и начальными значениями

⃒⃒
𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀⃒⃒
. Реше-

ние такой системы 𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,·) имеет неотрицательные компоненты по ана-
логии с замечанием 1. Умножим уравнение (2.2.49) на 𝜏 и просуммируем
по 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1. С учетом (2.2.51) получаем равенство⃦⃦

𝑚ℎ,max (𝑡𝑘,·)
⃦⃦
1,ℎ

=
⃦⃦
𝑚ℎ,max (𝑡𝑘−1,·)

⃦⃦
1,ℎ

+ 𝜏
⃦⃦ ⃒⃒

𝜀ℎ (𝑡𝑘,·)
⃒⃒ ⃦⃦

1,ℎ
(2.2.52)

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀. Использование математической индукции по 𝑘 приводит к
равенству

⃦⃦
𝑚ℎ,max (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

= ‖𝑚0 (·)‖1,ℎ + 𝜏
𝑘∑︁

𝑠=1

⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀. (2.2.53)

Для решения 𝑚ℎ(𝑡𝑘,·) с компонентами 𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2 и 𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀
произвольных

знаков справедливо неравенство

𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 )−𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) ≥ 0.

Оно вытекает из заключения, что при подстановке сеточной функции
𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) − 𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) в левую часть системы (2.2.23), (2.2.25),
(2.2.3) получается неотрицательная правая часть и, следовательно, неот-
рицательное решение.
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С другой стороны, если рассмотреть систему (2.2.23), (2.2.25), (2.2.3)
с неположительными правыми частями −

⃒⃒⃒
𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2

⃒⃒⃒
и начальными значени-

ями −
⃒⃒
𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2

)︀⃒⃒
, то мы получим решение −𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,·). Ясно, что при

подстановке разности 𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) − (−𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 )) в левую часть
системы (2.2.23), (2.2.25), (2.2.3) ее правые части будут содержать только
неотрицательные значения. Поэтому

𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) +𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ) ≥ 0.

В итоге получаем покомпонентное неравенство⃒⃒
𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 )

⃒⃒
≤ 𝑚ℎ,max(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ).

Тогда из (2.2.53) вытекает оценка

⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

≤
⃦⃦
𝑚ℎ,max (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

= ‖𝑚0 (·)‖1,ℎ + 𝜏

𝑘∑︁
𝑠=1

⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀. Беря максимум от обеих частей этого неравенства, получаем
(2.2.50).

Теорема 2. При выполнении условий (2.2.6), (2.2.26) для решения
задачи (2.2.41) – (2.2.44) справедлива оценка

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ 𝑇 max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

. (2.2.54)

Доказательство. Пусть
⃒⃒
𝑣ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 )

⃒⃒
– максимальная по модулю

компонента на слое 𝑡𝑘, так что
⃒⃒
𝑣ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 )

⃒⃒
=
⃦⃦
𝑣ℎ(𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

. Снова ис-
пользуем ключевое свойство коэффициентов разложения (2.2.51) для по-
лучения неравенства⃦⃦

𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)
⃦⃦
∞,ℎ

=
⃒⃒
𝑣ℎ
(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀⃒⃒
≤

≤
⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘+1,·)

⃦⃦
∞,ℎ

+ 𝜏
⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,...,0.
(2.2.55)
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Использование математической индукции по 𝑘 приводит к оценке⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ (𝑀 − 𝑘) 𝜏
⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

(2.2.56)

∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,...,0. Беря максимум по от обеих частей неравенства
(2.2.51), получаем (2.2.54).

Отметим, что предложенные разностные схемы приводят к СЛАУ с
трехдиагональными матрицами с диагональным преобладанием, для реше-
ния которых эффективно применяется метод прогонки.

2.2.3 Вычислительный алгоритм для задачи оптимизации с
неквадратичным контролем

Решение этой задачи «среднего поля» сведем к следующему итераци-
онному алгоритму. Предположим, что некоторое начальное выражение для
𝛼ℎ
·,· и начальное распределение агентов 𝑚ℎ

0 известны. Например, для начала
мы можем принять 𝛼ℎ

·,· = 0. После этого мы можем получить итерационное
приближение для 𝑚ℎ

·,· с помощью (2.2.3), (2.2.23) – (2.2.25), а для 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ)

– с помощью (2.2.29), (2.2.30). Полученная тройка 𝛼ℎ
·,·, 𝑚

ℎ
·,·, 𝐽

ℎ(𝑚ℎ
·,·,𝛼

ℎ
·,·) яв-

ляется начальным приближением для следующего итерационного алгорит-
ма. Здесь и далее знаком ̃︀ будем помечать приближенное итерационное
выражение сеточной функции.

Итерационный алгоритм решения ИСП с неквадратичным
контролем

1. Получить значения 𝑣ℎ·,· ∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,..., 0 согласно (2.2.42)
– (2.2.44), (2.2.46);

2. Получить �̃�ℎ
𝑘,· согласно (2.2.47), (2.2.48) для 𝑘 = 0,...,𝑀 − 1;

3. Получить �̃�ℎ
·,· согласно (2.2.3), (2.2.23) – (2.2.25);

4. Получить 𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ) согласно (2.2.29), (2.2.30);
5. Если

⃒⃒
𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ)− 𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)

⃒⃒
> 𝑇𝑜𝑙, то

𝛼ℎ
·,· := �̃�ℎ

·,·; 𝑚ℎ
·,· := �̃�ℎ

·,·; перейти к шагу 1;
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6. Выбрать �̃�ℎ
·,· и �̃�ℎ

·,· как приближенное решение (2.2.40).
Покажем, что (2.2.47) обеспечивает оптимальное условие для мини-

мизации функционала стоимости (2.2.32). Введем в рассмотрение две се-
точных функции контроля 𝛼ℎ и её приближение �̃�ℎ. Обозначим 𝑟ℎ,𝑟ℎ и
решения 𝑚ℎ, �̃�ℎ задачи (2.2.34) с матрицами B𝑖 и B̃𝑖, соответственно. Рас-
смотрим разность

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
𝜏+

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,· −𝑚ℎ

𝑘,·
⟩︀
𝜏 +

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
A𝑣ℎ𝑘+1,·, �̃�

ℎ
𝑘+1,· −𝑚ℎ

𝑘+1,·
⟩︀
−

−
⟨︀
A𝑣ℎ𝑘,·, �̃�ℎ

𝑘,· −𝑚ℎ
𝑘,·
⟩︀)︀

𝜏 +
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︁
ℎ𝜏.

(2.2.57)

Вогнутость функции 𝑔 относительно 𝑚 в дискретном случае означает, что

𝑔ℎ𝑘,· − 𝑔ℎ𝑘,· ≤
(︀
�̃�ℎ

𝑘,· −𝑚ℎ
𝑘,·
)︀
𝑏ℎ𝑘,·

Следовательно,

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) ≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
𝜏 +

+
⟨︀
−A𝑣ℎ𝑘,· + 𝑟ℎ𝑘,· + 𝑏ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,· −𝑚ℎ

𝑘,·
⟩︀
𝜏+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·, B̃𝑘+1�̃�

ℎ
𝑘,· − B𝑘+1𝑚

ℎ
𝑘,·

⟩
𝜏
)︁
=

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·

⟩)︁
𝜏,

(2.2.58)

где

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
= ℎ

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 =

=
ℎ

2

𝑁−1∑︁
𝑖=1

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁ (︀
𝐹
(︀
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
− 𝐹

(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀)︀
;

(2.2.59)
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⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·

⟩
=

= ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2

(︁(︁
𝛾1
𝑘+1,𝑖+1/2 − 𝛾1

𝑘+1,𝑖+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

+
(︁
𝛾2
𝑘+1,𝑖+1/2 − 𝛾2

𝑘+1,𝑖+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

+
(︁
𝛾3
𝑘+1,𝑖+1/2 − 𝛾3

𝑘+1,𝑖+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+3/2

)︁
=

=
ℎ

8𝜏

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 �̃�
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ((3 + 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖/ℎ )− (3 + 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖/ℎ ))+

+
ℎ

8𝜏

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 �̃�
ℎ
𝑘,𝑖−1/2 ((3− 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖/ℎ ) − (3− 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖/ℎ ))+

+
ℎ

8𝜏

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 �̃�
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ((1− 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖/ℎ )− (1− 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖/ℎ ))+

+
ℎ

8𝜏

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 �̃�
ℎ
𝑘,𝑖−1/2 ((1 + 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖/ℎ )− (1 + 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖/ℎ )).

(2.2.60)

Приводя подобные слагаемые в (2.2.58) – (2.2.60), получаем следующее
утверждение: для любого �̃�ℎ𝑘,𝑖 ∀ 𝑘 = 0,...,𝑀 − 1, 𝑖 = 1,...,𝑁 − 1

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=1

(︂
𝛾ℎ
𝑘,𝑖

(︀
𝐹
(︀
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
− 𝐹

(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀)︀
+

+ 𝛿ℎ𝑘,𝑖
(︀
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖 − 𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖

)︀)︂ (2.2.61)

с коэффициентами

𝛾ℎ
𝑘,𝑖 = 𝜏ℎ

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
/2,

𝛿ℎ𝑘,𝑖 = 𝜏
(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2

)︁
/2.

Минимизируя правую часть (2.2.61), мы получаем равенства

𝜕𝐹
(︀
�̃�ℎ
𝑘,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
𝜕𝛼

+
𝛿ℎ𝑘,𝑖
𝛾ℎ
𝑘,𝑖

= 0 ∀𝑘 = 1,...,𝑀, (2.2.62)
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которые в точности совпадают с (2.2.47). Таким образом, условия (2.2.47),
(2.2.48) действительно доставляют минимум функционалу (2.2.32) на каж-
дой итерации.

2.3 Вычислительный эксперимент для ИСП с

неквадратичным контролем

2.3.1 Постановка модельной задачи

Для тестирования построенного численного алгоритма решения за-
дачи «среднего поля» с неквадратичным контролем используем модель
экономического взаимодействия, предложенную в [83]. Здесь рассматри-
вается континуум агентов-потребителей, где каждый агент представляет
собой домохозяйство, решающее вопрос об отоплении, имея выбор между
затратами на установку и содержание теплоизоляции помещения или до-
полнительными затратами на электричество. Пусть 𝑥 – положение агента
(домохозяйства), которое характеризуется уровнем теплоизоляции: 𝑥 = 0

соответствует домохозяйству с тонкими стенками без каких-либо изоляци-
онных характеристик; а 𝑥 = 1 означает использование всех возможных
технологий теплоизоляции. Будем также считать, что все агенты склонны
выбирать наиболее выгодную стратегию, но имеют разные уровни тепло-
изоляции на начальный момент времени. В соответствии с подходом ИСП,
с одной стороны, учитывается, что действие отдельно взятого агента не
повлияет на глобальную плотность их распределения, а с другой сторо-
ны, каждый агент реализует рациональные намерения относительно ло-
кальной плотности всех агентов. Тогда поиск решения задачи приводит
к равновесию по Нэшу. Будем считать также, что на стратегию агентов
оказывают влияние внешние эффекты (повышение или понижение цены,
расположение агента, сезонность и т.д.). Коэффициент 𝜎2 в данном слу-
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чае может быть интерпретирован как составляющая климата, например,
частые изменения температуры в регионе, как проявление рекламы или
уровень текущего снабжения или развития технологий [83]. Функция сто-
имости реализации стратегии 𝐹 (𝛼, 𝑡, 𝑥) имеет смысл стоимости перехода
из одного состояния в другое, что, в общем случае, под влиянием внеш-
них факторов может представлять собой разрывную функцию. Согласно
[83] будем считать, что расходы на установку и содержание теплоизоляции
изменяются по закону

𝑤 (𝑥,𝑚) =
𝑐0𝑥

𝑐1 + 𝑐2𝑚
. (2.3.1)

Здесь 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 – некоторые положительные константы. Расходы традици-
онно растут с ростом 𝑥 и уменьшаются с ростом плотности 𝑚, что задает
явный стимул для агента выбирать уровень теплоизоляции в соответствии
с распределением плотности всех игроков. Положим, что платеж за отоп-
ление вычисляется по закону

𝑓 (𝑡,𝑥) = 𝑝 (𝑡) (1− 𝑐3𝑥) . (2.3.2)

Здесь 𝑝 (𝑡) – цена за электроэнергию, которая может зависеть от времени
(сезона, например), а 𝑐3 ∈ [0,1] – положительная константа. Множитель
(1− 𝑐3𝑥) означает учетную ставку для текущего положения агента.

Выразим платеж за отопление и стоимость теплоизоляции уровня 𝑥

на момент времени 𝑡 с плотностью агентов 𝑚 в форме

𝑔 (𝑡,𝑥,𝑚) := (𝑓 (𝑡,𝑥) + 𝑤 (𝑥,𝑚))𝑚. (2.3.3)

Тогда производной 𝜕𝑔 (𝑡,𝑥,𝑚)/𝜕𝑚 соответствует выражение

𝑏 (𝑡,𝑥,𝑚) :=
𝜕𝑔

𝜕𝑚
(𝑡,𝑥,𝑚) = 𝑓 (𝑡,𝑥) + 𝑤 (𝑥,𝑚) +𝑚

𝜕𝑤

𝜕𝑚
(𝑥,𝑚) . (2.3.4)

Покажем, что выбранная функция 𝑔 (𝑡,𝑥,𝑚) удовлетворяет условию (2.1.5).
Введем в рассмотрение два различных значения �̄� и �̃� и используем раз-
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ложение в ряд Тейлора для 𝑔 (𝑡,𝑥,�̃�) относительно �̄�

𝑔 (𝑡,𝑥,�̃�) = 𝑔 (𝑡,𝑥,�̄�) + (�̃�− �̄�)

(︂
𝑓 (𝑡,𝑥) + 𝑤 (𝑥,�̄�) + �̄�

𝜕𝑤

𝜕𝑚
(𝑥,�̄�)

)︂
+

+
(�̃�− �̄�)2

2

(︂
2
𝜕𝑤

𝜕𝑚
(𝑥,𝜁) + 𝜁

𝜕2𝑤

𝜕𝑚2
(𝑥,𝜁)

)︂
,

где точка 𝜁 > 0 лежит между �̄� и �̃�. Последнее слагаемое неположительно
∀𝑥 ∈ [0,1], поскольку

2
𝜕𝑤

𝜕𝑚
(𝑥,𝜁) + 𝜁

𝜕2𝑤

𝜕𝑚2
(𝑥,𝜁) =

−2012𝑥

(𝑐1 + 𝑐2𝜁)
3 .

Следовательно, выполняется условие (2.1.5).

2.3.2 Численное моделирование

В качестве 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) выберем следующую кусочно-непрерывную
функцию, удовлетворяющую условиям (2.1.6) – (2.1.8):

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼2, 0 ≤ 𝑡 < 𝑇/2,

𝛼4, 𝑇/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.
(2.3.5)

Такой вид функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) физически означает, что затраты на переход
агента из одного состояния в другое зависят от сезона, в который осуществ-
ляется переход, и от текущего состояния агента. С учетом (2.1.14), (2.1.15)
функцию 𝛼 (𝑡,𝑥) можно записать в явном виде:

𝛼(𝑡,𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 1

2

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 0 ≤ 𝑡 < 𝑇/2,

− 3

√︂
1

4

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝑇/2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

(2.3.6)
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Для вычислительного эксперимента выберем следующие значения пара-
метров задачи, сфомулированной в разделе 2.3.1:

𝑇 = 1, 𝑁 = 𝑀 = 100, 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 0.1, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = 0.8, 𝜎2 = 0.14. (2.3.7)

Будем считать, что в начальный момент времени масса агентов 𝑚0 (𝑥) рас-
пределена согласно формуле

𝑚0(𝑥) =
1

𝜎
√
2𝜋

exp

(︃
−(𝑥− 𝑥𝑐)

2

2𝜎2

)︃
+ 𝑎(𝑥− 𝑥𝑐)

2. (2.3.8)

Здесь первое слагаемое представляет собой плотность нормального распре-
деления с параметрами 𝑥𝑐 = 0.5, 2𝜎𝑐

2 = 0.01. Второе слагаемое обеспечи-
вает выполнение граничных условий (2.3.1) на нулевом слое по времени с
константой

𝑎 =
1

2𝜎3
𝑐

√
2𝜋

exp

(︂
− 𝑥2𝑐
2𝜎2

𝑐

)︂
. (2.3.9)

На рисунке 2.2 показан вид функции 𝑚 (𝑡,𝑥) на этапе установления итера-
тивного процесса при фиксированной цене на электроэнергию 𝑝 (𝑡) ≡ 1. В
таблице 2.1 представлена история сходимости итерационного процесса. От-
метим, что первый шаг итерации дает наибольший вклад в минимизацию
функционала стоимости (2.1.4).

а) б)
Рисунок 2.2 — Распределение плотности агентов 𝑚 (𝑡,𝑥) после сходимости

итерационного процесса при 𝑝 (𝑡) ≡ 1 с разных ракурсов
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а) б)
Рисунок 2.3 — Начальное распределение плотности агентов при 𝑡 = 0 (а)

и распределение агентов при 𝑡 = 𝑇 и разной ценовой политике (б)

Таблица 2.1
История сходимости итеративного процесса для задачи с
неквадратичным управлением в виде (2.3.5) при 𝑝 (𝑡) ≡ 1

Номер итерации 𝑠 𝐽ℎ
𝑠 Δ𝑠 =

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
Δ𝑠/Δ𝑠−1

0 1.02358274
1 0.97688210 0.0467006
2 0.97589839 0.0009837 0.0210640
3 0.97586924 0.0000292 0.0296330

При выбранной фиксированной цене вычислительный эксперимент
показывает, что пик распределения агентов в момент времени 𝑡 = 𝑇 при-
ходится на 𝑥 = 1; это указывает на то, что установка и содержание тепло-
изоляции обходится дешевле, чем отопление электричеством. На рисунке
2.3 приведены результаты вычислительных экспериментов для разной це-
новой политики в момент времени 𝑡 = 𝑇 .

Из рисунка 2.3 видно, что при более высоких ценах на электроэнергию
агенты больше стремятся к теплоизоляции помещения. При этом игроки в
своей массе поступают одинаково. Этот эффект можно объяснить тем, что
расход на установку и содержание изоляции снижается по мере увеличения
(выпуска) продаж продукции согласно (2.3.1) (эффект масштаба продажи
и производства [100]). Это заставляет домашние хозяйства стремиться к
выбору одинаковых технологий и соответственно уровня изоляции.
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Для численной проверки порядка сходимости задачи (2.3.7) при
стремлении шагов ℎ и 𝜏 в нуль рассмотрим последовательность прибли-
женных решений 𝑚ℎ𝑛

·,· , 𝑣
ℎ𝑛
·,· , 𝐽

ℎ𝑛 с набором параметров сеток

ℎ𝑛 = ℎ/2𝑛 𝜏𝑛 = 𝜏/4𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4.

При 𝑛 = 0 положим ℎ0 = 𝜏0 = 0.1. Поскольку точное решение задачи
оптимизации не известно, будем использовать правило Рунге для оценки
погрешности [32, 99]. В соответствии со вторым порядком аппроксимации
по пространству и первым по времени, предположим сходимость прибли-
женных решений в следующем смысле:

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚 (𝑡𝑘,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

≈ 𝑐𝑚
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
,

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣 (𝑡𝑘,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≈ 𝑐𝑣
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
,⃒⃒

𝐽 − 𝐽ℎ𝑛
⃒⃒
≈ 𝑐𝐽

(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
.

(2.3.10)

Тогда разность двух последовательных приближенных решений с таким
же набором параметров по правилу Рунге [99] должна давать утроенную
ошибку:

𝛿𝑚,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
1,ℎ

≈ 3𝑐𝑚
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
,

𝛿𝑣,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≈ 3𝑐𝑣
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
,

𝛿𝐽,𝑛 =
⃒⃒
𝐽ℎ𝑛−1 − 𝐽ℎ𝑛

⃒⃒
≈ 3𝑐𝐽

(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
.

(2.3.11)

Значения 𝛿𝑚,𝑛,𝛿𝑣,𝑛,𝛿𝐽,𝑛, а также 𝑐𝑚,𝑛 = 𝛿𝑚,𝑛/3
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
, 𝑐𝑣,𝑛 =

𝛿𝑣,𝑛/3
(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
, 𝑐𝐽,𝑛 = 𝛿𝐽,𝑛/3

(︀
𝜏𝑛 + ℎ2

𝑛

)︀
представлены в таблице 2.2 и кос-

венно подтверждают выполнение приближенных равенств (2.3.10) и сходи-
мость задачи с порядком

(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
.

Таким образом, модели ИСП и представленный вычислительный ал-
горитм действительно позволяют моделировать некоторые экономические
ситуации, прогнозировать динамику поведения агентов и параметры его
регулирования.



55

Таблица 2.2
Сходимость последовательности приближенных решений для

задачи с неквадратичным управлением (2.3.5) при уменьшении
шагов разностной сетки

𝑛 𝛿𝑚,𝑛 𝑐𝑚,𝑛 𝛿𝑣,𝑛 𝑐𝑣,𝑛 𝛿𝐽,𝑛 𝑐𝐽,𝑛
1 0.1411493 0.4277252 0.4368672 1.3238401 0.0095308 0.0288813
2 0.0331746 0.4021167 0.0702806 0.8518859 0.0008255 0.0100060
3 0.0081443 0.3948771 0.0116848 0.5665348 0.0000740 0.0035895
4 0.0020189 0.3921245 0.0024757 0.4801297 0.0000182 0.0035308

Интересно отметить, что согласно (2.1.15) для функции управления
𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) стратегия 𝛼 является передаточным звеном изменения цены на её
реализацию 𝜕𝑣/𝜕𝑥 . Это вызывает интерес к рассмотрению 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) как
функции, непосредственно зависящей от 𝑞 = 𝜕𝑣/𝜕𝑥, а не от 𝛼. Это позво-
ляет избежать некоторых неоднозначных ситуаций. Например, рассмотрим
следующую ситуацию в предыдущей задаче. Положим

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼4/4 , 𝑞 < −0.2,

𝛼2/2 , 𝑞 ≥ −0.2.
(2.3.12)

Принимая во внимание (2.1.15), исключим параметр 𝑞:

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼4/4 , 𝛼 > (0.2)1/3 ,

𝛼2/2 , 𝛼 ≤ 0.2.
(2.3.13)

В этом случае 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) имеет вид, представленный на рисунке 2.4(a). С ме-
тодической точки зрения такой вид функции означает, что для некоторого
фрагмента состояний (𝑡,𝑥) управление не зависит от стратегии, выбранной
игроком. Но в соответствии с нашим алгоритмом он в этот фрагмент и не
может попасть. Предположим, что в начальный момент времени агенты
распределены также, как в предыдущем случае. На рисунке 2.5 показан
вид функции 𝑚 (𝑡,𝑥) после установления итеративного процесса для фик-
сированной цены на электроэнергию 𝑝 (𝑡) ≡ 1.
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а) б)
Рисунок 2.4 — Вид функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) в зависимости от 𝛼 в соответствии

с (2.3.13) (а) и (2.3.15) (б)

Теперь рассмотрим другой вариант. Положим

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼2/2 , 𝑞 < −0.2,

𝛼4/4 , 𝑞 ≥ −0.2.
(2.3.14)

Исключим параметр 𝑞 из (2.3.14):

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼2/2 , 𝛼 > 0.2,

𝛼4/4 , 𝛼 ≤ (0.2)1/3 .
(2.3.15)

Вид функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) в соответствии с (2.3.15) изображен на ри-
сунке 2.4(б). С методической точки зрения такой вид функции означает,
что для некоторых состояний (𝑡,𝑥) игрок может иметь две разных альтер-
нативных стратегии. В этом случае выбор оптимальной стратегии будет
определяться величиной параметра 𝑞, определяющего рост затрат на реа-
лизацию выбранной стратегии. Это в действительности и происходит пу-
тем однозначного выбора 𝑞 в нашем алгоритме. Распределение агентов для
этого случая после сходимости итерационного процесса будет иметь вид,
представленный на рисунке 2.6.
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Рисунок 2.5 — Распределение плотности агентов после сходимости
итерационного процесса в соответствии с (2.3.13)

Рисунок 2.6 — Распределение плотности агентов после сходимости
итерационного процесса в соответствии с (2.3.15)

Из рисунков 2.5 и 2.6 видно, что, как и в предыдущем случае, при вы-
бранной цене за электроэнергию, вычислительный эксперимент показыва-
ет, что пик распределения агентов на горизонте времени 𝑡 = 𝑇 приходится
на 𝑥 = 1. Однако характер поведения функции существенно различается в
зависимости от выбора функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥).

Истории сходимости итерационных процессов для ИСП с неквадра-
тичным управлением (2.3.13), (2.3.15) приведены в таблице 2.3.
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Таблица 2.3
История сходимости итеративного процесса для задачи с
неквадратичным управлением в соответствии с (2.3.13) и

(2.3.15) при 𝑝 (𝑡) ≡ 1

𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) согласно (2.3.13) 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) согласно (2.3.15)
Итерация 𝑠 𝐽ℎ

𝑠 Δ𝑠 =
⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 . Δ𝑠 =

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
.

0 1.02358274 1.02358274
1 0.87904761 0.14453513 0.94950242 0.07408032
2 0.85714057 0.02190704 0.94649911 0.00300332
3 0.85353491 0.00360566 0.94508068 0.00141843
4 0.85226520 0.00126971 0.94345089 0.00162979
5 0.85152027 0.00074492 0.94229260 0.00115829
6 0.94185795 0.00043465

Таким образом, выбор функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) существенно влияет на ха-
рактер финального распределения агентов. А неправильный выбор функ-
ции 𝐹 при моделировании экономических ситуаций может повлечь значи-
тельные расхождения расчетных результатов с наблюдаемыми.

2.4 Выводы по главе 2

Во второй главе продемонстрирована возможность применения под-
хода ИСП к оптимизационным задачам с неквадратичным контролем и
поиску их численного решения в одномерном (по пространству) случае.
Для численного решения таких задач предложено дискретное приближе-
ние системы уравнений ИСП, которое наследует основные свойства диф-
ференциальной задачи. Показано, что аппроксимации прямого по времени
уравнения Колмогорова и обратного по времени уравнения Гамильтона-
Якоби-Беллмана, как и в непрерывном случае, имеют сопряженные опе-
раторы, которые являются монотонными в сопряженных векторных про-
странствах. А дискретная аппроксимация (2.2.47) условий оптимальности
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(2.1.15) обеспечивает наискорейший спуск к минимуму дискретного функ-
ционала стоимости (2.2.29).

Вычислительный алгоритм применен к экономической игре бесконеч-
ного числа агентов при условии выбора альтернативных ресурсов.

Преимущества вычислительного алгоритма, представленного в раз-
деле 2.2.3, можно продемонстрировать путем сравнения с алгоритмом из
работы [83] для решения задачи из раздела 2.3.1 в случае функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)

с квадратичной зависимостью от 𝛼. В указанной работе предложен алго-
ритм, основанный на приближении уравнений с помощью явных конечно-
разностных схем. В данной диссертационной работе использование полу-
лагранжева подхода к аппроксимации задачи дает неявную схему, но в то
же время позволяет избежать существенного ограничения на размер ячей-
ки (условие (2.2.26) вместо 𝜏 ≤ ℎ2/𝜎2 , используемого в [83]). Более того,
представленные в главе 2 вычислительные схемы для уравнений Фоккера-
Планка и Гамильтона-Якоби-Беллмана имеют второй порядок сходимости
по пространственному шагу в отличие от схем первого порядка из [83].
Наконец, предложенный в работе подход дает прямое и простое правило
монотонной минимизации функционала стоимости, которое ускоряет схо-
димость алгоритма и позволяет применять алгоритм к задачам с неквадра-
тичным управлением, а построенные разностные схемы приводят к СЛАУ
с трехдиагональными матрицами с диагональным преобладанием, для ре-
шения которых эффективно применяется метод прогонки.
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Глава 3. Конечно-разностное решение задачи
планирования достижения заданного

состояния

3.1 Постановка задачи планирования

С момента своего появления теория ИСП оказалась довольно гиб-
кой для применения к моделированию множества реальных ситуаций (см.,
например, [57]). Одна из интересных проблем предложена П.-Л. Лионсом
и относится к так называемой задаче планирования («planning problem»
в англоязычной литературе), в которой необходимо оптимальным обра-
зом довести плотность распределения игроков от начальной конфигура-
ции 𝑚 (0,𝑥) = 𝑚0 (𝑥) до финального, заранее заданного распределения
𝑚 (𝑇,𝑥) = 𝑚tag (𝑥) на горизонте времени. Первоначально эта задача была
сформирована для уравнений первого порядка, когда в уравнениях (1.1.2)
и (1.1.9) 𝜎 = 0. Отсутствие краевых условий (1.1.4) и (1.1.11) компенсиру-
ется обращением в нуль функции 𝛼(𝑡,𝑥) на концах отрезка. Ввиду первого
порядка уравнений такая постановка получила название задачи планирова-
ния первого порядка [49]. В отсутствие диффузии такая постановка описы-
вает оптимальную транспортную проблему: с одной стороны, необходимо
перевести распределение игроков в заданную целевую функцию, а с другой
стороны, игроки оптимизируют свои расходы на интервале (0,𝑇 ).

В рамках теории ИСП проблема планирования первого порядка пред-
ставлена П.-Л. Лионсом на курсах в Колледже Франции (College de France)
[93]. В частности, когда функции плотности 𝑚0, 𝑚tag достаточно гладкие,
доказано существование решения. Позднее существование и единствен-
ность слабых решений были показаны также в двумерном случае [112,
113]. В этих работах подход, используемый для решения задачи планиро-
вания, заключался в том, чтобы оштрафовать финальный платеж 𝑣 (𝑇,𝑥)

так, чтобы принудительно выполнить требуемое ограничение на финальное
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распределение агентов. Этот подход также использовался для численного
моделирования в [6].

В этом разделе излагается метод численного решения задачи плани-
рования второго порядка, называемой так ввиду второго порядка исполь-
зуемых уравнений (1.1.2) и (1.1.9) при ненулевом коэффициенте 𝜎.

Функционал (1.1.1) дополним функцией 𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)), используе-
мой для принуждения к заданному состоянию, которую будем рассматри-
вать зависимой только от финального распределения агентов. Таким обра-
зом, будем минимизировать функционал стоимости

𝐽(𝑚,𝛼) =

𝑇∫︁
0

1∫︁
0

(𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)𝑚+ 𝑔(𝑡,𝑥,𝑚)) d𝑥 d𝑡 +
1∫︁

0

𝐺𝑇 (𝑥,𝑚(𝑇,𝑥)) d𝑥 (3.1.1)

снова с ограничением в виде уравнения Фоккера-Планка (2.1.1) – (2.1.3):

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
= 0 на (0, 𝑇 )× (0,1) (3.1.2)

с начальным и краевыми условиями

𝑚(0,𝑥) = 𝑚0(𝑥) > 0 ∀𝑥 ∈ [0,1] , (3.1.3)

𝜕𝑚

𝜕𝑥
(𝑡,0) =

𝜕𝑚

𝜕𝑥
(𝑡,1) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) . (3.1.4)

Функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) и 𝑔(𝑡,𝑥,𝑚) имеют тот же смысл, что и в разделе 2.1,
причем для функции 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥) также будем требовать выполнения условий
(2.1.6) – (2.1.8), а для функции 𝑔(𝑡,𝑥,𝑚) – условия (2.1.5). Для функции
𝐺𝑇 (𝑥,�̄�) с числовым параметром �̄� ∈ R потребуем, чтобы

𝐺𝑇 (𝑥,�̃�)−𝐺𝑇 (𝑥,�̄�) ≤ (�̃�− �̄�) 𝜂 (𝑥,�̄�)

∀𝑥 ∈ [0,1] ∀ �̃�,�̄� ∈ [0,∞),
(3.1.5)

где 𝜂(𝑥,�̄�) берется в виде (𝜕𝐺𝑇/𝜕�̄� ) (𝑥,�̄�).
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Отметим, что для сохранения плотности агентов 𝑚 (𝑡,𝑥) ∀ 𝑡 полагаем

1∫︁
0

𝑚0(𝑥)d𝑥 =

1∫︁
0

𝑚tag(𝑥)d𝑥. (3.1.6)

Проведем формальный вывод уравнения Гамильтона-Якоби-
Беллмана без подробного обоснования, поскольку он нам нужен только
для «красной нити» при проведении аналогичных, но объемных алгебраи-
ческих выкладок и преобразований.

Итак, Лагранжиан задачи минимизации функционала (3.1.1) с огра-
ничениями (3.1.2) – (3.1.4) записывается по аналогии с выводом (2.1.10),
но с учетом другого вида функционала (3.1.1):

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣) := 𝐽(𝑚,𝛼)+

𝑇∫︁
0

1∫︁
0

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
𝑚 d𝑥 d𝑡−

−
1∫︁

0

(𝑣(𝑇,𝑥)𝑚(𝑇,𝑥)− 𝑣(0,𝑥)𝑚0(𝑥)) d𝑥.

(3.1.7)

В итоге приходим к задаче о седловой точке

inf
(𝑚,𝛼)

sup
𝑣

ℑ(𝑚,𝛼,𝑣). (3.1.8)

Дифференцирование выражения (3.1.7) для нахождения стационар-
ной точки дает уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝜎2𝜕

2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=− 𝐹 (𝛼,𝑡,𝑥)− 𝜕𝑔(𝑡,𝑥,𝑚)

𝜕𝑚
−

− 𝛿(𝑇 − 𝑡)
𝜕𝐺𝑇

𝜕𝑚
(𝑥,𝑚(𝑇,𝑥)) на [0,𝑇 ] × [0,1],

(3.1.9)

где 𝛿(𝑇 − 𝑡) – 𝛿-функция, а начальное и краевые условия задаются как
(2.1.12), (2.1.13):

𝑣(𝑇, 𝑥) = 0 ∀ 𝑥 ∈ [0,1] , (3.1.10)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,0) =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,1) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0,𝑇 ) . (3.1.11)
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При дифференцировании (3.1.7) с учетом (3.1.2) для управления 𝛼 полу-
чаем условия оптимальности в форме (2.1.15), (2.1.16):

𝜕𝐹

𝜕�̄�
(𝛼,𝑡,𝑥) +

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,𝑥) = 0 ∀ (𝑡,𝑥) ∈ [0,𝑇 ] × [0,1] (3.1.12)

и
𝛼 (𝑡,𝑥) = 𝜃

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑡,𝑥)

)︂
∀ (𝑡,𝑥) ∈ [0,𝑇 ] × [0,1] . (3.1.13)

Таким образом, постановка задачи планирования формулируется сле-
дующим образом: минимизировать функционал стоимости (3.1.1), с усло-
вием на распределение агентов в виде уравнения Фоккера-Планка (3.1.2)
– (3.1.4) и условием на выбор оптимальной стратегии в виде уравнения
Гамильтона-Якоби-Беллмана (3.1.9) – (3.1.11) и (3.1.12) – (3.1.13).

3.2 Численное решение задачи планирования

Для численного решения задачи планирования рассмотрим равномер-
ную сетку с параметрами (2.2.1). Для численной аппроксимации уравнения
Фоккера-Планка используем разностную схему (2.2.3), (2.2.23) – (2.2.25):(︂

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

+

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 = 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 +

+ 𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2

(3.2.1)

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 с коэффициентами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
3 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

1

8𝜏

(︂
3− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

(3.2.2)
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𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

начальным условием

𝑚ℎ
0,𝑖+1/2 = 𝑚0(𝑥𝑖+1/2 ) ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 (3.2.3)

и краевыми условиями

𝑚ℎ
𝑘,−1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,1/2 ,

𝑚ℎ
𝑘,𝑁+1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,𝑁−1/2 ∀ 𝑘 = 0,...,𝑀.
(3.2.4)

В более коротком виде запишем её как систему уравнений

A𝑚ℎ
·,· = F𝑚ℎ

0,· . (3.2.5)

Далее вместо (3.1.1) рассмотрим его дискретный аналог

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 + 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︁
𝜏ℎ+

+
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(𝐺𝑇 )
ℎ
𝑖+1/2 ℎ,

(3.2.6)

где, как и прежде,

𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝐹
(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
/2 + 𝐹

(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖+1,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
/2,

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝑔
(︁
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
,

а (𝐺𝑇 )
ℎ
𝑖+1/2 = 𝐺𝑇

(︁
𝑥𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
. Используя обозначение (2.3.1), пере-

пишем (3.2.1) в виде

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) = 𝜏
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,𝑚

ℎ
𝑘,·
⟩︀
+

+ 𝜏ℎ
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 + ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(𝐺𝑇 )
ℎ
𝑖+1/2 .

(3.2.7)
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Таким образом, в дискретной форме задача минимизации представима в
виде (2.2.37) с учетом (3.2.5):⎧⎨⎩inf

𝛼
𝐽ℎ
(︀
𝑚ℎ,𝛼ℎ

)︀
,

A𝑚ℎ
·,· = F𝑚ℎ

0,·.
(3.2.8)

В дискретном виде Лагранжиан задачи имеет следующий вид:

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝑣ℎ) := 𝜏
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,𝑚

ℎ
𝑘,·
⟩︀
+ 𝜏ℎ

𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 +

+ ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(𝐺𝑇 )
ℎ
𝑖+1/2 +

⟨︀
𝑚ℎ

0,·,A𝑣ℎ0,·
⟩︀
𝜏 −

⟨︀
𝑚ℎ

𝑀,·,A𝑣ℎ𝑀,·
⟩︀
𝜏−

−
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,A𝑣ℎ𝑘,·
⟩︀
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·

⟩︀)︀
𝜏.

(3.2.9)

При его использовании получаем задачу о седловой точке

inf
(𝑚ℎ,𝛼ℎ)

sup
𝑣ℎ

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝑣ℎ). (3.2.10)

При нахождении стационарной точки в результате дифференцирования
по сеточным значениям 𝑚ℎ

𝑘,· получаем сеточные уравнения Гамильтона-
Якоби-Беллмана

𝐴𝑣ℎ𝑘,· = 𝐵*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,· + 𝑧ℎ𝑘,·, (3.2.11)

𝐴𝑣ℎ𝑀,𝑖+1/2 = 𝜂
(︁
𝑥𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
, (3.2.12)

где 𝑧ℎ𝑘,𝑖+1/2 = 𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 + 𝑏(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑚
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ), (3.2.13)

𝑣ℎ𝑘,−1/2 = 𝑣ℎ𝑘,1/2 , 𝑣ℎ𝑘,𝑁−1/2 = 𝑣ℎ𝑘,𝑁+1/2 (3.2.14)

∀ 𝑘 = 0,...,𝑀 − 1 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1.

Здесь матрицы 𝐴 и 𝐵*
𝑘 совпадают с матрицами системы (2.2.45). Система

линейных алгебраических уравнений (3.2.4) – (3.2.7) отличается от полу-
ченной в предыдущей главе системы (2.2.41) – (2.2.44) только ненулевым
начальным условием (3.2.12) и может быть представлена в следующем ви-
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де:

B𝑣ℎ·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A −B*

1

A −B*
2

. . . . . .
A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣ℎ0,·
𝑣ℎ1,·
...

𝑣ℎ𝑀,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧ℎ0,·
𝑧ℎ1,·
...

𝜂ℎ𝑀,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (3.2.15)

относительно векторов 𝑣ℎ𝑘,· =
(︁
𝑣ℎ𝑘,1/2 , · · · ,𝑣ℎ𝑘,𝑁−1/2

)︁𝑇
, 𝑧ℎ𝑘,· =(︁

𝑧ℎ𝑘,1/2 , · · · ,𝑧ℎ𝑘,𝑁−1/2

)︁𝑇
. Дискретизация условий оптимальности снова

приводит к уравнениям (2.2.47) и (2.2.48):

𝜕𝐹

𝜕𝛼

(︀
𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
+

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2

ℎ
= 0 (3.2.16)

и

𝛼ℎ (𝑡𝑘,𝑥𝑖) = 𝜃
(︁(︁

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2

)︁
/ℎ
)︁

(3.2.17)

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 ∀ 𝑖 = 1,...,𝑁 − 1. Отметим также, что для поставленной дис-
кретной задачи остаются актуальными условия (2.2.6), (2.2.26), замечания
1-3 и порядок сходимости разностных схем 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
.

Итерационный алгоритм численного решения задачи
планирования

Итерационный алгоритм решения задачи (3.2.10) с фунционалом стоимо-
сти (3.2.1), в целом, совпадает с изложенным в разделе 2.2.3, с той разни-
цей, что вычисление значений происходит согласно (3.2.11) - (3.2.14).

Покажем, что (3.2.16) обеспечивает оптимальное условие для мини-
мизации функционала стоимости (3.2.1). Введем в рассмотрение две сеточ-
ных функции: 𝛼ℎ

·,· и смещенную от нее �̃�ℎ
·,·. По ним построим 𝑟ℎ·,·, 𝑟ℎ·,·, 𝑔ℎ·,·, 𝑔ℎ·,·,(︁

𝐺𝑇

)︁ℎ
·
,
(︁
�̃�𝑇

)︁ℎ
·

и найдем решения 𝑚ℎ
·,·, �̃�ℎ

·,· задач (3.2.5) соответственно с

матрицами B𝑖 и B̃𝑖. Рассмотрим разность

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
𝜏 + (3.2.18)
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+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝐴𝑣ℎ𝑘+1,·,�̃�

ℎ
𝑘+1,· −𝑚ℎ

𝑘+1,·
⟩︀
−
⟨︀
𝐴𝑣ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,· −𝑚ℎ

𝑘,·
⟩︀)︀

𝜏

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,· −𝑚ℎ

𝑘,·
⟩︀
𝜏 −

⟨︀
𝐴𝑣ℎ𝑀,·,�̃�

ℎ
𝑀,· −𝑚ℎ

𝑀,·
⟩︀
𝜏+

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2

)︁
ℎ 𝜏+

+
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︂(︁
�̃�𝑇

)︁ℎ
𝑖+1/2

−
(︁
𝐺𝑇

)︁ℎ
𝑖+1/2

)︂
ℎ.

Условия (2.1.5) и (3.1.5) в дискретном случае переходят в неравенства

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 − 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ≤
(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 −𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
𝑏ℎ𝑘,𝑖+1/2 , (3.2.19)

(︁
�̃�𝑇

)︁ℎ
𝑖+1/2

−
(︁
𝐺𝑇

)︁ℎ
𝑖+1/2

≤
(︁
�̃�ℎ

𝑀,𝑖+1/2 −𝑚ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
𝜂ℎ𝑖+1/2 . (3.2.20)

Используя их совместно с (3.2.15), (3.2.18) и (3.2.19), (3.2.20), получаем
неравенство

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) ≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
𝜏+

+
⟨︀
−A𝑘𝑣

ℎ
𝑘,· + 𝑟ℎ𝑘,· + 𝑏ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,· −𝑚ℎ

𝑘,·
⟩︀
𝜏+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·, B̃𝑘+1�̃�

ℎ
𝑘,· − B𝑘+1𝑚

ℎ
𝑘,·

⟩
𝜏
)︁
−
⟨︀
𝐴𝑣ℎ𝑀,·,�̃�

ℎ
𝑀,· −𝑚ℎ

𝑀,·
⟩︀
𝜏+

+ ℎ

𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
�̃�ℎ

𝑀,𝑖+1/2 −𝑚ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
𝜂ℎ𝑖+1/2 =

𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·

⟩)︁
𝜏+

+ (1− 𝜏)ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
�̃�ℎ

𝑀,𝑖+1/2 −𝑚ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
𝜂ℎ𝑖+1/2 ,

(3.2.21)



68

где слагаемые
⟨︀
𝑟ℎ𝑘,· − 𝑟ℎ𝑘,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀

и
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,

(︁
B𝑘+1 − B̃𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·

⟩
преобразуют-

ся согласно (2.2.59) и (2.2.60). Поэтому

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁−1∑︁
𝑖=1

(︀
𝛾ℎ
𝑘.𝑖

(︀
𝐹
(︀
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
− 𝐹

(︀
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀)︀
+

+ 𝛿ℎ𝑘,𝑖
(︀
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖 − 𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖

)︀)︀
+

+ (1− 𝜏)ℎ
𝑁−1∑︁
𝑖=0

(︁
�̃�ℎ

𝑀,𝑖+1/2 −𝑚ℎ
𝑀,𝑖+1/2

)︁
𝜂ℎ𝑖+1/2

(3.2.22)

с коэффициентами

𝛾ℎ
𝑘.𝑖 = 𝜏ℎ

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁
/2 ,

𝛿ℎ𝑘.𝑖 = 𝜏
(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2

)︁(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2

)︁
/2.

Минимизируя каждое слагаемое в правой части (3.2.22), получаем равен-
ства

𝜕𝐹
(︀
�̃�ℎ
𝑘,𝑖,𝑡𝑘,𝑥𝑖

)︀
𝜕𝛼

+
𝛿ℎ𝑘,𝑖
𝛾ℎ
𝑘,𝑖

= 0 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀,

которые совпадают с (3.2.16).
Отметим также, что утверждение теоремы 1 справедливо для дис-

кретной задачи планирования в выбранной форме. Однако, поскольку на-
чальные условия для дискретного уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана
ненулевые, то утверждение теоремы 2 в случае задачи ИСП с ограничени-
ями на финальное распределение следует переписать в следующем виде.

Теорема 3. При выполнении условий (2.2.6), (2.2.26) для решения
задачи (3.2.11) – (3.2.14) справедлива оценка

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ ‖𝜂 (·)‖∞,ℎ + 𝑇 max
0≤𝑘≤𝑀−1

⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

. (3.2.23)

Доказательство. Доказательство теоремы 3, в целом, повторяет до-
казательство теоремы 2, поскольку оценка (2.2.51) и неравенство (2.2.55)
остаются справедливыми и в этом случае. Учитывая условия (3.2.12), ис-
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пользование математической индукции по 𝑘 приводит к оценке⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤
⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑀 ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

+ (𝑀 − 𝑘) 𝜏
⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

=

=
⃦⃦
A−1

⃦⃦
∞

⃦⃦
𝜂ℎ (·)

⃦⃦
∞,ℎ

+ (𝑀 − 𝑘) 𝜏
⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

.
(3.2.24)

Известно, что для М-матрицы со строгим диагональным преобладанием
справедливо следующее утверждение (теорема 2 из [1]):⃦⃦

A−1
⃦⃦
∞ = 1/𝑅,

где 𝑅 = min
1≤𝑖≤𝑁

(︃
|𝑎𝑖𝑖| −

𝑁∑︀
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

|𝑎𝑖𝑗|

)︃
= max

1≤𝑖≤𝑁

(︃
|𝑎𝑖𝑖| −

𝑁∑︀
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

|𝑎𝑖𝑗|

)︃
= 1/𝜏

– величина диагонального преобладания, одинаковая для каждой строки
матрицы A. Тогда (3.2.24) перепишется как⃦⃦

𝑣ℎ (𝑡𝑘,·)
⃦⃦
∞,ℎ

≤ 𝜏
⃦⃦
𝜂ℎ (·)

⃦⃦
∞,ℎ

+ (𝑀 − 𝑘) 𝜏
⃦⃦
𝑧ℎ (𝑡𝑘,·)

⃦⃦
∞,ℎ

.

Беря максимум по 𝑘 от обеих частей неравенства, получаем (3.2.23).

3.3 Вычислительный эксперимент для задачи

планирования

Для численной реализации задачи планирования воспользуемся по-
становкой модельной задачи из раздела 2.3.1. Для вычислительного экспе-
римента выберем функцию 𝐹 (𝑡,𝑥,𝛼) в следующем виде:

𝐹 (𝛼, 𝑡,𝑥) =

{︃
𝛼2/2 , если𝛼 ≤ 0,

exp(𝛼)− 𝛼− 1 иначе.
(3.3.1)
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В качестве штрафа за отклонение от целевого распределения выберем
функцию

𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) =

{︃
(𝑚 (𝑇,𝑥)−𝑚tag(𝑥))

2, 𝑚 ≤ 𝑚tag(𝑥),

(𝑚 (𝑇,𝑥)−𝑚tag(𝑥))
4 иначе.

(3.3.2)

Начальное распределение агентов 𝑚0(𝑥) возьмем в следующем виде:

𝑚0(𝑥) =
1

𝜎
√
2𝜋

exp

(︃
−(𝑥− 𝑥𝑐)

2

2𝜎2

)︃
+ 𝑎(𝑥− 𝑥𝑐)

2. (3.3.3)

Здесь первое слагаемое представляет собой плотность нормального рас-
пределения с параметрами 𝑥𝑐 = 0.5, 𝜎𝑐 = 0.3. Второе слагаемое обес-
печивает выполнение граничных условий на нулевом слое по времени:
𝜕𝑚0/𝜕𝑥 (𝑥) = 0 при 𝑥 = 0, 1 с константой

𝑎 =
1

2𝜎3
𝑐

√
2𝜋

exp

(︂
− 𝑥2𝑐
2𝜎2

𝑐

)︂
, а 𝜔0 =

1∫︁
0

𝑚0(𝑥) d𝑥. (3.3.4)

Для обеспечения условия (3.1.4) выберем целевое финальное состояние
агентов в виде

𝑚tag(𝑥) = 𝜔0 (0.75 + 0.5𝑥) . (3.3.5)

Для вычислительного эксперимента возьмем следующие значения пара-
метров задачи, сфомулированной в разделе 2.3.1:

𝑇 = 1, 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 0.1, 𝑐2 = 1, 𝑐3 = 0.8, 𝑝 (𝑡) = 0.2, 𝜎2 = 0.14. (3.3.6)

Для подтверждения порядка сходимости выберем три пары значений па-
раметров сетки:

ℎ = 4×10−2, 𝜏 = 16×10−4; ℎ = 2×10−2, 𝜏 = 4×10−4; ℎ = 10−2, 𝜏 = 10−4.

Начальное распределение агентов 𝑚0 (𝑥), целевое распределение 𝑚tag (𝑥)

совместно с несколькими распределениями �̃� (𝑇,𝑥), полученных на про-
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межуточных итерациях алгоритма, представлены на рисунке 3.1. Таблица

а) б)
Рисунок 3.1 — Начальное распределение агентов 𝑚0 (𝑥) (а); �̃� (𝑇,𝑥) для

различных итераций и 𝑚tag (𝑥)(б).

3.1 демонстрирует историю сходимости процесса для некоторых парамет-
ров сетки, а данные в таблице 3.2 численно подтверждают второй порядок
сходимости по пространственной переменной и первый порядок по време-
ни.

Таблица 3.1
История сходимости итерационного процесса для задачи

планирования

ℎ = 4× 10−2, 𝜏 = 16× 10−4 ℎ = 2× 10−2, 𝜏 = 4× 10−4

Ит. 𝑠 𝐽ℎ
𝑠 Δ𝑠 =

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
Δℎ

𝑠/Δ
ℎ
𝑠−1 𝐽ℎ

𝑠 Δ𝑠 =
⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
0 0.59655679 0.59657501
1 0.58732244 0.00923434 0.58749034 0.00908472
2 0.58626028 0.00106217 0.11502334 0.58636878 0.00112156
3 0.58606781 0.00019246 0.18119874 0.58615852 0.00021026
4 0.58602682 0.00004100 0.21302384 0.58611261 0.00004591
5 0.58601741 0.00000941 0.22939692 0.58610181 0.00001075

Таким образом, вид функции 𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) позволяет определять
своего рода «штраф» за отклонение распределения на горизонте времени
от заданного целевого распределения. При этом, поскольку на функцию
налагается только условие (3.1.5), построенный алгоритм позволяет рас-
сматривать 𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) в качестве кусочно-гладкой функции, например,
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Таблица 3.2
Сходимость приближенных решений для задачи планирования

𝜀ℎ =⃦⃦
𝑚ℎ −𝑚ℎ/2

⃦⃦
1,ℎ

𝜀ℎ =⃦⃦
𝑣ℎ − 𝑣ℎ/2

⃦⃦
∞,ℎ

𝜀ℎ = 𝐽ℎ − 𝐽ℎ/2 𝜀ℎ =⃦⃦
𝛼ℎ − 𝛼ℎ/2

⃦⃦
∞,ℎ

𝜀ℎ 0.00245301 0.00035772 0.00008428 0.00367941
𝜀ℎ/2 0.00061324 0.00009431 0.00002107 0.00091983
𝜀ℎ/4 0.00015331 0.00002358 0.00000527 0.00022996

𝜀ℎ/𝜀ℎ/2 4.0001 4.0000 4.0002 4.0001
𝜀ℎ/2 /𝜀ℎ/4 4.0000 4.0000 4.0001 4.0000

(3.3.2). Покажем также, что выбор функции 𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) в виде более
сильного штрафа

𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) = (𝑚 (𝑇,𝑥)−𝑚tag(𝑥))
2/𝜀 (3.3.7)

позволяет получить более близкое к желаемому распределение на горизон-
те времени (рисунок 3.2) при тех же значениях (3.3.1), (3.3.3) – (3.3.6), но
с бóльшими затратами.

Рисунок 3.2 — Сравнение различных �̃� (𝑇,𝑥) в зависимости от величины
штрафа

Использование функции 𝐺𝑇 (𝑥,𝑚 (𝑇,𝑥)) в виде (3.3.7) фактически
приводит к условию (3.2.4) для дискретной задачи в виде

𝐴𝑣ℎ𝑀,𝑖+1/2 =
2
(︀
𝑚
(︀
𝑇,𝑥𝑖+1/2

)︀
−𝑚tag(𝑥𝑖+1/2)

)︀
𝜀

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1. (3.3.8)
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Отметим, что в работах [6, 112, 113] для достижения задан-
ного состояния рассматривалось условие в виде штрафа 𝑣 (𝑇,𝑥) =

(𝑚 (𝑇,𝑥)−𝑚tag (𝑥))/𝜀 при 𝜀 → 0. Вместе с тем условие (3.1.8) получается
естественным образом при дифференцировании дискретного Лагранжиана
задачи.

3.4 Выводы по главе 3

Разработка новых моделей и методов решения ИСП в форме транс-
портных задач первого и второго порядка [49] может оказать большое влия-
ние на дальнейшее развитие прогнозирования и минимизации предполагае-
мых затрат. В данной главе представлен возможный подход к численному
решению таких задач второго порядка. Использование специальных мо-
нотонных разностных схем позволяет эффективно получить решение дис-
кретной задачи, наследующей некоторые полезные свойства непрерывной
задачи.

Здесь предложен другой подход к математической постановке задачи,
отличный от представленного в работах [6, 112, 113]. Например, в этих рабо-
тах в качестве начального приближения для функции 𝑣 (𝑡,𝑥) используется
штраф в виде 𝑣 (𝑇,𝑥) = (𝑚 (𝑇,𝑥)−𝑚tag (𝑥))/𝜀 при 𝜀 → 0. А в представлен-
ном методе для достижения заданной цели рассматривается добавочный
член в функционале стоимости, а грубые приближения к заданному фи-
нальному распределению не используются. Дифференцирование Лагран-
жиана задачи с седловой точкой дает равенства, указывающие направле-
ния скорейшего спуска, в которых должна выполняться минимизация, что
дает более эффективные условия для сходимости итераций при минимиза-
ции функционала стоимости.
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Глава 4. Двумерные модели «игр среднего
поля»

Данная глава посвящена рассмотрению двумерных моделей ИСП. По
форме постановка задачи остается неизменной: рассматривается задача оп-
тимизации взаимодействия бесконечного числа агентов, которое описыва-
ется связанной парой параболических дифференциальных уравнений, на
этот раз двумерных по пространству.

4.1 Математическая модель

Положим Ω = (0,𝐻1) × (0,𝐻2) с границей Γ и замыканием Ω̄ =

Ω
⋃︀

Γ. Обозначим 𝑛(𝑥,𝑦) = (𝑛1(𝑥,𝑦),𝑛2(𝑥,𝑦)) – внешняя нормаль в точ-
ке (𝑥,𝑦) на границе Γ. Рассмотрим двумерное уравнение Фоккера-Планка-
Колмогорова с начальным и краевым условиями:

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑦2
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
− 𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦
= 0 на (0, 𝑇 )× Ω, (4.1.1)

𝑚(0,𝑥,𝑦) = 𝑚0(𝑥,𝑦) на Ω̄, (4.1.2)
𝜕𝑚

𝜕𝑛
= 0 на [0, 𝑇 ]× Γ, (4.1.3)

где 𝜕𝑚/𝜕𝑛 означает производную по внешней нормали на границе Γ. Здесь
𝜎1,𝜎2 – фиксированные константы [15]. Здесь будем рассматривать функ-
ции 𝛼(𝑡,𝑥,𝑦), 𝛽(𝑡,𝑥,𝑦) как функции управления системой взаимодействую-
щих агентов, отражающие усилия, направленные на увеличение значения
плотности агентов 𝑚 или на её уменьшение, соответственно. По анало-
гии с одномерным случаем, (4.1.2) задает начальную плотность агентов,
а граничное условие Неймана (4.1.3) гарантирует, что агенты остаются в
пределах вычислительной области.
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Для простоты будем рассматривать случай, когда функционал стои-
мости квадратично зависит от функций управления

𝐽(𝑚,𝛼,𝛽) =

𝑇∫︁
0

(︁
exp(−𝑟𝑡)×

×
∫︁
Ω

(︀
𝑑1𝛼

2𝑚/2 + 𝑑2𝛽
2𝑚/2 + 𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,𝑚)

)︀
dΩ
)︁
d𝑡.

(4.1.4)

Здесь 𝑑1,𝑑2 – положительные костанты; 𝑟 ≥ 0 – безрисковая процентная
ставка, а функция 𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,�̄�) подчиняется следующему условию относи-
тельно �̄�:

𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,�̃�)− 𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,�̄�) ≤ (�̃�− �̄�) 𝑓(𝑡,𝑥,𝑦,�̄�), (4.1.5)

где 𝑓(𝑡,𝑥,𝑦,�̄�) = 𝜕𝑔/𝜕𝑚 .
Как и в одномерном случае, построим Лагранжиан задачи (4.1.1) –

(4.1.4):

ℑ(𝑚,𝛼,𝛽,𝑣) := 𝐽(𝑚,𝛼,𝛽)+

+

∫︁ 𝑇

0

∫︁
Ω

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2
1

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜎2
2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝛽

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
𝑚 dΩd𝑡−

−
∫︁
Ω

(𝑣(𝑇,𝑥,𝑦)𝑚(𝑇,𝑥,𝑦)− 𝑣(0,𝑥,𝑦)𝑚0(𝑥,𝑦)) dΩ.

(4.1.6)

В соответствии с применяемым подходом получаем задачу о седловой точке

inf
(𝑚,𝛼,𝛽)

sup
𝑣

ℑ(𝑚,𝛼,𝛽,𝑣).

Поиск стационарной точки дает уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2
1

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜎2
2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝛽

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

= − exp(−𝑟𝑡)
(︀
𝑓 + 𝑑1𝛼

2/2 + 𝑑2𝛽
2/2

)︀
на [0,𝑇 ] × Ω

(4.1.7)

с «начальным»
𝑣(𝑇, 𝑥,𝑦) = 0 на Ω̄ (4.1.8)
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и граничным условиями, аналогичными (4.1.3),

𝜕𝑣

𝜕𝑛
= 0 на [0, 𝑇 ]× Γ. (4.1.9)

Согласно (1.1.12) для функционала (4.1.4) функции управления динамиче-
ской системой выражаются аналитически:

𝛼 = −exp(𝑟𝑡)

𝑑1

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝛽 =

exp(𝑟𝑡)

𝑑2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
на [0,𝑇 ] × Ω̄. (4.1.10)

Таким образом, двумерная задача оптимизации сводится к минимизации
функционала (4.1.4) совместно с (4.1.1) – (4.1.3) и условиями оптимально-
сти (4.1.7) – (4.1.10).

4.2 Построение вычислительной схемы

Введем дискретную равномерную сетку по времени и пространству:

𝑡𝑘 = 𝑘𝜏, 𝑘 = 0,...,𝑀, 𝜏 = 𝑇/𝑀 ;

𝑥𝑖+1/2 = (𝑖+ 1/2 )ℎ1, 𝑖 = −1,...,𝑁1, ℎ1 = 𝐻1/𝑁1;

𝑦𝑗+1/2 = (𝑗 + 1/2 )ℎ2, 𝑗 = −1,...,𝑁2, ℎ2 = 𝐻2/𝑁2;

(4.2.1)

для 𝑀,𝑁1,𝑁2 ≥ 2. Обозначим

𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = (𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 ),

Ω̄ℎ =
{︀
𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ; 𝑖 = −1,...,𝑁1, 𝑗 = −1,...,𝑁2

}︀
,

Ωℎ =
{︀
𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ; 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1

}︀
.

Введем также в рассмотрение промежуточные точки сетки

𝑥𝑖 = 𝑖ℎ1, 𝑖 = 0,...,𝑁1; 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ2, 𝑗 = 0,...,𝑁2.
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Будем искать решение задачи (4.1.1) – (4.1.3) в виде кусочно-
билинейной функции 𝑚ℎ(𝑡,𝑥,𝑦) на каждом 𝑡𝑘, непрерывной на Ω̄ и билиней-
ной на каждом прямоугольнике 𝜔𝑖,𝑗 = [𝑥𝑖−1/2 ,𝑥𝑖+1/2 ] × [𝑦𝑗−1/2 ,𝑦𝑗+1/2 ] ∀ 𝑖 =
0,...,𝑁1, 𝑗 = 0,...,𝑁2. Также будем считать, что

𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥,𝑦) постоянна на всех 𝜔𝑖,𝑗, содержащих Γ, (4.2.2)

для обеспечения (4.1.3). Как и в одномерном случае, функция 𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥,𝑦) на
каждом слое по времени представима в виде линейной комбинации своих
дискретных значений 𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 := 𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 ) ∀ (𝑥,𝑦) ∈ 𝜔𝑖,𝑗:

𝑚ℎ(𝑡𝑘,𝑥,𝑦) =𝑚ℎ
𝑘,𝑖−1/2, 𝑗−1/2 (𝑥𝑖+1/2 − 𝑥)(𝑦𝑗+1/2 − 𝑦)/ℎ1ℎ2+

+𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2, 𝑗−1/2 (𝑥− 𝑥𝑖−1/2 )(𝑦𝑗+1/2 − 𝑦)/ℎ1ℎ2+

+𝑚ℎ
𝑘,𝑖−1/2, 𝑗+1/2 (𝑥𝑖+1/2 − 𝑥)(𝑦 − 𝑦𝑗−1/2 )/ℎ1ℎ2+

+𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2, 𝑗+1/2 (𝑥− 𝑥𝑖−1/2 )(𝑦 − 𝑦𝑗−1/2 )/ℎ1ℎ2.

(4.2.3)

Разобъем аппроксимацию уравнения (4.1.1) на две части. Сначала
рассмотрим оператор, действующий вдоль оси Ox :

1

2

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
. (4.2.4)

Для аппроксимации (4.2.4) на временном слое 𝑡𝑘 для каждого уз-
ла 𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ∈ Ωℎ, зафиксируем 𝑦𝑗+1/2 . Тогда, применяя Эйлерово-
Лагранжев подход, изложенный в главе 2, получаем аппроксимацию опе-
ратора (4.2.4) на плоскости 𝑦 = 𝑦𝑗+1/2 :(︂

1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ2
1

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,·+

+

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,· +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ2
1

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 ,·−

− 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,· 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 ,· − 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2, 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 ,·−

− 𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2 ,· ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1,

(4.2.5)
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где

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 ,· =

1

16𝜏

(︂
1 +

8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖,·

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 ,· =

1

16𝜏

(︂
3 +

8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖,·

)︂
+

1

16𝜏

(︂
3− 8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖+1,·

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 ,· =

1

16𝜏

(︂
1− 8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖+1,·

)︂
.

(4.2.6)

Здесь точка вместо индекса означает, что (4.2.5), (4.2.6) справедливы для
любого приемлемого индекса в обеих частях равенства, т.е. для любого
значения 𝑗 = 0,...,𝑁2−1. По аналогии рассмотрим оператор, действующий
вдоль оси 𝑂𝑦:

1

2

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑦2
− 𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦
. (4.2.7)

Для каждого узла 𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ∈ Ωℎ, зафиксируем 𝑥𝑖+1/2 и используем
аппроксимацию для оператора (4.2.7) по аналогии с (4.2.5) – (4.2.6) при
𝑥 = 𝑥𝑖+1/2 :(︂

1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,·,𝑗−1/2 +

+

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
2

ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,·,𝑗+1/2 +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,·,𝑗+3/2 −

− 𝛾4
𝑘,·,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,·,𝑗−1/2 − 𝛾5

𝑘,·,𝑗+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,·,𝑗+1/2 −

− 𝛾6
𝑘,·,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,·,𝑗+3/2 ∀ 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1,

(4.2.8)

где

𝛾4
𝑘,·,𝑗−1/2 =

1

16𝜏

(︂
1− 8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,·,𝑗

)︂
,

𝛾5
𝑘,·,𝑗+1/2 =

1

16𝜏

(︂
3− 8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,·,𝑗

)︂
+

1

16𝜏

(︂
3 +

8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,·,𝑗+1

)︂
,

𝛾6
𝑘,·,𝑗+1/2 =

1

16𝜏

(︂
1 +

8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,·,𝑗+1

)︂
.

(4.2.9)
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Совместно с (4.2.2) комбинации (4.2.5) и (4.2.8) дают монотонную вычис-
лительную схему для уравнения (4.1.1)(︂

1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ1
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
1

ℎ1
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ1
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

+

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
2

ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2 =

= 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+ 𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾4

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

+ 𝛾5
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾6

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1

(4.2.10)

с начальными условиями

𝑚ℎ
0,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = 𝑚0(𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 ) (4.2.11)

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1. Для каждого значения 𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ∈
Ω̄ℎ∖Ωℎ вне вычислительной области положим

𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,𝑖′+1/2 ,𝑗′+1/2 , (4.2.12)

где 𝑚ℎ
𝑘,𝑖′+1/2 ,𝑗′+1/2 – значение сеточной функции в ближайшем соседнем

узле внутри области 𝑧𝑖′+1/2 ,𝑗′+1/2 ∈ Ωℎ для обеспечения условия (4.1.3).
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Перепишем (4.2.10) в матричном виде:

A𝑚ℎ
·,·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A

−B2 A
. . . . . .

−B𝑀 A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚ℎ

1,·,·

𝑚ℎ
2,·,·
...

𝑚ℎ
𝑀,·,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
B1𝑚

ℎ
0,·,·

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = F𝑚ℎ
0,·,·. (4.2.13)

Здесь 𝑚ℎ
𝑘,·,· представляет собой вектор-стобец сеточных зна-

чений функции 𝑚ℎ (𝑡,𝑥,𝑦) при 𝑡 = 𝑡𝑘, т.е. 𝑚ℎ
𝑘,·,· =[︁

𝑚ℎ
𝑘,1/2,1/2,...,𝑚

ℎ
𝑘,1/2,𝑁2−1/2,𝑚

ℎ
𝑘,3/2,1/2,...,𝑚

ℎ
𝑘,𝑁1−1/2,𝑁2−1/2

]︁𝑇
а A – матрич-

ный оператор с блочными матрицами

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴0 −𝐴2 0 0

−𝐴2 𝐴1
. . . 0

0 . . . . . . −𝐴2

0 0 −𝐴2 𝐴0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝜎2
1

2ℎ2
1

− 1

16𝜏
0 0

0 . . . 0

0 0
𝜎2
1

2ℎ2
1

− 1

16𝜏

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

7

8𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

0 0

1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

13

16𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

ℎ2
2

. . . 0

0 . . . . . . 1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

0 0
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

7

8𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

13

16𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

0 0

1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

3

4𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

+
𝜎2
2

ℎ2
2

. . . 0

0 . . . . . . 1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

0 0
1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ2
1

13

16𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Здесь матрица A содержит 𝑁1 × 𝑁1 блоков, каждый из которых пред-
ставляет собой матрицу размером 𝑁2 ×𝑁2, а ′′0′′ представляет собой блок
соответствующего размера, заполненный нулями. Матрицы B𝑘 составлены
по тому же принципу, и представляют собой вклад правой части (4.2.10) на
𝑡𝑘−том слое по времени. Структура матриц B𝑘 представлена в приложении
Б.1.

Замечание 4. Положим:

𝜏
⃒⃒⃒
𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒⃒
≤ ℎ1/8 , 𝜏

⃒⃒⃒
𝛽ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗

⃒⃒⃒
≤ ℎ2/8

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀, 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1 .
(4.2.14)

Тогда все коэффициенты (4.2.6) и (4.2.9) неотрицательны. Будем также вы-
бирать шаг таким, чтобы внедиагональные элементы матрицы A в (4.2.13)
были не положительны. Это достигается следующими условиями на пара-
метры сетки:

ℎ2
1 ≤ 8𝜏𝜎2

1, ℎ
2
2 ≤ 8𝜏𝜎2

2. (4.2.15)

С учетом квадратичного вхождения шагов по пространству эти неравен-
ства не столь ограничительны.

Замечание 5. При выполнении условий (4.2.14), (4.2.15) утвержде-
ния из замечаний 1 и 2.2.1 переносятся на двумерный случай. Действитель-
но, из-за свойства М-матриц, все значения 𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 при 𝑡 = 𝑡𝑘 неот-
рицательны для неотрицательных значений 𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 при 𝑡 = 𝑡𝑘−1.
Это влечет выполнение закона сохранения в дискретной 𝐿1 (Ω) –норме для
схемы (4.2.10).

В самом деле, умножим (4.2.10) на 𝜏ℎ1ℎ2 и просуммируем полученное
выражение по 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1 и 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1:

⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

=

∫︁
Ω

𝑚ℎ (𝑡𝑘,𝑥,𝑦) =

∫︁
Ω

𝑚ℎ (𝑡𝑘−1,𝑥,𝑦) =
⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘−1, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ
.
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Проведем дискретизацию функционала (4.1.4), полагая

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) =

=
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑑1𝑟

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2 +

+𝑑2𝑠
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2 + 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
ℎ1ℎ2𝜏,

(4.2.16)

где
𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,· = (𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖,·)
2
/2 + (𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖+1,·)
2
/2 ,

𝑠ℎ𝑘,·,𝑗+1/2 = (𝛽ℎ
𝑘+1,·,𝑗)

2
/2 + (𝛽ℎ

𝑘+1,·,𝑗+1)
2
/2 ,

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = 𝑔(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 ,𝑚
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ).

(4.2.17)

Заметим, что (4.2.17) сохраняет второй порядок аппроксимации по про-
странственным переменным в точке

(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ,𝑦𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︀
.

Введем в рассмотрение билинейную форму в R𝑁1×𝑁2

⟨𝑢·,·,𝑣·,·⟩ =
𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

𝑢𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑣𝑖+1/2,𝑗+1/2 ℎ1ℎ2 (4.2.18)

и перепишем (4.2.16) согласно (4.2.18):

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) =
𝑀−1∑︁
𝑘=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
(︀
𝑑1
⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,·,𝑚

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
/2 +

+𝑑2
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,·,𝑚

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
/2 + ℎ1ℎ2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︃
𝜏.

(4.2.19)

Тогда задача минимизации в дискретном виде может быть записана как⎧⎨⎩ inf
𝛼ℎ,𝛽ℎ

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) ,

A𝑚ℎ
·,·,· = F𝑚ℎ

0,·,·,
(4.2.20)

где начальные и граничные условия учтены в системе алгебраических урав-
нений (4.2.13).
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Как и в одномерном случае, рассмотрим сеточную функцию
𝑣ℎ·,·,· =

{︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2, 𝑗+1/2 ; 𝑘 = 0,...,𝑀, 𝑖 = −1,...,𝑁1, 𝑗 = −1,...,𝑁2

}︁
со свой-

ствами приграничных значений, аналогичными (4.2.2). Умножим 𝑘–тый
компонент (4.2.13) на 𝜏𝑣ℎ𝑘,·,·, используя (4.2.18), и просуммируем по 𝑘:

𝑀∑︁
𝑘=1

(︀⟨︀
A𝑚ℎ

𝑘,·,·,𝑣
ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
−
⟨︀
B𝑘𝑚

ℎ
𝑘−1,·,·,𝑣

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀)︀

𝜏 =

=
⟨︀
𝑚ℎ

𝑀,·,·,A𝑣ℎ𝑀,·,·
⟩︀
𝜏 −

⟨︀
𝑚ℎ

0,·,·,A𝑣ℎ0,·,·
⟩︀
𝜏+

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,·,A𝑣ℎ𝑘,·,·
⟩︀
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,·,B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·,·

⟩︀)︀
𝜏.

(4.2.21)

Рассмотрим Лагранжиан задачи (4.2.20) в форме

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ,𝑣ℎ) := 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ)−
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑀,·,·,A𝑣ℎ𝑀,·,·
⟩︀
𝜏 +

⟨︀
𝑚ℎ

0,·,·,A𝑣ℎ0,·,·
⟩︀
𝜏−

−
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,·,A𝑣ℎ𝑘,·,·
⟩︀
−
⟨︀
𝑚ℎ

𝑘,·,·,B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·,·

⟩︀)︀
𝜏.

(4.2.22)

Тогда поиск седловой точки для (4.2.22) можно записать в виде

inf
(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ)

sup
𝑣ℎ

ℑℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ,𝑣ℎ). (4.2.23)

Условия, характеризующие стационарную точку в дополнение к (4.2.13)
дают равенства

A𝑣ℎ𝑘,·,· = B*
𝑘+1𝑣

ℎ
𝑘+1,·,· + 𝑏ℎ𝑘,·,· ∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,...,0; (4.2.24)

𝑣ℎ𝑀,·,· = 0, (4.2.25)

где

𝑏ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = exp(−𝑟𝑡𝑘)×

×
(︁
𝑓ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 + 𝑑1𝑟

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2 + 𝑑2𝑠

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2

)︁ (4.2.26)
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с функцией 𝑓ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = 𝑓(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑖+1/2 , 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ) ∀ 𝑘 =

0,...,𝑀 − 1, 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1. Снова для каждого
𝑧𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ∈ Ω̄ℎ∖Ωℎ положим

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 = 𝑣ℎ𝑘,𝑖′+1/2 ,𝑗′+1/2 (4.2.27)

по аналогии с условиями (4.2.2) для удовлетворения граничных условий
Неймана (4.1.9).

Дискретные условия оптимальности выбранного управления имеют
вид

𝛼ℎ
𝑘,𝑖,· = − exp(𝑟𝑡𝑘)

(︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,· − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2 ,·

)︁
/𝑑1ℎ1,

𝛽ℎ
𝑘,·,𝑗 = exp(𝑟𝑡𝑘)

(︁
𝑣ℎ𝑘,·,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,·,𝑗−1/2

)︁
/𝑑2ℎ2

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀, ∀ 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, ∀ 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1.

(4.2.28)

Напомним, что точка вместо индекса означает, что он может принимать
любое приемлемое значение одновременно в обеих частях равенства. Урав-
нения (4.2.25) – (4.2.27) можно переписать в виде

B𝑣ℎ·,·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A −B*

0

A −B*
1

. . .
A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣

𝑣ℎ0,·,·
𝑣ℎ1,·,·

...
𝑣ℎ𝑀−1,·,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏ℎ0,·,·
𝑏ℎ1,·,·

...
𝑏ℎ𝑀−1,·,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.2.29)

Совместно с (4.2.27) система (4.2.29) представляет собой следующую раз-
ностную схему для уравнения Гамильтона-Якоби-Беллмана (4.1.7) – (4.1.9):(︂

1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ1
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
1

ℎ1
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

1

2ℎ1
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

+

(︂
3

8𝜏
+

𝜎2
2

ℎ2
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

(︂
1

16𝜏
− 𝜎2

2

2ℎ2
2

)︂
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2 =

(4.2.30)
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= 𝛾3
𝑘+1,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 𝑣

ℎ
𝑘+1,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾2

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑣
ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+ 𝛾1
𝑘+1,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 𝑣

ℎ
𝑘+1,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾6

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 𝑣
ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

+ 𝛾5
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑣

ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 + 𝛾4

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2 𝑣
ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2 +

+ 𝑏ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1

с начальными данными (4.2.25). Отметим, что для схемы (4.2.25), (4.2.27),
(4.2.30) расчет выполняется в обратном направлении по времени.

Замечание 6. Как и в одномерном случае с сопряженным опера-
тором B схема (4.2.25), (4.2.27), (4.2.30) имеет аппроксимацию порядка
𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

1 + ℎ2
2

)︀
в дискретной 𝐿∞ – норме

max
(𝑥,𝑦)∈Ω̄

⃒⃒
𝑣ℎ (𝑡𝑘,𝑥,𝑦)

⃒⃒
=
⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

:=

:= max
1≤𝑖≤𝑁1, 1≤𝑖≤𝑁1

⃒⃒⃒
𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2,𝑗−1/2

⃒⃒⃒
.

(4.2.31)

Покажем по аналогии с одномерным случаем, что свойства M-
матрицы гарантируют сходимость численного решения (4.2.10) – (4.2.12)
и (4.2.25), (4.2.27), (4.2.30) в соответствующих дискретных нормах.

Теорема 4. Рассмотрим уравнения (4.2.10) с погрешностью ап-
проксимации 𝜀ℎ𝑘, 𝑖 + 1/2, 𝑗 + 1/2 в правой части и с теми же начальными и
граничными условиями (4.2.11), (4.2.12). Тогда для решения такой задачи
в условиях (4.2.14), (4.2.15) имеет место оценка

max
0≤𝑘≤M

⃦⃦
𝑚ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≤‖ 𝑚0(·,·)‖1,ℎ + 𝑇 max
1≤𝑘≤M

⃦⃦
𝜀ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ
. (4.2.32)

Доказательство. Как и в одномерном случае ключевым свойством
коэффициентов схемы (4.2.10) – (4.2.12) является равенство

𝛾1
𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2 + 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝛾3
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 +

+ 𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 + 𝛾5

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝛾6
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 = 1/𝜏 .

(4.2.33)
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Сначала рассмотрим случай, когда все компоненты 𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 и
𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑗+1/2

)︀
неотрицательны. Тогда все компоненты 𝑚ℎ

·,· также неот-
рицательны в соответствии с замечанием 5. Умножим уравнение (4.2.10)
на 𝜏 и просуммируем по 𝑖 = 0,...,𝑁1− 1 и 𝑗 = 0,...,𝑁2− 1. С учетом (4.2.33)
получаем равенство⃦⃦

𝑚ℎ (𝑡𝑘, · ,·)
⃦⃦
1,ℎ

=
⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘−1, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

+ 𝜏
⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀.

Использование математической индукции по 𝑘 приводит к неравенству

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

= ‖𝑚0 (·,·)‖1,ℎ + 𝜏
𝑘∑︁

𝑠=1

⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑠, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≤

≤ ‖𝑚0 (·,·)‖1,ℎ + 𝑘𝜏 max
1≤𝑠≤𝑘

⃦⃦
𝜀ℎ (𝑡𝑠, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀.

(4.2.34)

Такое же неравенство справедливо и для неположительных компонент
𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 и 𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑗+1/2

)︀
. Как и в одномерном случае, неравенство

(4.2.34) будет справедливо и для компонент 𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2, 𝑚0

(︀
𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑗+1/2

)︀
с любыми знаками. Беря максимум от обеих частей неравенства (4.2.34),
получаем (4.2.32).

Теорема 5. Для решения задачи (4.2.25), (4.2.27), (4.2.30) в условиях
(4.2.14), (4.2.15) справедлива оценка

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ 𝑇 max
0≤𝑘≤𝑀−1

⃦⃦
𝑏ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

(4.2.35)

Доказательство. Пусть
⃒⃒
𝑣ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 )

⃒⃒
– максимальная по

модулю компонента на слое 𝑡𝑘, так что
⃒⃒
𝑣ℎ(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 )

⃒⃒
=⃦⃦

𝑣ℎ(𝑡𝑘, · ,·)
⃦⃦
∞,ℎ

. Снова используем ключевое свойство коэффициентов раз-
ложения (4.2.33) для получения неравенства⃦⃦

𝑣ℎ (𝑡𝑘, · ,·)
⃦⃦
∞,ℎ

=
⃒⃒
𝑣ℎ
(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑖+1/2

)︀⃒⃒
≤

≤
⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘+1, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

+ 𝜏
⃦⃦
𝑏ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

∀ 𝑘 = 𝑀 − 1,𝑀 − 2,...,0.
(4.2.36)
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Использование математической индукции по 𝑘 приводит к оценке⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ (𝑀 − 𝑘) 𝜏
⃦⃦
𝑏ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

. (4.2.37)

Беря максимум по 𝑘 от обеих частей неравенства (4.2.37), получаем (4.2.35).

С учетом этих оценок и порядка аппроксимации 𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

1 + ℎ2
2

)︀
на основании теоремы эквивалентности [32] вытекает сходимость при-
ближенных решений обеих задач соответственно в сеточных нормах
max

0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

и max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

с тем же порядком.

Вычислительный алгоритм решения двумерной ИСП

Предположим, что некоторые начальные приближения 𝛼ℎ
·,·,·,𝛽

ℎ
·,·,· и 𝑚ℎ

·,·,· из-
вестны. Например, можно положить 𝛼ℎ

·,·,· = 0, 𝛽ℎ
·,·,· = 0. Первые прибли-

жения 𝑚ℎ
·,· и 𝐽ℎ

(︀
𝑚ℎ

·,·,·,𝛼
ℎ
·,·,·
)︀

можно вычислить согласно (4.2.10) – (4.2.12)
и (4.2.16), (4.2.17), соответственно. Оптимальные значения управлений
𝛼ℎ
·,·,·, 𝛽ℎ

·,·,· далее уточняются путем выполнения следующих шагов.
1. Согласно (4.2.25) – (4.2.27), (4.2.30) получаем значения функции

𝑣ℎ·,·,·.
2. Получаем новое приближение для �̃�ℎ

𝑘,·,· 𝛽ℎ
𝑘,·,·, 𝑘 = 0,...,𝑀 − 1 со-

гласно (4.2.28).
3. Получаем новое приближение для �̃�ℎ

·,·,· как решение (4.2.10) –
(4.2.10).

4. Вычисляем новое приближение 𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ) согласно (4.2.16),
(4.2.17).

5. Если требуемая точность не достигнута, т.е.⃒⃒⃒
𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)

⃒⃒⃒
> 𝑇𝑜𝑙, то

𝛼ℎ
·,·,· := �̃�ℎ

·,·,·; 𝑚ℎ
·,·,· := �̃�ℎ

·,·,·; и повторяем итерацию, начиная с шага
1 с новыми значениями функций.

6. Выбираем �̃�ℎ
·,·,·, 𝛽

ℎ
·,·,· и �̃�ℎ

·,·,· как приближенное решение (4.2.20).
Покажем теперь, что (4.2.28) обеспечивает наискорейший спуск к

минимуму для дискретного функционала стоимости (4.2.19). Рассмотрим
функции 𝛼ℎ,𝛽ℎ и их приближения �̃�ℎ,𝛽ℎ. Выберем 𝑟ℎ,𝑟ℎ,𝑠ℎ,𝑠ℎ из (4.2.17) и
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решения 𝑚ℎ,�̃�ℎ ((4.2.13)) с матрицами B𝑖, B̃𝑖, соответственно. Рассмотрим
разность:

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) =

=
𝑀−1∑︁
𝑘=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝑑1𝜏/2 +

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,· −𝑚ℎ

𝑘,·,·
⟩︀
𝑑1𝜏/2+

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝑑2𝜏/2 +

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,· −𝑚ℎ

𝑘,·,·
⟩︀
𝑑2𝜏/2−

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︀⟨︀
A𝑣ℎ𝑘+1,·,·, �̃�

ℎ
𝑘+1,·,· −𝑚ℎ

𝑘+1,·,·
⟩︀
−
⟨︀
A𝑣ℎ𝑘,·,·, �̃�ℎ

𝑘,·,· −𝑚ℎ
𝑘,·,·
⟩︀)︀

𝜏+

+
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
ℎ1ℎ2𝜏.

(4.2.38)

Условие (4.1.5) для функции 𝑔 относительно 𝑚 в дискретном смысле озна-
чает, что

𝑔ℎ𝑘,·,· − 𝑔ℎ𝑘,·,· ≤
(︀
�̃�ℎ

𝑘,·,· −𝑚ℎ
𝑘,·,·
)︀
𝑓ℎ
𝑘,·,·. (4.2.39)

Следовательно

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑑1 exp(−𝑟𝑡𝑘)

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·
⟩︀
𝜏/2 +

+ 𝑑2 exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏/2 +

+
⟨︀
−A𝑣ℎ𝑘,·,· + exp(−𝑟𝑡𝑘)×

×
(︀
𝑑1𝑟

ℎ
𝑘,·,·/2 + 𝑑2𝑠

ℎ
𝑘,·,·/2 + 𝑓ℎ

𝑘,·,·
)︀
, �̃�ℎ

𝑘,·,· −𝑚ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏 +

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·, B̃𝑘�̃�

ℎ
𝑘,·,· − B𝑘𝑚

ℎ
𝑘,·,·

⟩
𝜏
)︁
=

(4.2.40)
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=
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑑1 exp(−𝑟𝑡𝑘)

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏/2 +

+ 𝑑2 exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏/2+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
𝜏
)︁
.

Рассмотрим каждое слагаемое в правой части (4.2.40) по отдельности от-
носительно �̃�ℎ

𝑘,𝑖,𝑗+1/2 и 𝛽ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗:⟨︀

𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�
ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
= ℎ1ℎ2𝑑1 exp(−𝑟𝑡𝑘)×

×
𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑟ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 =

=
𝑑1ℎ1ℎ2

2
exp(−𝑟𝑡𝑘)

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︂(︁

�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2
−
(︁
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2)︂
;

(4.2.41)

⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
= ℎ1ℎ2𝑑2 exp(−𝑟𝑡𝑘)×

×
𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
𝑠ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑠ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 =

=
ℎ1ℎ2𝑑2

2
exp(−𝑟𝑡𝑘)

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︂(︁

𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2
−
(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2)︂
;

(4.2.42)

⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
= ℎ1ℎ2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ×

×
(︁(︁

𝛾1
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 −𝛾1

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾2
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾2

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾3
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾3

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾4
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾4

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

(4.2.43)
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+
(︁
𝛾5
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾5

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾6
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾6

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2

)︁
=

=
ℎ1ℎ2

8𝜏

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖±1/2,𝑗+1/2 �̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︀(︀
1± 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 /ℎ1

)︀
−
(︀
1± 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 /ℎ1

)︀)︀
+

+ 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖±1/2,𝑗+1/2 �̃�ℎ
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︀(︀
1± 4𝜏 �̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 /ℎ1

)︀
−
(︀
1± 4𝜏𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 /ℎ1

)︀)︀)︀
+

+
ℎ1ℎ2

8𝜏

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗±1/2 �̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︁(︁

1∓ 4𝜏𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗/ℎ2

)︁
−
(︀
1∓ 4𝜏𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗/ℎ2

)︀)︁
+

+ 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗±1/2 �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 ×

×
(︁(︁

1∓ 4𝜏𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗/ℎ2

)︁
−
(︀
1∓ 4𝜏𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗/ℎ2

)︀)︁)︁
.

Знаки ± и ∓ означают, что слагаемые входят в сумму с обоими знаками
+ и −. После приведения подобных слагаемых в (4.2.41) – (4.2.43) раз-
ность (4.2.40) принимает вид суммы квадратичных полиномов относитель-
но �̃�ℎ

𝑘,𝑖,𝑗 и 𝛽ℎ
𝑘,𝑖,𝑗:

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2

(︂(︁
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2
−
(︁
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2)︂
+

+𝑞1𝑘,𝑖,𝑗+1/2

(︁
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁)︁
+

+

𝑁𝑒−1∑︁
𝑖=0

𝑁𝑥−1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗

(︂(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2
−
(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2)︂
+

+𝑞2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗

(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 − 𝛽ℎ

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁)︁
(4.2.44)

с коэффициентами

𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 =
𝜏ℎ1ℎ2𝑑1

4
exp(−𝑟𝑡𝑘)

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
, (4.2.45)
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𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 =
𝜏ℎ1ℎ2𝑑2

4
exp(−𝑟𝑡𝑘)

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
,

𝑞1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 =
𝜏ℎ2

2

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2

)︁
,

𝑞2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 = −𝜏ℎ1

2

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2

)︁
.

Во-первых, отметим, что минимизация суммы в правой части (4.2.44) сво-
дится к минимизации каждого отдельного слагаемого. Во-вторых, коэф-
фициенты 𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 и 𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 перед квадратичными слагаемыми строго
больше нуля. Таким образом, минимум каждого полинома достигается в
точках

�̄�ℎ
𝑘+1,𝑖,· = −𝑞1𝑘,𝑖,·/2𝑝

1
𝑘,𝑖,· =

= − exp(𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,· − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 ,·

)︁
/𝑑1ℎ1,

𝛽ℎ
𝑘+1,·,𝑗 = −𝑞2𝑘,·,𝑗/2𝑝

2
𝑘,·,𝑗 =

= exp(𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,·,·𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,·,𝑗−1/2

)︁
/𝑑2ℎ2

∀ 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, ∀ 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1,

(4.2.46)

которые совпадают с выражением (4.2.28). Несмотря на то, что совпаде-
ние кажется естественным следствием приближения дифференциальной
задачи, для других разностных схем (например, из [29, 83]) для выпол-
нения условий оптимальности необходимы дополнительные итерации или
коррекции.
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4.3 Вычислительный эксперимент для двумерной

ИСП

4.3.1 Торговля квотами на эмиссию диоксида углерода в
терминах игры «среднего поля»

Для иллюстрации вычислительного алгоритма воспользуемся моде-
лью, описывающей торговлю квотами на эмиссию для производителей,
сформулированной в [29] для уравнения в терминах ИСП. Здесь рассмат-
ривается континуум агентов, взаимодействующих на макроэкономическом
уровне. В рамках этой модели агенты являются производителями, у кото-
рых выбросы 𝐶𝑂2 регулируются правительством. Торговля квотами на вы-
бросы (известная также как «emission trading» или «cap-and-trade») явля-
ется рыночным подходом к контролю загрязнения атмосферы путем предо-
ставления экономических стимулов для сокращения выбросов загрязняю-
щих веществ [31]. Правительство выделяет или продает ограниченное ко-
личество квот на выброс определенного количества диоксида углерода за
рассматриваемый период времени. Производители, которые хотят увели-
чить свои выбросы, могут покупать квоты у других агентов, желающих их
продать.

Результатом производства, в которое вовлечены агенты, является
уровень эмиссии 𝑒 (𝑡), изменяющийся со временем. Также будем рассмат-
ривать величину разрешенного выброса ℎ (𝑡). Положим, что агенты участ-
вуют в переговорах, чтобы достичь максимально допустимого уровня вы-
бросов. Будем считать, что производители в момент времени 𝑡 распреде-
лены в области Ω̄ = [𝑒min, 𝑒max] × [ℎmin, ℎmax] согласно функции плотности
𝑚(𝑡,𝑒,ℎ). Начальную плотность распределения агентов на момент времени
𝑡 = 0 обозначим как 𝑚0(𝑒,ℎ).
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Будем считать, что выручка агента от производства определяется сле-
дующей функцией [29]

𝑌 (𝑡,𝑒,ℎ) =
𝑒max𝑒− 𝑒2/2

𝑐1 + 𝑐2𝑚(𝑡,𝑒,ℎ)
, 𝑒 ∈ [𝑒min, 𝑒max],

где 𝑐1 и 𝑐2 – положительные константы. Более того, выручка от произ-
водства несколько уменьшается с ростом плотности агентов 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ). Это
означает, что агент, сталкиваясь с более жесткой конкуренцией, получает
меньшую выручку.

Положим, что управление мультиагентной системой осуществляет-
ся посредством сокращения выбросов 𝑙(𝑡,𝑒,ℎ) и проведением переговоров
𝜇(𝑡,𝑒,ℎ). Стоимость сокращения выбросов и проведения переговоров об
уровне допустимой эмиссии имеет вид

𝐶𝑒(𝑡,𝑒,ℎ) = 𝑑1𝑙
2(𝑡,𝑒,ℎ) и 𝐶ℎ(𝑡) = 𝑑2𝜇

2(𝑡,𝑒,ℎ),

соответственно. Здесь 𝑑1 и 𝑑2 – положительные константы, а квадратичная
форма функции гарантирует увеличение предельных издержек.

Стоимость налога на выбросы углерода определяется формулой

𝐶𝑎(𝑡,𝑒,ℎ) = 𝑝𝑎(𝑡) min{𝑒(𝑡),ℎ(𝑡)},

где 𝑝𝑎(𝑡) означает налоговую ставку в момент времени 𝑡. Если количе-
ство выброса 𝑒(𝑡) меньше допустимого уровня ℎ(𝑡), агент должен опла-
тить налог на осуществленный им выброс 𝑒(𝑡). Если количество эмиссии
𝑒(𝑡) превышает допустимое ℎ(𝑡), то агент должен оплатить налог на ко-
личество, предоставленное им квотой. Налог за превышение допустимого
уровня эмиссии регулируется государством и превосходит базовый налог
𝑝𝑎(𝑡):

𝐶𝑏(𝑡,𝑒,ℎ) = 𝑝𝑏(𝑡) (𝑒(𝑡)− ℎ(𝑡))+, 𝑝𝑏(𝑡) > 𝑝𝑎(𝑡).

Верхний индекс ” + ” означает положительную часть, то есть 𝑓+(𝑡) =

max{0, 𝑓(𝑡)}. Таким образом, чистая выручка агента на момент времени
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𝑡 составляет

𝑅(𝑡,𝑒,ℎ) = 𝑌 (𝑡,𝑒,ℎ)−
− (𝐶𝑒 (𝑡,𝑒,ℎ) + 𝐶ℎ (𝑡,𝑒,ℎ) + 𝐶𝑎 (𝑡,𝑒,ℎ) + 𝐶𝑏 (𝑡,𝑒,ℎ)) .

(4.3.1)

Описанный процесс показывает связь между управлением
𝑙(𝑡,𝑒,ℎ), и 𝜇(𝑡,𝑒,ℎ) и распределением 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ). Фактически они связа-
ны уравнением Колмогорова [29]

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑒2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕ℎ2
− 𝜕(𝑙𝑚)

𝜕𝑒
+

𝜕(𝜇𝑚)

𝜕ℎ
= 0 на (0, 𝑇 )× Ω (4.3.2)

с начальным условием
𝑚(0,𝑒,ℎ) = 𝑚0(𝑒,ℎ) на Ω̄ (4.3.3)

и краевым условием Неймана
𝜕𝑚

𝜕𝑛
= 0 на [0, 𝑇 ]× Γ (4.3.4)

на границе Γ области Ω = (𝑒min, 𝑒max)× (ℎmin,ℎmax).
Тогда оптимальное управление континуумом агентов может быть вы-

ражено через функционал

sup
𝑙(𝑡),𝜇(𝑡)

{︂∫︁ 𝑇

0

exp (−𝑟𝑡)

∫︁
Ω

𝑅 (𝑡,𝑒(𝑡),ℎ(𝑡))𝑚 dΩ d𝑡
}︂
. (4.3.5)

Чтобы переформулировать задачу в виде (4.1.1) – (4.1.4), мы произ-
водим линейное замещение (𝑒 − 𝑒min,ℎ − ℎmin) переменными (𝑥,𝑦) и берем
минус, чтобы поменять супремум в (4.3.5) на инфинум в (4.1.4). Тогда 𝑙(𝑡)

совпадает с −𝛼(𝑡); 𝜇(𝑡) совпадает с −𝛽(𝑡).
Для проверки условия (4.1.5) используем разложение в ряд Тейлора

𝑔(�̃�) = 𝑔(𝑚) + (�̃�−𝑚)
𝜕𝑔(𝑚)

𝜕𝑚
+

(�̃�−𝑚)2

2

𝜕2𝑔(𝜉)

𝜕𝑚2

по отношению к переменной 𝑚 ∈ R, где точка 𝜉 лежит между значениями
𝑚 и �̃�. Если 𝜕2𝑔(𝜉)/𝜕𝑚2 ≤ 0,

𝑔(�̃�)− 𝑔(𝑚) ≤ (�̃�−𝑚)
𝜕𝑔(𝑚)

𝜕𝑚
.
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Поскольку 𝑔(𝑚) = 𝑚
𝑒max𝑒− 𝑒2/2

𝑐1 + 𝑐2𝑚
+𝑚

(︀
𝑝𝑎(𝑡)𝑚𝑖𝑛{𝑒,ℎ}+ 𝑝𝑏(𝑡) (𝑒− ℎ)+

)︀
, то

𝜕2𝑔(𝜉)

𝜕𝑚2
=

(︂
𝑒max𝑒− 𝑒2/2

𝑐1 + 𝑐2𝑚

[︂
1− 𝑐2𝑚

𝑐1 + 𝑐2𝑚

]︂)︂′

=

= 1

(︀
𝑒max𝑒− 𝑒2/2

)︀(︂ 1

(𝑐1 + 𝑐2𝑚)2

)︂′
= −

2𝑐1𝑐2
(︀
𝑒max𝑒− 𝑒2/2

)︀
(𝑐1 + 𝑐2𝑚)3

< 0,

поскольку 𝑐1, 𝑐2 и 𝑚 неотрицательны.

4.3.2 Численное решение двумерной задачи

Применим алгоритм, описанный в разделе 4.2 для задачи (4.3.2) –
(4.3.5).

Для численного решения задачи используем следующие значения пе-
ременных:

𝑇 = 2, 𝑒min = 1, 𝑒max = 3, ℎmin = 1, ℎmax = 5, 𝑐1 = 1, 𝑐2 = 0.1,

𝑑1 = 0.5, 𝑑2 = 1, 𝑝𝑎(𝑡) = 0.5, 𝑝𝑏(𝑡) = 2.0, 𝑟 = 0.04 𝜎1 = 𝜎2 = 0.3.

Начальное состояние агентов будем задавать распределением Гаусса

𝑚0(𝑒,ℎ) = exp
{︁
−
(︀
𝑒− ⌣

𝜇𝑒

)︀2
/2

⌣

𝜎
2

𝑒 −
(︀
ℎ− ⌣

𝜇ℎ

)︀2
/2

⌣

𝜎
2

𝑦

}︁
/2𝜋

⌣

𝜎𝑒
⌣

𝜎ℎ

с параметрами ⌣

𝜇𝑒 = 2,
⌣

𝜇ℎ = 3, ⌣

𝜎𝑒 =
⌣

𝜎ℎ = 0.2 (рисунок 4.1). В этом случае
большинство агентов изначально выбирают средний уровень эмиссии, а
число агентов, уровень выбросов которых минимален, стремится к нулю.
Для построения сетки мы используем 𝑁1 = 𝑁2 = 32, 𝑀 = 256, что дает
нам следующие параметры сетки

𝜏 = 𝑇/𝑀 , ℎ1 = (𝑒max − 𝑒min)/𝑁1 , ℎ2 = (ℎmax − ℎmin)/𝑁2.

В отсутствие контроля диффузия равномерно размазывает состояние (ри-
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Рисунок 4.1 — Начальное распределение агентов 𝑚(0,𝑒,ℎ) = 𝑚0(𝑒,ℎ) на Ω̄.

сунок 4.2). Первая итерация алгоритма дает наибольший вклад в коррек-
цию и смещает пик агентов в сторону бóльшего уровня выбросов, поскольку
уровень разрешенной эмиссии позволяет сделать это (рисунок 4.3). Одна-
ко окончательное решение не так радикально по сравнению с исходным
состоянием (рисунок 4.4).

В таблице 4.1 приведена история сходимости итерационного процесса.
Результаты вычислительного эксперимента показали, что из-за высо-

кой конкуренции агенты имеют тенденцию не оставаться в общей массе, а
выбирать отличный от других уровень эмиссии, поскольку распределение
агентов становится более равномерным по всей вычислительной области.
Однако воздействие налоговой политики и проведение переговоров при-
водит к тому, что большинство агентов стремится не превышать уровень
допустимой эмиссии. Более того, даже текущий уровень базового налога
при высоком уровне разрешенной эмиссии не приводит к большому числу
выбросов, что означает выбранную налоговую политику удовлетворитель-
ной.

Для подтверждения порядка сходимости выбранной задачи оп-
тимизации, рассмотрим последовательность приближенных решений
𝑚ℎ𝑛

·,·,·, 𝑣
ℎ𝑛
·,·,·, 𝐽

ℎ𝑛 с набором убывающих шагов

ℎ1,𝑛 = ℎ1/2
𝑛, ℎ2,𝑛 = ℎ2/2

𝑛, 𝜏𝑛 = 𝜏/4𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4.
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а) б) в)
Рисунок 4.2 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в) с

нулевым управлением

а) б) в)
Рисунок 4.3 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в)

после первой итерации

Поскольку точное решение задачи оптимизации заранее неизвестно, мы
будем использовать критерий Рунге [99]. Предположим сходимость при-
ближенных решений в следующем смысле:

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚 (𝑡𝑘, · ,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≈ 𝑐𝑚(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛),

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣 (𝑡𝑘, · ,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≈ 𝑐𝑣(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛),⃒⃒
𝐽 − 𝐽ℎ𝑛

⃒⃒
≈ 𝑐𝐽(ℎ

2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛).

(4.3.6)
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а) б) в)
Рисунок 4.4 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в)

после окончания алгоритма

Таблица 4.1
История сходимости итерационного процесса для двумерной задачи

Номер итерации 𝑠 𝐽ℎ
𝑠 Δ𝑠 =

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
Δ𝑠/Δ𝑠−1

0 3.16285514
1 3.14648430 0.01637084
2 3.14469340 0.00179090 0.10939544
3 3.14379720 0.00089620 0.50042007
4 3.14346954 0.00032767 0.36562040
5 3.14317390 0.00029563 0.90222633
6 3.14307045 0.00010346 0.34995029

Тогда разность двух последовательных приближенных решений при задан-
ном соотношении шагов должна давать утроенную ошибку:

𝛿𝑚,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘, · ,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≃ 3𝑐𝑚(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛),

𝛿𝑣,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘, · ,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≃ 3𝑐𝑣(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛),

𝛿𝐽,𝑛 =
⃒⃒
𝐽ℎ𝑛−1 − 𝐽ℎ𝑛

⃒⃒
≃ 3𝑐𝐽(ℎ

2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛).

Эти значения, а также значения 𝑐𝑚,𝑛 = 𝛿𝑚,𝑛/3(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛) , 𝑐𝑣,𝑛 =

𝛿𝑣,𝑛/3(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛) 𝑐𝐽,𝑛 = 𝛿𝐽,𝑛/3(ℎ
2
1,𝑛 + ℎ2

2,𝑛 + 𝜏𝑛) приведены в табли-
це 4.2 и косвенно подтверждают приближенное равенство (4.3.6), подтвер-
ждающее порядок сходимости 𝑂(𝜏 + ℎ2

1 + ℎ2
2).
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Таблица 4.2
Сходимость последовательности приближенных решений для
двумерной задачи при уменьшении шагов разностной сетки

𝑛 𝛿𝑚,𝑛 𝑐𝑚,𝑛 𝛿𝑣,𝑛 𝑐𝑣,𝑛 𝛿𝐽,𝑛 𝑐𝐽,𝑛
1 0.128415 0.0428 0.033781 0.01126 3.032858 1.0109
2 0.032043 0.0427 0.008423 0.01123 0.714525 0.9527
3 0.007837 0.0417 0.002072 0.01105 0.176857 0.9432
4 0.001925 0.0410 0.000495 0.01056 0.044102 0.9408

4.4 Выводы по главе 4

В главе 4 было показано, что необходимые свойства полулагранже-
вой аппроксимации для задач «среднего поля», справедливые в одномер-
ном случае, можно перенести на двумерные задачи. Аппроксимации пря-
мого по времени уравнения Колмогорова и обратного Гамильтона-Якоби-
Беллмана имеют сопряженные операторы, которые монотонны в соответ-
ствующих сопряженных векторных пространствах. А дискретное прибли-
жение (4.2.28) дифференциальной связи (4.1.10) для минимизации функци-
онала стоимости дает условие наискорейшего спуска дискретного функцио-
нала стоимости (4.2.16). Разложение в ряд Тейлора демонстрирует порядок
аппроксимации 𝑂(𝜏 + ℎ1

2 + ℎ2
2) для схемы (4.2.10) – (4.2.12). Благодаря

свойству М-матрицы схема устойчива и обеспечивает сходимость в дис-
кретной 𝐿1–норме. Тот же вывод справедлив для разностных схем (4.2.25),
(4.2.27), (4.2.30) в дискретной 𝐿∞–норме.

Вычислительный алгоритм применён для моделирования экономиче-
ской ситуации, регулирующей поведение рациональных производителей,
стремящихся повысить свою прибыль в условиях конкуренции и налогов
на выбросы диоксида углерода.
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Глава 5. Двумерные задачи «среднего поля»
со смешанной диффузией

Данная глава посвящена поиску численного решения двумерных за-
дач «среднего поля» в случае, когда диффузионные процессы, происхо-
дящие вдоль пространственных переменных, связаны между собой. Здесь
приводится описание основных изменений относительно задач, описанных
в главе 4.

5.1 Математическая модель

Будем считать, что для построения модели используется та же вычис-
лительная область Ω = (0,𝐻1)×(0,𝐻2), что и в главе 4. В случае смешанной
диффузии уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова имеет вид

𝜕𝑚

𝜕𝑡
−𝜎2

1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑦2
−

− 𝛾𝜎1𝜎2
𝜕2𝑚

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦
= 0 на (0, 𝑇 )× Ω,

(5.1.1)

𝑚(0,𝑥,𝑦) = 𝑚0(𝑥,𝑦) на Ω̄, (5.1.2)

𝜕𝑚

𝜕𝑛
= 0 на [0, 𝑇 ]× Γ, (5.1.3)

где 𝜕𝑚
⧸︀
𝜕𝑛 означает производную по внешней нормали на границе Γ. Па-

раметры 𝜎1 > 0, 𝜎2 > 0 имеют тот же смысл, что и предыдущем случае,
а 𝛾 ∈ (−1, 1) – коэффициент корреляции процессов, определяющих дина-
мику поведения агентов.
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В текущей модели минимизируется функционал стоимости, анало-
гичный используемому в главе 4:

𝐽(𝑚,𝛼,𝛽) =

𝑇∫︁
0

(︁
exp(−𝑟𝑡)×

×
∫︁
Ω

(︀
𝑑1𝛼

2𝑚/2 + 𝑑2𝛽
2𝑚/2 + 𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,𝑚)

)︀
dΩ
)︁
d𝑡.

(5.1.4)

Таким образом, задача оптимизации записывается в форме⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐽(𝑚,𝛼,𝛽) =

𝑇∫︁
0

(︁
exp(−𝑟𝑡)×

×
∫︁
Ω

(︀
𝑑1𝛼

2𝑚/2 + 𝑑2𝛽
2𝑚/2 + 𝑔(𝑡,𝑥,𝑦,𝑚)

)︀
dΩ
)︁
d𝑡,

𝜕𝑚

𝜕𝑡
− 𝜎2

1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑦2
−

− 𝛾𝜎1𝜎2
𝜕2𝑚

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦
= 0 на (0, 𝑇 )× Ω

(5.1.5)

с начальным (5.1.2) и граничным (5.1.3) условиями.
Сформулируем Лагранжиан задачи (5.1.5). Выберем функцию 𝑣 ∈

𝐶∞([0,𝑇 ]× Ω̄) в качестве множителя Лагранжа, умножим на нее (5.1.1) и
проинтегрируем по 𝑡,𝑥:

ℑ(𝑚,𝛼,𝛽,𝑣) := 𝐽(𝑚,𝛼,𝛽) −

−
∫︁
Ω

(𝑣(𝑇,𝑥,𝑦)𝑚(𝑇,𝑥,𝑦)− 𝑣(0,𝑥,𝑦)𝑚0(𝑥,𝑦)) dΩ +

𝑇∫︁
0

∫︁
Ω

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

+
𝜎2
1

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜎2
2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝛾𝜎1𝜎2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝛽

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
𝑚 dΩd𝑡.

(5.1.6)

Согласно алгоритму, предложенному в разделе 4.1, поиск стационар-
ной точки задачи

inf
(𝑚,𝛼,𝛽)

sup
𝑣

ℑ(𝑚,𝛼,𝛽,𝑣)
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приводит к уравнению Гамильтона-Якоби-Беллмана

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜎2
1

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+

𝜎2
2

2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝛾𝜎1𝜎2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝛽

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

= − exp(−𝑟𝑡)
(︀
𝑓 + 𝑑1𝛼

2
⧸︀
2 + 𝑑2𝛽

2
⧸︀
2
)︀

на [0,𝑇 ] × Ω

(5.1.7)

с начальным и граничным условиями

𝑣(𝑇, 𝑥,𝑦) = 0 на Ω̄, (5.1.8)

𝜕𝑣

𝜕𝑛
= 0 на [0, 𝑇 ]× Γ, (5.1.9)

а также условиями оптимальности выбираемых стратегий

𝛼 = −exp(𝑟𝑡)

𝑑1

𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝛽 = −exp(𝑟𝑡)

𝑑2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
на [0,𝑇 ] × Ω̄. (5.1.10)

Таким образом, (5.1.7)–(5.1.10) характеризуют динамическую систему в до-
полнение к (5.1.5).

5.2 Построение вычислительной схемы для

двумерной задачи со смешанной диффузией

Для нахождения численного решения задачи (5.1.1) – (5.1.3) с функ-
циями 𝛼 и 𝛽, удовлетворяющими свойству 𝛼 = 𝛽 = 0 на [0,𝑇 ] × Γ в си-
лу (5.1.9) и (5.1.10) используем дискретную сетку по времени и простран-
ству, введенную в главе 4. Решение будем искать в виде сеточной функции
𝑚ℎ(𝑡,𝑥,𝑦) на каждом временном слое 𝑡𝑘 на Ω̄ℎ, подчиняющуюся условиям
(4.2.3). Разделим аппроксимацию уравнения (5.1.1) на две части.

Аппроксимацию оператора, отвечающего за процессы переноса так-
же будем проводить в несколько шагов. Во-первых, рассмотрим оператор,
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действующий вдоль оси Ox :

1

2

𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
(5.2.1)

На каждом слое 𝑡𝑘 для каждого узла z 𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∈ Ωℎ, зафиксируем 𝑦𝑗+1/2

и используем следующую конечно-разностную аппроксимацию (5.2.1) при
𝑦 = 𝑦𝑗+1/2 по аналогии с [122]:

𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

⧸︀
𝜏 − 𝛾𝑥

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2−

− 𝛾𝑥
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝛾𝑥

𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+1/2,

(5.2.2)

где
𝛾𝑥
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 =

(︁
𝑥𝑖 − 𝑥−𝑘,𝑖,𝑗+1/2

)︁⧸︀
2𝜏ℎ1,

𝛾𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2
𝑥 =

(︁
𝑥−𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 − 𝑥+𝑘,𝑖,𝑗+1/2

)︁⧸︀
2𝜏ℎ1,

𝛾𝑥
𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2 =

(︁
𝑥+𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 − 𝑥𝑖+1

)︁⧸︀
2𝜏ℎ1,

𝑥±𝑘,𝑖,𝑗+1/2 = 𝑥𝑖 ±max
{︁
0, 2𝜏𝛼ℎ

𝑘,𝑖,𝑗+1/2

}︁
,

𝑥±𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 = 𝑥𝑖+1 ±max
{︁
0, 2𝜏𝛼ℎ

𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

}︁
.

(5.2.3)

Теперь рассмотрим оператор переноса, действующий вдоль оси Oy:

1

2

𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦
. (5.2.4)

На каждом слое 𝑡𝑘 для каждого узла z𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∈ Ωℎ, зафиксируем 𝑥𝑖+1/2 и
используем следующую конечно-разностную аппроксимацию по аналогии
с (5.2.2), (5.2.3):

𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

⧸︀
𝜏 − 𝛾𝑦

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗−1/2−

− 𝛾𝑦
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝛾𝑦

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+3/2,

(5.2.5)

где
𝛾𝑦
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 =

(︁
𝑦𝑗 − 𝑦−𝑘,𝑖+1/2,𝑗

)︁⧸︀
2𝜏ℎ2,

𝛾𝑦
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

(︁
𝑦−𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1 − 𝑦+𝑘,𝑖+1/2,𝑗

)︁⧸︀
2𝜏ℎ2,

(5.2.6)
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𝛾𝑦
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 =

(︁
𝑦+𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1 − 𝑦𝑗+1

)︁⧸︀
2𝜏ℎ2,

𝑦±𝑘,𝑖+1/2,𝑗 = 𝑦𝑗 ±max
{︁
0, 2𝜏𝛽ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗

}︁
,

𝑦±𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1 = 𝑦𝑗+1 ±max
{︁
0, 2𝜏𝛽ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1

}︁
.

Теперь рассмотрим приближение оператора в (5.1.1), отвечающего за
процессы диффузии.

− 𝜎2
1

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚

𝜕𝑦2
− 𝛾𝜎1𝜎2

𝜕2𝑚

𝜕𝑥𝜕𝑦
. (5.2.7)

Для аппроксимации (5.2.7) выберем конечно-разностный шаблон, завися-
щий от знака 𝛾. Введем в рассмотрение выражения – сеточные шаблоны

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

⎡⎢⎣ 𝑎𝑖−1/2,𝑗+3/2 𝑎𝑖+1/2,𝑗+3/2 𝑎𝑖+3/2,𝑗+3/2

𝑎𝑖−1/2,𝑗+1/2 𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2 𝑎𝑖+3/2,𝑗+1/2

𝑎𝑖−1/2,𝑗−1/2 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1/2 𝑎𝑖+3/2,𝑗−1/2

⎤⎥⎦ , (5.2.8)

𝑀𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

⎡⎢⎣ 𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗+3/2 𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗+3/2

𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2

𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗−1/2 𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗−1/2

⎤⎥⎦ . (5.2.9)

Для них определим операцию суммирования 𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2*𝑀𝑖+1/2,𝑗+1/2, озна-
чающую покомпонентное умножение соответственно разложенных элемен-
тов с последующим суммированием:

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 *𝑀𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑎𝑖−1/2,𝑗+3/2𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗+3/2+

𝑎𝑖+1/2,𝑗+3/2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 + 𝑎𝑖+3/2,𝑗+3/2𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗+3/2+

+ 𝑎𝑖−1/2,𝑗+1/2𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 + 𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2+

+ 𝑎𝑖+3/2,𝑗+1/2𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2 + 𝑎𝑖−1/2,𝑗−1/2𝑚𝑘,𝑖−1/2,𝑗−1/2+

+ 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1/2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 + 𝑎𝑖+3/2,𝑗−1/2𝑚𝑘,𝑖+3/2,𝑗−1/2

типа скалярного произведения двух векторов, записанных в виде таблицы
3× 3.
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Если 𝛾 ≥ 0, то положим

𝑎𝑖−1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗−1/2 = 0;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1/2 = −𝜎2
1

⧸︀
2ℎ2

1 + 𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖−1/2,𝑗+1/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗+1/2 = −𝜎2
2

⧸︀
2ℎ2

2 + 𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖+3/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖−1/2,𝑗−1/2 = −𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 1
⧸︀
𝜏 + 𝜎2

1

⧸︀
ℎ2
1 + 𝜎2

2

⧸︀
ℎ2
2 − 𝛾𝜎1𝜎2

⧸︀
ℎ1ℎ2.

(5.2.10)

В этом случае внедиагональные элементы матрицы (5.2.8) не положитель-
ны при выполнении условий

|𝛾|𝜎2
⧸︀
𝜎1 ≤ ℎ2

⧸︀
ℎ1 ≤ 𝜎2

⧸︀
|𝛾|𝜎1. (5.2.11)

Заметим, что при соотношении ℎ2≤ ℎ1𝜎2
⧸︀
𝜎1 неравенства (5.2.11) выполня-

ются автоматически.
В случае 𝛾 < 0 положим:

𝑎𝑖+3/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖−1/2,𝑗−1/2 = 0;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1/2 = −𝜎2
1

⧸︀
2ℎ2

1 − 𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖−1/2,𝑗+1/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗+1/2 = −𝜎2
2

⧸︀
2ℎ2

2 − 𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖−1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗−1/2 = 𝛾𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 1
⧸︀
𝜏 + 𝜎2

1

⧸︀
ℎ2
1 + 𝜎2

2

⧸︀
ℎ2
2 + 𝛾𝜎1𝜎2

⧸︀
ℎ1ℎ2.

(5.2.12)

Неравенства (5.2.11) также гарантируют неположительность внедиаго-
нальных элементов матрицы (5.2.8) в случае 𝛾 < 0. Комбинируя аппрокси-
мацию оператора диффузии (5.2.8)–(5.2.12) и конечно-разностную аппрок-
симацию оператора переноса (5.2.2), (5.2.3), (5.2.5), (5.2.6), мы получим
конечно-разностную аппроксимацию для уравнения (5.1.1)–(5.1.3)

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 *𝑀ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝛾1

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2+

+ 𝛾2
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+1/2+

+ 𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗−1/2 + 𝛾5

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+3/2

(5.2.13)
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со следующими коэффициентами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = max

{︀
0,𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2

⧸︀
ℎ1

}︀
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = max

{︀
0,−𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

⧸︀
ℎ1

}︀
,

𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = max

{︀
0,𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗

⧸︀
ℎ2

}︀
,

𝛾5
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = max

{︀
0,−𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1

⧸︀
ℎ2

}︀
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 1

⧸︀
𝜏−𝛾1

𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2−
− 𝛾3

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − 𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 − 𝛾5

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2,

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1

(5.2.14)

и начальными условиями

𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑚0(𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑗+1/2) (5.2.15)

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1. Для обеспечения граничных условий
(5.1.3) в форме Неймана для каждого узла z𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∈ Ω̄ℎ∖Ωℎ, выходящего
за границы вычислительной области Ω, положим

𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑚ℎ

𝑘,𝑖′+1/2,𝑗′+1/2 (5.2.16)

для ближайшего узла z𝑖′+1/2,𝑗′+1/2 ∈ Ωℎ. Тогда система (5.2.13) совместно с
(5.2.14), (5.2.15) может быть переписана в виде системы линейных алгеб-
раических уравнений

A𝑚ℎ
·,·,· = F𝑚ℎ

0,·,·, (5.2.17)

где матричный оператор A удовлетворяет свойствам М-матрицы. Вид мат-
ричного оператора A представлен в приложении Б.1.

Замечание 7. Если условия (5.2.11) выполняются и

𝜏
⃒⃒⃒
𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒⃒
≤ ℎ1

⧸︀
4, 𝜏

⃒⃒⃒
𝛽ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒⃒
≤ ℎ2

⧸︀
4 (5.2.18)

∀ 𝑘 = 0,...,𝑀, 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1 , то все коэффициенты в
правой части (5.2.14) неотрицательны. Положим значения 𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

на слое 𝑡 = 𝑡𝑘−1 также неотрицательными. В этом случае, благодаря свой-
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ствам М-матрицы значения 𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 на слое 𝑡 = 𝑡𝑘 также неотрица-

тельны. В приложении В приведено разложение в ряд Тейлора для схемы
(5.2.13), показывающее, что схема аппроксимирует исходное дифференци-
альное уравнение с первым порядком 𝑂 (𝜏 + ℎ1 + ℎ2).

Отметим, что приближая оператор переноса

𝜕𝑚

𝜕𝑡
+

𝜕(𝛼𝑚)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝛽𝑚)

𝜕𝑦

c помощью Элерово-Лагранжева подхода, описанного в главе 4, можно по-
лучить схему с порядком 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

1 + ℎ2
2

)︀
. В этом случае вместо (5.2.10),

(5.2.12) в (5.2.13) используются коэффициенты

𝑎𝑖−1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗−1/2 = 0;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖+1/2,𝑗−1/2 = 1
⧸︀
16𝜏 − 𝜎2

1

⧸︀
2ℎ2

1 + |𝛾|𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖−1/2,𝑗+1/2 = 𝑎𝑖+3/2,𝑗+1/2 = 1
⧸︀
16𝜏 − 𝜎2

2

⧸︀
2ℎ2

2 + |𝛾|𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖+3/2,𝑗+3/2 = 𝑎𝑖−1/2,𝑗−1/2 = −|𝛾|𝜎1𝜎2
⧸︀
2ℎ1ℎ2;

𝑎𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 3
⧸︀
8𝜏 + 𝜎2

1

⧸︀
ℎ2
1 + 𝜎2

2

⧸︀
ℎ2
2 − |𝛾|𝜎1𝜎2

⧸︀
ℎ1ℎ2,

(5.2.19)

а вместо (5.2.14) рассматриваются коэффициенты, аналогичные (4.2.6) и
(4.2.9)

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

1

16𝜏

(︂
1 +

8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

=
1

16𝜏

(︂
3 +

8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2

)︂
+

1

16𝜏

(︂
3− 8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

)︂
+

+
1

16𝜏

(︂
3 +

8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗

)︂
+

1

16𝜏

(︂
3− 8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

1

16𝜏

(︂
1− 8𝜏

ℎ1
𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

)︂
,

𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 =

1

16𝜏

(︂
1 +

8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗

)︂
,

𝛾5
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

1

16𝜏

(︂
1− 8𝜏

ℎ2
𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1

)︂
.

(5.2.20)
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В этом случае, чтобы для схемы (5.2.14), (5.2.19), (5.2.20) выполнялись
свойства М-матрицы должны выполнятся следующие ограничения на шаг
сетки:

1

8𝜎1𝜎2

ℎ1

𝜏
<

𝜎1
𝜎2

1

ℎ1
− |𝛾|

ℎ2
,

1

8𝜎2𝜎1

ℎ2

𝜏
<

𝜎1
𝜎2

1

ℎ2
− |𝛾|

ℎ1
,

3
⧸︀
8𝜏 + 𝜎2

1

⧸︀
ℎ2
1 + 𝜎2

2

⧸︀
ℎ2
2 − |𝛾|𝜎1𝜎2

⧸︀
ℎ1ℎ2 > 0

𝜏
⃒⃒⃒
𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒⃒
≤ ℎ1

⧸︀
8, 𝜏

⃒⃒⃒
𝛽ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒⃒
≤ ℎ2

⧸︀
8

∀ 𝑘 = 0,...,𝑀, 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1,

(5.2.21)

Поскольку (5.2.21) являются более строгими ограничениями по сравнению
с (5.2.11), (5.2.18), то для вычислительного алгоритма будем использовать
схему (5.2.10), (5.2.12), (5.2.13).

В качестве дискретной аппроксимации для (5.1.4) будем рассматри-
вать дискретный функционал (4.2.16)

𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) =

=
𝑀−1∑︁
𝑘=0

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

exp(−𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑑1𝑟

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2 +

+𝑑2𝑠
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 /2 + 𝑔ℎ𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
ℎ1ℎ2𝜏

(5.2.22)

с коэффициентами в виде (4.2.17). Для получения уравнения Гамильтона-
Якоби-Беллмана мы повторим рассуждения из главы 4 и получим систе-
му алгебраических уравнений относительно 𝑉𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2, аналогичную
(4.2.29):

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 * 𝑉 ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝛾1

𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2𝑣
ℎ
𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2+

+ 𝛾2
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2𝑣

ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2𝑣
ℎ
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2+

+ 𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2𝑣

ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 + 𝛾5

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2𝑣
ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2+

+ 𝑏ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀, 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1,

(5.2.23)

с начальными данными
𝑣ℎ𝑀,·,· = 0 (5.2.24)
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и правой частью

𝑏ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = − exp(−𝑟𝑡𝑘)×

×
(︁
𝑓ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝑑1𝑟

ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

⧸︀
2 + 𝑑2𝑠

ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

⧸︀
2
)︁ (5.2.25)

c 𝑓ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑓(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑖+1/2, 𝑚

ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2) ∀ 𝑘 = 0,...,𝑀 − 1, 𝑖 =

0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1. Здесь 𝑉𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 по аналогии с (5.2.9)
имеет вид

𝑉 ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

⎡⎢⎢⎣
𝑣ℎ𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+3/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+3/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+3/2

𝑣ℎ𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+1/2

𝑣ℎ𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗−1/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗−1/2 𝑣ℎ𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗−1/2

⎤⎥⎥⎦ .

Снова для любого узла z𝑖+1/2,𝑗+1/2 ∈ Ω̄ℎ∖Ωℎ, лежащего вне области Ω, по-
ложим

𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 = 𝑣ℎ𝑘,𝑖′+1/2,𝑗′+1/2 (5.2.26)

аналогично (5.2.17).
Условия оптимальности, получаемые из (5.2.22) совпадают с (4.2.28):

𝛼ℎ
𝑘,𝑖,· = − exp(𝑟𝑡𝑘)

(︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖+1/2,· − 𝑣ℎ𝑘,𝑖−1/2,·

)︁⧸︀
𝑑1ℎ1 ,

𝛽ℎ
𝑘,·,𝑗 = − exp(𝑟𝑡𝑘)

(︁
𝑣ℎ𝑘,·,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘,·,𝑗−1/2

)︁⧸︀
𝑑2ℎ2

∀ 𝑘 = 1,...,𝑀, ∀ 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, ∀ 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1.

(5.2.27)

Таким образом, мы имеем дискретную задачу минимизации⎧⎨⎩ inf
𝛼ℎ,𝛽ℎ

𝐽ℎ(𝑚ℎ, 𝛼ℎ,𝛽ℎ) ,

A𝑚ℎ
·,·,· = F𝑚ℎ

0,·,·,
(5.2.28)

где оптимальность выбранных параметров гарантируется системой урав-
нений (5.2.23)–(5.2.26) и условиями (5.2.27):

Покажем устойчивость вычислительных схем (5.2.13)–(5.2.17) и
(5.2.23)–(5.2.26).
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Теорема 6. Рассмотрим уравнения (5.2.13) с ошибкой аппроксима-
ции 𝜀ℎ𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 в правой части и начальными и граничными условиями
(5.2.15), (5.2.16). Тогда для решения этой задачи имеет место оценка

max
0≤𝑘≤M

⃦⃦
𝑚ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≤‖ 𝑚0(·,·) ‖1,ℎ +𝑇 max
1≤𝑘≤M

⃦⃦
𝜀ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

. (5.2.29)

Доказательство. Как и в одномерном случае ключевым свойством
коэффициентов схемы (5.2.13)–(5.2.17) является равенство

𝛾1
𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+1/2 + 𝛾2

𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + 𝛾3
𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2+

+ 𝛾4
𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+3/2 + 𝛾5

𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗−1/2 = 1
⧸︀
𝜏 .

(5.2.30)

Далее доказательство повторяет доказательство теоремы 4.

Теорема 7. Для решения задачи (5.2.23)–(5.2.26) в условиях (5.2.18)
справедлива оценка

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≤ 𝑇 max
0≤𝑘≤𝑀−1

⃦⃦
𝑏ℎ(𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

. (5.2.31)

Доказательство. Для доказательства теоремы 7 повторяются раз-
мышления, аналогичные используемым для доказательства теоремы 5, где
вместо условия (4.2.33) используется условие (5.2.30).

5.3 Численное моделирование

Для нахождения численного решения задачи (5.2.28) остается ак-
туальным алгоритм, описанный в главе 4, с той лишь разницей что на
каждом шаге итерации значения функции 𝑚ℎ

·,·,· вычисляются согласно
(5.2.13)–(5.2.17), а функции 𝑣ℎ·,·,· согласно (5.2.23)–(5.2.26). Покажем, что
условия (5.2.27) обеспечивают наискорейший спуск для задачи (5.2.28). Как
и прежде, рассмотрим функции 𝛼ℎ, 𝛽ℎ и их приближения �̃�ℎ, 𝛽ℎ. Выберем
𝑟ℎ, 𝑟ℎ, 𝑠ℎ, 𝑠ℎ из (5.2.22) и решения 𝑚ℎ, �̃�ℎ (5.2.13) с матрицами B𝑖, B̃𝑖, соот-
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ветственно. Далее рассуждения повторяют шаги, описанные в разделе 4.2.
Из (4.2.38)–(4.2.42) следует, что

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︁
𝑑1 exp(−𝑟𝑡𝑘)

⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏/2 +

+ 𝑑2 exp(−𝑟𝑡𝑘)
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀
𝜏/2+

+
⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
𝜏
)︁
,

(5.3.1)

где
⟨︀
𝑟ℎ𝑘,·,· − 𝑟ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀

и
⟨︀
𝑠ℎ𝑘,·,· − 𝑠ℎ𝑘,·,·, �̃�

ℎ
𝑘,·,·
⟩︀

раскладываются согласно
(4.2.41), (4.2.42) соответственно. Рассмотрим последнее слагаемое в (5.3.1):

⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
= ℎ1ℎ2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 ×

×
(︁(︁

𝛾1
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 −𝛾1

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾2
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾2

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾3
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾3

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+3/2 ,𝑗+1/2 +

+
(︁
𝛾4
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾4

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 +

+
(︁
𝛾5
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝛾5

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2

)︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+3/2

)︁
.

(5.3.2)

Отметим, что

max{0,±𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2} =
(︀
±𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 + |𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2|

)︀
/2ℎ1;

max{0,±𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗} =
(︀
±𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗 + |𝛽𝑘,𝑖+1/2,𝑗|

)︀
/2ℎ2;

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁1 − 1, 𝑗 = 0,...,𝑁2 − 1.

(5.3.3)
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Учитывая (5.3.3), разложение (5.3.2) по аналогии с (4.2.43) можно продол-
жить в виде⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
=

=
ℎ2

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖±1/2,𝑗+1/2 �̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︀
±�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 ∓ |�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 | ∓ 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 ± |𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 |

)︀
+

+ 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖±1/2,𝑗+1/2 �̃�ℎ
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︀
±�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 ± |�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 | ∓ 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 ∓ |𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 |

)︀ )︁
+

+
ℎ1

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗±1/2 �̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ×

×
(︁
±𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 ∓ |𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗| ∓ 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 ± |𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗|

)︁
+

+ 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗±1/2 �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 ×

×
(︁
±𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 ∓ |𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗| ∓ 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 ± |𝛽𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗|

)︁)︁
=

=
ℎ2

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁ (︀
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︀
+

+
(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁(︁ ⃒⃒
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒
−
⃒⃒
𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒ )︁)︁
+

+
ℎ1

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=1

(︁(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁(︁
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

)︁
+

+
(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 − �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁(︁⃒⃒⃒
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒⃒
−
⃒⃒
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒)︁ )︁
.

(5.3.4)

Знак ± перед слагаемым отвечает за то, что оно входит в сумму с обоими
знаками + и −. Дальнейший поиск оптимальных значений �̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 и
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 в (5.3.1) с учетом (5.3.4) и (4.2.41), (4.2.42) приводит для каж-
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дого параметра к алгоритму с переключениями на четыре позиции в зави-
симости от сочетания знаков у 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 с �̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 и соответственно у
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 с 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗. Попытаемся упростить алгоритм, используя нера-
венства⃒⃒⃒⃒⃒

�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒
−
⃒⃒
𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒ ⃒⃒⃒
≤
⃒⃒
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒
,⃒⃒⃒⃒⃒

𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒
−
⃒⃒
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒ ⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒⃒
.

(5.3.5)

Тогда (5.3.4) переходит в оценку сверху⟨
𝑣ℎ𝑘+1,·,·,

(︁
B̃𝑘+1 − B𝑘+1

)︁
�̃�ℎ

𝑘,·,·

⟩
≤

≤ ℎ2

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁(︁
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁
+

+
⃒⃒⃒ (︁

�̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁
×

+
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁ (︁
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁⃒⃒⃒)︁
+

+
ℎ1

2

𝑁1−1∑︁
𝑖=0

𝑁2−1∑︁
𝑗=1

(︁(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁(︁
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

)︁
+

+
⃒⃒⃒(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁ (︁
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

)︁⃒⃒⃒)︁
.

(5.3.6)

Поиск оптимальных значений �̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 и 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 в (5.3.1) с учетом
этой оценки и (4.2.41), (4.2.42) снова приводит для каждого параметра к
алгоритму с переключениями теперь на две позиции в зависимости от знака
у выражения внутри модуля.

Обратим внимание на величину выражений внутри модулей. В нашей
задаче со сравнительно гладкими данными, в частности, с гладкой функ-
цией 𝑚(𝑡,𝑥,𝑦) они на порядок меньше величины предыдущих слагаемых,
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поскольку

�̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 ≈

≈ ℎ1

𝑚(𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2 ,𝑦𝑗+1/2 )−𝑚(𝑡𝑘,𝑥𝑖−1/2 ,𝑦𝑗+1/2 )

ℎ1
≈ ℎ1

𝜕𝑚

𝜕𝑥
(𝑡𝑘,𝑥𝑖,𝑦𝑗+1/2 ) = 𝑂(ℎ1)

в сравнении с

�̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + �̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 ≈ 2𝑚(𝑡𝑘,𝑥𝑖,𝑦𝑗+1/2 ) > 0.

Два других множителя у этих слагаемых одинаковы. Обозначим их как

𝐶1,𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 =
⃒⃒⃒ (︁

�̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2,𝑗+1/2

)︁(︁
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁⃒⃒⃒
,

𝐶2,𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 =
⃒⃒⃒(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗−1/2

)︁ (︁
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

)︁⃒⃒⃒
.

Учитывая их малость, сосредоточимся на минимизации остальных слага-
емых, принимающих вид суммы квадратичных полиномов относительно
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 и 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗:

𝐽ℎ(�̃�ℎ,�̃�ℎ,𝛽ℎ)− 𝐽ℎ(𝑚ℎ,𝛼ℎ,𝛽ℎ) ≤

≤
𝑀−1∑︁
𝑘=0

(︃
𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁2−1∑︁
𝑗=0

(︁
𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2

(︂(︁
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2
−
(︁
𝛼ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁2)︂
+

+ 𝑞1𝑘,𝑖,𝑗+1/2

(︁
�̃�ℎ
𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼ℎ

𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁
+ 𝐶1,𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︁
+

+

𝑁𝑒−1∑︁
𝑖=0

𝑁𝑥−1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗

(︂(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2
−
(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁2)︂
+

+ 𝑞2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗

(︁
𝛽ℎ
𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 − 𝛽ℎ

𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗

)︁
+ 𝐶2,𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

)︃
(5.3.7)
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с коэффициентами

𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 =
𝜏ℎ1ℎ2𝑑1

4
exp(−𝑟𝑡𝑘)

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
,

𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 =
𝜏ℎ1ℎ2𝑑2

4
exp(−𝑟𝑡𝑘)

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
,

𝑞1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 =
𝜏ℎ2

2

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 ,𝑗+1/2

)︁
,

𝑞2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 =
𝜏ℎ1

2

(︁
�̃�ℎ

𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2 + �̃�ℎ
𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2

)︁
×

×
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗−1/2

)︁
.

(5.3.8)

Во-первых, как и в предыдущем случае минимизация суммы в пра-
вой части (5.3.7) сводится к минимизации каждого отдельного сла-
гаемого. Во-вторых, коэффициенты перед квадратичными слагаемыми
𝑝1𝑘,𝑖,𝑗+1/2 и 𝑝2𝑘,𝑖+1/2 ,𝑗 строго больше нуля. Таким образом, минимум каж-
дого полинома достигается в точках

�̄�ℎ
𝑘+1,𝑖,· = −𝑞1𝑘,𝑖,·/2𝑝

1
𝑘,𝑖,· =

= − exp(𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,𝑖+1/2 ,· − 𝑣ℎ𝑘+1,𝑖−1/2 ,·

)︁
/𝑑1ℎ1,

𝛽ℎ
𝑘+1,·,𝑗 = −𝑞2𝑘,·,𝑗/2𝑝

2
𝑘,·,𝑗 =

= − exp(𝑟𝑡𝑘)
(︁
𝑣ℎ𝑘+1,·,·𝑗+1/2 − 𝑣ℎ𝑘+1,·,𝑗−1/2

)︁
/𝑑2ℎ2

∀ 𝑖 = 1,...,𝑁1 − 1, ∀ 𝑗 = 1,...,𝑁2 − 1,

(5.3.9)

что совпадает с (5.2.27).
Отметим, что при сходимости алгоритма по мере убывания раз-

ностей
⃒⃒
�̃�𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2

⃒⃒
и
⃒⃒⃒
𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗 − 𝛽𝑘+1,𝑖+1/2,𝑗

⃒⃒⃒
величины

𝐶1,𝑘+1,𝑖,𝑗+1/2 и 𝐶2,𝑘+1,𝑖+1/2 ,𝑗 остаются на порядок меньше предшествующих
слагаемых, поскольку содержат эти же убывающие множители.

Для вычислительного эксперимента выберем постановку задачи из
разделов 4.3.1 и 4.3.2 с 𝛾 = 1

⧸︀
3 в дополнение к параметрам, обозначенным

в разделе 4.3.2. Таким образом, в случае, описанном в главе 4, агентам было
невыгодно вступать в переговоры, поскольку уровень выбросов от этого не
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зависел, и вследствие этого агенты распределялись равномерно согласно
условиям, продиктованными конкуренцией. Здесь рассматривается случай,
когда процесс переговоров коррелирует с процессом эмиссии. Начальное
распределение агентов выбрано таким же, как и в предыдущем случае,
и продемонстрировано на рисунке 4.1. В качестве параметров разбиения
выберем 𝑁1 = 𝑁2 = 64, 𝑀 = 256.

В отсутствие контроля, как и в предыдущем случае, плотность аген-
тов распределяется равномерно по всем направлениям (рисунок 5.1). Пер-
вая итерация алгоритма дает радикальное изменение; при этом наблюда-
ется устойчивый пик в распределении, т.е. агенты стремятся к переговорам
(рисунок 5.2). На рисунке 5.3 изображено финальное распределение аген-
тов после сходимости итерационного процесса.

Результаты вычислительного экперимента показывают, что при вы-
бранном уровне базового налога агенты стремятся к проведению перегово-
ров и торговле квотами на выбросы, т.е. в отличие от случая, описанного в
главе 4, распределение на горизонте времени более неравномерно. История
сходимости итерационного процесса представлена в таблице 5.1.

Таблица 5.1
История сходимости итерационного процесса для задачи со

смешанным контролем

Номер итерации 𝑠 𝐽ℎ
𝑠 Δ𝑠 =

⃒⃒
𝐽ℎ
𝑠 − 𝐽ℎ

𝑠−1

⃒⃒
Δ𝑠/Δ𝑠−1

0 3.15535689
1 3.14468031 0.01067658
2 3.14211559 0.00256472 0.24021944
3 3.14120623 0.00090936 0.35456604
4 3.14075355 0.00045268 0.49779518
5 3.14048246 0.00027110 0.59887479
6 3.14043460 0.00004786 0.17652970

Для численного подтверждения порядка сходимости выбранной за-
дачи оптимизации, как и прежде, рассмотрим последовательность прибли-
женных решений 𝑚ℎ𝑛

·,·,·, 𝑣
ℎ𝑛
·,·,·, 𝐽

ℎ𝑛 с набором убывающих шагов

ℎ1,𝑛 = ℎ1

⧸︀
2𝑛, ℎ2,𝑛 = ℎ2

⧸︀
2𝑛, 𝜏𝑛 = 𝜏

⧸︀
2𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4.



117

Как и прежде, предположим сходимость приближенных решений в
следующем смысле:

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚 (𝑡𝑘, · ,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≃ 𝑐𝑚(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛),

max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣 (𝑡𝑘, · ,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≃ 𝑐𝑣(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛),⃒⃒
𝐽 − 𝐽ℎ𝑛

⃒⃒
≃ 𝑐𝐽(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛).

(5.3.10)

а) б) в)
Рисунок 5.1 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в)

для задачи со смешанной диффузией с нулевым управлением

а) б) в)
Рисунок 5.2 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в)

для задачи со смешанной диффузией после первой итерации
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а) б) в)
Рисунок 5.3 — Поведение функции 𝑚(𝑡,𝑒,ℎ) для 𝑡 = 2/3(а), 4/3(б), 2(в)

для задачи со смешанной диффузией после окончания алгоритма

Тогда разность двух последовательных приближенных решений по
правилу Рунге должна давать ошибку:

𝛿𝑚,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑚ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘, · ,·)−𝑚ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
1,ℎ

≃ 𝑐𝑚(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛),

𝛿𝑣,𝑛 = max
0≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑣ℎ𝑛−1 (𝑡𝑘, · ,·)− 𝑣ℎ𝑛 (𝑡𝑘, · ,·)

⃦⃦
∞,ℎ

≃ 𝑐𝑣(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛),

𝛿𝐽,𝑛 =
⃒⃒
𝐽ℎ𝑛−1 − 𝐽ℎ𝑛

⃒⃒
≃ 𝑐𝐽(ℎ1,𝑛 + ℎ2,𝑛 + 𝜏𝑛).

Таблица 5.2
Скорость сходимости приближенных решений смешанной

двумерной задачи

𝑛 𝛿𝑚,𝑛 𝑐𝑚,𝑛 𝛿𝑣,𝑛 𝑐𝑣,𝑛 𝛿𝐽,𝑛 𝑐𝐽,𝑛
1 0.1886553 0.1257702 0.0017238 0.0114922 1.5533569 1.0355713
2 0.0780870 0.1041160 0.0066099 0.0088132 0.6030394 0.8040525
3 0.0290826 0.0775537 0.0024901 0.0066426 0.2784185 0.7424493
4 0.0137284 0.0732181 0.0010210 0.0054452 0.1339290 0.7142882

Хотя предложенные вычислительные схемы (5.2.13)–(5.2.17) и
(5.2.23)–(5.2.26) дают только первый порядок сходимости по времени и про-
странству, их можно улучшить, используя некоторые специальные инстру-
менты, например, экстраполяцию Ричардсона [99].
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5.4 Выводы по главе 5

В пятой главе представлена численная схема решения двумерной за-
дачи «среднего поля» для случая, когда процессы, моделирующие дина-
мику системы, зависимы друг от друга. Выбранные аппроксимации пря-
мого по времени уравнения Колмогорова и обратного Гамильтона-Якоби-
Беллмана также имеют сопряженные операторы, которые монотонны в со-
ответствующих сопряженных векторных пространствах. Разложение в ряд
Тейлора для таких схем демонстрирует первый порядок сходимости по вре-
мени и пространству 𝑂(𝜏+ℎ1+ℎ2). Благодаря свойствам М-матриц, схемы
для обоих уравнений устойчивы и обеспечивают сходимость в соответству-
ющих нормированных пространствах.

Алгоритм был применен для моделирования экономической ситуа-
ции, регулирующей поведение рациональных производителей, участвую-
щих в переговорах о реализации квот на выбросы в атмосферу загрязни-
телей.
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Заключение

В рамках работы создан программный комплекс, реализующий вы-
числительные схемы, предложенные в главах 2 – 5 для различных одно-
мерных и двумерных моделей игр «среднего поля». Вместе с тем,

1. рассмотрены новые постановки, основанные на теории игр «сред-
него поля» и применимые к оптимизационным задачам с неквад-
ратичным контролем и задачам с ограничениями на финальное
состояние;

2. построенные модели адаптированы для применения в области эко-
логии, экономики отдельных отраслей и регионов, для достижения
заданных социальных и экономических целей и прогноза критиче-
ских ситуаций;

3. предложены оригинальные численные схемы решения задач, опи-
сываемых как традиционными моделями игр «среднего поля», так
и их некоторыми модификациями.

Также для предложенных вычислительных схем приведены оценки
устойчивости; в приложениях продемонстрирован порядок аппроксимации.
Приведены численные оценки сходимости на конкретных постановках за-
дач. Показано, что использование полулагранжевой аппроксимации поз-
воляет улучшать некоторые свойства дискретных задач параболического
типа, что позволило строить алгоритмы с высокой скоростью сходимости.

Таким образом, разработан эффективный инструмент математиче-
ского моделирования, который может быть использован для прогнозиро-
вания мезо- и макро-поведения больших популяций в различных внешних
условиях (экономических, социальных, экологических, политических). В
дальнейшем предложенные идеи по построению вычислительных схем пла-
нируется применить для разработки алгоритмов решения задач «среднего
поля» с ограничениями типа неравенств на финальное состояние (распре-
деление) агентов и постановок с дробными направленными производными.
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Приложение А

Исследование разностных схем для
одномерного уравнения Фоккера-Планка

Во второй главе показано, что, комбинируя (2.2.20)–(2.2.22), мы по-
лучаем следующую вычислительную схему для уравнения ФПК (2.1.1)–
(2.1.3)(︂

1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
3

4𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +

+

(︂
1

8𝜏
− 𝜎2

2ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 = 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 +

+ 𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2

(А.1)

∀ 𝑖 = 0,...,𝑁 − 1 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 с краевыми условиями (2.2.3) и коэффициен-
тами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂2

,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
3− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

+
1

8𝜏

(︂
3 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂2

.

(А.2)

Эта схема обладает аппроксимацией первого порядка по времени и второго
по пространству: 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
[125].

Но наличие квадратичных выражений 𝛼2
𝑘,𝑖 и 𝛼2

𝑘,𝑖+1 в правой части
(А.2) вызывает существенные усложнения при оптимизации параметров
сходимости алгоритмов и значительно сужает их применимость [125]. По-
кажем, что сумму таких квадратичных слагаемых в (А.1) можно опустить
без потери порядка аппроксимации 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
. Для этого разложим их в

ряд Тейлора в точке
(︀
𝑡𝑘−1,𝑥𝑖+1/2

)︀
, предполагая ограниченность производ-
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ных 𝜕𝑚/𝜕𝑥 и 𝜕𝛼/𝜕𝑥 :

𝜏

2ℎ2
𝛼2
𝑘,𝑖

(︁
𝑚𝑘−1,𝑖−1/2 −𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

)︁
+

𝜏

2ℎ2
𝛼2
𝑘,𝑖+1

(︁
𝑚𝑘−1,𝑖+3/2 −𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

)︁
=

= − 𝜏

2ℎ
𝛼2
𝑘−1,𝑖

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

𝜕𝑥
+

𝜏

2ℎ
𝛼2
𝑘−1,𝑖+1

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

𝜕𝑥
+𝑂 (𝜏) =

=
𝜏

2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

𝜕𝑥

𝛼2
𝑘−1,𝑖+1 − 𝛼2

𝑘−1,𝑖

ℎ
+𝑂 (𝜏) =

=
𝜏

2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2

𝜕𝑥

𝜕𝛼2(𝑡𝑘−1,𝜉
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 )

𝜕𝑥
+𝑂 (𝜏) = 𝑂 (𝜏) ,

где некоторая точка 𝜉ℎ𝑘−1,𝑖+1/2 принадлежит отрезку [𝑥𝑖−1/2 ,𝑥𝑖+3/2 ].
В итоге разностная схема (А.1) с коэффициентами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
3 +

4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

1

8𝜏

(︂
3− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 =

1

8𝜏

(︂
1− 4𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂ (А.3)

также обладает порядком аппроксимации 𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
и именно она исполь-

зовалась в построенных алгоритмах.
Отметим, что для положительности коэффициентов (А.3), обеспечи-

вающих монотонность приближенного решения необходимо потребовать
выполнения неравенства

𝜏 |𝛼𝑘,𝑖| ≤ ℎ/4 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁. (А.4)

С учетом аппроксимации 𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
это неравенство не является слишком

ограничительным. Но для обеспечения свойства М-матрицы для левой ча-
сти уравнений (А.1) мы потребовали выполнения неравенства (2.2.26)

ℎ2 ≤ 4𝜏𝜎2. (А.5)

Для асимптотики 𝑂
(︀
𝜏 + ℎ2

)︀
оно не выглядит обременительным. Но при

решении задач с малым 𝜎 (характеризующим амплитуду случайных коле-
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баний) получается принудительный выбор малых ℎ, для которых разност-
ная схема и так имеет второй порядок аппроксимации.

Подправим разностную схему (А.1)–(А.3), чтобы избежать этого огра-
ничения. Для этого из левой части (А.1) вычтем выражение

1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 − 1

4𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 +
1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 . (А.6)

Оно вносит следующую погрешность аппроксимации, определяемую раз-
ложением в ряд Тейлора в точке

(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2

)︀
:

1

8𝜏
𝑚𝑘,𝑖−1/2 − 1

4𝜏
𝑚𝑘,𝑖+1/2 +

1

8𝜏
𝑚𝑘,𝑖+3/2 =

ℎ2

8𝜏

𝜕2𝑚(𝑡𝑘,𝜂
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 )

𝜕𝑥2
= 𝑂

(︀
ℎ2/𝜏

)︀
,

где некоторая точка 𝜂ℎ𝑘,𝑖+1/2 лежит на отрезке [𝑥𝑖−1/2 ,𝑥𝑖+3/2 ]. Добавка
(А.6) приводит знаки внедиагональных элементов обращаемой матрицы к
нужному (неположительному) виду уже без учета неравенства (А.5).

Раз уж мы перешли к разностной схеме с условным порядком сходи-
мости 𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2/𝜏

)︀
, то для смягчения неравенства (А.4) используем похо-

жую поправку на нижнем слое по времени:

1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖−1/2 − 1

4𝜏
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2 +
1

8𝜏
𝑚ℎ

𝑘−1,𝑖+3/2 .

Она вносит следующую погрешность аппроксимации:

ℎ2

8𝜏

𝑚𝑘−1,𝑖−1/2 − 2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2 +𝑚𝑘−1,𝑖+3/2

ℎ2
=

ℎ2

8𝜏

𝜕2𝑚(𝑡𝑘−1,𝜁
ℎ
𝑘,𝑖+1/2 )

𝜕𝑥2
= 𝑂

(︀
ℎ2/𝜏

)︀
с некоторой точкой 𝜁ℎ𝑘−1,𝑖+1/2 из отрезка [𝑥𝑖−1/2 ,𝑥𝑖+3/2 ]. Эта поправка вдвое
улучшает неравенство (А.4), поскольку для положительности коэффици-
ентов правой части получаемой разностной схемы достаточно выполнения
оценки

𝜏 |𝛼𝑘,𝑖| ≤ ℎ/2 ∀ 𝑘 = 1,...,𝑀 ∀ 𝑖 = 0,...,𝑁. (А.7)
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В итоге мы получаем разностную схему

− 𝜎2

2ℎ2
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2 +

(︂
1

𝜏
+

𝜎2

ℎ2

)︂
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2 − 𝜎2

2ℎ2
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2 =

= 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖−1/2 + 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+1/2 + 𝛾3

𝑘,𝑖+1/2 𝑚
ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2

(А.8)

с краевыми условиями (2.2.3) и коэффициентами

𝛾1
𝑘,𝑖+1/2 =

1

4𝜏

(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
,

𝛾2
𝑘,𝑖+1/2 =

1

4𝜏

(︂
1 +

2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖

)︂
+

1

4𝜏

(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
,

𝛾3
𝑘,𝑖+1/2 =

1

4𝜏

(︂
1− 2𝜏

ℎ
𝛼𝑘,𝑖+1

)︂
.

(А.9)

Как уже пояснялось, она имеет необычный порядок аппроксимации
𝑂
(︀
𝜏+ℎ2/𝜏

)︀
, но снимает условие (А.5) и ослабляет условие (А.4) для при-

менения в задачах с малым 𝜎2.
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Приложение Б

Структура аппроксимационных матриц для двумерных ИСП

Б.1 Вклад правой части для двумерной ИСП

В (4.2.13) матрицы B𝑘 имеют блочно-трехдиагональную структуру вида

B𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵0

𝑘 𝐷0
𝑘 0 0 0

𝐶1
𝑘 𝐵1

𝑘 𝐷1
𝑘

. . . 0

0 𝐶2
𝑘 𝐵2

𝑘 𝐷2
𝑘 0

0 . . . . . . . . . . . .
0 0 0 𝐶𝑁1−1

𝑘 𝐵𝑁1−1
𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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где

𝐵0
𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀
𝑖=1,2,4,5

𝛾𝑖
𝑘,1/2,1/2 𝛾6

𝑘,1/2,1/2 0 0

𝛾4
𝑘,1/2,3/2

∑︀
𝑖=1,2,5

𝛾𝑖
𝑘,1/2,3/2

. . . 0

0 . . . . . . 𝛾6
𝑘,1/2,𝑁2−3/2

0 0 𝛾4
𝑘,1/2,𝑁2−1/2

∑︀
𝑖=1,2,5,6

𝛾𝑖
𝑘,1/2,𝑁2−1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐵𝑖
𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀
𝑖=2,4,5

𝛾𝑖
𝑘,𝑖+1/2,1/2 𝛾6

𝑘,𝑖+1/2,1/2 0 0

𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,3/2 𝛾2

𝑘,𝑖+1/2,3/2 + 𝛾5
𝑘,𝑖+1/2,3/2

. . . 0

0 . . . . . . 𝛾6
𝑘,𝑖+1/2,𝑁2−3/2

0 0 𝛾4
𝑘,𝑖+1/2,𝑁2−1/2

∑︀
𝑖=2,5,6

𝛾𝑖
𝑘,𝑖+1/2,𝑁2−1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦∀𝑖 = 1,....,𝑁1 − 2,

𝐵𝑁1−1
𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑︀
𝑖=2,3,4,5

𝛾𝑖
𝑘,𝑁1−1/2,1/2 𝛾6

𝑘,𝑁1−1/2,1/2 0 0

𝛾4
𝑘,𝑁1−1/2,3/2

∑︀
𝑖=2,3,5

𝛾𝑖
𝑘,𝑁1−1/2,3/2

. . . 0

0 . . . . . . 𝛾6
𝑘,𝑁1−1/2,𝑁2−3/2

0 0 𝛾4
𝑘,𝑁1−1/2,𝑁2−1/2

∑︀
𝑖=2,3,5,6

𝛾𝑖
𝑘,𝑁1−1/2,𝑁2−1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

𝐷𝑖
𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾3
𝑘,𝑖+1/2,1/2 0 0 0

0 𝛾3
𝑘,𝑖+1/2,3/2

. . . 0

0 . . . . . . 0

0 0 0 𝛾3
𝑘,𝑖+1/2,𝑁2−1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∀𝑖 = 0,𝑁1 − 2;
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𝐶 𝑖
𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,1/2 0 0 0

0 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,3/2

. . . 0

0 . . . . . . 0

0 0 0 𝛾1
𝑘,𝑖+1/2,𝑁2−1/2

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∀𝑖 = 1,𝑁1 − 1.

Б.2 Матричный оператор для ИСП со смешанной диффузией

Перепишем (5.2.17) в матричном виде:

A𝑚ℎ
·,·,· =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A

−B2 A
. . . . . .

−B𝑀 A

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑚ℎ

1,·,·

𝑚ℎ
2,·,·
...

𝑚ℎ
𝑀,·,·

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
B1𝑚

ℎ
0,·,·

0
...
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = F𝑚ℎ
0,·,· (Б.1)
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Здесь 𝑚ℎ
𝑘,·,· представляет собой вектор-стобец сеточных значений функции 𝑚ℎ (𝑡,𝑥,𝑦) при 𝑡 = 𝑡𝑘, т.е. 𝑚ℎ

𝑘,·,· =[︁
𝑚ℎ

𝑘,1/2,1/2,...,𝑚
ℎ
𝑘,1/2,𝑁2−1/2,𝑚

ℎ
𝑘,3/2,1/2,...,𝑚

ℎ
𝑘,𝑁1−1/2,𝑁2−1/2

]︁𝑇
а A – матричный оператор с блочными матрицами

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴0 −𝐴2 0 0

−𝐴3 𝐴1
. . . 0

0 . . . . . . −𝐴2

0 0 −𝐴3 𝐴0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝐴0 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

0 0

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

1

𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
ℎ1ℎ2

. . . 0

0 . . . . . . |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

0 0
|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

1

𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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𝐴1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

0 0

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

1

𝜏
+

𝜎2
1

ℎ2
1

+
𝜎2
2

ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
ℎ1ℎ2

. . . 0

0 . . . . . . |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

0 0
|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

1

𝜏
+

𝜎2
1

2ℎ2
1

+
𝜎2
2

ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝐴2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

0 0

0
𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

0

0 . . . . . . 0

0 0 0
𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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𝐴3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

0 0 0

|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

0 0

0 . . . . . . 0

0 0
|𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

𝜎2
2

2ℎ2
2

− |𝛾|𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

Здесь матрица A содержит 𝑁1 × 𝑁1 блоков, каждый из которых представляет собой матрицу размером
𝑁2×𝑁2, а ′′0′′ представляет собой блок соответствующего размера, заполненный нулями. Матрицы B𝑘 составлены
по тому же принципу, и представляют собой вклад правой части (5.2.13) на 𝑡𝑘−том слое по времени.
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Приложение В

Проверка порядка аппроксимации для схемы
со смешанной диффузией

Покажем, что схема (5.2.13), (5.2.14) имеет первый порядок аппрокси-
мации по времени и пространству. Разложим сначала левую часть (5.2.13)
и перегруппируем слагаемые:

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 *𝑀ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

1

𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2−

− 𝜎2
1

2ℎ2
1

(︁
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − 2𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2

)︁
=

=
1

𝜏
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 −
𝜎2
1

2ℎ2
1

(︁
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − 2𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +𝑚ℎ

𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2

)︁
−

− 𝜎2
2

2ℎ2
2

(︁
𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2 − 2𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2

)︁
+

+
𝛾𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

(︁
𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗+1/2 +𝑚ℎ
𝑘,𝑖+3/2,𝑗+1/2 − 2𝑚ℎ

𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗−1/2+

+ 𝑚ℎ
𝑘,𝑖+1/2,𝑗+3/2 −𝑚ℎ

𝑘,𝑖−1/2,𝑗−1/2 −𝑚ℎ
𝑘,𝑖+3/2,𝑗+3/2

)︁
.

Разложением в ряд Тейлора в точке
(︀
𝑡𝑘−1,𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑖+1/2

)︀
получим, что

𝐴𝑖+1/2,𝑗+1/2 *𝑀𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =
1

𝜏
𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2−

− 𝜎2
1

2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑦2
+𝑂

(︀
ℎ2
1 + ℎ2

2

)︀
+

+
𝛾𝜎1𝜎2
2ℎ1ℎ2

(︃
2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + ℎ2

1

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
+𝑂

(︀
ℎ4
1

)︀
+ 2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2+

+ ℎ2
2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑦2
+𝑂

(︀
ℎ4
2

)︀
−

(︃
2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 + ℎ2

1

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
+

+ ℎ2
2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑦2
+ 2ℎ1ℎ2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑂

(︀
ℎ4
1 + ℎ4

2

)︀)︃)︃
=
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1

𝜏
𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

𝜎2
1

2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
− 𝜎2

2

2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑦2
−

− 𝛾𝜎1𝜎2
2

𝜕2𝑚𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑂

(︀
ℎ2
1 + ℎ2

2

)︀
=

=
1

𝜏
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑡
− 𝜎2

1

2

𝜕2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
−

− 𝜎2
2

2

𝜕2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑦2
− 𝛾𝜎1𝜎2

2

𝜕2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

1 + ℎ2
2

)︀
.

Теперь рассмотрим правую часть (5.2.13). Для простоты рассмотрим
сначала выражения, задающие аппроксимацию только в направлении 𝑥. В
направлении 𝑦 рассуждения будут аналогичными. Рассмотрим 4 случая:

1. Пусть 𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 ≥ 0 и 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 ≥ 0.

Тогда, согласно (5.2.13)–(5.2.14) правая часть (5.2.13) примет вид:

1

ℎ1

(︁
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2𝑚𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

)︁
=

=
1

ℎ1

(︃
𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

(︃
−ℎ1

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+ ℎ2

1

𝜕2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
+𝑂

(︀
ℎ3
1

)︀)︃
+

+
1

ℎ1

(︃
𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

(︃
−ℎ1

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+ ℎ2

1

𝜕2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥2
+𝑂

(︀
ℎ3
1

)︀)︃
+

+ 𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

(︁
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

)︁)︁
= −𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
−

−𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂 (𝜏 + ℎ1) .

2. При 𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 < 0 и 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 ≥ 0 правая часть (5.2.13) имеет вид

1

ℎ1

(︁
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2

)︁
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 =

= −
𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

1

)︀
.

(В.1)

Условия 𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 < 0 и 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2 ≥ 0 фактически означают, что функ-
ция 𝛼

(︀
𝑡𝑘,𝑥,𝑦𝑖+1/2

)︀
меняет знак на (𝑥𝑖,𝑥𝑖+1 ]. Значит, существует точка

𝑥 = 𝜀 ∈ (𝑥𝑖,𝑥𝑖+1 ], такая, что 𝛼
(︀
𝑡𝑘,𝜀,𝑦𝑖+1/2

)︀
= 0. Разложим 𝛼

(︀
𝑡𝑘,𝜀,𝑦𝑖+1/2

)︀
в
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ряд Тейлора в точке
(︀
𝑡𝑘,𝑥𝑖+1/2,𝑦𝑖+1/2

)︀
𝛼
(︀
𝑡𝑘,𝜀,𝑦𝑖+1/2

)︀
= 𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +

(︀
𝜀− 𝑥𝑖+1/2

)︀ 𝜕𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+

𝑂
(︁(︀

𝜀− 𝑥𝑖+1/2

)︀2)︁ ≈ 𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +
ℎ1

2

𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

1

)︀
.

Откуда следует, что 𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ≃ 0 с точностью 𝑂(ℎ1).

Прибавим к правой части (В.1) −𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
. Правая

часть (В.1) примет вид:

−
𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2−

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2+𝑂 (𝜏 + ℎ1) .

3. При 𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2 ≥ 0 и 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1.2 < 0

1

ℎ1

(︁
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2𝑚𝑘−1,𝑖−1/2,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2𝑚𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+12

)︁
=

=
1

ℎ1

(︂(︂
𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

ℎ1

2

𝜕𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
ℎ2
1

)︀)︂
×

+

(︂
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 −

ℎ1

2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
ℎ2
1

)︀)︂
−

−
(︂
𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +

ℎ1

2

𝜕𝛼𝑘,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
ℎ2
1

)︀)︂
×

+

(︂
𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 +

ℎ1
𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
ℎ2
1

)︀)︂
=

= −2𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
−

−𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂

(︀
𝜏 + ℎ2

1

)︀
.

(В.2)

Поскольку функция меняет знак на (𝑥𝑖,𝑥𝑖+1] и 𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 ≃ 0 при ма-

лом ℎ1, мы можем пренебречь 𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
. Тогда (В.2)

можно переписать как

−𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+12

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
−𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂 (𝜏 + ℎ1) .
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4. И, наконец, при 𝛼ℎ
𝑘,𝑖,𝑗+1.2 < 0 и 𝛼ℎ

𝑘,𝑖+1,𝑗+1.2 < 0 получим

1

ℎ1

(︁
𝛼𝑘,𝑖,𝑗+1/2𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2 − 𝛼𝑘,𝑖+1,𝑗+1/2𝑚

ℎ
𝑘−1,𝑖+3/2,𝑗+1/2

)︁
=

=
1

ℎ1

(︂
−𝛼ℎ

𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
−

− 𝑚𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝛼𝑘−1,𝑖+1/2,𝑗+1/2

𝜕𝑥
+𝑂 (𝜏 + ℎ1)

)︂
.

(В.3)

Для функций 𝛽··,· рассуждения повторяются. Комбинируя левую и
правую часть (5.2.13), мы получаем, что (5.2.13), (5.2.14) аппроксимирует
(5.1.1) с порядком 𝑂 (𝜏 + ℎ1 + ℎ2).
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Приложение Г

Копия свидетельства о регистрации
программы для ЭВМ
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