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Введение

Актуальность темы. Данная работа посвящена разработке численных методов решения ко-

эффициентных обратных задач для гиперболических уравнений. Такие задачи относятся к некор-

ректно поставленным задачам математической физики, теория которых основана В.К. Ивановым,

М.М. Лаврентьевым, А.Н. Тихоновым [1].

Коэффициентные обратные задачи имеют широкое распространение в математической геофизи-

ке, где часто требуется определить свойства среды или расположенных на некоторой глубине

включений с помощью дополнительной информации, полученной путём измерения на поверх-

ности волн, отражённых от неоднородностей среды. Распространение этих волн описывается

уравнениями в частных производных, полученными из фундаментальных законов сохранения,

а свойства среды и параметры объекта, например, акустические или электромагнитные, описы-

ваются коэффициентами этих уравнений. Так, в задачах акустики параметрами являются плот-

ность среды и скорость распространения волн в среде, в случае задач теории упругости коэф-

фициенты уравнений являются параметрами Ламе и плотностью среды, а в случае уравнений

Максвелла они описывают проницаемость и проводимость среды. Таким образом, возникает за-

дача определения коэффициентов гиперболических уравнений по дополнительной информации,

измеренной на части границы.

Существуют различные группы коэффициентных обратных задач для гиперболических урав-

нений, разделение на которые зависит от типа задаваемой дополнительной информации. Так,

выделяют спектральные, кинематические и динамические задачи.

В спектральных задачах ислледуются вопросы восстановления дифференциального оператора

по его спектральным данным - собственным числам и некоторой информации о собственных

функциях (например, могут быть известны квадраты норм собственных функций). В этом на-

правлении важные результаты были получены В.А. Марченко, И.М. Гельфандом, Б.М. Левита-

ном Н. Левинсоном, З.Л. Лейбензоном, В.А. Юрко и др.

Кинематические обратные задачи рассматривают в качестве дополнительной информации време-

на прихода возмущений от источников к границе изучаемой среды. При этом источники могут

быть расположены как вне, так и внутри среды, а измерения могут быть проведены на всей

границе или на её части. В этом направлении можно отметить работы А.С. Алексеева, С.В.

Гольдина, М.М. Лаврентьева, В.Г. Романова и других исследователей.

Задачи, рассматриваемые в работе, относятся к динамическому типу. В динамических задачах

дополнительной информацией является след решения прямой задачи на некоторой поверхно-
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сти, зачастую, времениподобной. Первые результаты в этом направлении были получены М. М.

Лаврентьевым и В. Г. Романовым, А. С. Алексеевым, А. С. Благовещенским. Систематическое

исследование динамических обратных задач для гиперболических уравнений и систем было

проведено В. Г. Романовым. Методика доказательства локальных теорем существования и един-

ственности решения обратных динамических задач, а также теорем единственности и условной

устойчивости «в целом», развитая В. Г. Романовым, была применена в исследовании широкого

круга обратных задач С. И. Кабанихиным, В. Г. Яхно, С. П. Белинским, А.Л. Бухгеймом, М.В.

Клибановым, А.Л. Карчевским и другими.

Как правило, решение обратных задач является довольно трудоёмким процессом. Главные труд-

ности при решении обратной задачи связаны с её некорректностью, которая может проявляться

как в отсутствии теоремы единственности, так и в неустойчивости по отношению к ошибкам

измерений. Кроме того, дополнительные сложности при разработке методов решения оказывает

влияние тот факт, что обратные задачи, как правило, являются нелинейными.

Различные типы задач, трудности, связанные с некорректностью постановок, различные вариан-

ты задания дополнительной информации — всё это обуславливает существование широкого клас-

са численных методов решения обратных задач. Естественно, что наиболее изученным является

случай, когда свойства изучаемой среды зависят только от одной пространственной переменной

(случай горизонтально-слоистой среды). При этом обобщение существующих алгоритмов с од-

номерного случая на более сложные постановки, когда свойства среды зависят от двух и трёх

переменных, может быть затруднительным с вычислительной точки зрения. Так, многие разра-

ботанные алгоритмы (например, методы дифракционной томографии) основаны на оптимиза-

ционном подходе — коэффициенты уравнений (параметры среды) выбираются таким образом,

чтобы моделируемый отклик среды был максимально близок к измеренному. С математической

точки зрения это означает сведение задачи к оптимизации некоторого целевого функционала. Ре-

шение задачи оптимизации, как правило, производится итерационными методами, и на каждом

шаге итерационного процесса необходимо решать соответствующую прямую задачу (а в случае,

например, градиентных методов, ещё и сопряжённую задачу). Следовательно, эффективность

подобных алгоритмов существенно зависит от того, насколько быстро удаётся решать прямую

задачу. Однако с увеличением размерности задачи даже однократное решение прямой задачи

требует большого объёма памяти и вычислений, и зачастую возможно только с использованием

суперкомпьютеров.

Другим важным аспектом является использование во многих разработанных методах (в каче-

стве примера можно привести метод линеаризации, а также метод лучевой томографии) апри-

орной информации. Такие методы подразумевают наличие некоторое «опорной» модели среды,

которая является начальным приближением при восстановлении изучаемой среды. Тем самым

достоверность решения обратной задачи существенно зависит от адекватности этой априорной

информации.

Учитывая вышесказанное, актуальной задачей является разработка прямых методов (т.е., осно-

ванных на непосредственном обращении нелинейного оператора обратной задачи), не требую-
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щих многократного решения прямой задачи. В данной работе рассматриваются прямые мето-

ды решения обратных задач, построенные на основе метода И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана,

М.Г. Крейна. Данный подход заключается в сведении нелинейной обратной задачи к однопара-

метрическому семейству линейных интегральных уравнений Фредгольма. Отметим также, что

метод не предполагает наличие априорной информации о решении. Разработка численных алго-

ритмов решения обратных задач для гиперболических уравнений, обладающих данными свой-

ствами, представляет большой интерес, так как на основе таких алгоритмов возможно создание

комплексов обработки сейсмических наблюдений, позволяющих за приемлемое время получить

первое приближение исследуемых параметров среды при отсутствии априорной информации.

Полученные таким образом значения параметров в дальнейшем можно уточнить с помощью

других подходов (например, основанных на оптимизационных методах).

Состояние исследований. Предлагаемый в диссертации подход не является единственным су-

ществующим алгоритмом решения обратных задач, не требующим многократного решения пря-

мой задачи. Так, помимо метода И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана — М.Г. Крейна, прямыми

методами можно считать метод граничного управления [2–4], метод обращения разностной схе-

мы [5, 6]. Кроме того, следует также отметить глобально сходящийся метод [7–9], который, как

и метод Гельфанда — Левитана, не использует априорную информацию.

Метод обращения разностной схемы заключается в замене обратной задачи конечно-разностным

аналогом. Далее, полученные разностные соотношения используются для выражения искомых

значений решения обратной задачи посредством нелинейных алгебраических уравнений. Разре-

шив систему этих уравнений, мы можем получить приближённое решение исходной обратной

задачи. Отметим, что формулировка метода обращения разностной схемы является довольно

естественной с физической точки зрения, поскольку в ходе метода активно применяется теория

характеристик, вдоль которых распространяется основная информация об особенностях реше-

ния прямой задачи и исследуемой среды. Впервые общая идея использования метода обращения

разностной схемы для определения коэффициентов гиперболического уравнения была предло-

жена А.С. Алексеевым в 1967 году [10], хотя некоторые аспекты данного подхода рассматрива-

лись и ранее [11]. Использование метода для решения обратной динамической задачи сейсмики

было изучено в работах А.С. Алексеева и В.И. Добринского [5], С.И. Кабанихина и А.Д. Са-

тыбаева [6], и других исследователей. В дальнейшем с помощью метода обращения разностной

схемы были исследованы обратные задачи геоэлектрики (С.И. Кабанихин, К.С. Абдиев, С.В.

Мартаков), акустики (С.И. Кабанихин, А.Д. Сатыбаев), уравнения переноса (С.И. Кабанихин, К.

Бобоев) [12–14]. Следует также отметить работу [15], где была обоснована сходимость метода.

С вычислительной точки зрения трудоёмкость метода обращения разностной схемы соответству-

ет количеству операций, необходимому для решения (однократного) соответствующей прямой

задачи. Кроме того, обоснована сходимость метода и в многомерном случае (при достаточно

гладких относительно горизонтальных переменных коэффициентах). Однако необходимо отме-

тить, что при наличии больших ошибок измерения в данных обратной задачи метод не является

устойчивым.



7

Метод граничного управления впервые был предложен М.И. Белишевым в 1987 году [16, 17]. В

основе метода лежат результаты из асимптотических методов для уравнений в частных произ-

водных, операторных уравнений, Римановой геометрии, а также теории управления. Первые чис-

ленные алгоритмы на основе метода граничного управления были получены для спектральной

обратной задачи определения скорости распространения волн [18]. В дальнейшем спектральный

вариант метода граничного управления был разработан в работах [3, 19].

В 1999 году в работе [20] был предложен динамический вариант метода граничного управления

для определения скорости распространения волн. Данная модификация алгоритма особенно ак-

туальна для задач акустики и геофизики, в силу того, что метод обеспечивает оптимальное по

времени восстановление искомых параметров (область восстановления параметров тем больше,

чем больше время наблюдений).

Численный алгоритм определения плотности среды по данным в спектральной и временной

области был разработан в работе [2]. Данный метод использует спектральные гармонические

функции и также является оптимальным по времени. Модификации динамического варианта

данного алгоритма были исследованы в работах [21, 22].

Л.Н. Пестов предложил другую модификацию метода граничного управления. Его идея заключа-

ется в определении по данным обратной задачи некоторых встроенных билинейных форм, содер-

жащих искомые параметры, и дальнейшем восстановлении параметров из данных билинейных

форм. Хотя подобная модификация метода не является оптимальной по времени, она позволяет

формулировать более устойчивые численные методы решения поставленных задач [4, 23, 24].

Глобально сходящийся метод был разработан М.В. Клибановым для решения обратной задачи

для волнового уравнения 𝑐(𝑥)𝑢𝑡𝑡 = ∆𝑢 в конце 2000-х годов [7]. Метод позволяет получить

решение на основе единственного измерения (по отклику среды, соответствующему источнику,

сосредоточенному в точке, или же источнику типа падающей в заданном направлении плоской

волны). При этом глобально сходящийся метод, как и метод Гельфанда-Левитана, не использует

априорную информацию, что подчёркивается в названии — под «глобальной сходимостью» авто-

ры подразумевают способность метода находить решение в некоторой окрестности точного, при

отсутствии априорной информации об этой окрестности. Подробности о методе и его апробации

на модельных и реальных данных можно найти в работах [8, 9, 25, 26].

Что касается изучаемого в настоящей работе метода И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана - М.Г.

Крейна, то первые публикации по данной тематике относятся к 1950-м годам и посвящены

решению обратной задачи Штурма-Лиувилля. Задача состоит в определении потенциала 𝑞(𝑥)

оператора Штурма Лиувилля

𝑙𝑞𝑦(𝑥) := −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦,

а также постоянных ℎ,𝐻 , таких, что выполнены соотношения

−𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ (0, 𝜋)

𝑦′(0) − ℎ𝑦(0) = 0, 𝑦′(𝜋) +𝐻𝑦(𝜋) = 0,
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по тем или иным спектральным данным. Так, одной из первых крупных работ в этой области

стала работа И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [27], в которой авторы предложили алгоритм

восстановления оператора Штурма-Лиувилля по его спектральной функции. В этой работе авто-

ры показали, что задача определения собственных функций оператора Штурма-Лиувилля может

быть сведена к решению интегрального уравнения следующего вида:

𝑓(𝑥,𝑦) +

∫︁ 𝑥

0

𝑓(𝑦,𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡+𝐾(𝑥,𝑦) = 0,

где функция 𝑓(𝑥,𝑦) известна и определяется спектральной функцией, а функция 𝐾(𝑥,𝑦) - неиз-

вестна. Авторы также сформулировали достаточные условия, при выполнении которых заданная

монотонная функция является спектральной функцией оператора Штурма-Лиувилля как в слу-

чае конечного интервала, так и в случае полупрямой.

Приблизительно в то же время В.А. Марченко, используя операторы преобразования, доказал,

что оператор Штурма-Лиувилля единственным образом определяется спектральной функци-

ей [28, 29]. Отметим, что результаты В.А. Марченко обобщают более ранние теоремы, полу-

ченные в работах G. Borg и N. Levinson [30–32], где изучался вопрос восстановления оператора

Штурма-Лиувилля по двум спектрам (в свою очередь, публикации G. Borg и N.Levinson в неко-

тором смысле восходят к работе В.М. Амбарцумяна [33], которая считается первой работой,

посвящённой решению обратных задач). В похожей постановке спектральная обратная задача

рассматривалась М.Г. Крейном в работах [34–36], в которых он предложил метод восстановления

оператора Штурма-Лиувилля по двум спектрам и спектральной функции. Кроме того, следует

отметить его работы по задаче о струне [35, 37–39], в которых задача отыскания распределения

масс струны была сведена к интегральному уравнению следующего вида:

2Φ′(0)𝑞(𝑡) +

∫︁ 𝑎

−𝑎

Φ′′(|𝑡− 𝑠|)𝑞(𝑠)𝑑𝑠 = 1.

Отметим, что аналогичное уравнение было получено Б.С. Парийским в 1968 году при исследо-

вании обратной задачи для волнового уравнения с возмущением на глубине [40]. Что касается

спектральных обратных задач, то в дальнейшем важные результаты были получены в работах

М.Ш. Блоха, Б.Я. Левина, В.А. Марченко, R.G. Newton, З.С. Аграновичем, Б.М. Левитаном, М.Г.

Гасымовым, Р.Г. Новиковым [41–47].

Отдельно стоит упомянуть использование методики Гельфанда-Левитана-Марченко для инте-

грирования нелинейных эволюционных уравнений. Данный метод получил название метода об-

ратной задачи рассеяния и впервые был предложен C.S. Gardner, J.M. Greene, M.D. Kruskal и

R.M. Miura в 1967 году для решения задачи Коши для уравнения Кортевега - де Фриза [48]:

𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0
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Это уравнение описывает распространение волн на мелкой воде и впервые было получено в

конце XIX века. Отметим, что уравнение Кортевега - де Фриза (КдФ) имеет некоторые специаль-

ные точные решения — солитоны, поведение которых значительно отличается от линейных волн.

Именно изучение солитонов и развитие физики плазмы привело к новому витку исследований

уравнения КдФ. В 1965 году M.D. Kruskal и N.J. Zabussky на основе численных экспериментов

показали [49] упругий характер столкновения солитонов уравнения Кортевега - де Фриза, что

привело к открытию бесконечного количества законов сохранения. Этот результат послужил ба-

зой для дальнейших исследований, которые привели к появлению уже упомянутой работы [48]

и метода обратной задачи рассеяния.

Идея метода заключается в переходе к некоторому вспомогательному дифференциальному опе-

ратору и изучению задачи рассеяния для этого оператора, где данные рассеяния получены из

данных Коши исходной задачи. Связь между эволюцией данных рассеяния и изменением реше-

ния исходного уравнения позволяет свести задачу к обратной задаче рассеяния, которая решается

с помощью метода Гельфанда-Левитана-Марченко. Так, уравнение КдФ было проинтегрировано

посредством перехода к задаче рассеяния для уравнения Шрёдингера

−𝑑
2𝜓

𝑑𝑥2
+ 𝑞(𝑥)𝜓 = 𝑘2𝜓,

и переходе к коэффициенту отражения 𝑟(𝑘). Если при этом в качестве потенциала 𝑞(𝑥) рас-

сматривать функцию 𝑢(𝑥,𝑡), то эволюция данных рассеяния может быть описана явными анали-

тическими формулами (в частности, 𝑟(𝑘) = 𝑟(𝑘; 𝑡) = 𝑟(𝑘; 0)𝑒8𝑖𝑘
3𝑡). Тем самым интегрирование

уравнения КдФ сводится к решению прямой задачи рассеяния (получению спектральных дан-

ных ), эволюции спектральных данных, и решению обратной задачи рассеяния (восстановлению

потенциала, соответствующего 𝑢(𝑥,𝑡)):

-

Задача Коши
𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0

𝑢(0,𝑥) = 𝑢0(𝑥)
Решение 𝑢(𝑥,𝑡)
задачи Коши

?

Прямая задача

Данные рассеяния
для 𝑡 = 0: 𝑆0

6
Обратная задача

-Эволюция во времени

(решается в явном виде)
Данные рассеяния
для произвольного 𝑡: 𝑆(𝑡)

В 1968 году P. Lax исследовал процедуру метода обратной задачи рассеяния и предложил ал-

гебраическое описание метода [50]. Позднее C.S. Gardner, а также В.Е. Захаров и Л.Д. Фаддеев

(независимо от Gardner) построили теорию уравнения КдФ как гамильтоновой системы [51,52].

В дальнейшем метод обратной задачи рассеяния получил развитие в работах В.Е. Захарова, А.Б.

Шабата, С.П. Новикова, В.А. Марченко, С.В. Манакова, А.П. Веселова, Р.Г. Новикова и других

авторов [53–69]. В частности, на основе этого метода были проинтегрированы такие уравнения,

как нелинейное уравнение Шрёдингера, уравнение sin-Gordon, уравнение Веселова-Новикова
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(являющееся двумерным обобщением уравнения КдФ), и другие.

Перейдём теперь к обзору результатов, полученных на основе подхода И.М. Гельфанда - Б.М.

Левитана - М.Г. Крейна для решения обратных задач для гиперболических уравнений.

После работ М.Г. Крейна [35,37–39], связанных с задачей о струне, следующий важный результат

был получен А.С. Алексеевым [1] в 1962 году. В этой работе автор исследовал одномерную об-

ратную динамическую задачу теории упругости. Используя метод Гельфанда-Левитана-Крейна в

спектральной области, А.С. Алексеев предложил метод определения упругих параметров среды

по результатам двух экспериментов, один из которых соответствовал прохождению продольных

P-волн через среду, а другой — прохождению SH-волн. В 1968 году метод Гельфанда — Левитана

был использован в работе Б.С. Парийского [40], в которой им была исследована обратная задача

для волнового уравнения с воздействием на глубине.Так же стоит отметить работы А.С. Благо-

вещенского [70, 71], в частности, работу 1971 года [71], в которой им было предложено новое

доказательство результатов М.Г. Крейна для обратных задач, связанных с уравнением струны.

В этой работе им был предложен вариант уравнения Крейна во временной области. Работы

А.С. Благовещенского и Б.С. Парийского считаются первыми публикациями, в которых предло-

жены идеи использования метода Гельфанда-Левитана-Крейна во временной области. В более

ранних работах, например, в работах А.С. Алексеева [1, 10] алгоритм решения был основан на

переходе в частотную область посредством преобразования Фурье (или Лапласа) и последующе-

му решению спектральной обратной задачи. При этом, разумеется, поведение соответствующих

собственных функций определяется поведением искомого коэффициента на всей полуоси. В то

же время, динамический вариант метода И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана - М.Г. Крейна позво-

лил показать локальный характер зависимости неизвестного коэффициента от дополнительной

информации.

Отметим также, что альтернативное уравнение было получено в работах B. Gopinath и M.

Sondhi [72, 73] в 1970 и 1971 годах при решении задачи восстановления формы речевого тракта

человека на основе акустических измерений. Данное уравнение также было получено во времен-

ной области. Связь между уравнением Gopinath-Sondhi и уравнениями типа Гельфанда-Левитана

была исследована R. Burridge при решении задач теории упругости в 1980 году [74].

Далее, в 1975 году А.С. Алексеевым и В.И. Добринским были исследованы численные алгорит-

мы решения обратной динамической задачи сейсмики, один из которых был построен на основе

дискретного аналога метода Гельфанда-Левитана. Кроме того, следует отметить работу 1979 го-

да W. Symes [75], в которой он занимался изучением нелинейных интегральных уравнений во

временной области, а также работу С.И. Кабанихина 1988 года [76], в которой предложен новый

алгоритм решения уравнения Гельфанда-Левитана на основе достаточного условия разрешимо-

сти обратной задачи. В 1990-х годах метод Гельфанда-Левитана-Крейна был использован для

решения обратной задачи геоэлектрики, связанной с квазистационарным приближением систе-

мы уравнений Максвелла (В.Г. Романов и С.И. Кабанихин, 1991, [77]), а также для определения

акустического импеданса в одномерной задаче теории распространения волн (А.С. Алексеев,

В.С. Белоносов, 1998, [78]).
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Что касается разработки многомерных аналогов уравнений И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана

— М.Г. Крейна, то их развитие идёт с 1987 года и восходит к работе М.И. Белишева, который

разработал метод граничного управления. Позднее в 1992 году с помощью метода граничного

управления М.И. Белишевым и А.С. Благовещенским [17, 79] был получен многомерный ана-

лог уравнения Гельфанда-Левитана. При этом независимо от этих работ многомерный аналог

уравнений Гельфанда-Левитана-Крейна был предложен также в 1989 году С.И. Кабанихиным

в работе [80], в которой была предложена комбинация подхода Гельфанда-Левитана и проек-

ционного метода (заключающемся в проектировании задачи на некоторое конечномерное под-

пространство). Отметим также, что в 2004 году С.И. Кабанихиным и М.А. Шишлениным [81]

была показана эквивалентность дискретных вариантов метода Гельфанда-Левитана и метода гра-

ничного управления для одномерной обратной задачи акустики. При этом решение двумерной

коэффициентной обратной задачи акустики было получено в работах С.И. Кабанихина, М.А.

Шишленина и М.А. Сатыбаева [82, 83]. Развитие численных методов решения уравнений типа

Гельфанда — Левитана происходило параллельно с совершенствованием теоретических поло-

жений. Помимо статьи А.С. Алексеева и В.И. Добринского [5], в которой был произведен об-

зор численных методов решения обратной задачи сейсмики, в том числе и на основе метода

Гельфанда-Левитана, необходимо отметить работу Б.С. Парийского [84], который в 1977 году

опубликовал обзор численных методов решения данных уравнений. Отметим также работу F.

Santosa [85], посвящённую решению обратной задачи для плоской волны методом Гельфанда-

Левитана. В ней автор предложил численную схему решения, и исследовал различные аспекты

её устойчивости к ошибкам и аппроксимации. Из более современных работ отметим публикацию

С.И. Кабанихина, М.А. Сатыбаева и М.А. Шишленина [82] о численных алгоритмах решения

двумерных аналогов уравнения Гельфанда-Левитана и Крейна, а также работу [83], где авторами

был предложен численный метод решения обратной задачи для уравнения акустики на основе

метода сингулярного разложения. Тем не менее, задача разработки эффективных численных ме-

тодов решения обратных задач на основе метода И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана - М.Г. Крейна

по-прежнему остаётся актуальной.

Целью данной работы является создание новых и обоснование уже существующих числен-

ных алгоритмов решения коэффициентных многомерных обратных задач акустики, а также об-

ратных задач определения потенциала волнового уравнения на основе подхода И.М. Гельфанда —

Б.М. Левитана — М.Г. Крейна.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:

1. Разработать алгоритмы регуляризации многомерных обратных задач акустики с помощью

многомерных аналогов уравнений И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана и М.Г. Крейна.

2. Разработать и исследовать эффективность новых методов численного решения семейств

интегральных уравнений И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана и М.Г. Крейна

3. Создать программные комплексы для численного решения исследуемых задач на основе

разработанных алгоритмов.
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Методы исследований. В диссертации используются методы вычислительной математики и ма-

тематического моделирования. В частности, для построения численных алгоритмов использова-

лись методы Монте-Карло решения интегральных уравнений и систем, а также стохастические

и детерминистские вычислительные методы линейной алгебры. Разработка программного обес-

печения производилась на языке C.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Новый алгоритм решения одномерной обратной задачи акустики и обратной задачи для

уравнения колебаний методом Монте-Карло.

2. Стохастический проекционный метод численного решения двумерного аналога уравнения

И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана.

3. Новый алгоритм решения двумерной обратной задачи акустики на основе комбинации про-

екционного метода, метода Гельфанда-Левитана-Крейна и алгоритма быстрого обращения

блочно-тёплицевой матрицы.

4. Новый метод численного решения одномерной динамической задачи сейсмики на основе

комбинации методов Гельфанда — Левитана и Крейна во временной области.

Выносимые положения соответствуют следующим пунктам паспорта специальности 01.01.07 -

вычислительная математика:

1. Положения 1, 2 и 3 соответствуют пункту 1 паспорта.

2. Положение 2 соответствует пункту 2 паспорта.

3. Положения 1 и 3 соответствуют пункту 3 паспорта.

4. Положение 4 соответствует пункту 4 паспорта.

Научная новизна:

1. Разработан новый алгоритм решения одномерной обратной задачи сейсмики на основе

решения уравнений И.М. Гельфанда, Б.М. Левитана и М.Г. Крейна методом Монте-Карло.

2. Разработан и обоснован новый метод решения двумерного аналога уравнения И.М. Гель-

фанда — Б.М. Левитана на основе стохастического проекционного метода.

3. Построен и исследован алгоритм решения двумерной обратной задачи определения плот-

ности среды, основанный на комбинации проекционного метода, многомерного аналога

метода И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана — М.Г. Крейна и метода Левинсона обращения

блочно-тёплицевой матрицы. Показано, что в данном случае решение обратной задачи сво-

дится к решению только одного интегрального уравнения из семейства.

4. Реализованы комплексы программ на основе разработанных алгоритмов.
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Научная и практическая значимость диссертационной работы определяется необходимо-

стью модернизации существующих и разработке новых прямых численных методов и алгорит-

мов решения обратных задач для гиперболических уравнений. Разработанные алгоритмы могут

быть использованы при обработке данных сейсмических наблюдений в задачах акустического

каротажа.

Степень достоверности полученных результатов обеспечивается математическим доказа-

тельством основных положений и теорем, обоснованием алгоритмов, а также сериями числен-

ных расчётов и сравнительным анализом алгоритмов.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на следующих междуна-

родных и российских конференциях : всероссийской школе-конференции с международным уча-

стием «Математика, информатика, их приложения и роль в образовании» (г. Москва, 2009 г.),

на 48-й, 49-й и 50-й международной научной студенческой конференции «Студент и научно-

технический прогресс»(г. Новосибирск, 2010, 2011, 2012 гг.), всероссийской конференции по

вычислительной математике КВМ-2011 (г. Новосибирск, 2011 г.), международной конференции

8th International ISAAC Congress (г. Москва, 2011г.), международных конференциях «Inverse

problems: Modeling and Simulation» (г. Анталия, Фетхие - Турция, 2012, 2014 гг.), междуна-

родной конференции «Функциональные пространства. Дифференциальные операторы. Общая

топология. Проблемы математического образования» (г. Москва, 2013), международной кон-

ференции «Актуальные проблемы вычислительной и прикладной математики», посвященной

50-летию ИВМиМГ СО РАН (г. Новосибирск, 2014 г.), международной конференции «Актуаль-

ные проблемы вычислительной и прикладной математики» (г. Новосибирск, 2015 г.), между-

народном семинаре по обратным и некорректно поставленным задачам (г. Москва, 2015 г. ),

4th International Conference on Matrix Methods in Mathematics and Applications (г. Москва, 2015

г.), XVII Всероссийской конференции молодых учёных по математическому моделированию и

информационным технологиям (г. Новосибирск, 2016 г.), зимней международной молодежной

научной школе-конференции «Теория и приложения обратных и некорректных задач» (г. Ал-

маты, Казахстан, 2016 г.), международной конференции «Математика и информационные тех-

нологии в нефтегазовом комплексе», (г. Сургут, 2016 г.), международной конференции «Совре-

менные проблемы математической физики и вычислительной математики» (г. Москва, 2016 г. ),

российско-британском семинаре «Uncertainty Quantification in Inverse Modeling» (г. Новосибирск,

2016 г.), международной конференции «Вычислительная и прикладная математика 2017»(г. Но-

восибирск, 2017 г.), международной конференции «13th International Conference on Theoretical

and Computational Acoustics» (г. Вена, Австрия, 2017), а также на 4-й, 5-й, 6-й, 7-й, 8-й и 9-й

молодежных научных школах-конференциях «Теория и численные методы решения обратных и

некорректных задач» (г. Новосибирск, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016, 2017 гг.).

Результаты диссертации докладывались и обсуждались на 4 всероссийских конференциях, 23

международных конференциях, а также на научных семинарах:
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– Объединенный семинар ИВМиМГ СО РАН и кафедры вычислительной математики ММФ

НГУ под руководством профессора В.П. Ильина (Новосибирск, 2016),

– Научно-исследовательский семинар кафедры математической физики ВМК МГУ под руко-

водством профессора А.М. Денисова (Москва, 2017),

– Семинар Scientific Computing group Сколковского института науки и технологий (Москва,

2017),

– Семинар по дифракции и распространению волн исследовательской лаборатории имени

П.Л. Чебышёва (ПОМИ РАН, Санкт-Петербург, 2017).

– Cеминар ИВМиМГ СО РАН «Методы Монте-Карло в вычислительной математике и мате-

матической физике» под руководством член-корреспондента РАН Г.А. Михайлова (Ново-

сибирск, 2017)

Диссертационная работа была выполнена при поддержке грантов РФФИ № 15-01-09230, 16-

01-00755, 16-29-15120, 18-31-00409.

Личный вклад. Основные результаты диссертации получены автором самостоятельно. В

работах, опубликованных в соавторстве, личный вклад автора заключается в обсуждении поста-

новок задач и выбора методов их решения, в разработке и обосновании численных алгоритмов,

составлении и отладке компьютерных программ, проведении вычислительных экспериментов.

Конфликт интересов с соавторами отсутствует.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 24 печатных изданиях,

из которых 2 статьи [86,87] изданы в журналах, зарегистрированных в системе Web of Science; 1

статья [88] в журнале, зарегистрированном в системе Scopus; 7 публикаций [89–95] в журналах,

индексируемых аналитической базой данных РИНЦ; 14 работ опубликовано в тезисах междуна-

родных и всероссийских конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения. Полный

объем диссертации составляет 119 страниц с 41 рисунками и 17 таблицами. Список литературы

содержит 139 наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводимых в рамках данной дис-

сертационной работы, приводится обзор научной литературы по изучаемой проблеме, формули-

руется цель, ставятся задачи работы, сформулированы научная новизна и практическая значи-

мость представляемой работы.

Первая глава посвящена постановкам рассматриваемых задач и формулировке уравнений И.М.

Гельфанда — Б.М. Левитана — М.Г. Крейна.

В подразделе 1.1 рассмотрена одномерная обратная задача сейсмики,заключающаяся в опре-

делении параметров Ламе 𝜆,𝜇,𝜌 горизонтально-слоистой среды, являющихся коэффициентами
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системы динамических уравнений теории упругости:

𝜌
𝜕2U

𝜕𝑡2
= (𝜆+ 𝜇)grad divU + 𝜇∆U + grad𝜆divU +

3∑︁
𝑖=1

grad𝜇(
𝜕U

𝜕𝑥𝑖
+ grad𝑈𝑥𝑖

)e𝑖;

Здесь e𝑖 - орт соответствующей координатной оси 𝑥𝑖, 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦, 𝑥3 = 𝑧, U = (𝑈𝑥,𝑈𝑦,𝑈𝑧)
𝑇

- вектор смещения точек среды. Задача состоит в определении параметров 𝜆, 𝜇, 𝜌, определяю-

щих упругие свойства среды, по результатам одного или нескольких экспериментов, в резуль-

тате которых измеряется смещение точек среды U на поверхности 𝑧 = 0. Для решения задачи

предложен алгоритм, основанный на использовании метода Гельфанда - Левитана во времен-

ной области. Суть подхода заключается в рассмотрении двух экспериментов, один из которых

может связан с распространением SH-волн при воздействии на среду поверхностного момента

вращения интенсивности 𝛿(𝑡), а другой - с распространением продольных волн при воздействии

на среду источника вида нормальной сосредоточенной силы. В результате задача сводится к

решению нескольких вспомогательных обратных задач для уравнений акустики и уравнения ко-

лебаний. Обратная задача для уравнения колебаний заключается в определении коэффициента

𝑞(𝑥) уравнения

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0;

Полученная в работе обратная задача для уравнения колебаний сводится к однопараметрическо-

му семейству интегральных уравнений в области 𝑡 < |𝑥|:

𝑤̃(𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓(𝑡− 𝜏)𝑤̃(𝑥,𝜏)𝑑𝜏 = −1

2
[𝑓 ′(𝑡− 𝑥) + 𝑓 ′(𝑡+ 𝑥)], 𝑥 > 0.

Данное соотношение называется уравнением Гельфанда-Левитана. Функция 𝑓(𝑡), являющаяся

данными обратной задачи и задающая ядро интегрального уравнения, является известной, а

решение обратной задачи связано с решением 𝑤(𝑥,𝑡) уравнения Гельфанда-Левитана следующим

образом:

𝑞(𝑥) = 4
𝑑

𝑑𝑥
𝑤̃(𝑥,𝑥− 0), 𝑥 > 0

Одномерная обратная задача акустики заключается в определении коэффициента 𝜎(𝑥) уравнения

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −
𝜎′(𝑥)

𝜎(𝑥)
𝑢𝑥, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0
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Полученная в работе обратная задача для уравнения акустики сводится к следующему семейству

интегральных уравнений типа Фредгольма второго рода (уравнение Крейна):

−2𝑓(+0)𝑉 (𝑥,𝑡) −
∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑉 (𝑥,𝑠)𝑓 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 1, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥)

Функция 𝑓(𝑡), являющаяся данными обратной задачи и задающая ядро интегрального уравне-

ния, является известной, а акустическая жёсткость среды 𝜎(𝑥) восстанавливается по решению

уравнения Крейна с помощью следующего соотношения:

𝜎(𝑥) =
𝑉 (0,0)

2𝑉 2(𝑥,𝑥)

В подразделе 1.2 приводится постановка двумерной обратной задачи для уравнения колебаний.

Рассматривается следующая последовательность прямых задач (𝑘 ∈ Z):

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 (𝑥,𝑦,𝑡) = ∆𝑥,𝑦𝑢

(𝑘) − 𝑞(𝑥,𝑦)𝑢(𝑘), 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝑘 ∈ Z

𝑢(𝑘)|𝑡=0 = 0, 𝑢
(𝑘)
𝑡 |𝑡=0 = 𝛿(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z

Обратная задача заключается в определении чётной по переменной 𝑦 функции 𝑞(𝑥,𝑦), используя

следующую информацию о решении прямых задач:

𝑢(𝑘)|𝑥=0 = 𝑓𝑘(𝑦,𝑡), 𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 0, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝑘 ∈ Z

Для решения данной задачи был использован двумерный аналог метода Гельфанда-Левитана.

Обратная задача сводится в результате к решению следующего семейства интегральных уравне-

ний (С.И. Кабанихин, [15]):

̃︀𝑤(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

∑︁
𝑚

̃︀𝑤(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 =

= −1

2

[︂
𝜕𝑓 (𝑘)

𝜕𝑡
(𝑦,𝑡− 𝑥) +

𝜕𝑓 (𝑘)

𝜕𝑡
(𝑦,𝑡+ 𝑥)

]︂
, 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z

Данное семейство уравнений является двумерным аналогом уравнения Гельфанда-Левитана. Ре-

шение обратной задачи восстанавливается по формуле:

𝑞(𝑥,𝑦) = 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦,𝑥− 0)

В подразделе 1.2.2 рассматривается использование проекционного метода к решению получен-

ных уравнений. Суть метода заключается в проецировании всех входящих в формулировку зада-

чи функций на конечномерное подпространство, определяемое базисом Фурье. Данный подход

может быть рассмотрен как регуляризация исходной задачи, вызванная тем фактом, что данные
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обратной задачи заданы на времениподобной поверхности.

Подраздел 1.3 посвящен исследованию двумерной обратной задачи для уравнения акустики.

Задача заключается в определении плотности среды - 2𝜋 - периодической по переменной 𝑦

функции 𝜌(𝑥,𝑦). Исследуется следующая последовательность прямых задач (𝑘 ∈ Z):

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 = ∆𝑢(𝑘) + ∇ ln 𝜌(𝑥,𝑦)∇𝑢(𝑘);

𝑥 > 0, 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑡 > 0,𝑘 ∈ Z

𝑢(𝑘)|𝑡<0 ≡ 0,

𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 𝛿(𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑦.

Обратная задача заключается в определении плотности среды 𝜌(𝑥,𝑦) по следующей дополни-

тельной информации:

𝑢(𝑘)(+0,𝑦,𝑡) = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑦 ∈ (−𝜋,𝜋), 𝑘 ∈ Z.

Подобные постановки задач возникают, например, в геофизике в случае площадных систем на-

блюдений. Решение данной задачи рассматривалось в работах С.И. Кабанихина и М.А. Шиш-

ленина [81–83]. Сформулированная обратная задача сводится к решению двумерного аналога

уравнения М.Г. Крейна:

Φ(𝑘)(𝑥,𝑡) − 1

2

∑︁
𝑚∈Z

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 =

1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑘 ∈ Z.

Решение обратной задачи вычисляется следующим образом [83]:

𝜌(𝑥,𝑦) =
𝜋2

𝜌(0,𝑦)

[︁∑︁
𝑚∈Z

Φ(𝑚)(𝑥,𝑥− 0)𝑒−𝑖𝑚𝑦
]︁−2

В подразделе 1.3.2 рассматривается 𝑁 - приближение обратной задачи. По аналогии с резуль-

татами раздела 1.3.2, использование техники 𝑁 - приближения позволяет приблизить решение

двумерного аналога уравнения М.Г. Крейна решением некоторой конечной системы линейных

интегральных уравнений.

Вторая глава посвящена описанию численных методов решения интегральных уравнений и си-

стем, используемых в работе.

Подраздел 2.1 посвящен описанию метода Монте-Карло решения интегральных уравнений

Фредгольма второго рода:

𝜙(𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑘(𝑥′,𝑥)𝜙(𝑥′)𝑑𝑥′ + 𝑓(𝑥) (1)

Или, в операторном виде,

𝜙 = 𝐾𝜙+ 𝑓
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Различные аспекты решения таких уравнений методом Монте-Карло были исследованы в рабо-

тах Г.И. Марчука, Н.С. Бахвалова, Г.А. Михайлова, С.М. Ермакова, И.М. Соболя [96–99]. Осно-

вой методов Монте-Карло решения интегральных уравнений является представление решения

рядом Неймана

𝜙 =
∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛𝑓

При этом сумма ряда Неймана может быть вычислена как математическое ожидание некоторой

случайной величины, построенной на основе цепи Маркова, чьи параметры определяются ядром

и правой частью рассматриваемого уравнения. Это математическое ожидание затем аппрокси-

мируется выборочным средним. В работе рассматриваются две модификации метода. Метод

типа прямого моделирования основан на выборе переходной плотности пропорционально мо-

дулю ядра уравнения, что позволяет гарантировать конечность дисперсии оценки при условии

сходимости ряда Неймана. Метод подобных траекторий основан на использовании одной цепи

Маркова для вычисления оценки решения уравнений И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана и М.Г.

Крейна для всех значений параметра.

Также в этом разделе рассматриваются векторные алгоритмы статистического моделирования

для решения систем интегральных уравнений, разработаные в работах Г.А. Михайлова, И.М.

Соболя, и их учеников.

В подразделе 2.2 рассматривается алгоритм решения уравнения Гельфанда-Левитана с помощью

сведения к системе линейных алгебраических уравнений и использовании стохастического про-

екционного метода. Стохастический проекционный метод решения СЛАУ 𝐴𝑧 = 𝑏 основан на

итерационном процессе, каждый шаг которого состоит в проецировании решения на гиперплос-

кость, соответствующей случайно выбранной строке системы [100]:

𝑧𝑘+1 = 𝑧𝑘 +
𝑏𝑖 − (𝑎𝑖 · 𝑧𝑘)

‖𝑎𝑖‖22
𝑎𝑇𝑖

В работе рассмотрены различные варианты метода, в частности, блочная модификация, соответ-

ствующая проекции на пересечение нескольких случайно выбранных гиперплоскостей. Важной

особенностью используемого подхода является то, что его применимость не ограничена сходи-

мостью ряда Неймана [101].

Подраздел 2.3 посвящён алгоритмам решения систем линейных алгебраических уравнений с

тёплицевыми и блочно-тёплицевыми матрицами. Матрицы таких систем имеют вид

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 . . . 𝑎−𝑛+1

𝑎1 𝑎0 𝑎−1 . . . 𝑎−𝑛+2

𝑎2 𝑎1 𝑎0 . . . 𝑎−𝑛+3

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−3 . . . 𝑎0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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где 𝑎𝑖 - блоки некоторой размерности. Известно, что эффективность алгоритмов решения тех

или иных систем во многом зависит от степени использования структуры задачи при разра-

ботке методов решения [102]. Так, стандартные методы решения систем линейных уравнений

с плотными матрицами требуют в общем случае 𝑂(𝑁3) операций (здесь под 𝑁 понимает-

ся размерность системы). Для систем с тёплицевыми матрицами разработаны как т.н. «быст-

рые» алгоритмы, требующие 𝑂(𝑁2) операций, так и «супербыстрые» методы ( 𝑂(𝑁 log𝑝𝑁)).

В данной работе используется блочный вариант алгоритма, основанного на методе Левинсона-

Дурбина [103, 104], и модифицированного Е.Е. Тыртышниковым и В.В. Воеводиным [102]. Ме-

тод основан на том, что обратная к блочно-тёплицевой матрица определяется своим первым и

последним блочным столбцом. Эту зависимость можно использовать и для нахождения решения

соответствующей СЛАУ. При этом для решения системы 𝐴𝑧 = 𝑏 можно рассмотреть рекуррент-

ную процедуру, основанную на вычислении первого и последнего столбца усеченной матрицы

(𝐴𝑘𝑥𝑘 = 𝑒1, 𝐴𝑘𝑦𝑘 = 𝑒𝑘+1, где 𝐴𝑘 - ведущая подматрица блочного размера 𝑘 + 1), и решении

усечённой системы 𝐴𝑘𝑧𝑘 = 𝑏𝑘. Данный метод относится к классу «быстрых» методов, а его

рекуррентная схема хорошо сочетается со структурой уравнения М.Г. Крейна, позволяя свести

задачу нахождения решения всех уравнений однопараметрического семейства к решению только

одной системы линейных уравнений.

Третья глава содержит алгоритмам численного решения обратных задач на основе предложен-

ных методов. В ней приведены схемы решения прямых задач для получения модельных данных,

приведены особенности построения численных алгоритмов решения обратных задач на основе

методов Монте-Карло, стохастического проекционного метода, алгоритма обращения блочно-

тёплицевых матриц. Также в этой главе приведены результаты численных экспериментов и про-

ведён сравнительный анализ эффективности численных алгоритмов решения поставленных за-

дач.

В заключении приведены основные результаты работы, которые заключаются в следующем:

1. Разработан метод решения одномерной обратной задачи акустики и одномерной обратной

задачи для уравнения колебаний на основе сочетания динамического варианта метода И.М.

Гельфанда — Б.М. Левитана и метода Монте-Карло.

2. Разработан алгоритм численного решения одномерной динамической задачи сейсмики на

основе подхода И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана — М.Г. Крейна во временной области в

сочетании с методом Монте - Карло.

3. Разработан алгоритма численного решения двумерного аналога уравнения И.М. Гельфанда

— Б.М. Левитана с помощью стохастического проекционного метода.

4. Разработан алгоритм численного решения двумерной обратной задачи для уравнения аку-

стики на основе комбинации проекционного метода, метода И.М. Гельфанда — Б.М. Леви-

тана — М.Г. Крейна и алгоритма быстрого обращения тёплицевой матрицы.

5. Разработаны программные комплексы, реализующие предложенные методы.
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Глава 1

Постановки рассматриваемых задач.

Формулировки уравнений И.М. Гельфанда

— Б.М. Левитана — М.Г. Крейна

В данной главе рассматриваются постановки исследуемых задач: одномерной обратной за-

дачи для системы динамических уравнений теории упругости, двумерной обратной задачи для

уравнения колебаний и двумерной обратной задачи для уравнения акустики. Решение каждой

задачи оказывается эквивалентно решению того или иного семейства линейных интегральных

уравнений типа Фредгольма (или систем интегральных уравнений в многомерном случае).

1.1 Одномерная обратная задача сейсмики

В данном разделе мы рассматриваем одномерную обратную динамическую задачу сейсмики.

В общем случае задачи подобного рода заключаются в определении плотности и модулей

упругости, являющихся коэффициентами системы дифференциальных уравнений нестацио-

нарной линейной теории упругости, если известна дополнительная информация о решении

такой системы. В рассматриваемом здесь изотропном случае модули упругости выражаются

через параметры Ламе, и задача, тем самым, заключается в определении этих двух параметров

и плотности среды. Различные постановки обратных задач динамической теории упругости

рассматривались в работах А.С. Благовещенского, В.Г. Романова, Ю.Е. Аниконова и других

авторов [70, 105–108].Что касается использования подхода И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана

— М.Г. Крейна для решения подобных задач, то необходимо отметить работы А.С. Алексеева,

М.Н. Бородаевой, В.Г. Яхно, В.С. Белоносова. [1, 10, 109–111].
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1.1.1 Постановка обратной задачи

Рассмотрим полупространство 𝑧 ≥ 0 декартовой системы координат (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ R3, запол-

ненное упругой средой. В случае изотропной среды общая система динамических уравнений

теории упругости, описывающая распространение упругих волн в среде, выглядит следующим

образом [1]:

𝜌
𝜕2U

𝜕𝑡2
= (𝜆+ 𝜇)grad divU + 𝜇∆U + grad𝜆divU +

3∑︁
𝑖=1

grad𝜇(
𝜕U

𝜕𝑥𝑖
+ grad𝑈𝑥𝑖

)e𝑖; (1.1)

Данная система описывает распространение сейсмических волн в пространстве, заполненном

упругой средой. Здесь e𝑖 - орт соответствующей координатной оси 𝑥𝑖, 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦, 𝑥3 = 𝑧,

U = (𝑈𝑥,𝑈𝑦,𝑈𝑧)
𝑇 - вектор смещения точек среды. Упругие свойства среды заданы параметрами

Ламе 𝜆, 𝜇, а также плотностью среды 𝜌. Отметим, что зачастую в задачах сейсмики вместо

параметров Ламе рассматриваются скорости распространения продольных и поперечных волн:

𝑣𝑝 =

√︃
𝜆+ 2𝜇

𝜌
, 𝑣𝑠 =

√︂
𝜇

𝜌
. (1.2)

В дальнейшем мы будем предполагать, что параметры среды меняются только при изменении

глубины: 𝜆 = 𝜆(𝑧), 𝜇 = 𝜇(𝑧), 𝜌 = 𝜌(𝑧). В этом случае система (1.1) сводится к следующей

системе уравнений:

(𝜆+ 𝜇)
𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑧2

)︂
+ (1.3)

+
𝜕𝜇

𝜕𝑧

(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑥

)︂
= 𝜌

𝜕2𝑈𝑥

𝜕𝑡2
;

(𝜆+ 𝜇)
𝜕

𝜕𝑦

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑈𝑦

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑈𝑦

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑈𝑦

𝜕𝑧2

)︂
+ (1.4)

+
𝜕𝜇

𝜕𝑧

(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑦

)︂
= 𝜌

𝜕2𝑈𝑦

𝜕𝑡2
;

(𝜆+ 𝜇)
𝜕

𝜕𝑧

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 𝜇

(︂
𝜕2𝑈𝑧

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑈𝑧

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑈𝑧

𝜕𝑧2

)︂
+ (1.5)

+
𝜕𝜆

𝜕𝑧

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 2

𝜕𝜇

𝜕𝑧

𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧
= 𝜌

𝜕2𝑈𝑧

𝜕𝑡2
;

Далее, будем предполагать, что среда находится в состоянии покоя до момента приложения

нагрузки:

U(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)|𝑡<0 ≡ 0; (1.6)
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Для определения параметров среды на границе 𝑧 = 0 с помощью взрывов или ударных воздей-

ствий реализуют следующие граничные условия:

𝜎𝑧|𝑧=0 = 𝜆0

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 2𝜇0

𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧
= 𝑔1(𝑥,𝑦,𝑡); (1.7)

𝜏𝑥𝑧|𝑧=0 = 𝜇0

(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑥

)︂
= 𝑔2(𝑥,𝑦,𝑡); (1.8)

𝜏𝑦𝑧|𝑧=0 = 𝜇0

(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑦

)︂
= 𝑔3(𝑥,𝑦,𝑡); (1.9)

Здесь предполагается, что значения параметров среды 𝜆0, 𝜇0, 𝜌0 = 𝜆, 𝜇, 𝜌|𝑧=0 на поверхности

являются известными. Приложенная нагрузка вызывает в среде волновой процесс, который ре-

гистрируется расположенными на поверхности 𝑧 = 0 приёмниками:

𝑈𝑥(𝑥,𝑦,0,𝑡) = 𝑓1(𝑥,𝑦,𝑡); 𝑈𝑦(𝑥,𝑦,0,𝑡) = 𝑓2(𝑥,𝑦,𝑡); 𝑈𝑧(𝑥,𝑦,0,𝑡) = 𝑓3(𝑥,𝑦,𝑡) (1.10)

Таким образом, одномерная обратная задача сейсмики заключается в определении парамет-

ров 𝜆(𝑧), 𝜇(𝑧) (что эквивалентно определению скоростей продольных и поперечных волн

𝑣𝑝(𝑧), 𝑣𝑠(𝑧)) и плотности 𝜌 среды с помощью одного или нескольких экспериментов, описы-

ваемых соотношениями (1.3)-(1.10).

1.1.2 Задача определения скорости поперечных волн и плотности среды

Предположим теперь, что поверхностный момент сил, приложенных к границе 𝑧 = 0 удо-

влетворяет после перехода к цилиндрической системе координат 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔( 𝑦

𝑥
)

следующим условиям:

𝜎𝑧 = 0, 𝜏𝑟𝑧 = 0, 𝜏𝜃𝑧 = 𝑎(𝑡)𝑏(𝑟).

В таком случае, как показано А.С. Алексеевым [10], в среде возникают волны типа SH, вектор

смещений U(𝑟,𝑧,𝜃,𝑡) которых состоит только из компоненты 𝑈𝜃 соответствующей координате 𝜃,

при этом 𝑈𝜃 = 𝑈𝜃(𝑟,𝑧,𝑡) удовлетворяет следующему уравнению

𝜕2𝑈𝜃

𝜕𝑟2
+

1

𝑟

𝜕𝑈𝜃

𝜕𝑟
− 𝑈𝜃

𝑟2
+
𝜕2𝑈𝜃

𝜕𝑧2
+
𝜇′(𝑧)

𝜇(𝑧)

𝜕𝑈𝜃

𝜕𝑧
=
𝜌(𝑧)

𝜇(𝑧)

𝜕2𝑈𝜃

𝜕𝑡2
, (1.11)

а также следующим начальным и краевым соотношениям:

𝑈𝜃|𝑡<0 ≡ 0; (1.12)

𝜕𝑈𝜃

𝜕𝑧
=

1

𝜇0

𝑎(𝑡)𝑏(𝑟). (1.13)
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В дальнейшем будем считать, что значение компоненты 𝑈𝜃(𝑟,𝑧,𝑡) при 𝑧 = 0 есть некоторая из-

вестная функция 𝑓(𝑟,𝑡). Кроме того, выберем функции 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑟) следующим образом:

𝑎(𝑡) = 𝛿(𝑡), 𝑏(𝑟) =
1

4𝜋

∫︁ ∞

0

𝑘2𝐽1(𝑘𝑟)𝑑𝑘 = − 1

4𝜋

𝑑

𝑑𝑟

[︂
𝛿(𝑟)

𝑟

]︂
.

Имеет место соотношение: ∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑏(𝑟)𝑟2𝑑𝑟 = 1,

в силу чего условие (1.13) соответствует поверхностному моменту вращения интенсивности 𝛿(𝑡).

Далее, положим

𝑈𝜃(𝑟,𝑧,𝑡) =

∞∫︁
0

𝑈(𝑧,𝑡; 𝑘)𝐽1(𝑘𝑟)𝑘
2𝑑𝑘, (1.14)

При этом в силу формул обращения преобразования Ханкеля

𝑈(𝑧,𝑡; 𝑘) =

∞∫︁
0

𝑈𝜃(𝑟,𝑧,𝑡)𝐽1(𝑘𝑟)
𝑟

𝑘
𝑑𝑟, (1.15)

Используя преобразование Ханкеля, обратная задача для системы (1.11)-(1.13) сводится к следу-

ющему однопараметрическому семейству задач относительно функций 𝑈(𝑧,𝑡; 𝑘) :

1

𝑣2𝑠

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
+
𝜕𝑙𝑛(𝜇)

𝜕𝑧

𝜕𝑈

𝜕𝑧
− 𝑘2𝑈 ; (1.16)

𝑈(𝑧,𝑡; 𝑘)|𝑡<0 ≡ 0; (1.17)

𝜕𝑈

𝜕𝑧
|𝑧=0 =

1

4𝜋𝜇0

𝛿(𝑡); (1.18)

𝑈(𝑧,𝑡; 𝑘)|𝑧=0 = 𝑓𝑘(𝑡). (1.19)

Здесь, как и раньше, 𝑣𝑠 =
√︁

𝜇
𝜌

- скорость поперечных волн. Перейдём теперь от переменной 𝑧 к

переменной 𝑥, используя преобразование годографа:

𝑥 =

∫︁ 𝑧

0

𝑑𝜉

𝑣𝑠(𝜉)
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В переменных 𝑥,𝑡 задача (1.16) - (1.19) может быть переписана следующим образом [94]:

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝜎′(𝑧)

𝜎(𝑧)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑣2𝑠𝑈 ; (1.20)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑡<0 ≡ 0; (1.21)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

1

4𝜋𝜎0
𝛿(𝑡); (1.22)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑥=0 = 𝑓𝑘(𝑡). (1.23)

Здесь 𝜎(𝑥) =
√
𝜇𝜌. При 𝑘 = 0 уравнение принимает вид

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝜎′(𝑧)

𝜎(𝑧)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
; (1.24)

𝑈(𝑥,𝑡)|𝑡<0 ≡ 0; (1.25)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

1

4𝜋𝜎0
𝛿(𝑡); (1.26)

𝑈(𝑥,𝑡)|𝑥=0 = 𝑓0(𝑡). (1.27)

Уравнение (1.24) описывает распространение акустических волн. Обратная задача (1.24)-(1.27),

тем самым, является обратной задачей для уравнения акустики, рассмотренной в работах А.С.

Благовещенского [71] и С.И. Кабанихина [15]. В частности, А.С. Благовещенским показано, что

обратная задача (1.24)-(1.27) эквивалентна решению следующего уравнения:

− 2𝑓0(+0)𝑉 (𝑥,𝑡) −
∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑉 (𝑥,𝑠)𝑓 ′
0(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 1, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑥 > 0 (1.28)

Здесь предполагается, что функция 𝑓0(𝑡) продолжена в область 𝑡 < 0 нечётным образом (функ-

ция 𝑓 ′
0(𝑡), тем самым, является чётной). Соотношение (1.28) является однопараметрическим (с

параметром 𝑥) семейством линейных интегральных уравнений типа Фредгольма [15] второго

рода и называется уравнением М.Г. Крейна. Решение уравнение М.Г. Крейна - функция 𝑉 (𝑥,𝑡)

связано с решением обратной задачи - функцией 𝜎(𝑥) следующим соотношением:

𝜎(𝑥) =
𝑉 (0,0)

2𝑉 2(𝑥,𝑥)
, 𝑥 > 0 (1.29)

Cправедлива следующая теорема:

Теорема 1.1 (А. С. Благовещенский, [71]). Для существования единственного решения обратной

задачи (1.24)-(1.27) необходимо и достаточно, чтобы данные 𝑓0(𝑡) - обратной задачи являлись

гладкой при 𝑡 ≥ 0 функцией, удовлетворяющей условию 𝑓(+0) < 0, и интегральное уравнение

(1.28) было однозначно разрешимо.

Отметим, что условие однозначной разрешимости интегрального уравнения (1.28) может быть

сформулировано ( [71]) в виде положительной определённости соответствующего интегрального

оператора.
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Отметим также, что существуют и другие подходы к решению задачи (1.24)-(1.27). Так, в работе

С.И. Кабанихина [112] исследование данной задачи было проведено на основе её сведения к

системе нелинейных интегральных уравнений Вольтерра. Преимуществом представленного в

этой работе подхода является, во-первых, сведение нелинейной обратной задачи к семейству

линейных интегральных уравнений, а, во-вторых, возможность получения решения в конкретной

точке 𝑥. Кроме того, данный метод отражает локальный характер зависимости решения обратной

задачи 𝜎(𝑥) от данных 𝑓(𝑡).

Будем теперь считать, что функция 𝜎(𝑥) является известной. Зафиксируем 𝑘 ̸= 0 и сделаем ещё

одну замену, перейдя от функции 𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘) к функции 𝑉 , связанной с 𝑈 следующим равенством:

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘) = 𝑉 (𝑥,𝑡; 𝑘)

√︃
𝜎(𝑥)

𝜎(0)

4𝜋𝜎0
𝑣𝑠(0)

.

Введём теперь функцию

𝑞(𝑥; 𝑘) = 𝑘2𝑣2𝑠 −
1

2

𝜎′′

𝜎
+

3

4
(
𝜎′

𝜎
)2. (1.30)

Тогда функция 𝑉 (𝑥,𝑡; 𝑘) удовлетворяет следующей системе соотношений:

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥; 𝑘)𝑈 ; (1.31)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑡<0 ≡ 0; (1.32)

𝜕𝑈

𝜕𝑧
|𝑧=0 = 𝛿(𝑡); (1.33)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑥=0 = 𝑓𝑘(𝑡). (1.34)

Разработка прямых методов восстановления потенциала 𝑞(𝑥) уравнения (1.31) восходит к рабо-

там И.М. Гельфанда и Б.М. Левитана [27]. Вариант метода во временной области (без перехода

в частотную область) наиболее полно рассмотрен В.Г. Романовым в работе [113].В ней пока-

зано, что решение обратной задачи (1.31)-(1.34) эквивалентно решению следующего семейства

линейных интегральных уравнений:

𝑤̃𝑘(𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 ′
𝑘(𝑡− 𝜏)𝑤̃𝑘(𝑥,𝜏)𝑑𝜏 = −1

2
[𝑓 ′

𝑘(𝑡− 𝑥) + 𝑓 ′
𝑘(𝑡+ 𝑥)], 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥). (1.35)

Здесь, так же как и для уравнения (1.28), функция 𝑓 ′
𝑘(𝑡) продолжена чётным образом в область

𝑡 < 0. Соотношение (1.35) называется уравнением И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана. Его решение

- функция 𝑤̃(𝑥,𝑡) связана с 𝑞(𝑥) следующим соотношением:

𝑞(𝑥; 𝑘) = 4
𝑑

𝑑𝑥
𝑤𝑘(𝑥,𝑥− 0) (1.36)

Следующая теорема, доказанная В.Г. Романовым, связывает разрешимость обратной задачи с

разрешимостью уравнения (1.35).
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Теорема 1.2 (В.Г. Романов, [113]). Обратная задача (1.31)-(1.34) однозначно разрешима на интер-

вале [0, 𝑇/2] в классе кусочно-непрерывных функций тогда и только тогда, когда функция 𝑓𝑘(𝑡)

удовлетворяет следующим условиям:

1. 𝑓𝑘(𝑡) ∈ 𝐶2[0,𝑇 ], 𝑓 ′
𝑘(+0) = 1/2, 𝑓 ′

𝑘(0) = 0;

2. Уравнение Гельфанда-Левитана (1.35), где 𝑓(−𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], однозначно разрешимо

для всех 𝑥 ∈ (0, 𝑇/2).

Если функции 𝑞(𝑥) и 𝜎(𝑥) известны, то соотношение (1.30) позволяет восстановить скорость

поперечных волн в координатах годографа 𝑣𝑠(𝑥). С другой стороны, непосредственное исполь-

зование формулы (1.30) в ходе расчётов представляется не оптимальным, поскольку сопряжено

с вычислением второй производной функции 𝜎(𝑥). Для того, чтобы этого избежать, можно ис-

пользовать решения уравнения Гельфанда - Левитана для двух разных данных обратной задачи

𝑓𝑘(𝑡), 𝑘 = 𝑘1,𝑘2. Тогда можно получить следующее соотношение:

𝑣2𝑠(𝑥) =
4

𝑘22 − 𝑘21

𝑑

𝑑𝑥
(𝑤𝑘2(𝑥,𝑥− 0) − 𝑤𝑘1(𝑥,𝑥− 0))

Далее, знание функций 𝜎(𝑥) =
√
𝜇𝜌 и 𝑣𝑠(𝑥) =

√︁
𝜇
𝜌

позволяет вычислить плотность среды 𝜌(𝑥).

Кроме того, используя значения скорости поперечных волн, можно обратить преобразование

годографа и перейти от переменной 𝑥 к исходной переменной 𝑧:

𝑧 =

𝑥∫︁
0

𝑣𝑠(𝜉)𝑑𝜉

1.1.3 Задача определения скорости продольных волн.

Будем теперь считать, что после использования результатов раздела 1.1.2 нам известны зна-

чения функций 𝑣𝑠(𝑧), 𝜌(𝑧) (что равносильно знанию 𝜇(𝑧), 𝜌(𝑧) - двух из трёх параметров Ламе),

то для получения полной информации о строении среды необходимо вычислить последний неиз-

вестный параметр Ламе 𝜆(𝑧), или скорость распространения продольных волн 𝑣𝑝(𝑧). Для этого

А.С. Алексеевым был предложен эксперимент, основанный на воздействии на среду источника

вида нормальной сосредоточенной силы интенсивности 𝛿(𝑡) [10]:

𝜎𝑧|𝑧=0 = 𝜆0

[︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧

]︂
+ 2𝜇0

𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧
= 𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑡); (1.37)

𝜏𝑥𝑧|𝑧=0 = 𝜇0

(︂
𝜕𝑈𝑥

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑥

)︂
= 0; (1.38)

𝜏𝑦𝑧|𝑧=0 = 𝜇0

(︂
𝜕𝑈𝑦

𝜕𝑧
+
𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑦

)︂
= 0; (1.39)
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В этом случае, как показано в [10], система уравнений теории упругости (1.1) сводится, с учетом

симметрии среды и источника колебаний, к следующему уравнению:

𝜌

𝜆+ 2𝜇

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑊

𝜕𝑧2
+
𝜕 (ln(𝜆+ 2𝜇)

𝜕𝑧

𝜕𝑊

𝜕𝑧
; (1.40)

Здесь функция 𝑊 (𝑥,𝑡) связана с компонентами вектора смещений следующим образом:

𝑊 (𝑥,𝑡) =

∫︁∫︁
𝑈𝑧(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

При этом остальные моменты остальных компонент вектора смещений равны нулю в силу сим-

метричности задачи:

𝑈(𝑥,𝑡) =

∫︁∫︁
𝑈𝑥(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0, 𝑉 (𝑥,𝑡) =

∫︁∫︁
𝑈𝑦(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

При этом граничное условие (1.37) может быть переписано в виде

𝜕𝑊

𝜕𝑧
|𝑧=0 =

1

𝜆0 + 2𝜇0

𝛿(𝑡) (1.41)

Начальные данные имеют вид

𝑊 |𝑡=0 =
𝜕𝑊

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 0 (1.42)

Данные обратной задачи получены в результате измерения на поверхности 𝑧 = 0 компонент

смещения и могут быть переписаны в следующем виде:

𝑊 (0,𝑡) =

∫︁∫︁
𝑈𝑧(𝑥,𝑦,0,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐺(𝑡) (1.43)

Соотношения (1.40)-(1.43) образуют обратную задачу, целью которой является восстановление

скорости продольных волн

𝑣𝑝(𝑥) =

√︃
𝜆+ 2𝜇

𝜌

Для решения этой задачи применим, также, как и в случае определения скорости поперечных

волн, преобразование годографа и перейдём к переменной

𝑦 =

∫︁ 𝑧

0

𝑑𝜉

𝑣𝑝(𝜉)
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Задача после данной замены принимает следующий вид:

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕 ln𝜎𝑝(𝑦)

𝜕𝑦

𝜕𝑊

𝜕𝑦
;

𝑊 |𝑡<0 ≡ 0,

𝜕𝑊

𝜕𝑦
|𝑦=0 =

1

𝜎0𝑝
𝛿(𝑡), (1.44)

𝑊 |𝑦=0 = 𝐺(𝑡).

Здесь неизвестной является функция 𝜎𝑝(𝑦) = 𝜌(𝑦)𝑣𝑝(𝑦). Задача (1.44) с точностью до умножения

на постоянную совпадает с обратной задачей акустики, рассмотренной в разделе 1.1.2. Реше-

ние данной задачи может быть получено путём решения уравнения Крейна (1.28), с ядром вида

𝐺(𝑡).

Далее, вычислив значения функции 𝜎𝑝(𝑦), можно, в предположении, что значения плотности

среды известны нам после применения результатов раздела 1.1.3, восстановить скорость про-

дольных волн 𝑣𝑝(𝑧) в исходных переменных. Для этого нужно воспользоваться соотношением

𝑣𝑝(𝑦) =
𝜎𝑝(𝑦)

𝜌(𝑧)
(1.45)

При этом связь между переменными 𝑦 и 𝑧, учитывая (1.45), может быть переписана следующим

образом:
𝑑𝑦

𝜎𝑝(𝑦)
= 𝜌(𝑧)𝑑𝑧 (1.46)

Таким образом, использование подхода И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана - М.Г. Крейна позволяет,

при выборе подходящих источников, получить всю информацию об упругом строении среды в

одномерном случае путём решения трёх семейств интегральных уравнений, два из которых име-

ют вид уравнения М.Г. Крейна (1.28), и одно - вида уравнения И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана

(1.35).

1.2 Двумерная обратная задача для уравнения колебаний

В этом разделе мы рассмотрим обратную задачу, которая будет заключаться в определении

коэффициента 𝑞(𝑥,𝑦) следующего гиперболического уравнения:

𝐿𝑞𝑢 = 𝑢𝑡𝑡 − ∆𝑢+ 𝑞𝑢 (1.47)

Здесь ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2
1

+ 𝜕2

𝜕𝑥2
2

+ · · · + 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑛

В данной работе будет рассматриваться случай зависимости

от двух пространственных переменных 𝑞 = 𝑞(𝑥,𝑦), 𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑦,𝑡). Следует отметить, что предло-

женная методика может быть без принципиальных изменений использована для общего случая,

когда все входящие в постановку задачи являются функциями от 𝑛 пространственных пере-

менных 𝑥1,...𝑥𝑛. С одной стороны, задачи определения потенциала 𝑞(𝑥,𝑦) могут возникать при
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решении задач акустики и сейсмики. С другой стороны, эта задача может быть рассмотрена

как модельная, позволяющая изучить различные аспекты, связанные с переносом используемых

методов и алгоритмов на многомерный случай.

1.2.1 Постановка задачи. Формулировка двумерного аналога уравнения

И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана

Рассмотрим следующее семейство задач Коши:

𝐿𝑞𝑣 = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, (1.48)

𝑣|𝑡=0 = 0, 𝑣𝑡|𝑡=0 = 𝛿(𝑥)𝛿(𝑦 − 𝑦0), (1.49)

Здесь 𝛿(·) - дельта-функция Дирака, 𝑦0 - параметр. Предположим, что ∀𝑦 ∈ R,∀𝑦0 ∈ 𝑅 суще-

ствует след обобщенного решения задачи Коши, задаваемый функцией 𝑔(𝑦,𝑡,𝑦0):

𝑣|𝑥=0 = 𝑔(𝑦,𝑡,𝑦0), 𝑦 ∈ R, 𝑦0 ∈ R, 𝑡 > 0. (1.50)

Также всюду в дальнейшем мы будем считать, что 𝑞(𝑥,𝑦) и 𝑣(𝑥,𝑦,𝑡) четны по переменной 𝑥, и,

следовательно,

𝑣𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑦 ∈ R, 𝑦0 ∈ R, 𝑡 > 0. (1.51)

Таким образом, обратная заключается в определении функции 𝑞(𝑥,𝑦), удовлетворяющей соотно-

шениям (1.48) - (1.51).

Развитие прямых методов решения коэффициентных обратных задач для гиперболических урав-

нений началаось с работ М.И. Белишева (1987), который разработал метод граничного управ-

ления. Позднее с помощью метода граничного управления М.И. Белишевым и А.С. Благове-

щенским [17, 79] был получен многомерный аналог уравнения Гельфанда-Левитана (1992). При

этом независимо от этих работ многомерный аналог уравнений Гельфанда-Левитана-Крейна был

предложен также в 1988 году С.И. Кабанихиным в работах [15, 80], в которых предложена ком-

бинация подхода Гельфанда — Левитана и проекционного метода (проектировании задачи на

некоторое конечномерное подпространство).

Предположим теперь, что обобщенное решение прямой задачи (1.48), (1.49) существует и до-

пускает преобразование Фурье в обобщенном смысле по переменной 𝑦0. Обозначим

𝑢(𝑥,𝑦,𝑡, 𝜔) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑣(𝑥,𝑦,𝑡,𝑦0)𝑒

𝑖𝜔𝑦0𝑑𝑦0, (1.52)

𝑓(𝑦,𝑡,𝜔) =
1

2𝜋

∫︁
R
𝑔(𝑦,𝑡,𝑦0)𝑒

𝑖𝜔𝑦0𝑑𝑦0.



30

Используя эти обозначения, и применяя преобразование Фурье, можно перейти от задачи (1.48)

- (1.51) к следующей обратной задаче:

𝐿𝑞𝑢 = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝜔 ∈ R; (1.53)

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = 𝛿(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑦, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝜔 ∈ R; (1.54)

𝑢|𝑥=0 = 𝑓(𝑦,𝑡,𝜔), 𝑢𝑥|𝑥=0 = 0, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝜔 ∈ R. (1.55)

Кроме того, будем считать, что все рассматриваемые функции являются 2𝜋 - периодическими

по переменной 𝑦. В этом случае 𝜔 = 𝑘 ∈ Z = {0,± 1,±2, . . . }, и задача (1.53)-(1.55) может быть

переписана следующим образом:

𝐿𝑞𝑢
(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝑘 ∈ Z; (1.56)

𝑢(𝑘)|𝑡=0 = 0, 𝑢
(𝑘)
𝑡 |𝑡=0 = 𝛿(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝑥 ∈ R, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z; (1.57)

𝑢(𝑘)|𝑥=0 = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 0, 𝑦 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝑘 ∈ Z. (1.58)

Обратная задача, заключающаяся в определении функции 𝑞(𝑥,𝑦), удовлетворяющей системе со-

отношений (1.56)-(1.58), по известным данным обратной задачи - функциям 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑘 ∈ Z,

может быть сведена к параметрическому семейству линейных интегральных уравнений с ис-

пользованием многомерного аналога метода И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана. Полное изложе-

ние метода, а также теоремы о необходимых и достаточных условиях разрешимости обратной

задачи для специального класса функций, получены в работе С.И. Кабанихина [15].

Пусть 𝜔 ∈ R+, 𝑛 ∈ Z, 𝑛 ≥ 0. Будем говорить, что функция 𝑣(𝑥,𝑦,𝑡) принадлежит Ω(𝐷,𝜔,𝑛), если

выполнены следующие условия:

1) 𝑣(𝑥,𝑦,𝑡) =
∑︁
𝑘

𝑣𝑘(𝑥,𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑦; (1.59)

2) ∀𝑘 ∈ Z ∀𝑥 ≥ 0 𝑣𝑘(−𝑥,𝑡) = 𝑣𝑘(𝑥,𝑡);

3)∀𝑘 ∈ Z 𝑣𝑘 ∈ 𝐶𝑛(𝐷);

4)𝑣(𝜔) = max
𝑘

{||𝑣𝑘||𝐶𝑛(𝐷)𝑒
𝜔𝑘} <∞ (1.60)

Также введём в рассмотрение следующие множества:

𝐷1 = {(𝑥,𝑡) ∈ R2 : 0 < 𝑡 < |𝑥|}

𝐷2 = {(𝑥,𝑡) ∈ R2 : 0 < |𝑥| < 𝑡}

∆(𝑥,𝑡) = {(𝜉,𝜏) : 𝜏 ∈ (0,𝑡), 𝑥− 𝑡+ 𝜏 < 𝜉 < 𝑥+ 𝑡− 𝜏}

∆1(𝑥,𝑡) = ∆(𝑥,𝑡) ∩𝐷2
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В работе [15] показано, что задача (1.56)-(1.58) эквивалентна решению следующего семейства

уравнений:

̃︀𝑤(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

∑︁
𝑚

̃︀𝑤(𝑚)(𝑥,𝑦,𝑠)𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = −1

2

[︁
𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡− 𝑥) + 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡+ 𝑥)

]︁
, (1.61)

𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z

Двумерный аналог уравнения И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана (1.61), аналогично одномерному

случаю является однопараметрическим семейством, состоящим из систем интегральных урав-

нений типа Фредгольма второго рода. Также в (1.61) предполагается, что 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) продолже-

ны нечётным образом для 𝑡 < 0, символ ′ обозначает дифференцирование по переменной 𝑡, а

𝑓
(𝑘)
𝑚 (𝑦,𝑡) - обозначение коэффициентов Фурье данных обратной задачи. Функции 𝑤(𝑚)(𝑥,𝑦,𝑡) яв-

ляются решением некоторой вспомогательной задачи и связаны с функцией 𝑞(𝑥,𝑦) следующим

соотношением: ̃︀𝑤(𝑚)(𝑥,𝑦,𝑥− 0) =
1

4
𝑒𝑖𝑚𝑦

[︂
𝑥𝑚2 +

∫︁ 𝑥

0

𝑞(𝜉,𝑦)𝑑𝜉

]︂
(1.62)

Следствием соотношения (1.62) является возможность восстановления функции 𝑞(𝑥,𝑦), исполь-

зуя следующие равенства:

𝑞(𝑥,𝑦) = 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦,𝑥− 0), 𝑥 ∈ [0,

𝑇

2
] (1.63)

𝑞(−𝑥,𝑦) = 𝑞(𝑥,𝑦), 𝑥 ∈ [0,
𝑇

2
] (1.64)

С.И. Кабанихиным в работе доказаны следующие теоремы [76]:

Теорема 2.1. Предположим, что обратная задача (1.56)-(1.58) имеет решение в классе 𝑞(𝑥) ∈
Ω ([−𝑇,𝑇 ] ,𝜔,0). Тогда для всех 𝑥 ∈ [0,𝑇 ] система уравнений (1.61) имеет решение ̃︀𝑤(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡), 𝑘 ∈
Z. При этом при всех 𝑥 ∈ [0,𝑇 ] функции ̃︀𝑤(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) принадлежат классу Ω (∆1(𝑇,0),𝜔,0) и удо-

влетворяют соотношению (1.62).

Теорема 2.2. Пусть для некоторого значения 𝑇 > 0 и ∀𝑘 ∈ Z функции 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) удовлетворяют

следующим условиям:

𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) ∈ Ω ([0,𝑇 ] ,𝜔,2) , 𝑘 ∈ Z (1.65)

𝑓 (𝑘)(𝑦,+ 0) =
1

2
𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z (1.66)

lim
𝑡→+0

𝜕

𝜕𝑡
𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) = 0, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z (1.67)

Также предположим, что система уравнений (1.61), где функции 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) доопределены для

𝑡 ∈ [−𝑇,0] нечетным образом, имеет единственное решение в классе Ω (∆1(𝑇,0),𝜔, 2). Кроме

того, пусть оператор, задаваемый левой частью уравнения (1.61), является положительно опре-

делённым.
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Тогда решение обратной задачи (1.56)-(1.58) существует и принадлежит Ω
(︀[︀
−𝑇

2
,𝑇
2

]︀
,𝜔′,0

)︀
для

некоторого 𝜔′ > 0.

1.2.2 Проекционный метод решения обратной задачи

Будем искать приближенное решение (1.56)-(1.58) с помощью проекционного метода [114].

Будем считать, что коэффициенты Фурье 𝑞𝑚 и 𝑢
(𝑘)
𝑚 равны нулю для всех достаточно больших

номеров |𝑚| > 𝑁 . Рассматриваемая задача в этом случае сводится к матричной обратной задаче,

для которой справедливы все результаты одномерной задачи при замене матрица соответствую-

щих входящих систему функций.

Перейдём в уравнении (1.56) к коэффициентам Фурье:

𝑢(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) =
∑︁
𝑚

𝑢(𝑘)𝑚 (𝑥,𝑡)𝑒𝑖𝑚𝑦;

𝑞(𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑚

𝑞𝑚(𝑥)𝑒𝑖𝑚𝑦

Получим:
𝜕2𝑢

(𝑘)
𝑚

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

(𝑘)
𝑚

𝜕𝑥2
−𝑚2𝑢(𝑘)𝑚 (𝑥,𝑡) −

∑︁
𝑛

𝑞𝑛(𝑥)𝑢
(𝑘)
𝑚−𝑛(𝑥,𝑡), 𝑘,𝑛 ∈ Z (1.68)

Предполагая теперь, что коэффициенты Фурье 𝑞𝑚 и 𝑢(𝑘)𝑚 равны нулю для всех достаточно боль-

ших номеров |𝑚| > 𝑁 , уравнение (1.68) может быть переписано в матричном виде:

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− (𝐾 +𝑄(𝑥))𝑈

Точное определение матриц 𝑈,𝐾,𝑄 будет дано далее.

Теперь назовём𝑁 - приближением обратной задач (1.56)-(1.58) следующую систему одномерных

обратных задач:

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− (𝐾 +𝑄(𝑥))𝑈 (1.69)

𝑈 |𝑡=0 = 0, 𝑈𝑡|𝑡=0 = 𝐸𝛿(𝑡); (1.70)

𝑈 |𝑥=0 = 𝐹 (𝑡), 𝑈𝑥|𝑥=0 = 0. (1.71)

Здесь 𝐸 - единичная матрица, 𝑈,𝐾,𝑄,𝐹 - квадратные матрицы размера 2𝑁 + 1, задаваемые

следующим образом (здесь 𝑘,𝑚 = −𝑁,...,𝑁 ):

𝑈𝑘𝑚 = 𝑢(𝑘)𝑚 (𝑥,𝑡); 𝐾𝑘𝑚 = 𝑘2𝛿𝑘𝑚;

𝑄𝑘𝑚 = 𝜃(𝑁 − |𝑘 −𝑚|)̃︀𝑞𝑘−𝑚, 𝐹𝑘𝑚(𝑡) = 𝑈𝑘𝑚(0,𝑡) = 𝑓 (𝑘)
𝑚 (𝑡), (1.72)

Обратная задача заключается в определении коэффициентов 𝑄𝑘𝑚 матрицы 𝑄(𝑥) по дополни-

тельной информации 𝐹𝑘𝑚(𝑡). Отметим, что решение задачи (1.69)-(1.71) зависит от параметра
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𝑁 , но мы в дальнейшем будем опускать эту зависимость.

Из результатов работы С.И. Кабанихина [114] следует, что если решение обратной задачи (1.56)-

(1.58) существует в классе функций Ω([−𝑇,𝑇 ],𝜔,0), то существует число 𝑁⋆ такое, что при всех

𝑁 > 𝑁⋆ существует решение системы (1.69)-(1.71). При этом коэффициенты Фурье 𝑞𝑚(𝑥) ре-

шения 𝑞(𝑥,𝑦) обратной задачи (1.56)-(1.58) и коэффициенты ̃︀𝑞𝑚 решения 𝑄(𝑥) обратной задачи

(1.69)-(1.71) связаны следующим образом:

max
𝑗=−𝑁,...,𝑁

‖𝑞𝑗 − ̃︀𝑞𝑗‖𝐶[−𝑇,𝑇 ] ≤ 𝛽𝑒−𝑁𝛼. (1.73)

Здесь 𝛼, 𝛽 > 0 - некоторые постоянные. Данное соотношение означает, что семейство обратных

задач (1.69)-(1.71) с параметром 𝑁 является регуляризирующим для обратной задачи (1.56)-

(1.58).

Для системы (1.69)-(1.71) можно получить аналог уравнения (1.61). 𝑁 - приближение уравнения

И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана (1.61) имеет следующий вид ( [76]):

̃︁𝑊 (𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

̃︁𝑊 (𝑥,𝑠)𝐹 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = −1

2
[𝐹 ′(𝑡− 𝑥) + 𝐹 ′(𝑡+ 𝑥)] , 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥). (1.74)

Здесь 𝐹 ′(𝑡) - производная продолженной нечетным образом на 𝑡 < 0 функции 𝐹 (𝑡). Имеет место

следующая теорема [76].

Теорема 2.3. Для однозначной разрешимости обратной задачи (1.69)-(1.71) в классе матриц

𝑄(𝑥), таких, что 𝑄𝑖𝑗 ∈ 𝐶[−𝑇,𝑇 ], 𝑖,𝑗 = −𝑁, . . . , 𝑁 , необходимо и достаточно, чтобы функции

𝑓
(𝑘)
𝑚 ,𝑚,𝑘 = −𝑁, . . . ,𝑁 , удовлетворяли следующим условиям:

1) 𝑓 (𝑘)
𝑚 (𝑡) ∈ 𝐶2[0,𝑇 ];𝐹 (+0) = 1

2
𝐸,𝐹 ′(+0) = 0;

2) Система уравнений (1.74), где 𝐹 (−𝑡) = −𝐹 (𝑡), 𝑡 > 0, имеет единственное решение при всех

𝑥 ∈
[︀
0,𝑇

2

]︀
.

При этом матрица 𝑄(𝑥) восстанавливается по решению уравнения (1.74) следующим образом:

𝑄(𝑥) = −𝐾 + 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︁𝑊 (𝑥,𝑥− 0) (1.75)

Таким образом, при выполнении условий теоремы 2.3 обратная задача (1.56)-(1.58) допускает

линейную регуляризацию, заключающуюся в решении уравнения (1.74) и определении матрицы

𝑄(𝑥) из соотношения (1.75). Следует также отметить, что в силу структуры матрицы 𝑄(𝑥),

задаваемую (1.72), для аппроксимации функции 𝑞(𝑥,𝑦) достаточно вычислить только один из

столбцов матрицы 𝑄(𝑥).

1.3 Двумерная обратная задача для уравнения акустики

В данном разделе мы рассмотрим обратную задачу для уравнения акустики в случае, когда

все рассматриваемые функции зависят от двух пространственных переменных. Предлагаемый



34

для решения данной задачи подход аналогичен предложенному в предыдущем разделе и основан

на сведении задачи к конечной матричной обратной задаче с одной пространственной перемен-

ной (𝑁 -приближение), и последующем сведении задачи к семейству линейных интегральных

уравнений (получению двумерного аналога уравнения М.Г. Крейна).

1.3.1 Постановка задачи. Многомерный аналог уравнения М.Г. Крейна

Предположим, что до момента времени 𝑡 = 0 полупространство 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥2 ∈
R, 𝑥3 > 0 находится в состоянии покоя. Далее, пусть, начиная с 𝑡 = 0, на плоскость 𝑥3 = 0

падает волна, форма которой задаётся функцией 𝐻(𝑥1,𝑥2,𝑡). Обозначим 𝑢(𝑥,𝑡) - акустическое

давление, 𝑐(𝑥) - скорость распространения акустических волн в среде, 𝜌(𝑥) -плотность среды.

Тогда функция 𝑢(𝑥,𝑡) является решением следующей задачи:

1

𝑐2(𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= ∆𝑢−∇ ln 𝜌(𝑥) ∇𝑢, 𝑥 ∈ R2 × R+, 𝑡 > 0; (1.76)

𝑢|𝑡<0 ≡ 0, (1.77)

𝜕𝑢

𝜕𝑥3
|𝑥3=0 = 𝐻(𝑥1,𝑥2,𝑡), (𝑥1,𝑥2) ∈ R2, 𝑡 > 0. (1.78)

Обратная задача для системы (1.76) - (1.78) заключается в определении коэффициентов урав-

нения (1.76) (или же одного из них, или же их комбинации) по дополнительной информации,

заключающейся в известных значениях волнового поля на плоскости 𝑥3 = 0 :

𝑢|𝑥3=0 = ̃︀𝐹 (𝑥1,𝑥2,𝑡) (1.79)

Обратная задача (1.76)-(1.79) является некорректно поставленной [83], в силу, во-первых, нели-

нейности задачи, а во-вторых, в силу задания данных (1.78), (1.79) на времениподобной поверх-

ности 𝑥3 = 0. Комбинация проекционного метода и многомерного аналога метода Гельфанда-

Левитана-Крейна позволяют за счёт переопределённости данных преодолеть указанные особен-

ности постановки [81].

В дальнейшем мы будем рассматривать двумерный случай задачи (1.76)-(1.79), где обозначим

"вертикальную"переменную 𝑥3 = 𝑥 , а единственную «горизонтальную» переменную 𝑥2 = 𝑦.

Рассмотрим теперь следующую последовательность задач:

1

𝑐2(𝑥,𝑦)

𝜕2𝑢(𝑘)

𝜕𝑡2
= ∆𝑥,𝑦𝑢

(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) −∇𝑥,𝑦 ln 𝜌(𝑥,𝑦) ∇𝑥,𝑦𝑢
(𝑘), 𝑥 > 0, 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z, 𝑡 > 0;

𝑢(𝑘)|𝑡<0 ≡ 0,

𝜕𝑢(𝑘)

𝜕𝑥
|𝑥=0 = 𝐻(𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z 𝑡 > 0

𝑢|𝑥=0 = ̃︀𝐹 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑦 ∈ R, 𝑘 ∈ Z 𝑡 > 0
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Постановки такого вида возникают в геофизике в случае площадных систем наблюдений. В

дальнейшем мы, по аналогии с разделом 1.2, будем предполагать, что все входящие функции

являются 2𝜋 - периодическими по переменной 𝑦. Также будем считать, что источники колеба-

ний описываются функцией 𝑒𝑖𝑘𝑦𝛿(𝑡). Данные обратной задачи, соответствующие таким источни-

кам, обозначим 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡). Отметим, что указанные данные обратной задачи связаны с данными̃︀𝐹 (𝑘)(𝑦,𝑡) , соответствующими произвольным источникам 𝐻(𝑘)(𝑦,𝑡), следующим образом:

̃︀𝐹 (𝑘)(𝑦,𝑡) =
∑︁
𝑚

𝑡∫︁
0

𝐻(𝑘)(𝜏)𝑚𝑓
(𝑚)(𝑦,𝑡− 𝜏)𝑑𝜏. (1.80)

При этом мы предполагаем, что функция 𝐻(𝑘)(𝑦,𝑡) разлагается в ряд Фурье по переменной 𝑦 с

коэффициентами 𝐻(𝑘)
𝑚 :

𝐻(𝑘)(𝑦,𝑡) =
∑︁
𝑚

𝐻(𝑘)
𝑚 (𝑡)𝑒𝑖𝑚𝑦.

Тем самым, если заданы некоторые произвольные функции источников ̃︀𝐹 (𝑘)(𝑦,𝑡) и данные об-

ратной задачи 𝐻(𝑘)(𝑦,𝑡), то, рассматривая (1.80) как систему интегральных уравнений Вольтерра,

можно определить функции 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡).

Далее, будем рассматривать случай 𝑐(𝑥,𝑦) ≡ 1 и будем рассматривать задачу определения плот-

ности. В итоге система, которая будет рассматриваться в дальнейшем, имеет следующий вид:

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 = ∆𝑢(𝑘) −∇ ln 𝜌(𝑥,𝑦)∇𝑢(𝑘); (1.81)

𝑥 > 0, 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑡 > 0,𝑘 ∈ Z,

𝑢(𝑘)|𝑡<0 ≡ 0, (1.82)

𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 𝛿(𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑦. (1.83)

𝑢(𝑘)(+0,𝑦,𝑡) = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑦 ∈ (−𝜋,𝜋), 𝑘 ∈ Z. (1.84)

Обратная задача заключается в определении плотности среды 𝜌 по данным обратной задачи

𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑘 ∈ Z. Данная постановка была изучена, в частности, в работах С.И. Кабанихина и

М.А. Шишленина [81–83], где обратная задача была сведена к решению следующего семейства

уравнений:

Φ(𝑘)(𝑥,𝑡) − 1

2

∑︁
𝑚∈Z

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 =

1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑘 ∈ Z (1.85)

В (1.85) предполагается, что 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) продолжены нечётным образом для 𝑡 < 0, символ ′ обо-

значает дифференцирование по переменной 𝑡, а 𝑓 (𝑘)
𝑚 (𝑦,𝑡) - обозначение коэффициентов Фурье

данных обратной задачи. Выражение (1.85), задающее семейство линейных интегральных урав-

нений типа Фредгольма второго рода, является многомерным аналогом уравнения М.Г. Крей-

на [80, 82]. Решение обратной задачи связано с решением уравнения (1.85) следующим соотно-
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шением [83]:

Φ(𝑚)(𝑥,𝑥− 0) = −
𝜋∫︁

−𝜋

𝑒𝑖𝑚𝑦

2
√︀
𝜌(𝑥,𝑦)𝜌(0,𝑦)

𝑑𝑦

Следовательно, решение обратной задачи может быть получено следующим образом:

𝜌(𝑥,𝑦) =
𝜋2

𝜌(0,𝑦)

[︁∑︁
𝑚∈Z

Φ(𝑚)(𝑥,𝑥− 0)𝑒−𝑖𝑚𝑦
]︁−2

(1.86)

Таким образом, для того, чтобы найти решение обратной задачи (1.81)-(1.84) в некоторой точке

𝑥0 > 0, необходимо решить двумерный аналог уравнения М.Г. Крейна (1.85) при 𝑥 = 𝑥0, а

затем восстановить значение 𝜌(𝑥0,𝑦) согласно формуле (1.86). Отметим, что данный подход

допускает естественное обобщение на случай трёх пространственных переменных (в случае

𝑦 ∈ R𝑛, 𝑛 > 1).

1.3.2 𝑁 - приближение обратной задачи. Сведение к конечной системе ин-

тегральных уравнений

Для численного решения обратной задачи (1.81)-(1.84) мы, аналогично подходу, изложенному

в разделе 1.2, будем использовать метод регуляризации, основанный на проектировании задачи

на 𝑁 -мерное подпространство, задаваемое базисом {𝑒𝑖𝑘𝑦}𝑘=0,±1,...,±𝑁 [83]. Тем самым мы, как

и ранее, аппроксимируем двумерную обратную задачу конечной системой одномерных задач

[82, 115].

Итак, предположим, что решение обратной задачи (1.81)-(1.84) может быть представлено в виде

суммы ряда Фурье по переменной 𝑦:

𝑢(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑢(𝑘)𝑛 (𝑥,𝑡)𝑒𝑖𝑛𝑦; (1.87)

Также предположим, что имеет место аналогичное представление для функции 𝜌(𝑥,𝑦) :

ln 𝜌(𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑛∈Z

𝑎𝑛(𝑥)𝑒𝑖𝑛𝑦;
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В этому случае задача (1.81)-(1.84) может быть приведена к следующему виду:

𝜕2𝑢
(𝑘)
𝑛

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

(𝑘)
𝑛

𝜕𝑥2
− 𝑛2𝑢(𝑘)𝑛 (𝑥,𝑡)−

−
∑︁
𝑚∈Z

𝜕𝑎𝑚
𝜕𝑥

(𝑥)
𝜕𝑢

(𝑘)
𝑛−𝑚

𝜕𝑥
(𝑥,𝑡) +

∑︁
𝑚∈Z

𝑚(𝑚− 𝑛)𝑎𝑚(𝑥)𝑢
(𝑘)
𝑛−𝑚(𝑥,𝑡) (1.88)

𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0, 𝑘,𝑛 ∈ Z;

𝑢(𝑘)𝑛 |𝑡=0 = 0,
𝜕𝑢

(𝑘)
𝑛

𝜕𝑡
|𝑡=0 = 𝛿𝑘𝑛𝛿(𝑥); (1.89)

𝑢(𝑘)𝑛 |𝑥=0 = 𝑓 (𝑘)
𝑛 (𝑡). (1.90)

Здесь 𝛿𝑘𝑛 - символ Кронеккера:

𝛿𝑘𝑛 =

⎧⎨⎩ 1, 𝑘 = 𝑛;

0, else

Предположим теперь, что все коэффициенты рядов Фурье с номерами, большими, чем 𝑁 равны

нулю, и рассмотрим следующую задачу

𝜕2𝑉
(𝑘)
𝑁

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑉

(𝑘)
𝑁

𝜕𝑥2
−𝐾𝑉

(𝑘)
𝑁 + 𝐴(𝑥)𝑉

(𝑘)
𝑁 −𝐵(𝑥)

𝜕𝑉
(𝑘)
𝑁

𝜕𝑥
, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0, (1.91)

𝑉
(𝑘)
𝑁 |𝑡<0 ≡ 0,

𝜕𝑉
(𝑘)
𝑁

𝜕𝑥
|𝑥=0 = 𝐼

(𝑘)
𝑁 𝛿(𝑡). (1.92)

𝑉
(𝑘)
𝑁 |𝑥=0 = 𝐹

(𝑘)
𝑁 (𝑡). (1.93)

Задача (1.91)-(1.93) называется 𝑁 -приближением обратной задачи (1.81)-(1.84). Здесь вектора

𝑉
(𝑘)
𝑁 и 𝐹 (𝑘)

𝑁 имеют следующую структуру:

𝑉
(𝑘)
𝑁 (𝑥,𝑡) =

(︁
𝑣
(𝑘)
−𝑁(𝑥,𝑡), . . . ,𝑣

(𝑘)
0 (𝑥,𝑡), . . . ,𝑣

(𝑘)
𝑁 (𝑥,𝑡)

)︁𝑇
,

𝐹
(𝑘)
𝑁 (𝑡) =

(︁
𝑓
(𝑘)
−𝑁

′
(𝑡), . . . ,𝑓

(𝑘)
0

′
(𝑡), . . . ,𝑓

(𝑘)
𝑁

′
(𝑡)
)︁𝑇

.

При этом матрицы 𝐴, 𝐾, 𝐵 - квадратные матрицы размера 2𝑁 + 1, состоящие из следующих

элементов:

𝐾𝑘𝑚 = 𝑚2𝛿𝑘𝑚, 𝑘,𝑚 = −𝑁,𝑁,

𝐴𝑘𝑚(𝑥) = 𝑚(𝑘 −𝑚)𝑎𝑘−𝑚(𝑥), 𝑘,𝑚 = −𝑁,𝑁,

𝐵𝑘𝑚(𝑥) =
𝜕𝑎𝑘−𝑚

𝜕𝑥
, 𝑘,𝑚 = −𝑁,𝑁.

Используя технику, предложенную в [116], можно показать, что

𝑉
(𝑘)
𝑁 (𝑥,𝑡) →

(︁
𝑢
(𝑘)
−𝑁(𝑥,𝑡), . . . ,𝑢

(𝑘)
0 (𝑥,𝑡), . . . ,𝑢

(𝑘)
𝑁 (𝑥,𝑡)

)︁
,
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Таким образом, при 𝑁 → ∞, 𝑁 -приближение сходится к решению задачи (1.81)-(1.84) в про-

странстве 𝐿2. Тем самым, как и в разделе 1.2, задача (1.91)-(1.93) может рассматриваться как

метод регуляризации, призванный преодолеть некорректность задачи (1.81)-(1.84), связанную с

тем, что данные Коши задачи (1.81)-(1.84) заданы на времениподобной поверхности 𝑥 = 0.

Используя разложение в конечные суммы Фурье, можно получить 𝑁 -приближение двумер-

ного аналога уравнения М.Г. Крейна (1.85) при фиксированном 𝑁 = 𝑁𝑓 :

Φ(𝑘)(𝑥,𝑡) − 1

2

∑︁
|𝑚|≤𝑁𝑓

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 = ̂︀𝐺(𝑘), |𝑡| < 𝑥, 𝑘 = −𝑁𝑓 ,𝑁𝑓 . (1.94)

Здесь

̂︀𝐺(𝑘) =
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦

Введём следующую матричную функцию, состоящую из коэффициентов Фурье производной

данных обратной задачи 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡):

F(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑓
(−𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓

′
𝑓
(−𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓+1

′
. . . 𝑓

(−𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓+𝑚

′
. . . 𝑓

(−𝑁𝑓 )
𝑁𝑓

′

𝑓
(−𝑁𝑓+1)
−𝑁𝑓

′
𝑓
(−𝑁𝑓+1)
−𝑁𝑓+1

′
. . . 𝑓

(−𝑁𝑓+1)
−𝑁𝑓+𝑚

′
. . . 𝑓

(−𝑁𝑓+1)
𝑁𝑓

′

...
...

...
. . .

...
...

𝑓
(0)
−𝑁𝑓

′
𝑓
(0)
−𝑁𝑓+1

′
. . . 𝑓

(0)
−𝑁𝑓+𝑚

′
. . . 𝑓

(0)
𝑁𝑓

′

...
...

...
. . .

...
...

𝑓
(𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓

′
𝑓
(𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓+1

′
. . . 𝑓

(𝑁𝑓 )
−𝑁𝑓+𝑚

′
. . . 𝑓

(𝑁𝑓 )
𝑁𝑓

′

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(𝑡).

Введём также вектор-функции, соответствующие решению и правой части уравнения (1.94):̂︀𝐺(𝑡) ≡ ̂︀𝐺 =
(︁ ̂︀𝐺(−𝑁𝑓 ), . . . , ̂︀𝐺(𝑁𝑓 )

)︁𝑇
, ̂︀Φ(𝑥,𝑡) =

(︀
Φ(−𝑁𝑓 ), . . . ,Φ(𝑁𝑓 )

)︀𝑇
. Тогда уравнение (1.94) может

быть переписано в матричном виде:

̂︀Φ(𝑥,𝑡) − 1

2

𝑥∫︁
−𝑥

F(𝑡− 𝑠)̂︀Φ(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 = ̂︀𝐺, |𝑡| < 𝑥. (1.95)
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Глава 2

Методы решения линейных интегральных

уравнений и систем

В этом разделе мы рассматриваем методы численного решения интегральных уравнений и

систем, на основе которых построены вычислительные алгоритмы решения уравнений И.М.

Гельфанда — Б.М. Левитана и М.Г. Крейна. С одной стороны, повышение эффективности чис-

ленных методов решения этих уравнений является важным в силу прикладного характера задач.

С другой стороны, уравнения И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана и М.Г. Крейна обладают рядом

характерных особенностей, учёт которых при выборе подходящего численного метода и его ре-

ализации позволяет построить более эффективные алгоритмы численного решения задачи.

Так, уравнения (1.35) и (1.28) обладают рядом одинаковых свойств - каждое из них является (при

фиксированном значении параметра 𝑥 ) линейным интегральным уравнением типа Фредгольма

второго рода. Более того, для решения обратной задачи достаточно, в силу равенств (1.36) и

(1.29), знать решение уравнений (1.35) и (1.28) только в одной точке 𝑡 = 𝑥 − 0. То же справед-

ливо и для их многомерных аналогов (1.74) и (1.85). Эти особенности послужили мотивом для

использования методов Монте-Карло для решения указанных уравнений, поскольку методика

методов Монте-Карло предоставляет эффективный способ вычисления различных функциона-

лов от решения интегральных уравнений, в том числе и вычисления отдельных его компонент.

Метод Монте-Карло предполагает создание случайной величины с характеристиками (напри-

мер, математическим ожиданием), связанным с вычислительной задачей, а затем оценивание

искомого значения с помощью закона больших чисел. В связи с этим характерными особенно-

стями метода Монте-Карло являются линейная или близкая к линейной зависимость требуемой

памяти ЭВМ от размерности задачи, возможность получения непосредственно интересующих

функционалов от решения задачи, возможность вычисления оценки погрешности в ходе работы

алгоритма, а также естественная параллелизация алгоритмов в силу независимости вычисления

по каждой траектории.

В контексте данной работы основным недостатком классической схемы метода Монте-Карло

является ограничение на область применимости, накладываемые требованием сходимости ряда

Неймана. С целью преодоления этого недостатка мы рассмотрим подход, основанный на дискре-
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тизации интегрального уравнения или системы уравнений и решения полученной заполненной

СЛАУ с помощью стохастического проекционного метода (рандомизированный вариант метода

С. Качмажа).

Ещё один предложенный метод на использовании того факта, что ядро уравнения, будь то урав-

нение И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана или уравнение М.Г. Крейна, имеет вид свёртки, что

позволяет после дискретизации получить систему линейных алгебраических уравнений с тёп-

лицевой или блочно-тёплицевой матрицей. Для решения такой системы мы используем метод,

предложенный В.В. Воеводиным и Е.Е. Тыртышниковым в [102]. Суть метода заключается в по-

следовательном обращении главных подматриц рассматриваемой системы, что роднит данный

подход с методом окаймления. При этом данная схема очень хорошо сочетается со структурой

изучаемых уравнений, что позволяет значительно увеличить эффективность подхода.

2.1 Метод Монте-Карло решения интегральных уравнений

Первой работой в которой методы Монте-Карло были использованы для решения интераль-

ных уравнений, принято считать работу В.С. Владимирова [117]. В дальнейшем теоретические

аспекты этого были исследованы И.М. Соболем, Г.А. Михайловым, С.М. Ермаковым и други-

ми [98, 99, 118, 119]. В этих работах исследовались вопросы уменьшения погрешностей оцен-

ки искомых величин, вычисление специальных функционалов и построение зависимых оценок

функционалов, соответствующих различным значениям параметров задачи. Как известно, реше-

ние ряда задач прикладной математики сводится к оценке функционалов от решений некоторых

интегральных уравнений. При этом во многих случаях существует связь между ядром уравне-

ния и физическим процессом, который может быть описан в терминах Марковских случайных

процессов и цепей. В таких случаях можно использовать непосредственное моделирование этих

случайных последовательностей для получения решения. В других случаях можно использо-

вать весовые методы Монте-Карло, в которых требуемые функционалы оцениваются с помощью

вспомогательных весов, зависящих от свойств моделируемой цепи Маркова и ядра интегрально-

го уравнения.

Итак, рассмотрим линейное интегральное уравнение Фредгольма вида

𝜙(𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑘(𝑥′,𝑥)𝜙(𝑥′)𝑑𝑥′ + 𝑓(𝑥) (2.1)

Или, в операторном виде,

𝜙 = 𝐾𝜙+ 𝑓

Здесь 𝑋 - некоторое 𝑛 - мерное евклидово пространство, 𝜙, 𝑓 ∈ 𝐿, 𝐾 : 𝐿 → 𝐿, 𝐿 - некоторое

банахово пространство интегрируемых функций.

Основой методов Монте-Карло решения интегральных уравнений является представление реше-
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ния уравнения (2.1) рядом Неймана

𝜙 =
∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛𝑓, (2.2)

где оператор 𝐾𝑛 определяется следующей формулой:

[𝐾𝑛𝑞](𝑥) =

∫︁
· · ·
∫︁
𝑞(𝑥0)𝑘(𝑥0,𝑥1)𝑘(𝑥1,𝑥2) · · · 𝑘(𝑥𝑛−1,𝑥)𝑑𝑥0𝑑𝑥1 · · ·𝑥𝑛−1

Ряд (2.2) сходится по норме, если спектральный радиус оператора 𝐾 меньше единицы, что, в

частности, обуславливается соотношением ||𝐾|| < 1. Рассмотрим задачу вычисления функцио-

нала вида

𝐼ℎ = (𝜙,ℎ) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝐾𝑛𝑓, ℎ)

Сходимость ряда в правой части последнего равенства следует из сходимости по норме ряда

Неймана для 𝜙. Кроме того, можно показать [120], что (𝜙,ℎ) = (𝑓,𝜙*), где 𝜙* - решение сопря-

жённого к (2.1) уравнения

𝜙* = 𝐾*𝜙* + ℎ (2.3)

Здесь 𝜙*,ℎ ∈ 𝐿*, 𝐾* : 𝐿* → 𝐿* , 𝐿* - сопряжённое к 𝐿 пространство функций, 𝐾* - сопряжённый

к 𝐾 оператор. Кроме того,

||𝐾|| = ||𝐾*||; (𝐾𝑓,ℎ) = (𝑓,𝐾*ℎ);

[𝐾*ℎ](𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑘(𝑥′,𝑥)ℎ(𝑥′)𝑑𝑥′; |(ℎ,𝑓)| ≤ ||𝑓 ||𝐿||ℎ||𝐿* ,

Здесь

(𝑓,ℎ) =

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Основополагающим определением метода Монте-Карло решения интегрального уравнения яв-

ляется понятие однородной цепи Маркова. Однородной цепью Маркова называется последова-

тельность случайных величин 𝑥0,𝑥1, · · ·𝑥𝑛, · · · , связанных простейшей зависимостью, такой, что

распределение случайной величины 𝑥𝑛 определяется значением 𝑥𝑛−1, и условная плотность рас-

пределения 𝑥𝑛 при условии 𝑥𝑛−1 = 𝑥′ для всех 𝑛 есть заданная функция 𝑟(𝑥′,𝑥), не зависящая

от 𝑛. При этом распределение начального состояния 𝑥0 задаётся начальной плотностью 𝜋(𝑥0).

Введём также функцию 𝑔(𝑥′) - вероятность обрыва цепи при переходе 𝑥′ → 𝑥. Вспомогательная

функция 𝑝(𝑥′,𝑥) = 𝑟(𝑥′,𝑥)(1 − 𝑔(𝑥′)) называется переходной плотностью. Можно отметить, что

вероятность «выживания» при переходе 𝑥′ → 𝑥 есть
∫︀
𝑝(𝑥′,𝑥)𝑑𝑥 = 1− 𝑔(𝑥′) ≤ 1. Таким образом,

переходная плотность 𝑝(𝑥′,𝑥) единственным образом определяет плотность вероятности перехо-

да 𝑟(𝑥′,𝑥) и вероятность обрыва цепи 𝑔(𝑥′). Таким образом, однородная цепь Маркова полностью

определяется как тройкой функций 𝜋(𝑥), 𝑟(𝑥′,𝑥), 𝑔(𝑥′), так и парой функций 𝜋(𝑥), 𝑝(𝑥′,𝑥).
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Потребуем, чтобы параметры цепи Маркова удовлетворяли следующим условиям:

𝜋(𝑥) ̸= 0, если𝑓(𝑥) ̸= 0,

𝑝(𝑥′,𝑥) ̸= 0, если𝑘(𝑥′,𝑥) ̸= 0 (2.4)

Смысл этих ограничений заключается в том, что траектории цепи должны иметь возможность

начинаться в тех точках, где 𝑓(𝑥) ̸= 0, и иметь возможность при переходе 𝑥′ → 𝑥 попадать в

те точки, где 𝑘(𝑥′,𝑥) ̸= 0. Кроме того, в дальнейшем мы будем предполагать, что цепь Маркова

обрывается с вероятностью 1 через конечное, хотя и случайное число переходов (в работе [98]

показано, что это условие выполняется в случае сходимости ряда Неймана для уравнения 𝑓 =

𝐾𝑝𝑓 +𝜋, где 𝐾𝑝 - интегральный оператор, соответствующий ядру 𝑝(𝑥′,𝑥)). Пусть 𝑁 - случайный

номер последнего состояния. Обозначим также через 𝐾1 интегральный оператор с ядром

𝑘1(𝑥
′,𝑥) = |𝑘(𝑥′,𝑥)|

Определим теперь вспомогательные веса 𝑄0, · · ·𝑄𝑁 с помощью рекуррентных соотношений:

𝑄0 =
𝑓(𝑥0)

𝜋(𝑥0)
, 𝑄𝑛 = 𝑄𝑛−1

𝑘(𝑥𝑛−1,𝑥𝑛)

𝑝(𝑥𝑛−1,𝑥𝑛)
. (2.5)

Рассмотрим случайную величину

𝜉 =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑄𝑛ℎ(𝑥𝑛). (2.6)

В работе [98] доказана следующая теорема:

Теорема 1.4 ( [98,120] ).Пусть выполнены условия (2.4) и ||𝐾𝑛0
1 || < 1 при некотором натуральном

𝑛0. Тогда имеет место равенство:

𝐸𝜉 = 𝐸
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑄𝑛ℎ(𝑥𝑛) = 𝐼ℎ = (𝜙,ℎ) (2.7)

Оценка (2.7) известна в теории методов Монте-Карло как основная оценка или оценка по столк-

новениям. Условия (2.4) называются условиями несмещённости.

Рассмотрим теперь равенство

𝐸𝜉 = 𝐸[
𝑚∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖ℎ(𝑥𝑖)] = (𝜙, ℎ) = (𝑓, 𝜙*)

Осуществляя в этом выражении формальную подстановку 𝑓(𝑥′) = 𝛿(𝑥′ − 𝑥) и 𝜋(𝑥′) = 𝛿(𝑥′ − 𝑥),

получим:

𝜙*(𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝐸[
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖ℎ(𝑥𝑖)]
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С помощью этого выражения можно оценить методом Монте-Карло решения сопряжённого

уравнения в заданной точке. Кроме того, рассматривая исходное уравнение (2.1) как сопряжен-

ное к уравнению 𝜙* = 𝐾*𝜙* + ℎ, можно оценить оценку решения уравнения (2.1) в заданной

точке:

𝜙(𝑥) = 𝐸𝜉*(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝐸
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄*
𝑖 𝑓(𝑥𝑖) (2.8)

Другая локальная оценка может быть получена, если переписать уравнение (2.1) в виде

𝜙(𝑥) = (𝜙, ℎ𝑥) + 𝑓(𝑥)

Здесь ℎ𝑥(𝑥′) = 𝑘(𝑥′,𝑥). Следовательно, используя локальную оценку для функционала, задавае-

мого ℎ𝑥(𝑥′), можно получить:

𝜙(𝑥) = 𝐸

𝑚∑︁
𝑖=0

𝑄𝑖𝑘(𝑥𝑖,𝑥) + 𝑓(𝑥) (2.9)

Оценка (2.9), в отличие от оценки (2.8), может быть использована для вычисления решения ин-

тегрального уравнения в нескольких точках.

В работе [98] для дисперсии основной оценки (2.7) получено следующее выражение для неот-

рицательных 𝑓(𝑥), ℎ(𝑥), 𝑘(𝑥′,𝑥):

𝐷𝜉 = (𝜒, ℎ(2𝜙* − ℎ)) − 𝐼2ℎ, (2.10)

где 𝜒 - ряд Неймана для уравнения

𝜒(𝑥) =

∫︁
𝑋

𝐾2(𝑡,𝑠)𝜒(𝑠)

𝑝(𝑡,𝑠)
𝑑𝑠+

𝑓 2(𝑥)

𝜋(𝑥)
. (2.11)

Обозначим 𝐾𝑝 - интегральный оператор с ядром 𝐾2(𝑡,𝑠)
𝑝(𝑡,𝑠)

. В случае, если данный ряд расходится,

то дисперсия (2.10) бесконечна.

Для знакопеременного случая имеет место следующее утверждение [120]:

Утверждение 1.1 Пусть выполнены условия теоремы 1.4, а также соотношения

𝜌(𝐾𝑝) < 1,
𝑓 2

𝜋
∈ 𝐿1 (2.12)

Тогда дисперсия оценки 𝜉 конечна и выражается с помощью (2.10), (2.11).

Одной из базовых модификаций является случай прямого моделирования. Рассмотрим для

простоты случай знакоопределённых функций. Предположим, что 𝑓(𝑥) ≥ 0,
∫︀
𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

1, 𝑘(𝑥′,𝑥) ≥ 0 и
∫︀
𝑋
𝑘(𝑥′,𝑥)𝑑𝑥 ≡ 𝑞(𝑥) ≤ 1. Тогда, выбрав цепь Маркова, соответствующую

𝜋(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑝(𝑥′,𝑥) = 𝑘(𝑥′,𝑥),
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получим:

𝑄𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 0, 𝜉 =
𝑁∑︁

𝑛=0

ℎ(𝑥𝑛)

Основным преимуществом метода прямого моделирования является тот факт, что дисперсия

данной оценки будет конечна при 𝜌(𝐾) < 1, поскольку 𝐾 = 𝐾𝑝 в этом случае. При этом идея

метода прямого моделирования естественным образом переносится на случай оценки одной ком-

поненты решения, а также случай знакопеременного ядра.

Отметим, что моделирование цепи Маркова в случае, когда плотность перехода пропорциональ-

на ядру интегрального уравнения, может являться неочевидной задачей, поскольку для уравне-

ний Гельфанда-Левитана и Крейна ядро является производной данных обратной задачи, извест-

ных только численно. В ходе численных расчётов для моделирования элементов таких цепей

Маркова использовался метод исключения. Суть метода заключается в использовании для по-

лучения выборочных значений случайной величины с плотностью 𝑝(𝑥) вспомогательной плот-

ности 𝑞(𝑥), такой, что 𝑝(𝑥) < 𝐶𝑞(𝑥) для некоторой константы 𝐶 ≥ 1, и основан на следующем

утверждении:

Утверждение 1.2( [120]) Пусть точка 𝜉, 𝜂 равномерно распределена в области

𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑋, 0 < 𝑦 < 𝑝(𝑥)}

так, что 𝜉 ∈ 𝑋, 𝜂 ∈ (0,𝑝(𝑥)). Тогда случайная величина 𝜉 распределена согласно плотности 𝑝(𝑥).

Верно и обратное утверждение ( [120]) - если величина 𝜉 распределена согласно плотности

𝑞(𝑥), а условное распределение при фиксированном значении 𝜉0 величины 𝜂 является равно-

мерным на интервале (0, 𝑞(𝜉0)), то случайная точка (𝜉0, 𝜂) является равномерным в области

𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑋, 0 < 𝑦 < 𝑞(𝑥)}.

Таким образом, мы можем, моделируя случайную величину с плотностью 𝑞(𝑥), получить слу-

чайный вектор, равномерно распределённый в «подграфике» функции 𝑞(𝑥). Учитывая тот факт,

что 𝑞(𝑥) является мажорантой для 𝑝(𝑥), и отбирая из смоделированных значений только те, что

попадают в «подграфик» функции 𝑝(𝑥), получим набор точек, равномерно распределённых в

этом «подграфике», первая компонента которых позволит получить выборку, соответствующую

плотности 𝑝(𝑥).

Учитывая вышесказанное, алгоритм метода исключения в общем случае выглядит следующим

образом:

1. Моделируем величину 𝑥̂ согласно плотности 𝑞(𝑥).

2. Вычислить 𝛼 - равномерно распределённое случайное число на интервале (0, 𝑞(𝑥̂)).

3. Вычислить 𝛽 = 𝑝(𝑥̂). Если 𝛼 ≤ 𝛽, то 𝑥̂ - принимается в качестве элемента выборки. Иначе,

если 𝛼 > 𝛽, то 𝑥̂ - отвергается и необходимо повторить процедуру.

Другой рассмотренный подход к решению уравнений Гельфанда-Левитана-Крейна основан на

методе подобных траекторий и опирается на тот факт, что рассматриваемые в данной рабо-
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те уравнения (1.35),(1.28) представляют собой однопараметрические семейства интегральных

уравнений, где параметром является глубина 𝑥. Весовой метод подобных траекторий позволяет

строить оценки функционалов на одной марковской цепи одновременно для заданного диапазо-

на параметров задачи [98, 99, 121].

Метод разработан для решения линейных интегральных уравнений второго рода, зависящих от

параметра:

𝜙(𝑥;𝜆) =

∫︁
𝑋

𝑘(𝑥′,𝑥;𝜆)𝜙(𝑥′;𝜆)𝑑𝑥′ + 𝑓(𝑥;𝜆) (2.13)

Или, в операторном виде,

𝜙𝜆 = 𝐾𝜆𝜙𝜆 + 𝑓𝜆

Рассмотрим марковскую цепь, соответствующую переходной плотности 𝑝(𝑥′,𝑥) = 𝑟(𝑥′,𝑥)(1 −
𝑔(𝑥′)), где 𝑟(𝑥′,𝑥) - плотность вероятностей перехода, 𝑔(𝑥′) - вероятность обрыва. Будем предпо-

лагать, что выполняются условия «несмещённости»:

𝑝(𝑥′,𝑥) ̸= 0, если 𝑘(𝑥′,𝑥;𝜆) ̸= 0 ∀𝜆

Тогда можно определить вспомогательные весовые коэффициенты

𝑄0(𝜆) = 1, 𝑄𝑛(𝜆) = 𝑄𝑛−1(𝜆)
𝑘(𝑥𝑛−1,𝑥𝑛;𝜆)

𝑝(𝑥𝑛−1,𝑥𝑛)
. (2.14)

«Оценка по столкновениям» в этом случае имеет вид:

𝜉𝑥0(𝜆) = 𝑓(𝑥0;𝜆) +
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑄𝑛(𝜆)𝑓(𝑥𝑛;𝜆) (2.15)

Здесь 𝜙(𝑥;𝜆) = 𝐸𝜉𝑥(𝜆). Конечность дисперсии этой оценки вытекает из сходимости ряда Ней-

мана для уравнения ( [98, 99])

𝜒(𝑥;𝜆) =

∫︁
𝑋

𝑘2(𝑡,𝑠;𝜆)𝜒(𝑠;𝜆)

𝑝(𝑡,𝑠)
𝑑𝑠+ 𝑓(𝑥;𝜆)(2𝜙(𝑥;𝜆) − 𝑓(𝑥;𝜆)).

Таким образом, использование метода подобных траекторий позволяет оценить значение тре-

буемых функционалов (в частности, той или иной компоненты решения) для всех значений

параметров в рассматриваемой области.

Предложенный подход может быть перенесён и на решение систем интегральных уравнений,

что позволяет использовать его для решения многомерных аналогов уравнения И.М. Гельфанда

- Б.М. Левитана. Векторные алгоритмы статистического моделирования для решения систем ин-

тегральных уравнений были разработаны в работах Г.А. Михайлова и его учеников, а также в

работах И.М. Соболя, К.К. Сабельфельда [96, 98, 99, 121–123].
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Рассмотрим систему интегральных уравнений второго рода:

𝜙𝑖(𝑥) =
𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑋

𝑘𝑖𝑗(𝑦,𝑥)𝜙𝑗(𝑦)𝑑𝑦 + ℎ𝑖(𝑥), 𝑖 = 1...𝑚, (2.16)

или в операторной форме,

Φ = 𝐾Φ +𝐻,

где 𝐻 = (ℎ1, . . . ,ℎ𝑚)𝑇 ∈ 𝐿∞, 𝐾 ∈ [𝐿∞ → 𝐿∞] ,Φ = (𝜙1, . . . ,𝜙𝑚)𝑇 , ||𝐻||𝐿∞ = 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup
𝑖,𝑥

|ℎ𝑖(𝑥)|.

Интегрирование производится по мере Лебега во, вообще говоря, 𝑘 -мерном евклидовом про-

странстве 𝑋 .

Будем предполагать, что спектральный радиус оператора 𝐾 удовлетворяет условию 𝜌(𝐾) < 1.

Данное условие обеспечивает сходимость ряда Неймана для решения уравнения (2.16):

Φ =
∞∑︁
𝑛=0

𝐾𝑛𝐻. (2.17)

Отметим, что

𝜌(𝐾) = lim
𝑛

||𝐾𝑛||
1
𝑛 = 𝑖𝑛𝑓 ||𝐾𝑛||

1
𝑛 .

Здесь

||𝐾|| = sup
𝑥,𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑋

|𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)|𝑑𝑦. (2.18)

В связи с этим, для выполнения условия 𝜌(𝐾) < 1 и сходимости ряда (2.17) достаточно выпол-

нения неравенства ||𝐾𝑛0 || < 1 для некоторого 𝑛0 ≥ 1.

Рассмотрим алгоритм получения оценки значения Φ(𝑥) решения Φ системы интегральных урав-

нений (2.16) в точке 𝑥. Как и в одномерном случае, рассмотрим цепь Маркова {𝑥𝑛} (𝑛 =

0, . . . ,𝑁), задаваемую плотностью перехода 𝑝(𝑥,𝑦), причем будем считать 𝑥0 = 𝑥, а также рас-

сматривать величину 1−
∫︀
𝑋

𝑝(𝑥,𝑦)𝑑𝑦 как вероятность обрыва цепи в точке 𝑥. Обозначим также 𝑁

- случайный номер последнего состояния. Согласно [99] такая цепь обрывается с вероятностью

1 и, более того, 𝐸(𝑁) < +∞, если выполнено условие 𝜌(𝐵𝑝) < 1, где 𝐵𝑝 - интегральный опера-

тор с ядром 𝑝(𝑥,𝑦). В частности, это условие выполняется, если 𝑝(𝑥) ≥ 𝜖 > 0.

Стандартная векторная оценка метода Монте-Карло величины Φ(𝑥) строится с помощью следу-
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ющих соотношений:

Φ(𝑥) = 𝐸𝜉𝑥,

𝜉𝑥 = 𝐻(𝑥) +
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑄𝑛𝐻(𝑥𝑛), (2.19)

𝑄0 = 𝐼, 𝑄𝑛+1 = 𝑄𝑛
𝐾(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)

𝑝(𝑥𝑛,𝑥𝑛+1)

Здесь 𝐼 - единичная матрица, 𝐾(𝑥,𝑦) - матрица ядер {𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)}(𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚). Следует отметить,

что равенство Φ(𝑥) = 𝐸𝜉𝑥 справедливо при выполнении аналогичных приведённым в главе 1

условий несмещённости, а также условия 𝜌(𝐾1) < 1 [99]. Здесь 𝐾1 - оператор, получаемый из

оператора 𝐾 заменой ядер их модулями. При этом условия несмещённости могут быть преоб-

разованы к следующему виду:

𝑝(𝑥,𝑦) > 0, если
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)| > 0

Далее, в [121,124] приводится уравнение для матрицы вторых моментов:

Ψ(𝑥) = 𝜒(𝑥) +

∫︁
𝑋

𝐾(𝑥,𝑦)Ψ(𝑦)𝐾𝑇 (𝑥,𝑦)

𝑝(𝑥,𝑦)
𝑑𝑦 (2.20)

Здесь 𝜒 = 𝐻Φ𝑇 + Φ𝐻𝑇 − 𝐻𝐻𝑇 . Уравнение (2.20) рассматривается в пространстве 𝐿∞ матрич-

нозначных функций с нормой

||Ψ|| = 𝑣𝑟𝑎𝑖 sup
𝑖,𝑗,𝑥

|Ψ𝑖,𝑗(𝑥)|.

Обозначим теперь 𝐾𝑝 - матричный интегральный оператор, соответствующий уравнению (2.20),

а 𝐾𝑝,1 - оператор, полученный из 𝐾𝑝 заменой ядер их модулями.

В работе Г.А. Михайлова [121] доказаны следующие утверждения.

Теорема 2.4. Пусть 𝜌(𝐾1) < 1 и 𝜌(𝐾𝑝,1) < 1. Тогда функция Ψ(𝑥) = 𝐸(𝜉𝑥,𝜉
𝑇
𝑥 ) является решением

уравнения (2.20) и Ψ ∈ 𝐿∞.

Лемма 2.6. Пусть ядра системы (2.16) интегрируемы в 𝑋 ×𝑋 . Тогда имеет место соотношение

||𝐾𝑝||𝐿∞ = sup
𝑖,𝑥

∫︁
𝑋

(︁∑︀𝑚
𝑗=1 𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)

)︁2
𝑝(𝑥,𝑦)

𝑑𝑦. (2.21)

Таким образом, выполнение условия ||𝐾|| < 1, где норма оператора 𝐾 вычисляется согласно

(2.18), и условия ||𝐾𝑝|| < 1, где норма оператора 𝐾 вычисляется согласно (2.21), является до-

статочным условием существования конечной матрицы вторых моментов стандартной оценки

(2.19), аппроксимирующей искомое значение решения Φ(𝑥).
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2.2 Стохастический проекционный метод решения систем ли-

нейных алгебраических уравнений

В данном разделе будет сформулирован стохастический проекционный метод решения СЛАУ.

Классический вариант данного итерационного метода впервые был предложен в 1937 году

[125]. Данный алгоритм получил широкое распространение в задачах, связанных с томогра-

фией [126–128], а также в задачах экономики и оптимального управления [129], оказавшись

эффективным при решении систем с переопределённой (и зачастую разреженными) матрицами.

В дальнейшем метод также был приспособлен на случай вырожденных и комплексных матриц.

В 2009 году в работе T. Strohmer’а и Р. Вершинина [100] был предложен стохастический вариант

алгоритма, для которого была получена экспоненциальная скорость сходимости. Такой подход,

как и классический метод Монте-Карло, имеет низкие требования к памяти ЭВМ и низкую

сложность каждой итерации, но, в отличие от классической метода Монте-Карло, не ограничен

сходимостью ряда Неймана.

Итак, рассмотрим задачу нахождения решения системы линейных алгебраических уравнений

𝐴𝑥 = 𝑏, (2.22)

где 𝐴 - прямоугольная 𝑚 × 𝑛 матрица полного ранга, 𝑚 ≥ 𝑛, и 𝑏 ∈ R𝑚. Обозначим 𝑎𝑖 - 𝑖-ю

строку матрицы, а 𝑎𝑇𝑖 - транспонированный к 𝑎𝑖 вектор-столбец.

Классическая схема метода Качмажа задаётся следующим образом [129]:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 +
𝑏𝑖 − (𝑎𝑖 · 𝑥𝑘)

‖𝑎𝑖‖22
𝑎𝑇𝑖 , (2.23)

Здесь под (𝑎𝑖 · 𝑥𝑘) понимается стандартное скалярное произведение, а под ‖𝑎𝑖‖2 - Евклидова

норма. При этом строки 𝑎𝑖 матрицы 𝐴 перебираются циклически: 𝑖 = 𝑘 mod 𝑚 + 1. Следует

отметить, что в ряде работ происходит деление на микро- и макро-итерации, где одна макро-

итерация заключается в последовательном применении (2.23) для всех строк исходной системы

𝑖 = 1, . . . ,𝑚 [129].

Следует отметить, что алгоритм Качмажа имеет наглядную геометрическую интерпретацию.

Используя обозначения для строк матрицы, система (2.22) может быть переписана следующим

образом:

(𝐴𝑥)𝑖 = (𝑥, 𝑎𝑇𝑖 ) = 𝑎𝑖 · 𝑥 = 𝑏𝑖, 𝑖 = 1,...,𝑚. (2.24)

Каждое из уравнений (2.24) задаёт в R𝑁 гиперплоскость. В случае невырожденности системы

(2.22) все эти гиперплоскости имеют единственную общую точку пересечения, соответствую-

щую решению 𝑥. Учитывая это, итерационный процесс (2.23) заключается в проектировании

текущего приближение 𝑥𝑘 на гиперплоскость, соответствующую 𝑖 - му уравнению системы.

Таким образом, начиная с некоторого начального приближения 𝑥0, мы получим последователь-

ность точек, которая сходится к точке пересечения гиперплоскостей - решению системы (2.22) в
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силу простых геометрических соображений.

Обозначим теперь ‖𝐴‖2 - спектральную норму матрицы 𝐴 , а ‖𝐴‖𝐹 - норму Фробениуса. Обо-

значим также 𝐴−1 - левую обратную к 𝐴 матрицу (в предположении, что она существует). Тогда

число обусловленности матрицы 𝐴 задаётся следующим образом:

𝑘(𝐴) = ‖𝐴‖2‖𝐴−1‖2.

Определим также другую версию числа обусловленности, задаваемую Фробениусовой нормой

матрицы 𝐴:

𝜅(𝐴) = ‖𝐴‖𝐹‖𝐴−1‖2.

Имеет место соотношение:

1 ≤ 𝜅(𝐴)√
𝑛

≤ 𝑘(𝐴). (2.25)

Стохастический проекционный метод основан на рандомизации итерационного процесса (2.23)

путём выбора следующей строки не в циклическом порядке, а случайным образом. Общая схема

метода выглядит следующим образом [101]:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝜔𝑘𝐸
𝑏𝜈(𝑖) − (𝑎𝜈(𝑖) · 𝑥𝑘)

‖𝑎𝜈(𝑖)‖2
𝑎𝑇𝜈(𝑖), (2.26)

Здесь 𝜈(𝑖) ∈ (1,2,...𝑚) - случайный номер строки, 𝜔𝑘 - некоторые параметры, 𝐸 -усреднение по

некоторому числу индексов 𝜈(𝑖). В простейшем случае схема (2.26) преобразуется к следующему

виду:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 +
𝑏𝜈(𝑖) − (𝑎𝜈(𝑖) · 𝑥𝑘)

‖𝑎𝜈(𝑖)‖2
𝑎𝑇𝜈(𝑖) . (2.27)

Базовый подход к выбору случайного индекса 𝜈(𝑖) заключается в выборе номера строки с по-

мощью равномерного распределения на множестве (1, . . . ,𝑚). В работах T. Strohmer’а и Р. Вер-

шинина [100, 130] предложен другой подход, основанный на выборе той или иной строки с

вероятностью, пропорциональной её норме ‖𝑎𝜈(𝑖)‖22. Ими доказана следующая теорема:

Теорема 2.5 [100]. Пусть 𝑥 - решение системы (2.22). Выберем некоторое произвольное на-

чальное приближение 𝑥0 и рассмотрим итерационный процесс (2.27), где 𝜈 - случайный индекс,

выбранный из множества (1, . . . ,𝑚) следующим образом:

𝜈 = 𝑖 с вероятностью 𝑝𝑖 =
‖𝑎𝑖‖22∑︀𝑚
𝑗=1 ‖𝑎𝑗‖22

.

Тогда последовательность 𝑥𝑘, задаваемая алгоритмом (2.27), сходится к решению системы (2.22),

и средняя ошибка может быть оценена следующим образом:

𝐸‖𝑥𝑘 − 𝑥‖22 ≤
(︀
1 − 𝜅(𝐴)−2

)︀𝑘 · ‖𝑥0 − 𝑥‖22. (2.28)
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При этом имеет место следующая нижняя оценка:

Теорема 2.6 [100]. Существует начальное приближение 𝑥0, такое, что

𝐸‖𝑥𝑘 − 𝑥‖22 ≥
(︀
1 − 2𝑘𝜅(𝐴)−2

)︀
· ‖𝑥0 − 𝑥‖22 (2.29)

для всех 𝑘 ∈ N.

Теорема 2.5 даёт возможность оценить вычислительную сложность алгоритма. Зададим необхо-

димую точность 𝜀 и рассмотрим вопрос нахождения решения 𝑥𝑘, такого, что

𝐸‖𝑥𝑘 − 𝑥‖22 ≤ 𝜀2‖𝑥0 − 𝑥‖22.

В силу оценки (2.28) среднее число итераций, необходимое для достижения точности 𝜀, может

быть оценено следующим образом:

𝐸𝑘𝜀 ≤
2log 𝜀

log (1 − 𝜅(𝐴)−2)
≈ 2𝜅(𝐴)2log

1

𝜀
.

Далее, учитывая, что нормы строк ‖𝑎𝑖‖22 могут быть вычислены до начала итерационного про-

цесса, каждая итерация требует вычисления скалярного произведения, а также умножения век-

тора на константу и сложения двух векторов. Тем самым вычислительная сложность каждой

итерации процесса (2.27) есть 𝑂(𝑛). Далее, если матрица 𝐴 является хорошо обусловленной, то

𝑘(𝐴) = 𝑂(1), а следовательно, учитывая (2.25), 𝜅(𝐴)2 = 𝑂(𝑛). Таким образом, в данных предпо-

ложениях относительно обусловленности матрицы предложенный алгоритм требует 𝑂(𝑛2) опе-

раций для сходимости решения к точному.

Также в ходе численных расчетов использовался блочный вариант стохастического проекцион-

ного метода, предложенный в работе К. Сабельфельда [101]. Предположим, что выбрано раз-

биение матрицы 𝐴 на 𝑠 блоков строк. Обозначим соответствующий блок строк 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑠.

Тем самым 𝐴 = (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠)
𝑇 . Обозначим также 𝑏𝑖 - соответствующие разбиению блоки вектора

правых частей 𝑏.

Стандартный алгоритм Качмажа заключается в проектировании текущего приближения на ги-

перплоскость, соответствующую выбранному уравнению системы. В блочном варианте мы бу-

дем производить проектирование текущего приближения на пересечение гиперплоскостей, зада-

ваемый блоком 𝐴𝑖. В этом случае оператор проектирования определяется следующим образом:

𝑃𝑖 = 𝐴𝑇
𝑖

(︀
𝐴𝑖𝐴

𝑇
𝑖

)︀−1
𝐴𝑖

Здесь мы предполагаем, что для всех 𝑖 существует обратная матрица
(︀
𝐴𝑖𝐴

𝑇
𝑖

)︀−1
. Предположим

теперь, что индекс 𝜈(𝑖) есть случайное число, некоторым образом распределенное на {1, . . . , 𝑠}.
Тогда блочный вариант стохастического проекционного метода задается следующим итерацион-

ным процессом:

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝐴𝑇
𝜈(𝑖)(𝐴𝜈(𝑖)𝐴

𝑇
𝜈(𝑖))

−1
(︀
𝑏𝜈(𝑖) − 𝐴𝜈(𝑖)𝑥𝑘

)︀
. (2.30)
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Отметим, что способы разбиения матрицы на блоки могут быть различными и зависят, вообще

говоря, от структуры задачи. Блоки могут состоять из строк, расположенных последовательно,

или из случайных строк. Последние могут быть выбраны согласно равномерному распределе-

нию, или пропорционально своим нормам, и т.д. Также следует отметить, что с ростом размера

блоков уменьшается (согласно расчётов) число итераций, необходимое для достижения при-

емлемой точности. С другой стороны, возрастает число операций, затрачиваемое на каждую

итерацию, в силу увеличения размерности обращаемой матрицы. Тем самым скорость блочного

варианта зависит от эффективности обращения матрицы
(︀
𝐴𝑖𝐴

𝑇
𝑖

)︀
.

2.3 Алгоритмы обращения и решения линейных систем с

блочно-тёплицевыми матрицами

Как уже было упомянуто в предисловии к данной главе, использование особенностей яд-

ра уравнения И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана и М.Г. Крейна позволяет после дискретизации

получить систему линейных уравнений с тёплицевой или блочно-тёплицевой (каждая блочная

диагональ матрицы, параллельная главной, состоит из одинаковых блоков) матрицей:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 . . . 𝑎−𝑛+1

𝑎1 𝑎0 𝑎−1 . . . 𝑎−𝑛+2

𝑎2 𝑎1 𝑎0 . . . 𝑎−𝑛+3

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−3 . . . 𝑎0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.31)

Матрицы такого вида возникают при решении многих задач, связанных с обработкой сигна-

лов и изображений, анализом временных рядов, а также в задачах акустики, оптики, электроди-

намики и в других приложениях [102]. Явная структура матрицы и большое количество приложе-

ний привело к большому количеству разработанных алгоритмов решения тёплицевых линейных

систем, превосходящих по эффективности стардартные методы решения плотных систем, таких,

как метод Гаусса или Холецкого. В то время как «традиционные» методы, как правило, требуют

𝑂(𝑛3) операций для получения решения, с середины прошлого века разработаны различные т.н.

«быстрые» алгоритмы решения систем с тёплицевыми матрицами, вычислительная сложность

которых составляет порядка 𝑂(𝑛2) операций. Большая часть данных методов может быть разде-

лена на две группы - методы типа Левинсона и методы типа Шура [131]. Главное отличие между

этими двумя группам заключается в том, что методы типа Левинсона основаны на факторизации

матрицы, обратной к рассматриваемой, в то время как методы типа Шура используют фактори-

зацию самой тёплицевой матрицы. [132, 133]. В последние десятилетия были разработаны т.н.

«супербыстрые» методы, имеющие трудоёмкость порядка 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑝(𝑛)) [134–136] операций, од-

нако вопросы устойчивости таких методов, равно как и их использование в приложениях, пока

ещё являются предметом исследований. Детальный обзор численных методов решения тёплице-
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вых систем можно найти в работе T. Heinig и K. Rost [133]. Кроме того, обзоры существующих

подходов, как прямых, так и итерационных, можно найти в [131,134,135,137].

В данной работы мы используем метод, предложенный В.В. Воеводиным и Е.Е. Тыртышниковым

в [102]. Данный метод является модификацией подходов N. Levinson’а, J. Durbin’а и W. Trench’а

(которые в свою очередь восходят к методу рекурсии Левинсона-Дурбина [103,104]) и относится

к группе «быстрых» алгоритмов. Суть метода заключается в последовательном обращении глав-

ных подматриц рассматриваемой системы, что роднит данный подход с методом окаймления.

При этом данная схема очень хорошо сочетается со структурой многомерного аналога уравне-

ния М.Г. Крейна, что, как будет показано далее, позволяет получить решение каждого уравнения

из семейства М.Г. Крейна в ходе решения одной линейной системы. В работе для решения полу-

ченной системы был использован метод, изложенный В.В. Воеводиным и Е.Е. Тыртышниковым

в [102]

Эффект от работы с матрицами специальной структуры существенно зависит от способа задания

матрицы. В случае, когда матрица определяется сравнительно небольшим числом параметров,

произведение таких матриц, равно как и обращение, будет зависеть от этих же параметров. Од-

нако ключевым моментом является удобная и эффективная формулировка алгоритмов, учитыва-

ющих данную специфику [102]. Так, произвольная тёплицева матрица полностью определяется

элементами первой строки и первого столбца. Следовательно, обратная к ней так же определя-

ется этими элементами, однако сложная зависимость обратной матрицы от этих элементов не

позволяет использовать эту связь для формулировки эффективных численных методов. Поэтому

более распространённым является задание обратной матрицы, связанное с решением двух си-

стем уравнений, в которых матрицей коэффициентов является рассматриваемая матрица 𝐴 [138].

Правые же части упомянутых систем зависят, вообще говоря, от коэффициентов матрицы. Так,

для блочно-тёплицевого случая В.В. Воеводиным и Е.Е. Тыртышниковым получена следующая

теорема:

Теорема 3.1 [102]: Пусть 𝐴 - блочно-тёплицева матрица порядка 𝑛, состоящая из блоков раз-

мера 𝑝 × 𝑝. Предположим, что существуют блочные вектор-столбцы 𝑋 = [𝑋0, 𝑋1, . . . ,𝑋𝑛−1]
𝑇 и

𝑌 = [𝑌0, 𝑌1, . . . ,𝑌𝑛−1]
𝑇 , удовлетворяющие соотношениям:

𝐴𝑋 = 𝐸1 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐼

0

. . .

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐴𝑌 = 𝐸𝑛 :=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0

0

. . .

𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ,

Здесь 𝐼 - единичная матрица размера 𝑝. Пусть также существуют блочные вектор-строки 𝑍 =

[𝑍0, 𝑍1, . . . ,𝑍𝑛−1] и 𝑊 = [𝑊0,𝑊1, . . . ,𝑊𝑛−1], такие, что:

𝑍𝐴 = 𝐸𝑇
1 ,𝑊𝐴 = 𝐸𝑇

𝑛 . (2.32)
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Тогда невырожденность одного из блоков 𝑋0, 𝑌𝑛−1 или одного из блоков 𝑍0,𝑊𝑛−1 влечет за

собой невырожденность другого блока и матрицы 𝐴, и имеет место представление:

𝐴−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑋0 0 · · · 0

𝑋1 𝑥0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑋𝑛−1 𝑋𝑛−2 · · · 𝑋0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑋−1
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍0 𝑍1 · · · 𝑍𝑛−1

0 𝑍0 · · · 𝑍𝑛−2

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝑍0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦−

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 · · · 0

𝑌0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑌𝑛−2 𝑌𝑛−3 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑌 −1
𝑛−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝑊0 · · · 𝑊𝑛−2

0 𝑊0 · · · 𝑊𝑛−3

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (2.33)

И в тоже время имеет место альтернативное представление 𝐴−1:

𝐴−1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑌𝑛−1 𝑌𝑛−2 · · · 𝑌0

0 𝑌𝑛−1 · · · 𝑌1

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 𝑌𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑌 −1
𝑛−1

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊𝑛−1 0 · · · 0

𝑊𝑛−2 𝑊𝑛−1 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑊0 𝑊1 · · · 𝑊𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦−

−

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 𝑋𝑛−1 · · · 𝑋1

0 𝑋𝑛−2 · · · 𝑋2

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦𝑋−1
0

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 · · · 0

𝑍𝑛−1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
𝑍1 𝑍2 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (2.34)

Теорема 3.1 восходит к формулам, полученных И. Ц. Гохбергом и А.А. Семенцулом и позво-

ляющим представить обратную к тёплицевой матрице в виде произведения верхне- и нижне-

треугольных тёплицевых матриц. С другой стороны, для формулировки вычислительных алго-

ритмов основным моментом является определение параметров, определяющих обратную мат-

рицу (например, вычисление первого и последнего столбца обратной матрицы). Рассмотрим

численную процедуру обращения, основанную на последовательном обращении всех ведущих

подматриц, сформулированную в [102].

Сначала рассмотрим систему с неблочной тёплицевой матрицей, и предположим, что у матри-

цы 𝐴, имеющей вид (2.31), все главные миноры отличны от нуля. Это требование равносильно

невырожденности при всех 𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛− 1, ведущих подматриц

𝐴𝑘 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎0 𝑎−1 𝑎−2 . . . 𝑎−𝑘

𝑎1 𝑎0 𝑎−1 . . . 𝑎−𝑘+1

𝑎2 𝑎1 𝑎0 . . . 𝑎−𝑘+2

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑘 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘−2 . . . 𝑎0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.35)
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Отметим, что 𝐴𝑛−1 = 𝐴. Рассмотрим рекуррентный алгоритм вычисления первого и последнего

столбцов ( обозначим их 𝑥(𝑘) =
[︁
𝑥
(𝑘)
0 𝑥

(𝑘)
1 . . . 𝑥

(𝑘)
𝑘

]︁𝑇
𝑦(𝑘) =

[︁
𝑦
(𝑘)
0 𝑦

(𝑘)
1 . . . 𝑦

(𝑘)
𝑘

]︁𝑇
соответственно )

подматрицы 𝐴𝑘.

Итак, будем считать, что первый и последний столбцы 𝑥(𝑘−1) и 𝑦(𝑘−1) подматрицы 𝐴𝑘−1 известны.

Основная идея рассматриваемого алгоритма заключается в том, что вектора 𝑥(𝑘) и 𝑦(𝑘) могут быть

представлены как линейная комбинация столбцов, полученных из вычисленных на предыдущем

шаге рекуррентного метода векторов 𝑥(𝑘−1) и 𝑦(𝑘−1). Так, имеем:

𝐴𝑘

[︃
𝑥(𝑘−1)

0

]︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎−𝑘

𝐴𝑘−1 𝑎−𝑘+1

...

𝑎𝑘 𝑎𝑘−1 · · · 𝑎0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[︃
𝑥(𝑘−1)

0

]︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1

0

...

𝜖𝑥𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Здесь 𝜖𝑥𝑘 = 𝑎𝑘𝑥

(𝑘−1)
0 + · · ·+𝑎1𝑥

(𝑘−1)
𝑘−1 . Аналогичным образом, вводя 𝜖𝑦𝑘 = 𝑎−1𝑦

(𝑘−1)
0 + · · ·+𝑎−𝑘𝑦

(𝑘−1)
𝑘−1 ,

получим:

𝐴𝑘

[︃
0

𝑦(𝑘)

]︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝜖𝑦𝑘

0

...

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Подобрав подходящую линейную комбинацию векторов

[︀
𝑥(𝑘−1) 0

]︀𝑇 [︀
0 𝑦(𝑘−1)

]︀𝑇
, можно элимини-

ровать величины 𝜖𝑥𝑘, 𝜖
𝑦
𝑘 и получить выражения для векторов 𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘). Тем самым, будем искать

𝑥𝑘, 𝑦𝑘 в следующем виде:

𝑥𝑘 = 𝛼

[︃
𝑥(𝑘−1)

0

]︃
+ 𝛽

[︃
0

𝑦(𝑘−1)

]︃
, 𝑦𝑘 = 𝛾

[︃
𝑥(𝑘−1)

0

]︃
+ 𝛿

[︃
0

𝑦(𝑘−1)

]︃
.

Коэффициенты 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 определяются из соотношений[︃
1 𝜖𝑦𝑘

𝜖𝑥𝑘 1

]︃[︃
𝛼 𝛾

𝛽 𝛿

]︃
=

[︃
1 0

0 1

]︃
. (2.36)

При этом условие невырожденности всех ведущих подматриц 𝐴𝑘 обеспечивает разрешимость

системы (2.36) и представимость векторов 𝑥(𝑘) и 𝑦(𝑘) в виде искомой линейной комбина-

ции [102].

В. Воеводиным и Е. Тыртышниковым, помимо блочного варианта данного алгоритма, предло-

жена модификация описанного метода, основанная на введении нормировочных множителей.

Переход от векторов 𝑥(𝑘), 𝑦(𝑘) к некоторым коллинеарным векторам позволяет сократить число

умножений, необходимое для перехода с шага 𝑘 − 1 на шаг 𝑘, и, тем самым, повысить эффек-

тивность метода.

Рассмотрим матрицу 𝐴, имеющую тёплицеву структуру типа (2.31), но при этом предположим,
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что её элементы 𝑎̂𝑖𝑗 = 𝑎̂𝑖−𝑗 представляют собой блоки размера 𝑝 × 𝑝. Cформулируем схему

вычисления первого и последнего блочного столбцов матрицы, обратной к ведущей подматрице

𝐴𝑘 [102]:

Шаг k = 0:

𝑃0, 𝑄0 - любые невырожденные блоки, 𝑋̃0
0 = 𝑎̂−1

0 𝑃−1
0 , 𝑌 0

0 = 𝑎̂−1
0 𝑄−1

0 .

Шаг k = 1,2, · · ·n− 1:

𝐹𝑘 = 𝑎̂𝑘𝑋̃
(𝑘−1)
0 + 𝑎̂𝑘−1𝑋̃

(𝑘−1)
1 + · · · + 𝑎̂1𝑋̃

(𝑘−1)
𝑘−1 ,

𝐺̃𝑘 = 𝑎̂−1𝑌
(𝑘−1)
0 + 𝑎̂−2𝑌

(𝑘−1)
1 + · · · + 𝑎̂−𝑘𝑌

(𝑘−1)
𝑘−1 ,

𝑆𝑘 = −𝑄𝑘−1𝐹𝑘, 𝑇𝑘 = −𝑃𝑘−1𝐺̃𝑘,

𝑃𝑘 = (𝐼 − 𝑇𝑘𝑆𝑘)−1𝑃𝑘−1, 𝑄𝑘 = (𝐼 − 𝑆𝑘𝑇𝑘)−1𝑄𝑘−1,[︁
𝑋̃

(𝑘)
0 , 𝑋̃

(𝑘)
1 , · · · , 𝑋̃(𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝑋̃

(𝑘−1)
0 , 𝑋̃

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑋̃(𝑘−1)

𝑘−1 , 0
]︁′

+

+
[︁
0, 𝑌

(𝑘−1)
0 , 𝑌

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘−1)

𝑘−1

]︁′
𝑆𝑘;[︁

𝑌
(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝑋̃

(𝑘−1)
0 , 𝑋̃

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑋̃(𝑘−1)

𝑘−1 , 0
]︁′
𝑇𝑘+

+
[︁
0, 𝑌

(𝑘−1)
0 , 𝑌

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘−1)

𝑘−1

]︁′
;

(2.37)

Здесь символ ′ означает блочное транспонирование (подразумевается перестановка блоков внут-

ри матрицы с сохранением их внутренней структуры). Алгоритм (2.37) вычисляет блочные век-

тора 𝑋̃(𝑘) =
[︁
𝑋̃

(𝑘)
0 , 𝑋̃

(𝑘)
1 , · · · , 𝑋̃(𝑘)

𝑘

]︁′
, 𝑌 (𝑘) =

[︁
𝑌

(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
и нормировочные множители

𝑃𝑘, 𝑄𝑘, такие, что

𝑋
(𝑘)
𝑙 = 𝑋̃

(𝑘)
𝑙 * 𝑃𝑘, 𝑌

(𝑘)
𝑙 = 𝑌

(𝑘)
𝑙 *𝑄𝑘,

где 𝑋(𝑘)
𝑙 , 𝑌

(𝑘)
𝑙 - блоки, составляющие первый (𝑋(𝑘)) и последний (𝑌 (𝑘)) блочные столбцы матри-

цы 𝐴−1
𝑘 . Отметим, что выполнение алгоритма (2.37) требует 2𝑝3𝑛2 операций умножения и 2𝑝3𝑛2

операций сложения и вычитания [102]. Тем самым метод имеет сложность 𝑂(𝑛2). Кроме того,

аналогичный алгоритм может быть сформулирован для вычисления первых и последних блоч-

ных строк матрицы 𝐴−1
𝑘 . Затем обратная матрица 𝐴−1 = 𝐴−1

𝑛−1 может быть получена, используя

представления (2.33), (2.34).

Далее, алгоритм (2.37) может быть усовершенствован, если матрица 𝐴 обладает дополнитель-

ными свойствами. Так, рассмотрим блочно-тёплицеву матрицу порядка 𝑛, элементы которой

являются 𝑝× 𝑝 блоками 𝑎̂𝑖𝑗 = 𝑎̂𝑖−𝑗 , связанными соотношениями

𝑎̂𝑙 = 𝛼𝑎̂−𝑙𝛽, (2.38)

где 𝛼, 𝛽 являются квадратными блоками размера 𝑝, удовлетворящими условию 𝛼2 = 𝛽2 = 𝐼 . В

частности, блоки 𝛼, 𝛽 могут быть единичными матрицами, что будет соответствовать блочной

симметричности 𝐴. Тогда первый и последний столбец матрицы 𝐴−1 связаны соотношением
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[102]

𝑋𝑖 = 𝛽𝑌𝑛−1−𝑖𝛼, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1 (2.39)

Аналогичное соотношение справедливо для первой и последней строки матрицы 𝐴−1, а также

всех её ведущих подматриц 𝐴−1
𝑘 . Учитывая это, можно сократить объём вычислений в методе

(2.37) в два раза, получив следующий алгоритм:

Шаг k = 0:

𝑄0 - любой невырожденный блок, 𝑌 0
0 = 𝑎̂−1

0 𝑄−1
0 .

Шаг k = 1,2, · · ·n− 1:

𝐺̃𝑘 = 𝑎̂−1𝑌
(𝑘−1)
0 + 𝑎̂−2𝑌

(𝑘−1)
1 + · · · + 𝑎̂−𝑘𝑌

(𝑘−1)
𝑘−1 ,

𝑅𝑘 = −𝑄𝑘−1𝛼𝐺̃𝑘, 𝑄𝑘 = (𝐼 −𝑅2
𝑘)−1𝑄𝑘−1,[︁

𝑌
(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝛽𝑌

(𝑘−1)
𝑘−1 , 𝛽𝑌

(𝑘−1)
𝑘−2 , · · · , 𝛽𝑌 (𝑘−1)

0 , 0
]︁′
𝑅𝑘+

+
[︁
0, 𝑌

(𝑘−1)
0 , 𝑌

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘−1)

𝑘−1

]︁′
.

(2.40)

Алгоритм (2.40) требует 𝑝3𝑛2 операций умножения и 𝑝3𝑛2 операций сложения и вычитания, при

этом блочный столбец 𝑋(𝑘) вычисляется согласно соотношению (2.39). Аналогичные соотноше-

ния выписываются для отыскания первой и последней блочных строк матрицы 𝐴−1.

Идея, стоящая за сформулированными алгоритмами, может быть естественным образом перене-

сена с задачи обращения матрицы на задачу решения системы уравнений. Рассмотрим задачу

𝐴𝑍 � 𝐴

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑍0

𝑍1

...

𝑍𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝐵 �

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐵0

𝐵1

...

𝐵𝑛−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
Здесь матрица 𝐴 и вектора 𝑍,𝐵 состоят из блоков размера 𝑝× 𝑝. Матрица 𝐴 при этом является

блочно-тёплицевой и имеет вид (2.31).

Будем рассматривать задачу последовательного вычисления векторов 𝑍(𝑘) =
[︁
𝑍

(𝑘)
0 . . . 𝑍

(𝑘)
𝑘

]︁𝑇
-

решений системы 𝐴𝑘𝑍
(𝑘) = 𝐵(𝑘), где 𝐵(𝑘) = [𝐵0𝐵1, · · · , 𝐵𝑘]𝑇 - усечённый вектор правой части.

Имеет место следующее соотношение:

𝐴𝑘

[︃
𝑍(𝑘−1)

0

]︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎−𝑘

𝐴𝑘−1 𝑎−𝑘+1

...

𝑎𝑘 𝑎𝑘−1 · · · 𝑎0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[︃
𝑍(𝑘−1)

0

]︃
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐵0

𝐵1

...

𝐵𝑘−1

𝜖𝑧𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.41)

Следовательно, рассмотрев линейную комбинацию векторов
[︀
𝑍(𝑘−1) 0

]︀𝑇
и 𝑌 (𝑘), можно элимини-

ровать ошибку 𝜖𝑧𝑘 и добиться того, чтобы последний элемент в правой части (2.41) стал равным
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𝐵(𝑘). Тем самым, мы получим 𝑧(𝑘). Это можно реализовать с помощью следующих соотноше-

ний [102]:

𝜖𝑘 = 𝐵𝑘 − 𝑎𝑘𝑍
(𝑘−1)
0 − 𝑎𝑘−1𝑍

(𝑘−1)
1 − · · · − 𝑎1𝑍

(𝑘−1)
𝑘−1 ;

𝜔𝑘 = 𝑄𝑘𝜖𝑘;[︁
𝑍

(𝑘)
0 , 𝑍

(𝑘)
1 , · · · , 𝑍(𝑘)

𝑘

]︁𝑇
=
[︁
𝑍

(𝑘−1)
0 , 𝑍

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑍(𝑘−1)

𝑘−1 0
]︁𝑇

+

+
[︁
𝑌

(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁𝑇
𝜔𝑘;

(2.42)

Тем самым блочный вариант метода усечённых систем формулируется следующим образом :

k = 0 :

𝑍
(0)
0 = 𝑎̂−1

0 𝐵0,

k = 1, . . . ,n− 1 :

𝜖𝑘 = 𝐵𝑘 − 𝑎̂𝑘𝑍
(𝑘−1)
0 − 𝑎̂𝑘−1𝑍

(𝑘−1)
1 − · · · − 𝑎̂1𝑍

(𝑘−1)
𝑘−1 ;

𝜔𝑘 = 𝑄𝑘𝜖𝑘;[︁
𝑍

(𝑘)
0 , 𝑍

(𝑘)
1 , · · · , 𝑍(𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝑍

(𝑘−1)
0 , 𝑍

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑍(𝑘−1)

𝑘−1 0
]︁′

+

+
[︁
𝑌

(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
𝜔𝑘;

(2.43)

Алгоритм (2.43) на 𝑘 -м шаге вычисляет решение системы 𝐴𝑘𝑍
(𝑘) = 𝐵(𝑘), где 𝐴𝑘 - ведущая

блочная подматрица порядка 𝑘, а 𝑍(𝑘) =
[︁
𝑍

(𝑘)
0 , . . . , 𝑍

(𝑘)
𝑘

]︁
, 𝐵(𝑘) = [𝐵0, . . . 𝐵𝑘] - блочные вектора

соответствующего размера. 𝜖𝑘, 𝜔𝑘 - также описывают матрицы размера 𝑝 × 𝑝. Кроме того, для

работы алгоритма (2.43) необходимо вычислить блочные вектора 𝑌 (𝑘) и весовые множители

𝑄𝑘, задающие последний блочный столбец матрицы 𝐴−1
𝑘 . Тем самым алгоритм (2.43) является

дополнением к алгоритму (2.37), или, в случае, когда блоки матрицы 𝐴 удовлетворяют (2.38),

к соотношениям (2.39), (2.40). Отметим, что мы по-прежнему предполагаем, что все главные

миноры матрицы 𝐴 отличны от нуля. С точки зрения вычислительной сложности соотношения

(2.43) добавляют ещё 𝑝2𝑛2 операций умножения и столько же операций сложения-вычитания

к основным затратам алгоритма (2𝑝3𝑛2 операций обоих видов в случае использования метода

(2.37) или 𝑝3𝑛2 в случае использования алгоритма (2.40)).
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Глава 3

Построение и анализ численных

алгоритмов

Глава посвящена описанию схем численного решения обратных задач акустики и опреде-

ления потенциала волнового уравнения на основе комбинации метода И.М. Гельфанда - Б.М.

Левитана - М.Г. Крейна и рассмотренных в главе 2 методов решения интегральных уравнений

и систем (методов Монте-Карло, стохастического проекционного метода, алгоритма быстрого

обращения тёплицевой матрицы).

3.0.1 Алгоритм численного решения прямых задач

Изучение эффективности численных алгоритмов, предложенных в данной работе, произво-

дилось на основе решения модельных задач, и сравнения полученного решения с точным. Для

этого мы используем т.н. «синтетические» данные обратной задачи, полученные путём решения

соответствующей прямой задачи для того или иного уравнения при заданном значении коэффи-

циентов уравнений.

Рассмотрим алгоритм решения задачи (1.20) - (1.22):

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜎′(𝑧)

𝜎(𝑧)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑣2𝑠𝑢; (3.1)

𝑢(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑡<0 ≡ 0; (3.2)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

1

4𝜋𝜎0
𝛿(𝑡); (3.3)

Задача заключается в определении функции 𝑢(𝑥,𝑡; 𝑘) при фиксированном значении параметра

𝑘 и известных функциях 𝜎(𝑥),𝑣𝑠(𝑥). При 𝑘 = 0 данная задача соответствует прямой задаче для

уравнения акустики (1.24), а при 𝑘, отличных от нуля, она эквивалентна решению прямой задачи

для уравнения (1.31).

Для решения задачи (3.1)-(3.3) воспользуемся чётным продолжением всех входящих функций

по переменной 𝑥. Пусть 𝑢(−𝑥,𝑡; 𝑘) = 𝑢(𝑥,𝑡; 𝑘), 𝜎(𝑥) = 𝜎(−𝑥), 𝑣𝑠(𝑥) = 𝑣𝑠(−𝑥) при 𝑥 < 0. Тогда



59

функции 𝑈, 𝜎, 𝑣𝑠 удовлетворяют следующим соотношениям:

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −
𝜎′(𝑥)

𝜎(𝑥)
𝑢𝑥 − 𝑘2𝑣2𝑠(𝑥)𝑢, 𝑥 ∈ (−𝑇, 𝑇 ), 𝑡 ∈ (0, 2𝑇 );

𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢𝑡|𝑡=0 = − 1

2𝜋𝜎0
𝛿(𝑥).

Используя свойства обобщённых функций [112], выделим сингулярную составляющую функции

𝑢(𝑥,𝑡):

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠(𝑥)𝜃(𝑡− 𝑥) + 𝑢̃(𝑥,𝑡), 𝑥 > 0, 𝑡 > 0

где

𝑠(𝑥) = − 1

4𝜋𝜎0

√︃
𝜎(𝑥)

𝜎(0)
(3.4)

Отсюда, используя методику, рассмотренную в [71], можно показать, что значения функции

𝑢(𝑥,𝑡) на характеристике имеют вид:

𝑢(𝑥,|𝑥|) = 𝑠(𝑥) = − 1

4𝜋𝜎0

√︃
𝜎(𝑥)

𝜎(0)
.

Тем самым мы можем свести прямую задачу (3.1)-(3.3) к т.н. задаче Гурса:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜎′(𝑥)

𝜎(𝑥)
𝑢𝑥 − 𝑘2𝑣2𝑠(𝑥)𝑢, 𝑥 ∈ (−𝑇, 𝑇 ), |𝑥| < 𝑡 < 2𝑇 − |𝑥|; (3.5)

𝑢|𝑡=|𝑥| = 𝑠(𝑥). (3.6)

Полученную задачу мы решаем конечно-разностным методом. Обозначим 𝑢𝑚𝑖 = 𝑢(𝑖ℎ,𝑚ℎ), 𝑠𝑖 =

𝑠(𝑖ℎ), 𝜎𝑖 = 𝜎(𝑖ℎ), 𝑣𝑖 = 𝑣2𝑠(𝑖ℎ), где ℎ = 𝑇
𝑁

- шаг сетки, 𝑁 - число разбиений. Тогда решение задачи

(3.5)-(3.6) может быть получено с помощью следующей схемы:

𝑢𝑚+1
𝑖 = 𝑢𝑚𝑖−1(1 + 2

𝜎𝑖+1 − 𝜎𝑖−1

𝜎𝑖+1 + 𝜎𝑖−1

− 𝑣𝑖𝑘
2ℎ2

2
) + 𝑢𝑚𝑖−1(1 − 2

𝜎𝑖+1 − 𝜎𝑖−1

𝜎𝑖+1 + 𝜎𝑖−1

− 𝑣𝑖𝑘
2ℎ2

2
) − 𝑢𝑚−1

𝑖 , 𝑚 > |𝑖|;

(3.7)

𝑢𝑖𝑖 = 𝑢𝑖−𝑖 = 𝑠𝑖 (3.8)

Данная схема является устойчивой разностной схемой порядка сходимости 𝑂(ℎ2). Используя

данную схему, можно вычислить дискретное приближение данных обратной задачи

𝑓𝑚 = 𝑓(𝑚ℎ) = 𝑢(0,𝑚ℎ) = 𝑢𝑚0 .

Затем мы вычисляем разностный аналог 𝑓 ′(𝑡): 𝑓 ′(𝑚ℎ) = 1
2ℎ

(𝑓((𝑚+ 1)ℎ) − 𝑓((𝑚− 1)ℎ)) . Вы-

числение данных обратной задачи в случае многомерных постановок происходит на основе ана-

логичных разностных схем, детальное описание которых мы приводить не будем.
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3.1 Численное решение одномерных обратных задач для урав-

нения акустики и уравнения колебаний

Рассмотрим одномерную обратную задачу для уравнения акустики:

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑥𝑥 −
𝜎′(𝑥)

𝜎(𝑥)
𝑢𝑥, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0 (3.9)

𝑢|𝑡<0 ≡ 0, 𝑥 > 0

𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝛿(𝑡), 𝑡 > 0.

𝑢|𝑥=0 = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 0 (3.10)

Как было показано в главе 1, данная задача сводится к решению уравнения М.Г. Крейна (1.28):

−2𝑓(+0)𝑉 (𝑥,𝑡) −
∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑉 (𝑥,𝑠)𝑓 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 1, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥)

При этом решение обратной задачи 𝜎(𝑥) связано с решением уравнения М.Г. Крейна 𝑉 (𝑥,𝑥)

соотношением (1.29):

𝜎(𝑥) =
𝑉 (0,0)

2𝑉 2(𝑥,𝑥)

В уравнении (1.28) 𝑓 ′(𝑡) - производная данных обратной задачи, при этом 𝑓 ′(−𝑡) = 𝑓 ′(𝑡) для

𝑡 < 0.

3.1.1 Алгоритмы решения уравнений М.Г. Крейна и И.М. Гельфанда -

Б.М. Левитана методом Монте-Карло

Сформулируем теперь алгоритмы решения уравнениий И.М Гельфанда - Б.М. Левитана (1.35)

и М.Г. Крейна (1.28) на основе весовых алгоритмов Монте-Карло. При формулировке методов

будем рассматривать уравнение (1.28):

−2𝑓(+0)𝑉 (𝑥,𝑡) −
∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑉 (𝑥,𝑠)𝑓 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = 1, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥)

Алгоритмы для решения уравнения (1.35) могут быть сформулированы аналогично. Сначала рас-

смотрим независимое решение уравнений из семейства (1.28) при каждом значении параметра

𝑥. Итак, зафиксируем 𝑥 и рассмотрим интегральное уравнение

𝜙(𝑡) =

∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑘(𝑡,𝑠)𝜙(𝑠)𝑑𝑠+ ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥).

Здесь

𝑋 = [−𝐿,𝐿], 𝑘(𝑡,𝑠) =
1

−2𝑓(+0)
𝑓 ′(𝑡− 𝑠), 𝜙(𝑡) = 𝑉 (𝑡,𝑥),ℎ(𝑡) =

1

−2𝑓(+0)
. (3.11)



61

В этом случае (опуская стандартные условия несмещённости и параметры цепи Маркова {𝑡𝑛},
изложенные выше) оценка по столкновениям для вычисления 𝜙(𝑡𝑥) = 𝑉 (𝑡𝑥,𝑥) в точке 𝑡𝑥 = 𝑥

имеет следующий вид:

𝜉𝑡𝑥 = ℎ(𝑡𝑥) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖ℎ(𝑡𝑖)

Здесь

𝑄0 = 1, 𝑄𝑖 = 𝑄𝑖−1 ·
𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)

𝑝(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)
= 𝑄𝑖−1(𝑥) · 𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)

𝑟(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)(1 − 𝑝(𝑡𝑚−1))

При этом предполагается, что 𝑡0 = 𝑥.

Отметим, что необходимым условием для использования стандартных алгоритмов Монте-Карло

является представление решения в виде ряда Неймана, сходимость которого определяется спек-

тральным радиусом оператора 𝐾1, соответствующего модулю ядра исходного уравнения. Вы-

числим норму оператора 𝐾1 из уравнения (1.28) при 𝑥 = 𝑀ℎ согласно определения:

||𝐾1|| = ||𝐾1(𝑥)|| =
1

−2𝑓(+0)
𝑣𝑟𝑎𝑖 sup

𝑡

𝑥∫︁
−𝑥

|𝑓 ′(𝑡− 𝑠)|𝑑𝑠 ≈

≈ 1

−2𝑓(+0)
max

𝑖=−𝑀,...𝑀
ℎ

[︃
𝑓 ′[𝑖−𝑀 ]

2
+

𝑀−1∑︁
𝑗=−𝑀−1

𝑓 ′[𝑖− 𝑗] +
𝑓 ′[𝑖+𝑀 ]

2

]︃
(3.12)

Погрешность правой части равенства (3.12) имеет вид (в случае, если ограничена соответству-

ющая производная данных обратной задачи) 𝑀𝑥ℎ2

6
. Выполнение условия ||𝐾1|| < 1 позволяет

утверждать, что среднее значение оценки по столкновениям равно искомой компоненте реше-

ния. При этом конечность дисперсии оценки может быть гарантирована выполнением условия

||𝐾𝑝|| < 1, где 𝐾𝑝 - интегральный оператор с ядром 𝑘2(𝑡,𝑠)
𝑝(𝑡,𝑠)

. Норма этого оператора может быть

вычислена аналогично формуле (3.12).

Рассмотрим метод "прямого моделирования". Определим функцию

𝑞(𝑡′) =

∫︁ 𝑥

−𝑥

|𝑘(𝑡′,𝑠)|𝑑𝑠 =
1

−2𝑓(+0)

∫︁ 𝑥

−𝑥

|𝑓 ′(𝑡′ − 𝑠)|𝑑𝑠

В силу сходимости ряда Неймана для уравнения (1.28)

0 < 𝑞(𝑡′) < 1 ∀𝑡′ ∈ (−𝑥,𝑥)

Ядро уравнения Крейна представимо в виде

|𝑘(𝑡′,𝑠)| = 𝑞(𝑡′)𝑟(𝑡′,𝑠), (3.13)

где ∫︁ 𝑥

−𝑥

𝑟(𝑡′,𝑠)𝑑𝑠 = 1
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В этом случае

𝑟(𝑡′,𝑡) =
|𝑘(𝑡′ − 𝑡)|

𝑥∫︀
−𝑥

|𝑘(𝑡′ − 𝑡)|𝑑𝑡

Введём цепь Маркова {𝑡𝑛}, начинающуюся в точке 𝑡0 = 𝑥. Введём плотность вероятности пе-

рехода 𝑟(𝑡′,𝑡), и вероятность обрыва 𝑝(𝑡′) = 1 − 𝑞(𝑡′). В этом случае весовые коэффициенты 𝑄𝑖

имеют вид

𝑄0 = 1, 𝑄𝑖 = 𝑄𝑖−1 ·
𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)

𝑟(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)(1 − 𝑝(𝑡𝑚−1))
= 𝑄𝑖−1 ·

𝑘(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)

𝑞(𝑡𝑚)𝑟(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)
=

= 𝑄𝑖−1 ·
𝑘(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)

|𝑘(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)|
= 𝑄𝑖−1 · 𝑠𝑔𝑛(|𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)|) (3.14)

Как уже было упомянуто, конечность дисперсии оценки обуславливается сходимостью ряда Ней-

мана для уравнения с ядром 𝐾𝑝. Для случая метода прямого моделирования оно имеет вид:

𝐾𝑝(𝑡,𝑠) =
𝑘2(𝑡,𝑠)

𝑝(𝑡,𝑠)
=
𝑘2(𝑡,𝑠)

|𝑘(𝑡,𝑠)|
= |𝑘(𝑡,𝑠)|

Следовательно, конечность дисперсии весовой оценки метода прямого моделирования опреде-

лена сходимостью ряда Неймана для исходного уравнения (1.28).

Для моделирования цепи Маркова, соответствующей плотности вероятности перехода 𝑟(𝑡′,𝑡) в

работе использовался метод исключения, уже описанный в 2.1. При этом в качестве мажори-

рующей плотности использовалась константа, соответствующая максимальному значению ядра

𝐾𝑚𝑎𝑥. Алгоритм метода исключения для перехода из точки 𝑡′, тем самым, выглядит следующим

образом:

1. Вычисление 𝑡 - равномерно распределённого случайного числа на интервале (−𝑥,𝑥).

2. Вычисление 𝛼 - равномерно распределённого случайного числа на интервале (0, 𝐾𝑚𝑎𝑥).

3. Вычисление 𝛽 = |𝑓 ′(𝑡′ − 𝑡)|. Если 𝛼 ≤ 𝛽, то 𝑡 - принимается в качестве нового элемента

цепи Маркова. Иначе, если 𝛼 > 𝛽, то 𝑡 - отвергается и необходимо повторить процедуру.

Другим предложенным подходом является модификация метода подобных траекторий для реше-

ния семейства интегральных уравнений (1.28). Перепишем задачу в следующем виде:

𝜙(𝑡;𝑥) =

∫︁
𝑋

𝑘(𝑡,𝑠;𝑥)𝜙(𝑠;𝑥)𝑑𝑠+ ℎ(𝑡;𝑥), 𝑥 ∈ Λ = (0, 𝐿].

Здесь

𝑋 = [−𝐿,𝐿], 𝑘(𝑡,𝑠;𝑥) =
1

−2𝑓(+0)
𝑓 ′(𝑡− 𝑠) * 𝜒[−𝑥,𝑥](𝑠), (3.15)

𝜙(𝑡;𝑥) = 𝑉 (𝑡,𝑥),ℎ(𝑡;𝑥) =
1

−2𝑓(+0)
, где
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𝜒[−𝑥,𝑥](𝑠) - характеристическая функция:

𝜒[−𝑥,𝑥](𝑠) =

⎧⎨⎩1, 𝑠 ∈ (−𝑥,𝑥);

0, иначе

Как уже было изложено, идея метода подобных траекторий заключается в реализации одной

цепи Маркова для вычисления выборочных значений оценки при всех значениях параметра.

Введём цепь Маркова {𝑡𝑛} с переходной плотностью

𝑝(𝑡′,𝑡) = 𝑟(𝑡′,𝑡)(1 − 𝑔(𝑡′))

Здесь 𝑟(𝑡′,𝑡) - плотность вероятностей перехода, 𝑔(𝑡′) - вероятность обрыва цепи при переходе

𝑡′ → 𝑡. Предположим, что выполнены условия несмещённости

𝑝(𝑡′,𝑡) ̸= 0, если 𝑘(𝑡′,𝑡;𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ Λ

Тогда можно определить оценку по столкновениям:

𝜉𝑡0(𝑥) = ℎ(𝑡0;𝑥) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖(𝑥)ℎ(𝑡𝑖;𝑥)

Здесь

𝑄0(𝑥) = 1, 𝑄𝑖(𝑥) = 𝑄𝑖−1(𝑥) · 𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1;𝑥)

𝑝(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)
= 𝑄𝑖−1(𝑥) · 𝑘(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1;𝑥)

𝑟(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)(1 − 𝑝(𝑡𝑚−1))

При этом

𝐸𝜉𝑡0(𝑥) = 𝜙(𝑡0;𝑥)

Особенностью, затрудняющей использование метода подобных траекторий для решения уравне-

ния М.Г. Крейна является тот факт, что область интегрирования в каждом уравнении из семей-

ства уравнений М.Г. Крейна меняется в зависимости от глубины. Выделение этой особенности

в характеристическую функцию, как было проделано выше, не позволяет сформулировать тре-

буемый алгоритм. Для этого мы используем следующую модификацию алгоритма подобных

траекторий.

Рассмотрим на отрезке (−𝑥,𝑥) цепь Маркова {𝑡𝑛;𝑥}, такую, что 𝑡0;𝑥 = 𝑥, плотность вероятно-

сти перехода соответствует равномерному распределению на рассматриваемом интервале (т.е.,

𝑟(𝑡′,𝑡;𝑥) = 1
2𝑥

), а вероятность обрыва является некоторой постоянной 𝑝(𝑡′;𝑥) = 𝑃0.

Рассмотрим теперь другое значение параметра 𝑥1 = 𝜆𝑥. Очевидно, что набор точек {𝜆𝑡𝑛;𝑥} обра-

зует цепь Маркова {𝑡𝑛;𝑥1} , заданную на интервале (−𝑥1, 𝑥1), соответствующую начальной точке

𝑡0;𝑥1 = 𝜆𝑥 = 𝑥1, плотности вероятности перехода 𝑟(𝑡′,𝑡;𝑥1) = 1
2𝑥1

, и вероятности обрыва цепи
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𝑝(𝑡′;𝑥1) = 𝑃0. Переходные плотности, следовательно, связаны следующим соотношением:

𝑝(𝑡′,𝑡;𝑥1) =
1

𝜆
𝑝(𝑡′,𝑡;𝑥)

Таким образом, простой характер построенной цепи Маркова позволяет естественным способом

масштабировать её на требуемую область интегрирования, и, тем самым, получать выборочное

значение оценки для всех значений параметра при фактическом моделировании только одной

цепи Маркова. Это позволяет сократить время расчётов.

Алгоритм вычисления выборочного значения оценки для решения уравнения М.Г. Крейна (1.28)

для области 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥) на основе метода подобных траекторий выглядит следующим об-

разом:

1. Моделирование выборочное значения цепи Маркова 𝑡0, . . . 𝑡𝑁 на интервале (−𝑥𝑚𝑖𝑛,𝑥𝑚𝑎𝑥),

соответствующую начальной точке 𝑡0 = 𝑥𝑚𝑖𝑛, плотности вероятности перехода 𝑟(𝑡′,𝑡) =
1

2𝑥𝑚𝑖𝑛
, и вероятности обрыва цепи 𝑝(𝑡′) = 𝑃0.

2. Вычисление для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥) коэффициенты

𝑄0(𝑥) = 1, 𝑄𝑛 = 𝑄𝑛(𝑥) = 𝑄𝑛−1(𝑥) · 𝑘(𝑡𝑚(𝑥),𝑡𝑚−1(𝑥))

𝑝(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)
=

= 𝑄𝑛−1(𝑥) · 1

−2𝑓(+0)

𝑓 ′(𝜆 · (𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1)) · 2𝑥

1 − 𝑃0

, (3.16)

где 𝜆 = 𝑥
𝑥𝑚𝑖𝑛

3. Вычисление для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥)

𝜉(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑄𝑛(𝑥)ℎ(𝜆 * 𝑡𝑛) =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑄𝑛(𝑥) * 1

−2𝑓(+0)
(3.17)

Отметим, что конечность дисперсии оценки, полученной на основе данного алгоритма, в отличие

от прямого моделирования, не гарантирована. Конечность дисперсии оценки (3.17), как и ранее,

обуславливается сходимостью ряда Неймана для интегрального оператора с ядром

𝐾𝑝(𝑡,𝑠;𝑥) =
𝑘2(𝑡,𝑠;𝑥)

𝑝(𝑡,𝑠)
=

2𝑥 · 𝑓 ′2(𝑡− 𝑠)

1 − 𝑃0

(3.18)

Здесь подразумевается, что соответствующий интегральный оператор определён на интервале

(−𝑥,𝑥).
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3.1.2 Результаты расчётов

Рассмотрим сначала следующее модельное решение задачи (3.9)-(3.10):

𝜎(𝑥) = 1.5 + sin(5𝑥)

На рисунке 3.1 приведён график данной функции. Первоначально задача рассматривалась на

интервале 𝑥 ∈ (0,1). Для этого решения была решена прямая задача на основе соотношений

(3.7)-(3.8), количество узлов сетки 𝑁𝑥 = 100. Результат этого решения - данные обратной

задачи 𝑓(𝑡) и их производная 𝑓 ′(𝑡) приведены на рисунках 3.2,3.3. На рисунке 3.4 приведён
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Рисунок 3.1: Точное решение
обратной задачи 𝜎(𝑥)
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Рисунок 3.2: Данные обратной задачи
𝑓(𝑡)

график нормы интегрального оператора 𝐾1, вычисленной на основе соотношения (3.12), на

котором наблюдается рост нормы интегрального оператора с увеличением глубины (параметра

𝑥). Учитывая это, в дальнейшем будем рассматривать решение обратной задачи на отрезке

𝑥 ∈ (0,𝐿), 𝐿 = 0.7. Результаты оценок решения обратной задачи на основе метода прямого

моделирования приведён в таблице 3.1. В ней для набора значений параметра 𝑥 = 0.1, . . . 0.7

приведены значения точного решения уравнения М.Г. Крейна (функция 𝑉 (𝑥,𝑥)), приближённого

решения, полученного путём осреднения выборочных значений смоделированной оценки по

столкновениям 𝜉 ((3.13)-(3.14)), а также значения выборочной дисперсии оценки и соответству-

ющего доверительного интервала. В ходе расчётов количество траекторий было выбрано равным

𝑁 = 5000. В ходе расчётов для данных обратной задачи (полученные численно) использовалась

кусочно-линейная аппроксимация. Расчёты проводились на персональном компьютере на базе

процессора Intel(R)Core(TM) i5 с частотой 3.5 GHz.

Теперь рассмотрим результаты численных экспериментов, полученных на основе пред-

ложенного варианта метода подобных траекторий (3.17)-(3.18). На рисунке 3.5 приведены

расчёты норм интегрального оператора 𝐾𝑝, обуславливающего конечность дисперсии оценки.

Были рассмотрены два варианта метода, соответствующие вероятностям обрыва 𝑃 = 0.5 и
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Прямое моделирование

x Точное решение Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.1 0.28858 0.28766 0.0048 0.0131
0.2 0.26641 0.26206 0.0057 0.0177
0.3 0.25832 0.25986 0.0060 0.0196
0.4 0.26359 0.26380 0.0064 0.0224
0.5 0.28249 0.27940 0.0079 0.0350
0.6 0.31868 0.31640 0.0108 0.0676
0.7 0.38474 0.38073 0.0193 0.2086

Таблица 3.1: Прямое моделирование - результаты численных экспериментов

𝑃 = 0.1 соответственно. Можно отметить, что с ростом глубины норма оператора растёт, и

для вероятности обрыва 𝑃 = 0.5, начиная с некоторого момента, становится больше единицы.

Следовательно, для данных значений параметра 𝑥 и вероятности обрыва нельзя гарантиро-

вать конечность дисперсии оценки, построенной с помощью метода подобных траекторий.

Вероятность 𝑃 = 0.1 была выбрана как максимальное значение вероятности обрыва, при

которых норма оператора 𝐾𝑝 меньше единицы. Результаты численных экспериментов для

метода подобных траекторий приведены в таблицах 3.2, 3.3. Как следует из расчётов, у оценок,

Метод подобных траекторий (𝑃 = 0.1)

x Точн. реш. Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.1 0.28858 0.28840 0.0006 0.000237
0.2 0.26641 0.26594 0.0011 0.000739
0.3 0.25832 0.25761 0.0018 0.001873
0.4 0.26359 0.26259 0.0031 0.005407
0.5 0.28249 0.28105 0.0053 0.015629
0.6 0.31868 0.31590 0.0097 0.053233
0.7 0.38474 0.37642 0.0282 0.275403

Таблица 3.2: Метод подобных траекторий (𝑃 = 0.1) - результаты расчётов.
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Рисунок 3.5: Метод подобных траекторий -норма интегрального оператора 𝐾𝑝.

Метод подобных траекторий (𝑃 = 0.5)

x Точн. реш. Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.1 0.28858 0.28876 0.0019 0.002048
0.2 0.26641 0.26677 0.0031 0.005458
0.3 0.25832 0.25905 0.0042 0.009871
0.4 0.26359 0.26457 0.0058 0.018982
0.5 0.28249 0.28331 0.0093 0.047100
0.6 0.31868 0.32091 0.0190 0.221269
0.7 0.38474 0.41439 0.0598 3.494579

Таблица 3.3: Метод подобных траекторий (𝑃 = 0.5) - результаты расчётов.

построенных на основе метода подобных траекторий, наблюдается значительное увеличение

дисперсии при приближении к максимальным рассматриваемым значениям глубины 𝑥. Это

связано с тем, что перестаёт выполнять условие сходимости ряда Неймана, позволяющего

сделать вывод о конечности дисперсии этих оценок. У оценки, построенной на основе метода

прямого моделирования, рост дисперсии при увеличении глубины не является столь резким. Тем

не менее, при меньших значениях глубины оценки, полученные с помощью метода подобных

траекторий, имеют меньшую дисперсию (значительно меньшую при малых значениях глубины),

что связано с множителем 2𝑥, входящим в выражение интегрального оператора (3.18). Очень

большое значение дисперсии оценки на основе подобных траекторий при 𝑥 = 0.7 в случае

𝑃 = 0.5 обусловлено тем, что норма интегрального оператора 𝐾𝑝, как видно на рисунке 3.5,

становится больше единицы, при данном значении параметра нет возможности гарантировать

конечность дисперсии оценки. Другими словами, метод прямого моделирования позволяет

вычислять решение обратной задачи для всех значений глубины 𝑥, при которых сходится ряд

Неймана для уравнения (1.28), в то время как максимальное значение параметра 𝑥, при котором

возможно решение обратной задачи на основе метода подобных траекторий, ограничено
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|𝑣 − 𝑣𝑒𝑥|𝑚𝑎𝑥 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 (ms) 𝐷𝜉𝑚𝑎𝑥 𝐶𝑚𝑎𝑥

CVM 0.002 350 - -
Прямое моделир. 0.009 420 0.2086 87.61
МПТ ( 𝑃 = 0.1) 0.005 223 0.2754 61.41

Таблица 3.4: Сравнительный анализ метода прямого моделирования и метода подобных
траекторий (МПТ)

дополнительным условием сходимости ряда Неймана для оператора 𝐾𝑝. Учитывая этот факт, в

дальнейшем будем рассматривать только вариант МПТ с вероятностью обрыва 𝑃 = 0.1.

В таблице 3.4 приведены результаты сравнения точности и трудоёмкости указанных методов

для решения обратной задачи на интервале 𝑥 ∈ (0.1, 0.7). В графе 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 приведено суммарное

время, затраченное на решение (во всех точках), в графах 𝐷𝜉𝑚𝑎𝑥 - максимальное (по глу-

бине) значение дисперсии оценок на данном интервале соответственно, в графах 𝐶𝑚𝑎𝑥, 𝐶𝑚𝑒𝑎𝑛

приведены произведение временных затрат и максимального значения дисперсии оценки для

характеристики трудоёмкости рассмотренных методов. Число траекторий во всех случаях

было равно 𝑁 = 5000. Для сравнения также был использован детерминистский стандартный

алгоритм решения линейных систем из библиотеки cvmlib.

Анализ таблицы 3.4 позволяет утверждать, что, метод решения обратной задачи акустики

на основе метода подобных траекторий является более эффективным, по сравнению с мето-

дом прямого моделирования, с вычислительной точки зрения. Однако необходимо отметить, что

эффективность метода прямого моделирования сильно зависит от характера данных обратной

задачи, поскольку на разных вариантах данных трудоёмкость метода исключения для модели-

рования элементов цепи Маркова будет меняться. Отметим также, что трудоёмкость методов

Монте-Карло может быть значительно (кратно) улучшена при распараллеливании вычислений,

в то время как стандартные детерминистические методы решения систем с заполненной матри-

цей ускоряются при использовании многопроцессорных вычислений менее эффективно.

На рисунках 3.6, 3.7 показаны результаты решения обратной задачи. На рисунке 3.6 приве-

дены результаты решения уравнения Крейна (1.28) - функции 𝑉 (𝑥,𝑥). На рисунке 3.6 показа-

но решение обратной задачи -функция 𝜎(𝑥), вычисленная по 𝑉 (𝑥,𝑥) с помощью соотношения

(1.29). Здесь красным показано точное решение, зелёным - решение методом подобных траекто-

рий, синим - решение методом прямого моделирования. Расчёты проводились для числа узлов

𝑁𝑥 = 100, тем самым для решения обратной задачи необходимо было разрешить 𝑁𝑥 уравнений.

Расчёты производились для 𝑁 = 5000 траекторий.

Рассмотрим теперь ещё один модельный пример, соответствующий кусочно-постоянному реше-

нию обратной задачи:

𝜎(𝑥) =

⎧⎨⎩ 1, 0 ≤ 𝑥 < 0.5,

2, 0.5 ≤ 𝑥 ≤ 1
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разующая ядро уравнения Крейна) приведены на рисунках 3.8, 3.9 (красным цветом). Разрыв в

акустической жесткости 𝜎(𝑥) приводит к кусочно-постоянному характеру данных, что проявля-

ется при их численном дифференцировании. Хотя теоретическое обоснование метода Гельфанда-

Левитана-Крейна получено для гладких функций, апробация методов для случая разрывных ре-

шений представляет интерес с точки зрения возможного использования методов на реальных

данных.

Проведём сравнительный анализ метода прямого моделирования и метода подобных траекто-

рий с вероятностью обрыва 𝑃 = 0.1. Для данных расчётов были выбраны параметры сетки

𝑁𝑥 = 100, ℎ𝑥 = 0.01. Число траекторий в обоих случаях 𝑁 = 10000.

Результаты расчётов приведены в таблицах 3.5, 3.6. Нулевые значения дисперсии оценки для
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Метод прямого моделирования

x Точн. реш. Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.25 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000
0.50 0.4082 0.4080 0.0058 0.0375
0.75 0.4082 0.4041 0.0059 0.0392
1.00 0.4082 0.4023 0.0059 0.0396

Таблица 3.5: Кусочно-постоянное решение - расчёты методом прямого моделирования

Метод подобных траекторий

x Точн. реш. Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.25 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000
0.50 0.4082 0.4171 0.0237 0.6245
0.75 0.4082 0.4118 0.0204 0.4626
1.00 0.4082 0.4222 0.0588 3.8490

Таблица 3.6: Кусочно-постоянное решение - расчёты методом подобных траекторий

точек 𝑥 < 0.5 связаны с тем, что при в соответствующей области ядро интегрального уравнения

принимает только нулевые значения, и соответствующее уравнение вырождается в равенство.

Далее, в остальных точках (𝑥 ≥ 0.5) оценки, построенные с помощью метода прямого моделиро-

вания, имеют значительно меньшую дисперсию по сравнению с методом подобных траекторий.

Это обусловлено тем фактом, что данные обратной задачи имеют разрыв в точке 𝑥 = 0.5. Данное

обстоятельство приводит к тому, что с ростом параметра сетки 𝑁𝑥 ядро интегрального уравне-

ния приобретает слагаемое вида дельта-функции, из-за чего перестаёт сходиться ряд Неймана

для интегрального оператора с ядром

𝐾𝑝(𝑡,𝑠;𝑥) =
2𝑥 · 𝑓 ′2(𝑡− 𝑠)

1 − 𝑃0

Следовательно, в данном случае использование оценки, построенной с помощью метода по-

добных траекторий, приводит к невозможности гарантировать конечность её дисперсии. При

этом оценки, построенные с помощью метода прямого моделирования, свободны от данной

проблемы, поскольку конечность их дисперсии гарантируется сходимостью ряда Неймана для

исходного интегрального оператора (точнее, для модуля исходного ядра). Норма интегрального

оператора связана, вообще говоря, с величиной скачка в данных и в рассматриваемом случае

меньше единицы (точнее, |𝐾| < 0.4 ).

Указанный недостаток может быть отчасти преодолён сглаживанием данных обратной задачи.

Рассмотрим вместо данных обратной задачи 𝑓(𝑡) функцию 𝑓𝛼(𝑡), построенную как свёртку дан-

ных с усредняющим ядром Соболева:

𝑓𝛼(𝑡) = 𝑓(𝑡) * 𝜔𝛼(𝑥) =

∫︁
𝑓(𝑦)𝜔(

|𝑥− 𝑦|
𝛼

)𝑑𝑦 (3.19)
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Здесь

𝜔𝛼(𝑡) =

⎧⎨⎩𝐶𝛼 · exp(
1

𝑡2 − 1
), |𝑡| < 1,

0, |𝑡| ≥ 1

При этом 𝛼 - параметр, задающий «ширину» окна сглаживания, константа 𝐶𝛼 - нормировочная

и выбирается таким образом, чтобы
∫︀
R
𝜔𝛼(𝑡)𝑑𝑡 = 1. Для проведения расчётов был выбран пара-

метр сглаживания 𝛼 = 4ℎ𝑥 = 0.04. Производная сглаженных данных приведена на рисунке 3.9

(синим). Сравнение норм интегральных операторов 𝐾𝑝, определяющих конечность дисперсии

оценки метода подобных траекторий, для исходных (красным) и сглаженных (синим) данных

приведено на рисунке 3.10. Как и следовало ожидать, сглаживание разрыва в данных позволя-

ет «размазать» сингулярность производной. Это позволило гарантировать конечность дисперсии

оценки в случае решения обратной задачи на сглаженных данных. В таблице 3.7 приведены
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Рисунок 3.10: Кусочно-постоянное решение - уменьшение нормы интегрального оператора,
определяющего дисперсию оценки метода подобных траекторий, при сглаживании данных.

результаты решения обратной задачи на сглаженных данных. Отметим, что, несмотря на значи-

тельное улучшение значений по сравнению с точными данными, дисперсии построенных оце-

нок больше, чем в случае решения методом прямого моделирования. Следует также указать,

что несовпадение точного и приближенного решений при 𝑥 = 0.5 обусловлено тем, что в этой

точке происходит разрыв решения уравнения Крейна, который сглаживается при использовании

сглаженных данных. Это можно наблюдать на рисунке 3.12.

На рисунках 3.11, 3.12 показаны результаты решения обратной задачи. На рисунке 3.11 пред-

ставлено решение уравнения Крейна (1.28) - функции 𝑉 (𝑥,𝑥). На рисунке 3.12 показано решение

обратной задачи -функция 𝜎(𝑥), вычисленная по 𝑉 (𝑥,𝑥) с помощью соотношения (1.29). Здесь

красным показано точное решение, зелёным - решение МПТ, синим - решение МПТ для сгла-

женных данных, чёрным - решение методом прямого моделирования. Расчёты проводились для

числа узлов 𝑁𝑥 = 100, тем самым для решения обратной задачи необходимо было разрешить 𝑁𝑥
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МПТ - сглаженные данные

x Точн. реш. Прибл. решение Дов. интервал 3
√
𝐷𝜉√
𝑁

Дисперсия 𝐷𝜉
0.25 0.5000 0.5000 0.0000 0.0000
0.50 0.4082 0.4428 0.0069 0.0537
0.75 0.4082 0.4093 0.0123 0.1687
1.00 0.4082 0.4045 0.0178 0.3559

Таблица 3.7: Кусочно-постоянное решение - расчёты МПТ для сглаженных данных

уравнений. Расчёты производились для 𝑁 = 10000 траекторий.
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Рисунок 3.11: Кусочно-постоянный
случай - решение уравнения Крейна
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Рисунок 3.12: Кусочно-постоянный
случай - решение обратной задачи

В таблице 3.8 приведено сравнение трудоёмкости метода прямого моделирования(на исход-

ных и на сглаженных данных) и метода подобных траекторий (на сглаженных данных). Число

траекторий во всех случаях было равно 𝑁 = 5000. Для сравнения трудоёмкости также был

использован детерминистский стандартный алгоритм решения линейных систем из библиотеки

cvmlib.

Отметим, что при переходе к сглаженным данным временные затраты для метода прямого мо-

делирования значительно снижаются. Это связано с тем, что сглаживание «пика» производной

увеличивает эффективность построенной мажоранты. При этом с ростом числа узлов сетки вре-

менные затраты метода подобных траекторий растут медленнее, что, разумеется, связано с тем,

что метод прямого моделирования рассматривает каждое уравнение независимо. Что касается

сравнения с детерминистским подходом, то его скорость работы в случае малых размерностей

систем (соответствует малым значениям 𝑁𝑥 ) ожидаемо превосходит показатели статистических

алгоритмов. Однако с увеличением параметра разбиения 𝑁𝑥 временные затраты стандартных

методов решения будут значительно возрастать (речь идёт о решении 𝑁𝑥 систем возрастающей

размерности, при этом трудоёмкость стандартных алгоритмов, как правило, имеет вид 𝑂(𝑁3) ).
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N = 100 Пр.Мод. Пр. мод. (сглаж. данные) МПТ CVM
𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 (ms) 984 320 250 350
|𝑣 − 𝑣𝑒𝑥|𝑚𝑎𝑥 0.0054 0.0050 0.085 0.0052

Таблица 3.8: Кусочно-постоянное решение - сравнение со стандартным методом

Рассмотрим ещё один пример численных расчётов. В качестве модельного решения рассмот-

рим значения параметров, соответствующие модели Юрубчено — Тохомской зоны нефтегазона-

копления [139]. Значения модельных параметров представлены в таблице 3.9. После преобразо-

Глубина подошвы, м 170 470 870 1070 1320 1600 2100 2200 2300 2760 ∞
𝑣𝑠(𝑧), м/с 900 1700 3100 3500 2700 3200 2850 3400 2800 3400 1500
𝜌(𝑧), т/м3 2.1 2.4 2.65 2.75 2.5 2.7 2.6 2.75 2.6 2.8 2.4

Таблица 3.9: Модельная задача - параметры среды

вания годографа и обезразмеривания получим значения параметров, представленные в таблице

3.10.

Сначала рассмотрим восстановление акустической жёсткости 𝜎(𝑥). На рисунке 3.13 приведе-

Глуб. под. (x) 0.188 0.364 0.493 0.55 0.642 0.729 0.904 0.933 1.004 1.139 ∞
𝑣𝑠(𝑥) 0.9 1.7 3.1 3.5 2.7 3.2 2.85 3.4 2.8 3.4 1.5
𝜎𝑠(𝑥) 2.1 2.4 2.65 2.75 2.5 2.7 2.6 2.75 2.6 2.8 2.4

Таблица 3.10: Модельная задача - параметры после преобразования годографа

на зависимость нормы интегрального оператора, соответствующего модуля ядра уравнения М.Г.

Крейна, от глубины. Можно заметить, что начиная с 𝑥 = 0.563, норма оператора становится боль-

ше единицы. Учитывая это, в дальнейшем будем рассматривать решение задачи для 𝑥 < 0.55,

что соответствует максимальной рассматриваемой глубине 𝑧 ≈ 1.16км.

Результаты расчётов представлены на рисунке 3.14. Как и ранее, данные обратной задачи были

получены путём решения прямой задачи. Число разбиений по глубине было выбрано равным

𝑁𝑥 = 100. Для решения обратной задачи был использован метод прямого моделирования, коли-

чество траекторий 𝑁 = 5000.

Рассмотрим теперь численный эксперимент по восстановлению скорости 𝑣𝑠(𝑥) для одномерно-

го уравнения колебаний. Согласно результатам главы 1, скорость распространения поперечных

волн может быть восстановлена в ходе рассмотрения следующего семейства (𝑘 = 0,1,2 . . . ) об-
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Рисунок 3.13: Модельная задача - норма интегрального оператора
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Рисунок 3.14: Модельная задача - восстановление акуст. жёсткости

ратных задач:

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝜎′(𝑧)

𝜎(𝑧)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
− 𝑘2𝑣2𝑠𝑈 ; (3.20)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑡<0 ≡ 0; (3.21)

𝜕𝑈

𝜕𝑥
|𝑥=0 =

1

4𝜋𝜎0
𝛿(𝑡); (3.22)

𝑈(𝑥,𝑡; 𝑘)|𝑥=0 = 𝑓𝑘(𝑡). (3.23)
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Данная задача эквивалентна решению уравнения Гельфанда - Левитана:

𝑤̃𝑘(𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 ′
𝑘(𝑡− 𝜏)𝑤̃𝑘(𝑥,𝜏)𝑑𝜏 = −1

2
[𝑓 ′

𝑘(𝑡− 𝑥) + 𝑓 ′
𝑘(𝑡+ 𝑥)], 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥). (3.24)

Скорость поперечных волн 𝑣𝑠 восстанавливается согласно соотношению:

𝑣2𝑠(𝑥) =
4

𝑘22 − 𝑘21

𝑑

𝑑𝑥
(𝑤𝑘2(𝑥,𝑥− 0) − 𝑤𝑘1(𝑥,𝑥− 0)) (3.25)

Также, как и в случае обратной задачи для уравнения акустики, данные 𝑓𝑘(𝑡) обратной задачи

получены в ходе решения прямой задачи (3.20)-(3.23) при заданных 𝜎(𝑥), 𝑣𝑠(𝑥). Решение прямой

задачи производилось путём сведения к конечно-разностным соотношениям, аналогично схеме

(3.7)-(3.8). Алгоритмы решения уравнения Гельфанда - Левитана (3.24) методами подобных тра-

екторий и прямого моделирования будут аналогичны уже сформулированным выше, поэтому их

детальное описание приводиться не будет.

На рисунке 3.15 представлены результаты восстановления скорости 𝑣𝑠(𝑥) на основе соотноше-
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Рисунок 3.15: Модельная задача - восстановление скорости. Красный - точное решение,
зелёный - решение МПТ, синий, чёрный - решение методом прямого моделирования.

ний (3.24)-(3.25). Число траекторий для метода подобных траекторий и метода прямого моде-

лирования было выбрано одинаковым и равным 𝑁 = 5000. Вероятность обрыва цепи в методе

подобных траекторий было выбрано 𝑃 = 0.1.

Красным представлено точное решение, зелёным - решение, полученное методом подобных тра-

екторий, синим - решение, полученное методом прямого моделирования. Отметим, что силь-

но осциллирующий характер решения, полученного методом прямого моделирования, связан с

численным дифференцированием, стоящим за соотношением (3.25). Это приводит к тому, что

погрешность решения уравнения Гельфанда - Левитана методом прямого моделирования, име-
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ющая случайный характер, значительно усиливает своё влияние. Для того, чтобы преодолеть

этот эффект, необходима регуляризация соотношения (3.25). Так, чёрным цветом на рисунке

3.12 представлено решение на основе метода прямого моделирования в сочетании со сглажи-

ванием функций 𝑤𝑘(𝑥,𝑥 − 0) Соболевским ядром в соответствии с (3.19). Можно заметить, что

такое сглаживание позволяет преодолеть трудности, связанные с численным дифференцирова-

нием решения, содержащего погрешности, имеющие стохастический характер. Отметим также,

что метод подобных траекторий свободен от этого недостатка, поскольку для каждого значения

𝑥 используется один и тот же набор траекторий.

Далее, если функция 𝑣𝑠(𝑥) вычислена, то можно обратить преобразование годографа:

𝑧 =

𝑥∫︁
0

𝑣𝑠(𝜉)𝑑𝜉

Таким образом, можно вычислить значение скорости в исходных координатах. Результаты пред-

ставлены на рисунке 3.16: красным - точное решение, зелёным - решение методом подобных

траекторий, чёрным - решением методом прямого моделирования (в сочетании со сглаживани-

ем).
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Рисунок 3.16: Модельная задача - восстановление скорости. Исходные координаты.

3.2 Решение двумерной обратной задачи для уравнения коле-

баний

В этом разделе мы рассмотрим описание алгоритма численных экспериментов по решению

обратной задачи для уравнения колебаний в случае двух пространственных переменных, рас-
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смотренной в главе 1:

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 = 𝑢(𝑘)𝑥𝑥 + 𝑢(𝑘)𝑦𝑦 − 𝑞(𝑥,𝑦)𝑢(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡), 𝑥 ∈ (−𝑇, 𝑇 ), 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑡 ∈ (0, 2𝑇 ), 𝑘 ∈ Z

𝑢(𝑘)|𝑡=0 = 0, 𝑢
(𝑘)
𝑡 |𝑡=0 = 𝛿(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝑥 ∈ (−𝑇, 𝑇 ), 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑘 ∈ Z

𝑢(𝑘)|𝑥=0 = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 0, 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑡 ∈ (0, 2𝑇 ), 𝑘 ∈ Z

Здесь, как и ранее, мы предполагаем, что 𝑞(−𝑥,𝑦) = 𝑞(𝑥,𝑦), 𝑥 > 0. Было показано, что данная

задача может быть сведена к решению многомерного аналога уравнения Гельфанда-Левитана

(1.61):

̃︀𝑤(𝑘)(𝑥,𝑦,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

∑︁
𝑚

̃︀𝑤(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = −1

2

[︁
𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡− 𝑥) + 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡+ 𝑥)

]︁
,

𝑥 ∈ (0,𝑇 ), 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑦 ∈ (−𝜋,𝜋), 𝑘 ∈ Z

Напомним, что 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡) - коэффициенты разложения функций 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡) в ряд Фурье. Кроме того,

функции 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡) (а, следовательно, и 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡)) являются четными функциями переменной 𝑡. При

этом решение обратной задачи может быть получено с помощью равенств (1.63)-(1.64):

𝑞(𝑥,𝑦) = 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦,𝑥− 0), 𝑥 ∈ [0,𝑇 ]

𝑞(−𝑥,𝑦) = 𝑞(𝑥,𝑦), 𝑥 ∈ [0,𝑇 ]

Для вычисления решения обратной задачи на основе соотношений (1.63)-(1.64) можно ре-

шать двумерный аналог уравнения Гельфанда-Левитана (1.61) в каждой точке 𝑦𝑗 = 𝑗ℎ𝑦, 𝑗 =

−𝑁𝑦, . . . 𝑁𝑦, ℎ𝑦 = 2𝜋
𝑁𝑦

. В данной работе мы используем другой подход, основанный на исполь-

зовании описанного в разделе 1.2.2 𝑁 - приближения обратной задачи. Будем считать, что все

коэффициенты Фурье (относительно переменной 𝑦) функций 𝑞(𝑥,𝑦), 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) и ̃︀𝑤(𝑘) с номерами

𝑚 > |𝑁𝐹 | равны нулю. Тогда, как было показано в разделе 1.2.2, уравнение (1.61) может быть

аппроксимировано 𝑁 - приближением (1.74):

̃︁𝑊 (𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

̃︁𝑊 (𝑥,𝑠)𝐹 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = −1

2
[𝐹 ′(𝑡− 𝑥) + 𝐹 ′(𝑡+ 𝑥)] , 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥).

Здесь ̃︁𝑊 (𝑥,𝑡), 𝐹 ′(𝑡) - матрицы, составленные из коэффициентов Фурье функций ̃︀𝑤(𝑘) и 𝑓 (𝑘) соот-

ветственно. При этом имеет место равенство (1.75):

𝑄(𝑥) = −𝐾 + 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︁𝑊 (𝑥,𝑥− 0) (3.26)
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Здесь, 𝑄(𝑥),̃︁𝑊 (𝑥,𝑡), 𝐹 ′(𝑡), 𝐾 - матрицы размера (2𝑁𝐹 + 1) × (2𝑁𝐹 + 1). Матрица 𝐾 является

диагональной: 𝐾 = diag(𝑁2
𝐹 , (𝑁𝐹 −1)2, . . . , 1, 0, 1, . . . 𝑁2

𝐹 ). Матрица 𝑄(𝑥) имеет следующий вид:

𝑄(𝑥) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑞0 . . . 𝑞−𝑁𝐹
0 . . . 0

𝑞1 𝑞0 . . . 𝑞−𝑁𝐹
0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

𝑞𝑁𝐹
. . . 𝑞0 . . . 𝑞−𝑁𝐹+1 𝑞−𝑁𝐹

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 𝑞𝑁𝐹
. . . . . . 𝑞0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(𝑥). (3.27)

Использование 𝑁 - приближения позволяет перейти от решения 2𝑁𝑦 + 1 систем интегральных

уравнений в каждой точке сетки по переменной 𝑦 к решению 2𝑁𝐹 + 1 уравнений, задаваемых

(1.74). Более того, связь между ̃︁𝑊 (𝑥,𝑥−0) и 𝑄(𝑥), задаваемая (1.75), а также структура матрицы

𝑄(𝑥), заданная (3.27), приводят к тому, что для определения всех 2𝑁𝐹 + 1 коэффициентов

искомой функции 𝑞(𝑥,𝑦) достаточно вычислить только одну строку матрицы ̃︁𝑊 (𝑥,𝑥 − 0).

Таким образом, переход к решению уравнения (1.74) позволяет свести задачу к решению одной

системы интегральных уравнений (для каждого значения 𝑥).

3.2.1 Решение обратной задачи методом Монте-Карло

Перепишем 𝑁 - приближение двумерного аналога уравнения Гельфанда-Левитана (1.74) в

следующем виде:

̃︁𝑊 𝑇 (𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

𝐹 ′(𝑡− 𝑠)̃︁𝑊 𝑇 (𝑥,𝑠)𝑑𝑠 = −1

2

[︀
𝐹 ′𝑇 (𝑡− 𝑥) + 𝐹 ′𝑇 (𝑡+ 𝑥)

]︀
, 𝑥 > 0, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥).

Как было упомянуто ранее, для решения обратной задачи нам достаточно определить только

одну строку матрицы ̃︁𝑊 (𝑥,𝑥 − 0) с номером 𝑁𝐹 + 1, что равносильно определению 𝑁𝐹 + 1 -го

столбца матрицы ̃︁𝑊 𝑇 (𝑥,𝑥−0). Тогда мы можем переформулировать задачу следующим образом:

Φ(𝑡;𝑥) =

∫︁
Ω

𝐾(𝑡,𝑠;𝑥)Φ(𝑠;𝑥)𝑑𝑠+𝐻(𝑡;𝑥), 𝑥 ∈ Λ = (0, 𝐿].
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Здесь

Ω = [−𝑥, 𝑥],

𝐾(𝑡,𝑠;𝑥) = −𝐹 ′𝑇 (𝑡− 𝑠), 𝑡,𝑠 ∈ (−𝑥,𝑥),

Φ(𝑡;𝑥) =
[︁ ̃︀𝑤(−𝑁𝐹 )

0 , . . . ̃︀𝑤(𝑁𝐹 )
0

]︁𝑇
(𝑥,𝑡),

𝐻(𝑡;𝑥) = −1

2

(︂[︁
𝑓
(−𝑁𝑓 )
0

′
. . . 𝑓

(𝑁𝑓 )
0

′]︁𝑇
(𝑥− 𝑡) +

[︁
𝑓
(−𝑁𝑓 )
0

′
. . . 𝑓

(𝑁𝑓 )
0

′]︁𝑇
(𝑥− 𝑡)

)︂
.

Предположим, что для всех 𝑥 ∈ (0,𝐿) выполнено условие

||𝐾|| = sup
𝑡,𝑖

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑥∫︁
−𝑥

|𝑘𝑖𝑗(𝑡,𝑠)|𝑑𝑠 < 1

В этом случае гарантирована сходимость ряда Неймана для рассматриваемой задачи. В ходе чис-

ленных расчётов для таблично заданных функций 𝑓 (𝑘)
𝑚 данная норма приближённо вычислялась

на основе следующего выражения:

||𝐾|| ≈ max
𝑘=−𝑀...𝑀

max
𝑖=−𝑁𝐹 ...𝑁𝐹

𝑀−1∑︁
𝑙=−𝑀+1

𝑁𝐹∑︁
𝑗=−𝑁𝐹

ℎ|𝑓 (𝑖)
𝑗

′
(|𝑘− 𝑙|ℎ)|+0.5ℎ(|𝑓 (𝑖)

𝑗

′
(|𝑘−𝑀 |ℎ)|+ |𝑓 (𝑖)

𝑗

′
(|𝑘+𝑀 |ℎ)|)

(3.28)

Рассмотрим алгоритм решения этого семейства систем линейных интегральных уравнений на

основе векторного варианта метода подобных траекторий. Введём цепь Маркова {𝑡𝑛} с переход-

ной плотностью

𝑝(𝑡′,𝑡) = 𝑟(𝑡′,𝑡)(1 − 𝑔(𝑡′))

Здесь 𝑟(𝑡′,𝑡) - плотность вероятностей перехода, 𝑔(𝑡′) - вероятность обрыва цепи при переходе

𝑡′ → 𝑡. Предположим, что выполнены условия несмещённости

𝑝(𝑥,𝑦) > 0, если
𝑚∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)| > 0

Тогда можно определить оценку по столкновениям:

𝜉𝑡0(𝑥) = 𝐻(𝑡0;𝑥) +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖(𝑥)𝐻(𝑡𝑖;𝑥)

Здесь матричные веса 𝑄𝑖 задаются следующими соотношениями:

𝑄0(𝑥) = 1, 𝑄𝑖(𝑥) = 𝑄𝑖−1(𝑥) · 𝐾(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1;𝑥)

𝑝(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)
= 𝑄𝑖−1(𝑥) · 𝐾(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1;𝑥)

𝑟(𝑡𝑚, 𝑡𝑚−1)(1 − 𝑝(𝑡𝑚−1))

При этом

𝐸𝜉𝑡0(𝑥) = 𝜙(𝑡0;𝑥)
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Учитывая, что, как и в одномерном случае, область интегрирования в уравнении меняется с

глубиной, мы будем использовать цепь Маркова, основанную на равномерном распределении,

поскольку оно естественным образом масштабируется на различные значения области инте-

грирования, и позволяет использовать одну цепь Маркова для вычисления решения уравнения

Гельфанда-Левитана для всех рассматриваемых значений параметра 𝑥. В итоге получим следу-

ющий алгоритм:

1. Моделирование выборочного значения цепи Маркова 𝑡0, . . . 𝑡𝑁 на интервале (−𝑥𝑚𝑖𝑛,𝑥𝑚𝑎𝑥),

соответствующую начальной точке 𝑡0 = 𝑥𝑚𝑖𝑛, плотности вероятности перехода 𝑟(𝑡′,𝑡) =
1

2𝑥𝑚𝑖𝑛
, и вероятности обрыва цепи 𝑝(𝑡′) = 𝑃0.

2. Вычисление для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥) коэффициентов

𝑄0(𝑥) = 1, 𝑄𝑛 = 𝑄𝑛(𝑥) = 𝑄𝑛−1(𝑥) · 𝐾(𝑡𝑚(𝑥),𝑡𝑚−1(𝑥))

𝑝(𝑡𝑚,𝑡𝑚−1)
=

= 𝑄𝑛−1(𝑥) · −𝐹
′(𝜆 · (|𝑡𝑚 − 𝑡𝑚−1|)) · 2𝑥

1 − 𝑃0

, (3.29)

где 𝜆 = 𝑥
𝑥𝑚𝑖𝑛

3. Вычисление для всех 𝑥 ∈ (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥)

𝜉(𝑥) =
𝑁∑︁

𝑛=0

𝑄𝑛(𝑥)𝐻(𝜆 * 𝑡𝑛)

Конечность дисперсии данной оценки может быть гарантирована выполнением следующего

условия:

||𝐾𝑝||𝐿∞ = sup
𝑖,𝑥

∫︁
𝑋

(︁∑︀𝑚
𝑗=1 𝑘𝑖𝑗(𝑥,𝑦)

)︁2
𝑝(𝑥,𝑦)

𝑑𝑦 < 1 (3.30)

Здесь подразумевается, что соответствующий интегральный оператор определён на интервале

(−𝑥,𝑥). В ходе численных расчётов для таблично заданных функций 𝑓 (𝑘)
𝑚 данная норма прибли-

жённо вычислялась на основе следующего выражения:

||𝐾𝑝||(𝑥) ≈ 2𝑥

1 − 𝑃0

max
𝑘=−𝑀...𝑀

max
𝑖=−𝑁𝐹 ...𝑁𝐹

⎡⎣ 𝑀−1∑︁
𝑙=−𝑀+1

ℎ

(︃
𝑁𝐹∑︁

𝑗=−𝑁𝐹

ℎ|𝑓 (𝑖)
𝑗

′
(|𝑘 − 𝑙|ℎ)|

)︃2

+

+
ℎ

2

(︃
𝑁𝐹∑︁

𝑗=−𝑁𝐹

|𝑓 (𝑖)
𝑗

′
(|𝑘 +𝑀 |ℎ)|

)︃2

+
ℎ

2

(︃
𝑁𝐹∑︁

𝑗=−𝑁𝐹

|𝑓 (𝑖)
𝑗

′
(|𝑘 −𝑀 |ℎ)|

)︃2
⎤⎦ . (3.31)
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3.2.2 Сведение к СЛАУ и решение стохастическим проекционным методом

Зафиксируем некоторое значение 𝑁𝐹 и рассмотрим 𝑁 - приближение уравнения Гельфанда-

Левитана (1.74):

̃︁𝑊 (𝑥,𝑡) +

𝑥∫︁
−𝑥

̃︁𝑊 (𝑥,𝑠)𝐹 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 = −1

2
[𝐹 ′(𝑡− 𝑥) + 𝐹 ′(𝑡+ 𝑥)] , 𝑥 ∈ (0,𝑇 ), 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥).

Зафиксируем точку 𝑥 = 𝑀ℎ и обозначим 𝑊[𝑀,𝑗] = 𝑊 (𝑀ℎ,𝑗ℎ). Аппроксимируем интеграл в

левой части (1.74) по формуле трапеций с точностью 𝑂(ℎ2):

𝑥∫︁
−𝑥

̃︁𝑊 (𝑥,𝑠)𝐹 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 =

𝑀ℎ∫︁
−𝑀ℎ

̃︁𝑊 (𝑀ℎ,𝑠)𝐹 ′(𝑡− 𝑠)𝑑𝑠 ≈

≈ ℎ

2
𝑊[𝑀,−𝑀 ]𝐹

′(𝑡+𝑀ℎ) + ℎ𝑊[𝑀,−𝑀+1]𝐹
′(𝑡+ (𝑀 − 1)ℎ) + · · ·+

+ ℎ𝑊[𝑀,𝑀−1]𝐹
′(𝑡− (𝑀 − 1)ℎ) +

ℎ

2
𝑊[𝑀,𝑀 ]𝐹

′(𝑡−𝑀ℎ). (3.32)

Далее, обозначим 𝐹 ′
[𝑖] = 𝐹 ′(𝑖ℎ) и рассмотрим уравнение (1.74) при 𝑡 = 𝑙ℎ. Учитывая (3.32),

получим:

𝑊[𝑀,𝑙] +
ℎ

2
𝑊[𝑀,−𝑀 ]𝐹

′
[𝑙+𝑀 ] + ℎ𝑊[𝑀,−𝑀+1]𝐹

′
[𝑙+𝑀−1] + · · · + ℎ𝑊[𝑀,𝑀−1]𝐹

′
[𝑙−𝑀+1] +

ℎ

2
𝑊[𝑀,𝑀 ]𝐹

′
[𝑙−𝑀 ] =

= −1

2

[︀
𝐹 ′
[𝑙−𝑀 ] + 𝐹 ′

[𝑙+𝑀 ]

]︀
(3.33)

Соотношение (3.33) при различных значениях 𝑙 = −𝑀, . . . ,𝑀 приводит к следующей системе

линейных уравнений(для удобства опустим первый индекс при блоках 𝑊 ):

𝑊[𝑙] +𝑊[−𝑀 ]
ℎ

2
𝐹 ′
[𝑙+𝑀 ] +

𝑀−1∑︁
−𝑀+1

𝑊[𝑗]ℎ𝐹
′
[𝑙−𝑗] +𝑊[𝑀 ]

ℎ

2
𝐹 ′
[𝑙−𝑀 ] = −1

2

[︀
𝐹 ′
[𝑙−𝑀 ] + 𝐹 ′

[𝑙+𝑀 ]

]︀
, 𝑙 = −𝑀, . . . ,𝑀

(3.34)

В матричной форме система принимает следующий вид:

𝑊 (𝐼 + ℎ𝐴) = 𝐵. (3.35)

Здесь 𝐴 - квадратная блочная матрица размера (2𝑁𝐹 + 1)(2𝑀 + 1), имеющая следующий вид:

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
𝐹 ′
[0]

1
2
𝐹 ′
[1] . . . 1

2
𝐹 ′
[2𝑀 ]

𝐹 ′
[−1] 𝐹 ′

[0] . . . 𝐹 ′
[2𝑀−1]

. . . . . . . . . . . .

𝐹 ′
[−2𝑀+1] . . . 𝐹 ′

[0] 𝐹 ′
[1]

1
2
𝐹 ′
[−2𝑀 ] . . . 1

2
𝐹 ′
[−1]

1
2
𝐹 ′
[0]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Матрица 𝐼 - единичная матрица той же размерности. Блок-строки 𝑊,𝐵 имеют размерность

(2𝑁𝐹 + 1) × (2𝑁𝐹 + 1)(2𝑀 + 1) и следующую структуру:

𝑊 =
[︀
𝑊[−𝑀 ]|𝑊[−𝑀+1]| . . . |𝑊[𝑀 ]

]︀
𝐵 = −1

2

[︁
𝐹 ′
[−2𝑀 ] + 𝐹 ′

[0]|𝐹 ′
[−2𝑀+1] + 𝐹 ′

[1]| . . . |𝐹 ′
[0] + 𝐹 ′

[2𝑀 ]

]︁
Решая при каждом 𝑥 = 𝑚ℎ систему (3.35), находим блок-строку 𝑊 , а, следовательно, и матрицу

𝑊[𝑀 ] = 𝑊[𝑀,𝑀 ] = 𝑊 (𝑀ℎ,𝑀ℎ). Затем, используя соотношение (1.75), определяем матрицу 𝑄(𝑥):

𝑄𝑀 = 𝑄(𝑀ℎ) = −𝐾 + 4
𝑑

𝑑𝑥
̃︁𝑊 (𝑥,𝑥− 0)|𝑥=𝑀ℎ = 4

𝑊[𝑀,𝑀 ] −𝑊[𝑀−1,𝑀−1]

ℎ
−𝐾 (3.36)

При этом отметим, что для решения обратной задачи нам достаточно определить только 𝑁𝐹 + 1

- ю строку матрицы 𝑄(𝑥) в каждой конкретной точке, поскольку в силу (3.27) она содержит

все рассматриваемые коэффициенты Фурье 𝑞−𝑁𝐹
, . . . 𝑞𝑁𝐹

решения обратной задачи 𝑞(𝑥,𝑦). Тем

самым, мы можем решать не все 2𝑁𝐹 + 1 систем, составляющих (3.35), а только одну из них,

соответствующую 𝑁𝐹 + 1 - й строке матриц 𝑊 и 𝐵 соответственно.

Далее, учитывая,что функция 𝐹 ′(𝑡) является чётной по переменной 𝑡, матрица 𝐴 является

блочно-симметричной. Теперь, транспонируя (3.35), получаем систему относительно столбца

неизвестных (для простоты сохраним обозначения 𝑊,𝐵, несмотря на то, что далее речь идёт о

векторах, а не о блоках строк или столбцов):

(𝐼 + ℎ𝐴)𝑊 = 𝐵. (3.37)

Здесь

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
2
𝐹 ′
[0]

𝑇 𝐹 ′
[1]

𝑇 . . . 1
2
𝐹 ′
[2𝑀 ]

𝑇

1
2
𝐹 ′
[1]

𝑇 𝐹 ′
[0]

𝑇 . . . 1
2
𝐹 ′
[2𝑀−1]

𝑇

. . . . . . . . . . . .
1
2
𝐹 ′
[2𝑀−1]

𝑇 . . . 𝐹 ′
[0]

𝑇 1
2
𝐹 ′
[1]

𝑇

1
2
𝐹 ′
[2𝑀 ]

𝑇 . . . 𝐹 ′
[1]

𝑇 1
2
𝐹 ′
[0]

𝑇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Система (3.37) решалась с помощью стохастического проекционного метода, изложенного в раз-

деле 2.2. Базовый вариант алгоритма выглядит следующим образом. Зададимся некоторым на-

чальным приближением 𝑥0 и рассмотрим итерационный процес (2.27):

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 +
𝑏𝜈(𝑘) − (𝑎𝜈(𝑘) · 𝑥𝑘)

‖𝑎𝜈(𝑘)‖2
𝑎𝑇𝜈(𝑘)

Для того, чтобы увеличить быстродействие алгоритма за счёт выбора более подходящего на-

чального приближения 𝑥0, мы воспользовались тем фактом, что функция 𝑊 (𝑥,𝑡) является непре-

рывной по переменной 𝑥 в рассматриваемой области. Поэтому является разумным построение

начального приближения решение системы (3.37) в точке 𝑥 = 𝑀ℎ на основе решения, постро-
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енного для 𝑥 = (𝑀 − 1)ℎ:

𝑥0 = 𝑥0;𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥
(1)
0

𝑥
(2)
0
...

𝑥
(2𝑀+1)
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑊[𝑀−1,−(𝑀−1)]

𝑊[𝑀−1,−(𝑀−1)]

𝑊[𝑀−1,−(𝑀−2)]

...

𝑊[𝑀−1,(𝑀−1)]

𝑊[𝑀−1,(𝑀−1)]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.38)

Тем самым мы используем связь между уравнениями, составляющими семейство уравнений

Гельфанда-Левитана. Как показывают расчёты, такой подход позволяет существенно повысить

эффективность метода.

Вернёмся к итерационному процессу (2.27). В ходе численных расчётов мы использовали два

разных подхода к выбору случайного индекса 𝜈(𝑘). Первый вариант - выбор случайного номе-

ра строки на основе дискретного равномерного распределения. Другой вариант - вероятность

выбора той или иной строки пропорциональна её норме:

𝑝𝑘 =
‖𝑎𝑘‖22

2𝑀+1∑︀
𝑗=1

‖𝑎𝑗‖22

Для генерации случайного номера строки в этом случае использовался метод Уолкера [120],

который позволяет сгенерировать случайный номер за счёт только одного вызова генератора

случайных чисел (стоит отметить, что при этом данному алгоритму необходимо предварительно

сгенерировать два вспомогательных массива размера (2𝑀 + 1), на что необходимо ещё 𝑂(𝑀)

операций).

Когда определён номер случайной строки 𝜈(𝑘) , её элементы, учитывая вид матрицы 𝐴, выглядят

следующим образом:

𝑎𝜈(𝑘) =

(︂
ℎ

2
𝑓
(𝛽)
−𝑁

′
(𝛼ℎ),

ℎ

2
𝑓
(𝛽)
−𝑁+1

′
(𝛼ℎ) . . .

ℎ

2
𝑓
(𝛽)
𝑁

′
(𝛼ℎ)|ℎ𝑓 (𝛽)

−𝑁

′
((𝛼− 1)ℎ), . . . ℎ𝑓

(𝛽)
𝑁

′
((𝛼− 1)ℎ)| . . .

. . . |ℎ
2
𝑓
(𝛽)
−𝑁

′
((𝛼− 2𝑀)ℎ), . . .

ℎ

2
𝑓
(𝛽)
𝑁

′
((𝛼− 2𝑀)ℎ)

)︂
+ 𝐼𝜈(𝑘)

Здесь 𝐼𝜈(𝑘) - строка единичной матрицы с номером 𝜈(𝑘), 𝛼, 𝛽 - целочисленные параметры, такие,

что 𝜈(𝑘) = 𝛼(2𝑁𝐹 + 1) + 𝛽, 0 ≤ 𝛼 ≤ 2𝑀, 1 ≤ 𝛽 ≤ 2𝑁𝐹 + 1. Как и следовало ожидать, структу-

рированность уравнения Гельфанда-Левитана позволяет нам не хранить матрицу системы, что

значительно снижает требования алгоритма к памяти ЭВМ.

Далее, в разделе 2.2 приведена следующая оценка на среднее число итераций для достижения

необходимой точности 𝜀:

𝐸𝑘𝜀 ≤
2log 𝜀

log (1 − 𝜅(𝐴)−2)
≈ 2𝜅(𝐴)2log

1

𝜀
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Однако, поскольку оценка числа обусловленности матрицы является довольно трудоёмкой за-

дачей, в данной работе мы останавливали алгоритм после завершения некоторого заданного

количества итераций.

Далее, в ходе численных расчётов мы использовали также блочный вариант метода, задаваемый

итерационным процессом (2.30):

𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝐴𝑇
𝜈(𝑘)(𝐴𝜈(𝑘)𝐴

𝑇
𝜈(𝑘))

−1
(︀
𝑏𝜈(𝑘) − 𝐴𝜈(𝑘)𝑥𝑘

)︀
.

Здесь 𝐴𝜈(𝑘) - случайно выбранная блок-строка заданного размера. В ходе расчётов мы исполь-

зовали две версии блочного алгоритма. Первый вариант - разбиение матрицы на блоки размера

2. При этом строки выбирались последовательно, а номер первой из строк - равномерно распре-

делён среди чисел (1,...(2𝑁𝐹 + 1)(2𝑀 + 1) − 1). В этом случае обращение матрицы (𝐴𝜈(𝑘)𝐴
𝑇
𝜈(𝑘))

сводится к обращению матрицы 2 × 2 и может быть проведено с помощью известных явных

формул.

Второй вариант - разбиение матрицы на блоки строк размерности 2𝑁𝐹 + 1. Размерность блок-

строк выбрана таким образом, чтобы использовать изначальную блочную структуру матрицы.

Номер случайной блок-строки выбирался на основе равномерного распределения среди чисел

1, . . . 2𝑀 + 1. При этом

𝐴𝜈(𝑘) =

(︂
ℎ

2
𝐹 ′
[𝜈−1]

𝑇 |ℎ𝐹 ′
[𝜈−2]

𝑇 | . . . |ℎ𝐹 ′
[1]

𝑇 |𝐼|ℎ𝐹 ′
[−1]

𝑇 | . . . |ℎ
2
𝐹 ′
[𝜈−2𝑀−1]

𝑇
)

)︂
Матрица 𝐴𝜈(𝑘)𝐴

𝑇
𝜈(𝑘) принимает в этом случае вид:

𝐴𝜈(𝑘)𝐴
𝑇
𝜈(𝑘) =

ℎ2

4
𝐹 ′
[𝜈−1]

𝑇
𝐹 ′
[𝜈−1] + ℎ2𝐹 ′

[𝜈−2]
𝑇
𝐹 ′
[𝜈−2] + · · · + ℎ2𝐹 ′

[1]
𝑇
𝐹 ′
[1] + 𝐼+

+ ℎ2𝐹 ′
[−1]

𝑇
𝐹 ′
[−1] + · · · +

ℎ2

4
𝐹 ′
[𝜈−2𝑀−1]

𝑇
𝐹 ′
[𝜈−2𝑀−1] (3.39)

Как отмечено в [101], важным аспектом блочных вариантов метода Качмажа является вопрос

о выборе размерности блок-строк. С одной стороны, блок-строки большего размера позволяют

достигнуть решения за меньшее число итераций (в предельном случае, когда размерность блок-

строки совпадает с числом уравнений в системе, обращение матрицы 𝐴𝜈(𝑘)𝐴
𝑇
𝜈(𝑘) эквивалентно

обращению матрицы 𝐴𝐴𝑇 и метод сходится к точному решению за одну итерацию). С другой

стороны, с ростом размера блок-строки растёт размерность системы 𝐴𝜈(𝑘)𝐴
𝑇
𝜈(𝑘), а следовательно

- возрастает трудоёмкость каждой итерации процесса (2.30). Аналитическая зависимость пра-

вой части выражения (3.39) от данных обратной задачи 𝐹 ′(𝑡) позволяет частично преодолеть

негативные последствия увеличения размера блок-строки. Используя соотношение (3.39), мы

можем вычислить матрицу 𝐴𝜈(𝑘)𝐴
𝑇
𝜈(𝑘) для всех 𝜈 = 1, . . . 2𝑀 + 1, а, следовательно, и обратить её,

до начала итерационного процесса (2.30), что позволит усилить эффективность алгоритма при

большом числе итераций.
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3.2.3 Результаты расчётов

Для проведения расчётов рассмотрим сначала область 0 ≤ 𝑥 ≤ 0.5,−𝜋 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋. В этой

области рассмотрим следующее тестовое решение:

𝑞(𝑥,𝑦) = exp
{︁

2 +
0.01

(𝑥− 𝑎)2 − 0.01
+

0.04

( 𝑦
𝜋
)2 − 0.04

}︁
,

𝑥 ∈ (0.1,0.3),
𝑦

𝜋
∈ (−0.2,0.2)

Коэффициент 𝑎 в данной формуле принимает значение 𝑎 = 0.2. Всюду вне этой области потен-

циал будем считать равным нулю: 𝑞(𝑥,𝑦) = 0. Вид такого решения приведён на иллюстрации

3.17. Для выбранного потенциала 𝑞(𝑥,𝑦) было проведено решение прямой задачи на основе со-
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Рисунок 3.17: Определение потенциала - тестовое решение.

отношений (??), (??). Решение прямой задачи производилось для 𝑁𝑥 = 100 узлов по переменной

𝑥 и для 𝑁𝐹 = 10 гармоник Фурье (что соответствует 10 источникам). Результат решения прямой

задачи показан на рисунках 3.18 - 3.21, где приведены графики функций 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) (соответству-

ющих решению прямой задачи с источником вида 𝑒𝑖𝑘𝑦) для 𝑘 = 0,1,3,5.

На рисунке 3.22 рассматривается зависимость нормы интегрального оператора 𝐾, соответству-

ющего двумерному аналогу уравнения Гельфанда - Левитана, от 𝑁𝐹 -количества восстанавлива-

емых гармоник Фурье. Для вычисления величины |𝐾| мы использовали соотношение (3.28).

С одной стороны, увеличение этого параметра повышает точность искомого решения, поскольку

в формулировку уравнения вовлекается больше информации. С другой стороны, с ростом 𝑁𝐹

растёт количество уравнений (а, следовательно, и трудоёмкость), и, как можно видеть на рисун-

ке 3.22, норма оператора 𝐾. Для дальнейших расчётов будем ограничиваться случаем 𝑁𝑓 = 5

как максимальным значением параметра, при котором можно гарантировать сходимость ряда

Неймана для всех 𝑥 ≤ 0.5.

Воспользуемся методом подобных траекторий (3.29) для решения обратной задачи. Конечность

матрицы ковариаций для оценки, задаваемой (3.29) зависит в том числе от выбранной вероятно-

сти обрыва цепи 𝑃0. Положим сначала 𝑃0 = 0 и обозначим ̃︀𝐾𝑝 соответствующий этой вероятно-



86

T

0

0.2
0.4

0.6

0.8

Y
-3

-2
-1

0
1

2
3

F

0.48

0.485

0.49

0.495

0.5

0.505

F

0.5
0.499
0.498
0.497
0.496
0.495
0.494
0.493
0.492
0.491
0.49
0.489
0.488
0.487
0.486
0.485

Рисунок 3.18: Решение прямой задачи
- функция 𝑓 (0)(𝑦,𝑡).
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Рисунок 3.19: Решение прямой задачи
- функция 𝑓 (1)(𝑦,𝑡).
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Рисунок 3.20: Решение прямой задачи
- функция 𝑓 (3)(𝑦,𝑡).
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Рисунок 3.21: Решение прямой задачи
- функция 𝑓 (5)(𝑦,𝑡).

сти обрыва интегральный оператор, задающий уравнение для матрицы ковариаций. Поскольку

|𝐾𝑝| зависит от вероятности обрыва как 1
1−𝑃0

, то в случае, если значение || ̃︀𝐾𝑝||(𝑥) будет пре-

вышать единицу, то для любой ненулевой вероятности обрыва достаточное условие конечности

матрицы ковариаций не будет выполняться. Зависимость величины || ̃︀𝐾𝑝||(𝑥) от параметра 𝑁𝐹

приведена на рисунке 3.23. Отметим, что при 𝑁𝐹 = 5 эта величина становится больше единицы

для некоторых значений глубины. Чтобы избежать этого, мы уменьшим рассматриваемую об-

ласть и будем в дальнейшем рассматривать 𝑥 ≤ 0.4. Тогда вероятность обрыва цепи 𝑃0 можно

выбрать таким образом, чтобы гарантировать конечность матрицы ковариаций для всех рассмат-

риваемых значений 𝑁𝐹 . В ходе расчётов вероятность обрыва выбиралась исходя из соотношения

max
0≤𝑥≤𝑥𝑚𝑎𝑥

||𝐾𝑝||(𝑥) ≈ 0.95
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Отсюда

𝑃0 ≈ 1 − || ̃︀𝐾𝑝||(𝑥𝑚𝑎𝑥)

0.95
(3.40)

На рисунках 3.24, 3.25 представлены результаты решения обратной задачи с помощью метода
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Рисунок 3.22: Зависимость ||𝐾||(𝑥) от
параметра 𝑁𝐹 .
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Рисунок 3.23: Зависимость || ̃︀𝐾𝑝||(𝑥)
от параметра 𝑁𝐹 .

Монте-Карло для различных значений параметра 𝑁𝐹 . На рисунке 3.24 приведен график функции̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦), полученная после решения двумерного аналога уравнения Гельфанда-Левитана (1.74).

На рисунке 3.25 приведено решение исходной обратной задачи - функция 𝑞(𝑥,𝑦), полученная из

решения уравнения (1.74) с помощью соотношения (1.63). Число траекторий было выбрано рав-

ным 𝑁 = 2000. Численное дифференцирование производилось на основе конечно-разностных

соотношений.

В таблицах 3.11, 3.12 приведено сравнение временных затрат и точности решения обратной за-

дачи на основе метода Монте-Карло, и стандартного детерминистского алгоритма из библиотеки

cvmlib, для разного значения числа узлов (𝑁𝑥 = 50, 100) и разного числа восстанавливаемых

гармоник 𝑁𝐹 . Здесь под 𝑤𝑒𝑟𝑟 понимается ошибка в решении уравнения Гельфанда-Левитана

|| ̃︀𝑤(0)
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥,𝑦) − ̃︀𝑤(0)

𝑐𝑎𝑙𝑐(𝑥,𝑦)|| в пространстве 𝐿2 ((0,𝑥𝑚𝑎𝑥) × (−𝜋,𝜋)), а под 𝑞𝑒𝑟𝑟 - ошибка в реше-

нии обратной задачи || ̃︀𝑤(0)
𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑥,𝑦) − ̃︀𝑤(0)

𝑐𝑎𝑙𝑐(𝑥,𝑦)|| в том же пространстве 𝐿2 ((0,𝑥𝑚𝑎𝑥) × (−𝜋,𝜋)).

Усреднение значений, описывающих метод Монте-Карло, проводилось по 10 экспериментам.

Можно сделать вывод, что на крупной сетке стандартный метод и предложенный вариант ме-

тода подобных траекторий показывают идентичные результаты как по трудоёмкости, так и по

точности. С увеличением же числа узлов метод Монте-Карло показывает значительно лучшее

быстродействие. Следует также отметить, что полученные значения ошибок связаны не только

с погрешностями вычислительного метода, но и с тем фактом, что мы восстанавливаем только

конечное количество коэффициентов Фурье искомых функций ̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦) и 𝑞(𝑥,𝑦). Кроме того,

ухудшение результатов, наблюдаемое при 𝑁𝐹 = 5, 𝑁𝑥 = 50, по-видимому, связано с тем, что с

увеличением 𝑁𝐹 начинают играть роль погрешности, связанные с вычислением данных обрат-

ной задачи на крупной сетке.
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Рисунок 3.24: метод Монте-Карло - решение двумерного аналога уравнения
Гельфанда-Левитана

Далее, приведём сравнение метода подобных траекторий с независимым решением каждого

уравнения методом Монте-Карло. Результаты таких расчётов приведены на рисунке 3.26. Здесь

под 𝑞𝑐𝑢𝑡(𝑥,𝑦) подразумевается проекция 𝑞(𝑥,𝑦) на подпространство, соответствующее конечным

суммам Фурье при 𝑁𝐹 = 5. Расчёты показывают, что, несмотря на примерно одинаковую точ-

ность при вычислении решения уравнения И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана, метод подобных

траекторий обеспечивает большую гладкость решения. Независимое решение каждого из урав-

нений, составляющих (1.74), содержит более выраженный стохастический характер ошибки,

что приводит к характерным погрешностям при численном дифференцировании и вычислении

𝑞(𝑥,𝑦).
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Рисунок 3.25: метод Монте-Карло - решение обратной задачи

Теперь рассмотрим другое модельное решение. Рассмотрим на интервале 𝑥 ∈ (0,1) функцию

𝑞(𝑥,𝑦), заданную следующим равенством:

𝑞(𝑥,𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp
{︁

2 + 0.01
(𝑥−0.25)2−0.01

+ 0.04
( 𝑦
𝜋
)2−0.04

}︁
, 𝑥 ∈ (0.15,0.35), 𝑦

𝜋
∈ (−0.2,0.2);

exp
{︁

2 + 0.01
(𝑥−0.5)2−0.01

+ 0.04
( 𝑦
𝜋
)2−0.04

}︁
, 𝑥 ∈ (0.4,0.6), 𝑦

𝜋
∈ (−0.2,0.2);

exp
{︁

2 + 0.01
(𝑥−0.75)2−0.01

+ 0.04
( 𝑦
𝜋
)2−0.04

}︁
, 𝑥 ∈ (0.65,0.85), 𝑦

𝜋
∈ (−0.2,0.2);

0, иначе

(3.41)

Решение, заданное (3.41), представляет собой три «пика» с центрами в точках

𝑥 = 0.25, 𝑥 = 0.5, 𝑥 = 0.75. График такого решения приведён на рисунке 3.27. На сосед-

нем графике 3.28 приведена зависимость нормы интегрального оператора 𝐾 от параметра 𝑁𝐹 .

Как следует из результатов, представленных на 3.28, с увеличением количества восстанавли-
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𝑁𝑥 = 50 МПТ 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑚𝑠) 𝑤𝑒𝑟𝑟 𝑞𝑒𝑟𝑟 CVM 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑤𝑒𝑟𝑟 𝑞𝑒𝑟𝑟
𝑁𝐹 = 0 500 0.0096 0.228 156 0.0096 0.228
𝑁𝐹 = 1 916 0.0079 0.1904 1078 0.0079 0.1904
𝑁𝐹 = 2 922 0.0061 0.1516 3703 0.0061 0.1516
𝑁𝐹 = 3 3687 0.0046 0.117 8406 0.0046 0.1171
𝑁𝐹 = 4 11875 0.0039 0.0967 15562 0.0039 0.0967
𝑁𝐹 = 5 25110 0.0061 0.115 26359 0.0060 0.1151

Таблица 3.11: Решение двумерной обратной задачи - сравнение метода подобных траекторий
(МПТ) со стандартным методом (библиотека CVM), шаг сетки 𝑁𝑥 = 50

𝑁𝑥 = 100 МПТ 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑚𝑠) 𝑤𝑒𝑟𝑟 𝑞𝑒𝑟𝑟 CVM 𝑇𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑤𝑒𝑟𝑟 𝑞𝑒𝑟𝑟
𝑁𝐹 = 0 532 0.0117 0.228 1157 0.0091 0.227
𝑁𝐹 = 1 1140 0.0077 0.187 11000 0.0077 0.1871
𝑁𝐹 = 2 1950 0.0060 0.146 41620 0.0060 0.1451
𝑁𝐹 = 3 7750 0.0043 0.108 113400 0.0043 0.105
𝑁𝐹 = 4 19125 0.0029 0.075 233000 0.0029 0.0708
𝑁𝐹 = 5 57700 0.0021 0.05 374100 0.0021 0.047

Таблица 3.12: Решение двумерной обратной задачи - сравнение метода подобных траекторий
(МПТ) со стандартным методом (библиотека CVM), шаг сетки 𝑁𝑥 = 100

ваемых коэффициентов ряд Фурье область применимости метода Монте-Карло. Так, поскольку

при 𝑁𝐹 = 5 норма |𝐾| становится больше единицы при 𝑥 > 0.5, то в этом случае решение

методом Монте-Карло позволит восстановить только один «пик» (а также частично второй).

Рассмотрим теперь решение данной обратной задачи с помощью стохастического проекци-

онного метода. Рассматривались три варианта метода - «построчный» вариант, задаваемый

итерационным процессом (2.27), блочный вариант (2.30) с разбиением матрицы на пары строк,

и блочный вариант с размером блоков 2𝑁𝐹 + 1, где матрица проектирования имеет вид (3.39).

Сначала исследуем влияние выбора начального приближения на точность решения. Напомним,

что соотношение (3.38) позволяет выбрать начальное приближение для решения уравнения

Гельфанда-Левитана в точке 𝑥 = 𝑚ℎ, используя решение в точке 𝑥 = (𝑚 + 1)ℎ и тот факт, что

при небольших изменениях глубины 𝑥 изменения значений функции 𝑊 (𝑥,𝑡), которая является

решением уравнения Гельфанда - Левитана (1.74), также невелики.

На рисунках 3.29, 3.30 приведены результаты решения обратной задачи в зависимости от

выбора начального приближения. Слева приведено точное решение уравнения И.М. Гельфанда

- Левитана (функция 𝑤(0)(𝑥,𝑦)) и решения обратной задачи (функция 𝑞(𝑥,𝑦)) соответственно.

В ходе данного расчёта использовался «построчный» вариант стохастического проекционного

метода, для выбора случайной строки, соответствующей весу, использовался метод Уолкера.

Количество узлов по переменной 𝑥 было выбрано равным 𝑁𝑥 = 100, количество восстанав-

ливаемых коэффициентов Фурье 𝑁𝐹 = 5, количество итераций (2.27) было выбрано равным

𝑁𝐼𝑡𝑒𝑟 = 2500.

Погрешность при восстановления функции ̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦) в пространстве 𝐿2 ((0,𝑥𝑚𝑎𝑥) × (−𝜋,𝜋))

составила 0.0031 в случае нулевого начального приближения, 0.0163 для начального при-
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Рисунок 3.26: метод подобных траекторий - сравнение с независимым решением каждого
уравнения

ближения вида (3.38). Погрешность при восстановления функции 𝑞(𝑥,𝑦) в пространстве

𝐿2 ((0,𝑥𝑚𝑎𝑥) × (−𝜋,𝜋)) составила 0.499 в случае нулевого начального приближения, 0.195 для

начального приближения вида (3.38). Таким образом, использование связи между уравнениями,

составляющими уравнение Гельфанда-Левитана (1.61),(1.74), позволяет значительно увеличить

точность решения (в два раза в данном эксперименте) при одном и том же количестве итераций.

В таблице (3.2) приведены результаты решения обратной задачи стохастическим проекционным

методом. Уменьшение ошибки при увеличении количества итераций (для блочного варианта

метода с размером блоков 2) также представлено на рисунках 3.31, 3.32.

Можно отметить, что из трёх рассмотренных вариантов стохастического проекционного «по-

строчный» вариант оказывается наиболее эффективным (хотя и незначительно). Что касается

сравнения со стандартным методом, то все варианты метода Качмажа оказываются значи-

тельно более эффективными с точки зрения быстродействия. Сравнение же с точки зрения
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Рисунок 3.27: эксперимент №2 -
тестовое решение.
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Рисунок 3.28: Зависимость ||𝐾||(𝑥) от
параметра 𝑁𝐹 .
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Рисунок 3.29: Влияние начального приближения на решение уравнения Гельфанда - Левитана

точности оказывается неоднозначным. Хотя погрешность, получаемая при решении уравнения

Гельфанда-Левитана, практически одинакова как для метода Качмажа (при достаточно большом

числе итераций), так и для стандартного подхода, при переходе к восстановлению потенциала

𝑞(𝑥,𝑦) точность стохастического проекционного метода падает.

CVM BlockSize = 1 BlockSize = 2 BlockSize = 2𝑁𝐹 + 1
𝑁𝐼𝑡𝑒𝑟 1000 2000 4000 600 1200 1800 50 250 450

𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑠𝑒𝑐) 357.0 33.683 66.3 137.7 39.5 81.4 123.7 49.9 98.1 155.0
𝑤𝑒𝑟𝑟 0.014 0.021 0.017 0.015 0.019 0.018 0.017 0.021 0.017 0.015
𝑞𝑒𝑟𝑟 0.162 0.267 0.378 0.210 0.59 0.432 0.386 0.859 0.448 0.383

Таблица 3.13: Стохастический проекционный метод - результаты расчётов

Такое поведение обуславливается стохастическим характером предложенных алгоритмов.

Ошибки, содержащиеся в решении, полученном стохастическим проекционным методом, носят

случайный характер, и поскольку для перехода от решения уравнения Гельфанда-Левитана̃︀𝑤(0)(𝑥,𝑦,𝑥 − 0) к решению обратной задачи 𝑞(𝑥,𝑦) необходимо произвести численное диф-
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Рисунок 3.30: Влияние начального приближения на решение обратной задачи

ференцирование, влияние этих случайных погрешностей значительно увеличивается (следует

отметить, что решение, полученное на основе «строкового» варианта метода в меньшей степени

подвержено такому поведению).
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Рисунок 3.31: Блочный вариант метода - уменьшение ||𝑤𝑐𝑎𝑙𝑐 − 𝑤𝑡𝑟𝑢𝑒|| при увеличении итераций.
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Рисунок 3.32: Блочный вариант метода - уменьшение ||𝑞𝑐𝑎𝑙𝑐 − 𝑞𝑡𝑟𝑢𝑒|| при увеличении итераций.

Для преодоления данной особенности мы воспользуемся свёрткой вычисленных в ходе ре-

шения коэффициентов Фурье ̃︀𝑤(0)
𝑚 ,𝑚 = −𝑁𝐹 , . . . 𝑁𝐹 с усредняющим ядром Соболева (3.19). Это

позволяет частично нивелировать погрешности метода, связанные со случайными ошибками и

численным дифференцированием. Результаты (в сравнении с решением, полученным с помо-

щью «стандартного» решателя линейных систем) применения такой процедуры сглаживания
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(для блочного метода с размером блоков 2𝑁𝐹 + 1, количество итераций 𝑁𝐼𝑡𝑒𝑟 = 450) представ-

лены на рисунке 3.33. Отметим также, что «точное» решение с использованием стандартного

подхода из библиотеки cvmlib.com также не позволяет восстановить точно все три пика (третий

«пик» оказывается восстановленным только частично). По-видимому, это связано со специфи-

кой задачи, и приходящей на поверхность 𝑥 = 0 информации недостаточно для «идеального»

восстановления решения.

Проведём сравнение метода Монте-Карло и стохастичекого проекционного метода. Для этого
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Рисунок 3.33: Влияние сглаживания решения уравнения Гельфанда-Левитана на точность
решения обратной задачи.

рассмотрим область 𝑥 ≤ 0.4, в которую попадает только один «пик». Как следует из рисунка 3.28,

в данной области гарантирована сходимость ряда Неймана для уравнения Гельфанда-Левитана,

что позволяет использовать метод Монте-Карло для его решения. Результаты расчётов приведе-

ны в таблице 3.14. Был использован метод подобных траекторий (число траекторий 𝑁 = 2000,

вероятность обрыва 𝑃0 = 0.3), и стохастический проекционный метод (блочный вариант, размер

блоков 2𝑁𝐹 + 1, количество итераций 𝑁𝐼𝑡𝑒𝑟 = 100). Для проекционного метода также было ис-

пользование сглаживание решения усредняющим ядром Соболева, ширина «окна сглаживания»

5ℎ𝑥.

В приведённых условиях эффективность метода подобных траекторий оказывается несколько

𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑠𝑒𝑐) 𝑤𝑒𝑟𝑟 𝑞𝑒𝑟𝑟
Метод подобных траекторий 55.7 0.0018 0.0053

Стохаст. проекц. метод 56.9 0.0020 0.473
Стохаст. проекц. метод (сглаж.) 56.9 0.002 0.065

Таблица 3.14: Восстановление потенциала 𝑞(𝑥,𝑦) - сравнение проекционного метода и метода
подобных траекторий

выше. При этом несмотря на то, что значения погрешностей в решении уравнения Гельфанда-

Левитана отличаются незначительно, погрешность решения обратной задачи в случае стохасти-

ческого проекционного метода оказывается значительно выше. Этот факт, как уже было упомя-

нуто, связан с численным дифференцированием зашумлённого случайными ошибками решения.

Использование же одной траектории для моделирования методом Монте-Карло случайной ве-
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личины для всех значений глубины позволяет получить более «гладкое» решение уравнения

Гельфанда-Левитана, которое приводит к более точному решению обратной задачи. Отметим,

что сглаживание решения уравнения Гельфанда-Левитана, полученного проекционным мето-

дом, преодолевает эту особенность. Однако при этом возникает вопрос выбора ширины «окна»

сглаживания, который должен производиться в зависимости от уровня ошибок.

В завершение раздела приведём график зависимости погрешностей от количества восстанавли-

ваемых гармоник Фурье 𝑁𝐹 (рисунок 3.34). Поведение этих кривых показывает, что параметр

𝑁𝐹 является параметром регуляризации.
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Рисунок 3.34: Зависимость точности решения от количества восстанавливаемых
коэффициентов Фурье.

3.3 Определение плотности из двумерного уравнения акусти-

ки

В этом разделе мы рассмотрим численные эксперименты по решению обратной задачи для

уравнения колебаний в случае двух пространственных переменных, рассмотренной в разделе

1.3:

𝑢
(𝑘)
𝑡𝑡 = ∆𝑢(𝑘) + ∇ ln 𝜌(𝑥,𝑦)∇𝑢(𝑘);

𝑥 > 0, 𝑦 ∈ (−𝜋, 𝜋), 𝑡 > 0,𝑘 ∈ Z

𝑢(𝑘)|𝑡<0 ≡ 0,

𝑢(𝑘)𝑥 |𝑥=0 = 𝛿(𝑡)𝑒𝑖𝑘𝑦.

𝑢(𝑘)(+0,𝑦,𝑡) = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡), 𝑦 ∈ (−𝜋,𝜋), 𝑘 ∈ Z
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Было показано, что данная задача может быть сведена к решению семейства уравнений (1.85),

представляющих собой семейство линейных интегральных уравнений Фредгольма второго рода

и являющихся двумерным аналогом уравнения М.Г. Крейна:

Φ(𝑘)(𝑥,𝑡) − 1

2

∑︁
𝑚∈Z

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 =

1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑘 ∈ Z

Напомним, что 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡) - коэффициенты разложения функций 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡) в ряд Фурье. Кроме того,

функции 𝑓 (𝑘)′(𝑦,𝑡) (а, следовательно, и 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡)) являются четными функциями переменной 𝑡. Для

того, чтобы найти решение обратной задачи (1.81)-(1.84) в некоторой точке 𝑥0 > 0, необходимо

решить двумерный аналог уравнения М.Г. Крейна (1.85) при 𝑥 = 𝑥0, а затем восстановить

значение 𝜌(𝑥0,𝑦) согласно формуле (1.86):

𝜌(𝑥,𝑦) =
𝜋2

𝜌(0,𝑦)

[︁∑︁
𝑚∈Z

Φ(𝑚)(𝑥,𝑥− 0)𝑒−𝑖𝑚𝑦
]︁−2

Как и ранее, апробация предложенных алгоритмов будет проходить на модельной задаче. Мы

выберем модельное значение коэффициента 𝜌(𝑥,𝑦), решим прямую задачу, определим данные

прямой задачи 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) и коэффициенты их разложения в ряд Фурье 𝑓 (𝑘)
𝑚 (𝑡), после чего решим

многомерный аналог уравнения М.Г. Крейна и сравним решение обратной задачи с модельным.

3.3.1 Решение двумерного аналога уравнения М.Г. Крейна с помощью ал-

горитма обращения блочно-тёплицевой матрицы

Рассмотрим схему решения двумерного аналога уравнения М.Г. Крейна (1.85):

Φ(𝑘)(𝑥,𝑡) − 1

2

∑︁
𝑚∈Z

𝑥∫︁
−𝑥

𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡− 𝑠)Φ(𝑚)(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 =

1

2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦, 𝑡 ∈ (−𝑥,𝑥), 𝑘 ∈ Z

Также, как и в случае уравнения колебаний, будем решать данное семейство уравнений с помо-

щью проекционного метода. Считая, что все коэффициенты Фурье (относительно переменной

𝑦) всех входящих в постановку (1.81)-(1.84) функций с номерами 𝑚 > |𝑁𝐹 |, получим уравнение

(1.95):

2̂︀Φ(𝑥,𝑡) −
𝑥∫︁

−𝑥

F(𝑡− 𝑠)̂︀Φ(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 = ̂︀𝐺, |𝑡| < 𝑥.
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Здесь ̂︀𝐺(𝑡) ≡ ̂︀𝐺 =
(︁ ̂︀𝐺(−𝑁𝑓 ), . . . , ̂︀𝐺(𝑁𝑓 )

)︁𝑇
, ̂︀Φ(𝑥,𝑡) =

(︀
Φ(−𝑁𝑓 ), . . . ,Φ(𝑁𝑓 )

)︀𝑇
. При этом F(𝑡) - матрич-

ная функция, составленная из 𝑓 (𝑘)
𝑚

′
(𝑡), а вектор правой части имеет вид

̂︀𝐺(𝑘) =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑦

𝜌(0,𝑦)
𝑑𝑦

Зафиксируем точку 𝑥 = 𝑀ℎ и обозначим ̂︀Φ[𝑀,𝑗] = ̂︀Φ(𝑀ℎ,𝑗ℎ). Аппроксимируем интеграл в левой

части (1.95) по формуле правых прямоугольников с точностью 𝑂(ℎ):

𝑥∫︁
−𝑥

F(𝑡− 𝑠)̂︀Φ(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 =

𝑀ℎ∫︁
−𝑀ℎ

F(𝑡− 𝑠)̂︀Φ(𝑥,𝑠)𝑑𝑠 ≈

≈ ℎF(𝑡+ (𝑀 − 1)ℎ)̂︀Φ[𝑀,−𝑀+1] + · · ·+

+ ℎF(𝑡− (𝑀 − 1)ℎ)̂︀Φ[𝑀,𝑀−1] + ℎF(𝑡−𝑀ℎ)̂︀Φ[𝑀,𝑀 ]. (3.42)

Далее, обозначим F[𝑖] = F(𝑖ℎ) и рассмотрим уравнение (1.95) при 𝑡 = 𝑙ℎ, 𝑙 = −𝑀 + 1, . . .𝑀 .

Учитывая (3.42), получим:

̂︀Φ[𝑀,𝑙] − ℎF[𝑙+𝑀−1]
̂︀Φ[𝑀,−𝑀+1] − · · · − ℎF[𝑙−𝑀+1]

̂︀Φ[𝑀,𝑀−1] − ℎF[𝑙−𝑀 ]
̂︀Φ[𝑀,𝑀 ] = ̂︀𝐺 (3.43)

Данная система линейных уравнений может быть переписана в матричной форме. Получим:

(2𝐼 − ℎ𝐴[𝑀 ])𝑍[𝑀 ] = 𝐵[𝑀 ]. (3.44)

Здесь 𝐴[𝑀 ] - квадратная блочная матрица размера (2𝑁𝐹 + 1) × 2𝑀 , имеющая следующий вид:

𝐴[𝑀 ] =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F[0] F[1] . . . F[2𝑀−1]

F[−1] F[0] . . . F[2𝑀−2]

. . . . . . . . . . . .

F[−2𝑀+2] . . . F[0] F[1]

F[−2𝑀+1] . . . F[−1] F[0]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Матрица 𝐼 - единичная матрица той же размерности. Блок-стоблцы 𝑍[𝑀 ], 𝐵[𝑀 ] имеют размер-

ность (2𝑁𝐹 + 1)(2𝑀), причём причём блоки столбца 𝑍 соответствуют векторам ̂︀Φ[𝑀,𝑗], 𝑗 =

−𝑀 + 1, . . .𝑀 , а блоки вектора ̃︀𝐺[𝑀 ] постоянны и совпадают с вектором ̂︀𝐺. Матрица систе-

мы (3.44) является блочно-тёплицевой. Поэтому для её решения можно использовать блочный
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вариант модифицированного метода Левинсона - Дурбина (2.43):

k = 0 :

𝑍
(0)
0 = 𝑎̂−1

0 𝐵0,

k = 1, . . . ,2M− 1 :

𝜖𝑘 = 𝐵𝑘 − 𝑎̂𝑘𝑍
(𝑘−1)
0 − 𝑎̂𝑘−1𝑍

(𝑘−1)
1 − · · · − 𝑎̂1𝑍

(𝑘−1)
𝑘−1 ;

𝜔𝑘 = 𝑄𝑘𝜖𝑘;[︁
𝑍

(𝑘)
0 , 𝑍

(𝑘)
1 , · · · , 𝑍(𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝑍

(𝑘−1)
0 , 𝑍

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑍(𝑘−1)

𝑘−1 0
]︁′

+

+
[︁
𝑌

(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
𝜔𝑘;

Напомним, что алгоритм (2.43) на 𝑘 -м шаге вычисляет решение системы 𝐴𝑘𝑍
(𝑘) = 𝐵(𝑘), где

𝐴𝑘 - ведущая блочная подматрица порядка 𝑘 + 1, а 𝑍(𝑘) =
[︁
𝑍

(𝑘)
0 , . . . , 𝑍

(𝑘)
𝑘

]︁
, 𝐵(𝑘) = [𝐵0, . . . 𝐵𝑘] -

блочные вектора соответствующего размера. 𝜖𝑘, 𝜔𝑘 - также описывают матрицы размера 𝑝 × 𝑝.

Кроме того, для работы алгоритма (2.43) необходимо вычислить блочные вектора 𝑌 (𝑘) и весовые

множители 𝑄𝑘, задающие последний блочный столбец матрицы 𝐴−1
𝑘 . В силу четности функций

𝑓
(𝑘)
𝑚 (𝑦,𝑡), а, следовательно, и F(𝑡) относительно переменной 𝑡, матрица системы (3.44) является

симметричной (относительно блочной структуры). Тогда вычисление блочного столбца 𝑌 (𝑘) и

соответствующего нормировочного коэффициента может быть проделано, как было показано в

разделе ??, с помощью алгоритма (2.40):

k = 0 :

𝑄0 − любой невырожденный блок, 𝑌 0
0 = 𝑎̂−1

0 𝑄−1
0 .

k = 1,2, · · ·2M− 1 :

𝐺̃𝑘 = 𝑎̂−1𝑌
(𝑘−1)
0 + 𝑎̂−2𝑌

(𝑘−1)
1 + · · · + 𝑎̂−𝑘𝑌

(𝑘−1)
𝑘−1 ,

𝑅𝑘 = −𝑄𝑘−1𝐺̃𝑘, 𝑄𝑘 = (𝐼 −𝑅2
𝑘)−1𝑄𝑘−1,[︁

𝑌
(𝑘)
0 , 𝑌

(𝑘)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘)

𝑘

]︁′
=
[︁
𝑌

(𝑘−1)
𝑘−1 , 𝑌

(𝑘−1)
𝑘−2 , · · · , 𝑌 (𝑘−1)

0 , 0
]︁′
𝑅𝑘+

+
[︁
0, 𝑌

(𝑘−1)
0 , 𝑌

(𝑘−1)
1 , · · · , 𝑌 (𝑘−1)

𝑘−1

]︁′
.

Необходимо отметить следующее обстоятельство. Заметим, что ведущая подматрица матрицы

(3.44) порядка 𝑘 = 2𝑀 − 2 совпадает (в силу блочно-тёплицевости) с матрицей системы (3.44),

выписанной при 𝑥 = (𝑀 − 1)ℎ. Далее, в силу постоянства блоков урезанный вектор правой

части 𝐵(2𝑀−2) совпадает с правой частью 𝐵 уравнения (3.44), выписанного при 𝑥 = (𝑀 − 1)ℎ.

Следовательно, на шаге 𝑘 = 2𝑀−3 «урезанная» система совпадает с дискретизованным уравне-

нием М.Г. Крейна в точке 𝑥 = (𝑀 − 1)ℎ. Аналогично, на шаге 𝑘 = 2𝑀 − 5 «урезанная» система

совпадает с дискретизованным уравнением М.Г. Крейна в точке 𝑥 = (𝑀 − 2)ℎ и т.д. Таким об-

разом, вычислительная схема (2.40), (2.43) в ходе решения двумерного аналога уравнения М.Г.

Крейна (1.95) на глубине 𝑥 = 𝑀ℎ позволяет получить решение и для всех меньших значений
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глубины 𝑥 = (𝑀 − 1)ℎ, (𝑀 − 2)ℎ, . . . ℎ.. Эта особенность, как будет показано далее, приводит к

значительному сокращению времени расчёта.

3.3.2 Результаты расчётов в многомерном и одномерном случаях

В ходе численных экспериментов мы рассмотрели в области 𝑥 ∈ (0,2.5), 𝑦 ∈ (−𝜋,𝜋) следую-

щее модельное решение:

𝜌(𝑥,𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1.2, при 0 ≤ 𝑥 ≤ 0.5;

1.6, при 𝑥 > 0.5, 𝑥 ≤ 1 − |𝑦|
2𝜋

2.5, при 𝑥 > 1 − |𝑦|
2𝜋
, 𝑥 ≤ 1.5 − |𝑦|

10𝜋

2.0, при 𝑥 > 1.5 − |𝑦|
10𝜋

2.2, при (𝑥− 1)2 +
(︀
𝑦
𝜋

)︀2
< 0.01,

2.2, при (𝑥− 2)2 +
(︀
𝑦 ± 𝜋

2

)︀2
< 0.01

(3.45)

Такое решение содержит несколько слоёв, границы которых проходят как горизонтально, так и

под некоторыми углами к 𝑥 = 0, а также три включения. Модельное решение представлено на

рисунке 3.35.

Результаты решения обратной задачи (1.81)-(1.84) на основе решения уравнения М.Г. Крейна с
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Рисунок 3.35: Восстановление плотности - точное решение.

помощью алгоритма быстрого обращения тёплицевой матрицы для различных значений числа

узлов 𝑁𝑥 и восстанавливаемых коэффициентов Фурье 𝑁𝐹 представлены в таблице 3.15. Также

приведено сравнение временных затрат с «решателем» из библиотеки cvmlib (расчёты показы-

вают, что точность обоих алгоритмов в данных условиях идентична).

Результаты расчётов демонстрируют значительное (на порядок) превосходство алгоритма быст-

рого обращения тёплицевой матрицы со стандартным подходом. Это обусловлено тем, что
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𝑁𝑥 = 100 𝑁𝑥 = 200
𝑁𝐹 = 3 𝑁𝐹 = 6 𝑁𝐹 = 9 𝑁𝐹 = 12 𝑁𝐹 = 3 𝑁𝐹 = 6 𝑁𝐹 = 9 𝑁𝐹 = 12

|𝜌𝐸𝑥 − 𝜌𝑐𝑎𝑙𝑐| 0.382 0.335 0.337 0.337 0.363 0.301 0.300 0.298
𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑠𝑒𝑐) 2.79 7.32 16.2 26.9 10.3 29.0 59.6 95.3
𝑇𝑇𝑜𝑡𝑎𝑙(CVM)(𝑠𝑒𝑐) 18.2 72.1 156.4 288.1 161.9 639.0 - -

Таблица 3.15: Результаты расчётов - решения уравнения обратной задачи путём обращения
блочно-тёплицевой матрицы для уравнения М.Г. Крейна

предлагаемый метод, активно опирается на структуры задачи - помимо использования блочно-

тёплицевости матрицы, описанный выше учёт связи между уравнениями, составляющими урав-

нение М.Г. Крейна, приводит к тому, что метод быстрого обращения блочно-тёплицевой матрицы

позволяет получить решение обратной задачи для всех значений глубины, не решая каждое из

уравнений независимо.

На рисунках 3.36,3.37 показаны результаты решения обратной задачи для различных значений
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𝑁𝐹 = 6
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Рисунок 3.36: Зависимость ошибки |𝜌𝐸𝑥 − 𝜌𝑐𝑎𝑙𝑐| от количества 𝑁𝐹 восстанавливаемых
коэффициентов Фурье

𝑁𝐹 . Можно отметить (как и в таблице 3.15), что начиная с некоторого значения, погрешность

решения перестаёт уменьшаться. Это, по-видимому, связанно с регуляризирующими свойства-

ми параметра 𝑁𝐹 и погрешностями, накопленными в данных обратной задачи при вычислении

этих данных. Отметим также, что слоистая часть структуры восстанавливается достаточно точ-

но. Включения также видимы на полученном решении, однако значения плотности этих вклю-

чений восстанавливаются хуже. Особенно это касается включений, расположенных на большей

глубине.

Рассмотрим теперь влияние шума в данных на точность решения обратной задачи. Случайные

погрешности были добавлены в данные обратной задачи следующим образом:

𝑓 (𝑘)
𝜖 (𝑦,𝑡) = 𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) + 𝜖𝛼(𝑦,𝑡)(𝑓 (𝑘)

𝑚𝑎𝑥 − 𝑓
(𝑘)
𝑚𝑖𝑛).

Здесь 𝛼(𝑦,𝑡) - случайная величина, равномерно распределённая на отрезке [−1,1] при фиксиро-

ванных 𝑦,𝑡, 𝜖 - уровень ошибок, 𝑓 (𝑘)
𝑚𝑎𝑥, 𝑓

(𝑘)
𝑚𝑖𝑛 - максимальное и минимальное значение функции
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𝑓 (𝑘)(𝑦,𝑡) в рассматриваемой области.

В таблице 3.16 и на рисунке 3.38 представлены результаты расчётов для разных уровней шума.
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𝑁𝐹 = 5
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Рисунок 3.37: Решение 𝜌(𝑥,𝑦) обратной задачи для различного значения 𝑁𝐹 восстанавливаемых
коэффициентов Фурье

Можно заметить, что количество восстанавливаемых гармоник Фурье 𝑁𝐹 играет роль парамет-

ра регуляризации. Тем не менее, точность метода резко ухудшается с ростом уровня ошибок.

Такое поведение связано с тем фактом, что ядро уравнения М.Г.Крейна задаётся производными

|𝜌𝐸𝑥 − 𝜌𝑐𝑎𝑙𝑐| 𝑁𝐹 = 3 𝑁𝐹 = 6 𝑁𝐹 = 9
𝜖 = 1% 0.402 0.362 0.385
𝜖 = 2% 0.471 0.684 0.558
𝜖 = 4% 0.838 >50 >50

Таблица 3.16: Решение с зашумлёнными данными - результаты расчётов

𝑓
(𝑘)
𝑚

′
(𝑡) данных обратной задачи, и некорректность численного дифференцирования приводит к

большим ошибкам в ядре уравнения Крейна. Одним из простейших способов преодоления этой

особенности является укрупнение сетки при увеличении уровня шума, что показано на рисунке

3.39. Так, переход от 𝑁𝑥 = 100 узлов к 𝑁𝑥 = 50 узлам позволил снизить значение погрешности

в решении обратной задачи с 609.1 до 0.53, и тем самым получить приемлемое приближение

решения обратной задачи.

В завершение раздела рассмотрим сравнение метода обращения тёплицевой матрицы и мето-

да Монте-Карло для задачи восстановление акустической жёсткости в одномерном случае. Для

начала выберем уже рассмотренное модельное решение задачи (3.9)-(3.10):

𝜎(𝑥) = 1.5 + sin(5𝑥)

В таблице 3.17 приведены значения погрешности решения уравнения М.Г. Крейна 1.28 для алго-

ритма обращения тёплицевой матрицы ( первый столбец) и метода подобных траекторий (второй

столбец) в зависимости от числа узлов сетки. Погрешность определялась в равномерной норме.

Можно отметить, что алгоритм обращения тёплицевой матрицы демонстрирует первый поря-
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𝑁𝐹 = 9, точные данные
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Рисунок 3.38: Зашумлённые данные - рост погрешности при увеличении уровня шума
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𝜖 = 4%, 𝑁𝐹 = 9, 𝑁𝑥 = 100
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Рисунок 3.39: Зашумлённые данные - уменьшение погрешности при укрупнении сетки

док точности. Теперь рассмотрим задачу для модельных данных, соответствующих обобщённой

модели Юрубчено — Тохомской зоны нефтегазонакопления [139] и уже рассмотренной в разде-

ле 3.1. Результаты расчётов представлены на рисунке 3.40. Красным показано точное решение,

решение методом прямого моделирования показано зелёным и синим (после сглаживания), чёр-

ным - решение методом быстрого обращения тёплицевой матрицы. Расчёты проводились для

числа узлов 𝑁𝑥 = 200, число траекторий для метода прямого моделирования равно 𝑁 = 5000.

Время расчётов для метода прямого моделирования составило 𝑇 = 5 сек., для метода обращения

тёплицевой матрицы 𝑇 = 1.5 сек.

Расчёты показывают, что метод обращения тёплицевой матрицы в данном случае является более

эффективным с точки зрения глубинности и трудоёмкости. При этом оба метода дают сравни-

мый уровень точности. Превосходство метода обращения тёплицевой матрицы обусловлено тем,

что метод, по сравнению с методом Монте-Карло, сильнее использует структуру задачи (ядро

типа свёртки и связь между уравнениями, составляющими уравнение М.Г. Крейна) и при этом

не требует сходимости ряда Неймана.

Далее, предположим, что скорость распространения 𝑣𝑠(𝑥) волн нам известна. Тогда, обращая
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𝑁𝑥 |𝑣𝑐𝑎𝑙𝑐 − 𝑣𝑡𝑟𝑢𝑒| (Тёпл.) |𝑣𝑐𝑎𝑙𝑐 − 𝑣𝑡𝑟𝑢𝑒| (МПТ)
20 0.0281 0.016
40 0.0144 0.011
60 0.0096 0.0094
80 0.0071 0.0083
100 0.0056 0.0033

Таблица 3.17: Одномерная модельная задача - зависимость погрешности от числа узлов сетки
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Рисунок 3.40: Модельная задача - восстановление акустической жёсткости
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Рисунок 3.41: Модельная задача - восстановление плотности (при известной скорости)

преобразование годографа, можно по известной жёсткости 𝜎(𝑥) восстановить, например, плот-

ность среды. Результаты расчётов представлены на рисунке 3.41. Красным представлено точное

решение, чёрным - решение, полученное методом обращения тёплицевой матрицы. Можно отме-
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тить, что метод показывает приемлемый уровень точности - максимальное (по глубине) значение

относительной ошибки не превышает 7%.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Разработан метод решения одномерной обратной задачи акустики и одномерной обрат-

ной задачи для уравнения колебаний на основе сочетания динамического варианта метода

Гельфанда-Левитана и метода Монте-Карло.

2. Разработан алгоритм численного решения одномерной динамической задачи сейсмики на

основе подхода И.М. Гельфанда - Б.М. Левитана - М.Г. Крейна во временной области в

сочетании с методом Монте - Карло.

3. Разработан алгоритма численного решения двумерного аналога уравнения И.М.

Гельфанда-Б.М. Левитана с помощью стохастического проекционного метода.

4. Разработан алгоритм численного решения двумерной обратной задачи для уравнения аку-

стики на основе комбинации проекционного метода, метода Гельфанда-Левитана-Крейна

и алгоритма быстрого обращения тёплицевой матрицы.

5. Разработаны программные комплексы, реализующие предложенные методы.

Разработанные алгоритмы могут быть использованы при решении практических задач, физиче-

ская основа которых соответствует изученным постановкам. Дальнейшая разработка темы ви-

дится соискателю в развитии предложенного подхода на случай произвольной временной формы

источника, получении аналогов уравнений И.М. Гельфанда — Б.М. Левитана — М.Г. Крейна для

новых многомерных постановок коэффициентных обратных задач для гиперболических уравне-

ний, а также комбинирования предложенного подхода с другими методами решения обратных

задач для дальнейшего повышения точности и устойчивости алгоритмов.
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