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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà òðåõìåðíûì ìåòîäàì ãðàíè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîñòè ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè è ìàòåìàòè-

÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí â

ãîðíûõ ïîðîäàõ.

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèé

Ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå íàèáîëåå ïîëíûõ òðåõìåðíûõ ÷èñëåííûõ ìîäå-

ëåé çàðîæäåíèÿ è äàëüíåéøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû îò ïîëîñòè â óïðóãîé

ñðåäå ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé íàãðóçêè, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè è ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ èõ ðåàëèçàöèè, ÿâëÿåòñÿ âàæíîé íàó÷-

íîé è ïðèêëàäíîé ïðîáëåìîé. Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû

äëÿ ìåõàíèêè òðåùèí çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè óñòàíîâëåíèÿ ìåõàíèçìîâ

âëèÿíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàíîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ñðåäû è åå óïðóãèõ

ñâîéñòâ íà ìåñòîïîëîæåíèå çàðîäûøåâîé òðåùèíû â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ïðî-

èçâîëüíîãî òðåõìåðíîãî òåëà, îðèåíòàöèþ ýòîé çàðîäûøåâîé òðåùèíû, åå ðàñ-

êðûòèå è êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íà åå ôðîíòå. Â îáëàñòè

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèå íîâûõ íàè-

áîëåå ïîëíûõ òðåõìåðíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè òðåùèí, èõ îáîñ-

íîâàíèå, ðàçðàáîòêà íàäåæíûõ, ñîâåðøåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ àêòóàëüíû â

ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèà-

ëîâ è ñâÿçàííûìè ñ ýòèì áîëüøèìè çàòðàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ïðèêëàäíàÿ çíà÷èìîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ òðåõìåðíîé ìîäå-

ëè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îáóñëîâëåíà óñîâåðøåíñòâîâàíèåì è ñîçäàíèåì íîâûõ

òåõíîëîãèé ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà (ÃÐÏ). Òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå çàðîæäå-

íèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû íåîáõîäèìî äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ èíñòðó-

ìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ â ñòðîèòåëüñòâå ïîäçåìíûõ ñîîðóæåíèé â

ñëîæíûõ ãåîëîãî-ôèçè÷åñêèõ óñëîâèÿõ (òóííåëè, øàõòû è ò.ä.). Ýòî � ìåòîäû

óïðàâëÿåìîãî ðàçðóøåíèÿ è ðàçãðóçêè ìàññèâîâ ãîðíûõ ïîðîä, ñîçäàíèÿ â íèõ



6

äðåíàæíûõ ñèñòåì, èçîëèðóþùèõ ýêðàíîâ, óïðî÷íåíèÿ ðûõëûõ ïîðîä, îòêà÷êè

âîäû èëè ãàçà, èçîëÿöèè è ïåðåêðûòèÿ èñòî÷íèêîâ ïîñòóïëåíèÿ ïëàñòîâûõ âîä

è äð.

Îäíîé èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññà çàðîæäåíèÿ òðåùèí â ãîðíîé ïî-

ðîäå ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾ýôôåêò ðàçìåðà¿ � çàâèñèìîñòü íàãðóçêè,

íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ òåëà, îò åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ. Áîëü-

øîå êîëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ðàçìåðà íà ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ ïðîâå-

äåíî íà ïðîñòåéøèõ çàäà÷àõ îá èçãèáå áåòîííûõ áàëîê. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ

ñëîæíûõ òðåõìåðíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà óíèâåðñàëüíûõ òðåõìåð-

íûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñèòñÿ ðàçðóøåíèå ïîðîäû

ó ïåðôîðèðîâàííûõ ñêâàæèí ïðè ïðîâåäåíèè ãèäðîðàçðûâà. Èç-çà ýôôåêòà

ðàçìåðà äàâëåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàçðóøåíèÿ ïîðîäû ó ïåðôîðàöèè, ìîæåò

áûòü ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì ïîðîäû âîçëå ñêâàæèíû. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçíèöåé

â õàðàêòåðíûõ ðàçìåðàõ ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì èñïîëüçîâà-

íèå êðèòåðèÿ, íå ñïîñîáíîãî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ðàçìåðà íà ïðî÷íîñòü, ìîæåò

ïðèâåñòè ê íåâåðíîìó ïðåäñêàçàíèþ ìåñòà çàðîæäåíèÿ òðåùèíû è åå îðèåíòà-

öèè.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ÍÄÑ

óïðóãîé áåñêîíå÷íîé ñðåäû ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè, êîòîðîå íà ôðîíòå òðå-

ùèíû èìååò ñèíãóëÿðíîñòü, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè èíòåí-

ñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍàìè). Âû÷èñëåíèå ÊÈÍîâ íåîáõîäèìî â çàäà÷àõ

ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè

íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü ðîñòà òðåùèí â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Äëÿ

ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ óïðóãîñòè îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ

ðàñ÷åòà ÍÄÑ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ). Îäíàêî êëàññè÷å-

ñêèé ÌÃÝ íå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè, òàê êàê íà òðåùèíå

ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé âûðîæäàåòñÿ èç-çà ñîâïàäåíèÿ

ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû. Ïîýòîìó âàæíî ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå

÷èñëåííûå ìåòîäû, êîòîðûå ñïîñîáíû ðåøàòü âíåøíþþ çàäà÷ó, ó÷èòûâàòü íà-

ëè÷èå ïîëîñòåé, òðåùèí è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿòü ÊÈÍû.

Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû è ðåøåíèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê íàïðàâëåíèþ ïî-

âûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äîáû÷è óëåâîäîðîäíîãî ñûðüÿ Ñòðàòåãèè íàó÷íî-
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òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè1

Öåëü èññëåäîâàíèÿ � ïîñòðîåíèå ìîäèôèêàöèé òðåõìåðíîãî ìåòîäà ãðà-

íè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñîçäàíèå íà åãî îñíîâå àäåêâàòíûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ

â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ òðåùèí. Âûÿâëåíèå îñîáåííîñòåé ôîðìèðî-

âàíèÿ çàðîäûøåâûõ òðåùèí ó ïåðôîðèðîâàííîé ñêâàæèíû.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ ÍÄÑ óïðóãîé ñðåäû ñ ïîëîñòÿìè è

òðåùèíàìè, ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ è ïðîöåññû çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ òðåùèí ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé íàãðóçêè.

Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè è îñîáåííîñòè ïðî-

öåññîâ çàðîæäåíèÿ è ôîðìèðîâàíèÿ òðåùèíû â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ìàòå-

ðèàëà è ÍÄÑ.

Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè

1. Ðàçðàáîòàòü ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðèãîäíûå äëÿ

ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè.

2. Ðàçðàáîòàòü êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ýôôåêò ðàçìåðà â

òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû.

3. Ïðîâåñòè âàëèäàöèþ ïðåäëîæåííûõ êðèòåðèåâ íà ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàç-

ðóøåíèþ îáðàçöîâ èç áåòîíà è èç ãîðíîé ïîðîäû ðàçëè÷íîé ôîðìû è ðàçìåðîâ:

áëîêîâ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè îòâåðñòèÿìè, ñ áîêîâûìè âûðåçàìè, ñêâàæèí ñ ïî-

ïåðå÷íûìè ïðîïèëàìè.

4. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé ñîçäàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äëÿ

ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ è

ÊÈÍîâ â çàäà÷àõ äåôîðìàöèè òðåõìåðíûõ òåë ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè.

5. Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ óñòàíîâèòü ìå-

ñòîïîëîæåíèå çàðîäûøåâîé òðåùèíû è äàâëåíèå æèäêîñòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, â çàâèñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè

îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ íà ïðèìåðå êîíêðåòíîãî íåôòåãàçîâîãî

ìåñòîðîæäåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ óïðóãèõ òåë ñ ïîëîñòÿìè

è òðåùèíàìè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ðàçðàáîòàíû åãî

1Î Ñòðàòåãèè íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè: Óêàç Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé

Ôåäåðàöèè îò 1 äåêàáðÿ 2016 ã. � 642.
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ìîäèôèêàöèè. Â îñíîâå ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ëåæàò

êðèòåðèè çàðîæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå íà îñíîâå àíàëèçà ÍÄÑ óñëîâèÿ, ïðè

êîòîðûõ çàðîäèòñÿ òðåùèíà, åå ìåñòîðàñïîëîæåíèå, îðèåíòàöèþ è ôîðìó.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå ðåçóëüòàòà, ñîîòâåòñòâóþùèå

÷åòûðåì ïóíêòàì (1,3,4,5) ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 � ìàòåìàòè÷å-

ñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì ïî ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèì íàóêàì:

Ïóíêò 1 ïàñïîðòà: Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîäåëèðî-

âàíèÿ îáúåêòîâ è ÿâëåíèé.

1. Òðåõìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèí îò ïîâåðõíîñòè

óïðóãîãî òåëà, ó÷èòûâàþùàÿ ýôôåêò ðàçìåðà � âëèÿíèå ðàçìåðà òåëà íà

âåëè÷èíó íàãðóçêè, íåîáõîäèìóþ äëÿ åãî ðàçðóøåíèÿ. Â îñíîâó ìîäåëè

ïîëîæåíû àäàïòèðîâàííûå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äâà êðèòåðèÿ

çàðîæäåíèÿ òðåùèí:

• Îñðåäíåííîå ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ê ïîâåðõíîñòè òåëà îòðåçêó ðàñ-

òÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà íà

ðàçðûâ;

• Ìàêñèìàëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ëîêàëü-

íîé ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ìèíèìàëüíîãî ðàäè-

óñà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè òåëà.

Ïóíêò 3 ïàñïîðòà: Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõ-

íîëîãèé.

2. Äâå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) ðåøåíèÿ òðåõìåð-

íûõ çàäà÷ óïðóãîñòè ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè:

• ÌÃÝ, â êîòîðîì òðåùèíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïðîïèëàìè ìàëîé, íî êî-

íå÷íîé øèðèíû;

• Äóàëüíûé ÌÃÝ, â êîòîðîì íà ïîâåðõíîñòè ïîëîñòè ðåøàåòñÿ ãðà-

íè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé, à íà òðåùèíå � ãðàíè÷-

íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íàïðÿæåíèé, çàïèñàííîå îòíîñèòåëüíî

ðàçðûâà ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä

âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍîâ) ñ
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èñïîëüçîâàíèåì â ÌÃÝ àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé êàê êî-

ðåíü èç ðàññòîÿíèÿ äî ôðîíòà òðåùèíû.

Ïóíêò 4 ïàñïîðòà: Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèò-

ìîâ â âèäå êîìïëåêñîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

3. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ çàðîæäåíèÿ òðåùèí îò ïîëî-

ñòè â óïðóãîé ñðåäå è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ è ÊÈÍîâ â çàäà÷àõ ñ ïîëî-

ñòÿìè è òðåùèíàìè.

Ïóíêò 5 ïàñïîðòà: Êîìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðî-

áëåì ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

4. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ïîâåðõíîñòè îáñà-

æåííîé ñêâàæèíû ñ ïåðôîðàöèåé ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ çàêà÷èâàåìîé

â ñêâàæèíó æèäêîñòè ãèäðîðàçðûâà: çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ

òðåùèíû, ìåñòîïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè çàðîäûøåâîé òðåùèíû îò îðè-

åíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 â äèññåðòà-

öèè ïðåäñòàâëåíû îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû îäíîâðåìåííî èç òðåõ îáëàñòåé:

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è êîìïëåêñîâ ïðîãðàìì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà.

Êðèòåðèé çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, â êîòîðîì ëîêàëüíàÿ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ

çàâèñèò îò êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè òåëà, ïðèìåíÿåòñÿ âïåðâûå â òðåõìåðíûõ

çàäà÷àõ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â îñíîâó åãî ïîëîæåíà èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå

ìåæäó ðàçìåðîì è ïðî÷íîñòüþ òåëà. Êðèòåðèé ó÷èòûâàåò ýôôåêò ðàçìåðà è

ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ñëîæíûõ òðåõìåðíûõ òåë, ó êîòîðûõ

ðàçëè÷íûå ÷àñòè èìåþò ðàçíûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð. Îáîáùåíèå äâóìåðíîãî

êðèòåðèÿ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, îñðåäíåííûõ ïî îòðåçêó, íà òðåõìåðíûé

ñëó÷àé è åãî âàëèäàöèÿ ïðîâåäåíû âïåðâûå.

Ïðåäëîæåíî è îáîñíîâàíî èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ äëÿ çàäà÷ ñ

òðåùèíàìè ïóòåì èõ çàìåíû ïðîïèëîì ìàëîé, íî êîíå÷íîé øèðèíû. Ýòîò ìå-

òîä áîëåå ýôôåêòèâåí ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ýêîíîìè÷íîñòè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ äóàëüíûìè ÌÃÝ, òàê êàê íå òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðûâíûõ ãðà-

íè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû
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è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçìåðà ðåçóëüòèðóþùèõ ìàòðèö äëÿ îäíîãî è òîãî æå êî-

ëè÷åñòâà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â äóàëüíîì ÌÃÝ ðàçðàáîòàí ñïîñîá âû÷èñ-

ëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Àäàìàðà ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà

ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå êîëëîêàöèè â ðÿä Ëîðà-

íà. Ñïîñîá ìîäèôèêàöèè ôîðì-ôóíêöèé ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â îêðåñòíîñòè

ôðîíòà òðåùèíû, çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþùèé òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ,

ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíûì. Ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ôîðì-ôóíêöèè äëÿ

ëþáîãî ïîâåäåíèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû: íàïðè-

ìåð, ïðè ¾âÿçêîñòíîì ðåæèìå¿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ðàçðûâ ñìåùåíèé

äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí ñòåïåíè 2/3 îò ðàññòîÿíèÿ äî ôðîíòà, à ïðè

¾âÿçêîñòíî-óòå÷êîâîì¿ ðåæèìå � ñòåïåíè 5/8.

Âïåðâûå äëÿ âñåâîçìîæíûõ îðèåíòàöèé ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè îòíîñè-

òåëüíî ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ çàðîæ-

äåíèÿ òðåùèíû è åå ìåñòîïîëîæåíèÿ. Âûÿâëåíû îñíîâíûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå

íà ðåøåíèå çàäà÷è: íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ è îðèåíòàöèÿ ñêâàæèíû è ïåðôîðà-

öèè îòíîñèòåëüíî íèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè âëè-

ÿþò íå òîëüêî íà äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ, íî è íà ìåñòîïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ

çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû. Âûÿâëåíû âñå îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè,

îïòèìàëüíûå ïî äàâëåíèþ çàðîæäåíèÿ.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâà-

åòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ è âûáîðîì òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,

à òàêæå ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîãëàñîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ

èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæ-

íîñòè ïðèìåíåíèÿ åå ðåçóëüòàòîâ (ìåòîäèê, àëãîðèòìîâ, èõ ïðîãðàììíîé ðåà-

ëèçàöèè è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ) â ðÿäå ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé íåôòåãàçîâîé

ïðîìûøëåííîñòè è ãîðíîãî äåëà.

Ïðåäñòàâëåíèå ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå

¾Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (÷èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè

ñïëîøíîé ñðåäû)¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâî-

ñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
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íîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëè � àêàäåìèê Þ.È. Øîêèí

è ïðîô. Â.Ì. Êîâåíÿ), íà ñåìèíàðå ÈÃÄ ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. Å.Í. Øåð), íà

ñåìèíàðå ¾Ïðîáëåìû ïðèðîäíî-òåõíîãåííîé áåçîïàñíîñòè¿ ÑÊÒÁ ¾Íàóêà¿

ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. ïðîô. Â.Â. Ìîñêâè÷åâ), íà ñåìèíàðå ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ

ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìûõ ñðåä¿ ÈÂÌ ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. ïðîô. Â.Ì. Ñàäîâñêèé),

íà Ãåîôèçè÷åñêîì ñåìèíàðå ÈÍÃÃ ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. ÷ë.-êîðð. È.Þ. Êóëàêîâ),

íà ñåìèíàðå Îòäåëà ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ

(ðóê. àê. Á.Ä. Àííèí), íà ñåìèíàðå ¾Ìåõàíèêà ìàêðî- è íàíî-ñòðóêòóð¿

ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. ä.ô.-ì.í. Ñ.Í. Êîðîáåéíèêîâ), íà ñåìèíàðå ¾Ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÃÐÏ¿ ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ (ðóê. ä.ô.-ì.í. Ñ.Â. Ãî-

ëîâèí), à òàêæå íà âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: 1) XII

Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëè-

ðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì, Íîâîñèáèðñê, 3-6 îêòÿáðÿ 2011;

2) XI Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Êðà-

åâûå çàäà÷è è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿, Íîâîêóçíåöê, 10-12 îêòÿá-

ðÿ 2012; 3) International Conference of Advanced Mathematics, Computations

and Applications, Novosibirsk, 8-11 June 2014; 4) VIII Êàçàõñòàíñêî-Ðîññèéñêàÿ

ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå â íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèõ è ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ íåôòåãàçîâîé

îòðàñëè¿, Êàçàõñòàí, Àòûðàó, 20-21 èþíÿ 2014; 5) International Conference

�Computational and Informational Technologies in Science, Engineering and

Education� (CITech-2015), Almaty, 24-27 September 2015.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 19 ïå-

÷àòíûõ ðàáîòàõ [1�19], â òîì ÷èñëå (â ñêîáêàõ â ÷èñëèòåëå óêàçàí îáùèé îáúåì

ýòîãî òèïà ïóáëèêàöèé â ïå÷àòíûõ ëèñòàõ, â çíàìåíàòåëå � îáúåì ïðèíàäëå-

æàùèé ëè÷íî àâòîðó) 1 ìîíîãðàôèÿ [1] (19.5/4.2), 2 ñòàòüè â ïåðèîäè÷åñêèõ

èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îñíîâíûõ íàó÷íûõ ðå-

çóëüòàòîâ äèññåðòàöèé íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè äîêòîðà èëè êàíäèäàòà

íàóê [2, 3] (4.3/1.2), 5 ñòàòåé â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ â áàçàõ äàííûõ Scopus

è Web of Science [4�8](12.9/2.9), 9 � â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ

êîíôåðåíöèé [9�17] (10.4/2.6), 2 ñâèäåòåëüñòâà î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè

ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ (â Ðîñïàòåíòå) [18, 19]. Â ýòèõ ðàáîòàõ àâòîðó ïðèíàäëå-

æàò ìåòîäû ðàñ÷åòà ÍÄÑ â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè è ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ
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çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà. Ïðè ýòîì ïîëíàÿ ìîäåëü òðåõìåðíîãî ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ïîäìîäåëè äåôîðìàöèè ïîðîäû,

òå÷åíèÿ æèäêîñòè â òðåùèíå, êðèòåðèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû, ïðèíàäëå-

æàò ñîàâòîðàì è íà çàùèòó íå âûíîñÿòñÿ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ðåçóëüòàòû, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå

äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Âî âñåõ ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ

àâòîð ó÷àñòâîâàë â ôîðìóëèðîâêàõ ïîñòàíîâîê çàäà÷, ìîäèôèöèðîâàë ñóùå-

ñòâóþùèé êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ

ÍÄÑ òåë ñ òðåùèíàìè, ðåàëèçîâàë êðèòåðèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, ó÷èòûâà-

þùèå ýôôåêò ðàçìåðà, ïðîâåë ðàñ÷åòû è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Äèññåð-

òàöèÿ èçëîæåíà íà 146 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà, âêëþ÷àÿ 66 èëëþ-

ñòðàöèé è 2 òàáëèöû. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 142 íàèìåíî-

âàíèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëü-

íîñòü Ñ.Ã. ×åðíîìó çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê

õîäó âûïîëíåíèÿ ðàáîòû. Óñïåøíîìó âûïîëíåíèþ ðàáîòû ñïîñîáñòâîâàëè öåí-

íûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ Â.Í. Ëàïèíà, Ä.Â. ×èðêîâà, Ï.Â. Êàðíàêîâà.
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Ãëàâà 1

Òðåõìåðíàÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

òåë ñ òðåùèíàìè è ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ

äëÿ åå ðåøåíèÿ

Â çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí ãèäðîðàçðûâà ìîäåëü

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ñðåäû èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ìîäåëü ÍÄÑ äàåò ðàñïðåäåëåíèå íà-

ïðÿæåíèé â ðàññìàòðèâàåìîì òåëå, êîòîðûå äàëåå èñïîëüçóþòñÿ â êðèòåðèÿõ

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé, ìåñòîïîëîæåíèÿ è îðèåíòà-

öèè çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû. Ìîäåëü ÍÄÑ ïîðîäû ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü øèðèíó òðåùèíû

ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ â òðåùèíå è íàïðÿæåíèÿì ïîðîäû â

åñòåñòâåííîì çàëåãàíèè. Òàê êàê ïðè ãèäðîðàçðûâå äåôîðìàöèè ïîðîäû äî-

ñòàòî÷íî ìàëû, èñïîëüçóåì ëèíåéíóþ ìîäåëü äåôîðìàöèè. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå

ïðîöåññû ïðè çàðîæäåíèè è ðàñïðîñòðàíåíèè òðåùèíû ïðîèñõîäÿò äîñòàòî÷-

íî ìåäëåííî, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ

ðàñ÷åòà ÍÄÑ ïîðîäû ðåøàåòñÿ çàäà÷à óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ â áåñêîíå÷íîé îá-

ëàñòè, âíóòðè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ïîëîñòü (ñêâàæèíà, ïåðôîðàöèÿ) è òðåùèíà,

êàê èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 1.1.

Â ýòîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðóãîãî

ðàâíîâåñèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé îáëàñòåé ñ ïîëîñòÿìè è òðåùèíàìè. Ïðîèçâå-

äåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ åå ðåøåíèÿ: ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ).

Â ÌÊÝ òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîäðîáíîé ñåòêè â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðå-

ùèíû, ÷òîáû õîðîøî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, êîòîðîå äëÿ íàïðÿæå-

íèé èìååò ñèíãóëÿðíîñòü íà ôðîíòå òðåùèíû. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè òðåùè-



14

Ðèñóíîê 1.1 � Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ òðåõìåðíûõ ìîäåëåé ãèäðîðàçðûâà: 1 �
çàðîäûøåâàÿ òðåùèíà; 2 � ôðîíò òðåùèíû; 3 � ïîëîñòü ñ ãðàíèöåé S∗; òðåùèíà

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ðàçðåçîì ñ áåðåãàìè S+ è S−.

íû íåîáõîäèìî ëèáî ïåðåñòðàèâàòü ñåòêó äëÿ êàæäîé íîâîé êîíôèãóðàöèè,

ëèáî àïïðîêñèìèðîâàòü îáëàñòü âîêðóã òðåùèíû ñïåöèàëüíûìè ýëåìåíòàìè,

îáîãàùåííûìè èíòåðïîëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, ó÷èòûâàþùèìè ðàçðûâ ñìå-

ùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû è ñèíãóëÿðíîå ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé íà å¼ ôðîíòå

(ìåòîä XFEM/GFEM [20]). Â ÌÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è íåîáõîäèìî

ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òîáû ó÷åñòü âëèÿíèå

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà âíåøíåé ãðàíèöå, ÷òî âåäåò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷å-

íèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. ÌÃÝ ñâîáîäåí îò ïåðå÷èñëåííûõ íåäîñòàòêîâ. Îí

òðåáóåò àïïðîêñèìàöèè òîëüêî ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, è ïðè ðàñïðîñòðà-

íåíèè íå òðåáóåòñÿ ïåðåñòðàèâàòü ðàñ÷åòíóþ ñåòêó.

Ñóòü êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé óïðóãîñòè ê ãðàíè÷íîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñìåùåíèé. Ïðè

ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ îòûñêèâàþòñÿ âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè íà ãðàíèöå

îáëàñòè. Çíàÿ îäíîâðåìåííî ôóíêöèè ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå, ñ

ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî âû÷èñëèòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

âíóòðè îáëàñòè. Îäíàêî êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ íå ïðèìåíèì äëÿ çàäà÷ ñ òðåùè-

íàìè, ïîòîìó ÷òî ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé âûðîæäàåòñÿ

íà áåðåãàõ òðåùèíû S+ è S−.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòèõ òðóäíîñòåé â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàçðàáîòàíû äâå òðåõ-

ìåðíûå ìîäèôèêàöèè ÌÃÝ äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ îäíîâðåìåííî ñ ïîëî-
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ñòÿìè è òðåùèíàìè. Â ïåðâîé ìîäèôèêàöèè òðåùèíà çàìåíÿåòñÿ ïðîïèëîì ìà-

ëîé, íî êîíå÷íîé øèðèíû. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âíîñèò íåêî-

òîðóþ ïîãðåøíîñòü â ðåøåíèå, ðàñòóùóþ ïðè óâåëè÷åíèè øèðèíû ïðîïèëà, íî

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè,

òàê êàê ïðîòèâîïîëîæíûå áåðåãà òðåùèíû S+ è S− íå ñîâïàäàþò è ÿâëÿþòñÿ

îáû÷íîé íåâûðîæäåííîé ãðàíèöåé. Îäíàêî ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà

øèðèíó ïðîïèëà: åñëè îí ñëèøêîì ìàë, òî ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëåíèè èíòå-

ãðàëîâ äëÿ áëèçëåæàùèõ òî÷åê ñòàíîâÿòñÿ ñëèøêîì áîëüøèìè. Èññëåäîâàíèå

íà çàäà÷å ðàñòÿæåíèÿ ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû ïîêàçàëî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ

øèðèíà ïðîïèëà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 0.4 ÷ 0.8 îò ðàçìåðà ýëåìåíòà ðàñ÷åòíîé

ñåòêè.

Âòîðûì ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè ÿâëÿåòñÿ

óïðîùåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ äóàëüíîãî ÌÃÝ (ÄÌÃÝ) [21]. Ñóòü ÄÌÃÝ ñîñòîèò

â çàìåíå ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñìåùåíèé íà ãðàíè÷íîå èíòå-

ãðàëüíîå óðàâíåíèå íàïðÿæåíèé íà îäíîì èç áåðåãîâ òðåùèíû. Ýòî óðàâíåíèå

íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñìåùåíèÿ íà òðåùèíîâàòîé ãðàíèöå, íî ïîçâîëÿåò íàéòè

ðàçðûâû ñìåùåíèé íà òðåùèíå. Â ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè íà òðåùèíå ãðà-

íè÷íîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé íå èñïîëüçóåòñÿ, òàê êàê â çàäà÷àõ ãèäðîðàçðûâà

òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü òîëüêî ðàçðûâ ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû, à àáñîëþò-

íîå çíà÷åíèå ñìåùåíèé íå èñïîëüçóåòñÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðåçóëüòè-

ðóþùóþ ÑËÀÓ äî äâóõ ðàç â çàäà÷àõ áåç ïîëîñòåé. Â èíòåãðàëüíîì óðàâíå-

íèè íàïðÿæåíèé ÿäðà èìåþò îñîáåííîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, à èíòåãðàëû

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Àäàìàðà. Ââèäó ýòîãî

òðåáóåòñÿ ñîçäàíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ èõ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé èçîòðîïíîé îäíîðîäíîé ñðåäû ïîä äåé-

ñòâèåì âåêòîðà f âíåøíèõ ñèë ñ êîìïîíåíòàìè fi îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè

óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ:

∂σij
∂xj

+ fi = 0, (1.1)
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â êîòîðûõ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó çà-

êîíó Ãóêà

σij = λδijεkk + 2µεij, (1.2)

à εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé, âû÷èñëåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (1.3)

Çäåñü ui åñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé u, λ è µ � ïàðàìåòðû Ëàìý, õà-

ðàêòåðèçóþùèå óïðóãóþ ñðåäó è âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ìîäóëü Þíãà E è êî-

ýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν êàê

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (1.4)

Çäåñü è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêîâûì èíäåêñàì.

Èç (1.1) è (1.2) âûâîäÿòñÿ óðàâíåíèÿ Ëàìý óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ, çàïèñàííûå

äëÿ ñìåùåíèé [22]

(λ+ µ)∇(divu) + µ∆u+f = 0. (1.5)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Íà ðèñóíêå 1.2 ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû îáëàñòè âíóòðåííåé V in (ñëåâà) è

âíåøíåé V ex (ñïðàâà) çàäà÷ óïðóãîñòè. Äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è V in íà ÷àñòè

ãðàíèöû Su çàäàþòñÿ ñìåùåíèÿ (óñëîâèå Äèðèõëå), à íà ÷àñòè St � íàïðÿæå-

íèÿ (óñëîâèå Íåéìàíà):

ui

∣∣∣
Su

= u∗i , ti

∣∣∣
St

= t∗i . (1.6)

Çäåñü êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåíèé ti åñòü ïðîåêöèÿ òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

ti = σijnj, (1.7)

u∗i , t
∗
i � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Íîðìàëü n ê ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé çàäà÷è îáî-

çíà÷èì nin, âíåøíåé çàäà÷è � nex.

Äëÿ âíåøíåé çàäà÷è îáû÷íî íà âñåé ïîëîñòè çàäàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ ti. Òàê-

æå âíåøíÿÿ îáëàñòü èìååò ãðàíèöó S∞, óäàëåííóþ íà áåñêîíå÷íîå ðàññòîÿ-

íèå r∞, íà êîòîðîé îáû÷íî çàäàåòñÿ óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè ñìåùåíèé è íàïðÿ-
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inV

Su

S t

inn
u

t exV

S∞

S t

r∞
exn

t

Ðèñóíîê 1.2 � Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âíóòðåííåé (ñëåâà) è âíåøíåé (ñïðàâà) çàäà÷ óïðó-
ãîñòè.

æåíèé

ui

∣∣∣
S∞

= O(r−1
∞ ), σij

∣∣∣
S∞

= O(r−2
∞ ). (1.8)

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1.1)�(1.3) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (1.6) � (1.8)

îáðàçóþò êðàåâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñìåùåíèé ui, äåôîðìà-

öèé εij è íàïðÿæåíèé σij.

= +
exV

S∞

S t

*
i it t=

ij ijσ σ ∞=
exV

S∞

S t

*
i i ij jt t nσ ∞= −

0ijσ =
exV

S∞

S t

i ij jt nσ ∞=

ij ijσ σ ∞=

Ðèñóíîê 1.3 � Ðåøåíèå âíåøíåé çàäà÷è ñ íåíóëåâûìè íàïðÿæåíèÿìè íà óäàëåííîé
ãðàíèöå ïðè ïîìîùè ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé çàäà÷è î ðàâíîìåðíîì ñæàòèè âñåé îá-
ëàñòè íàïðÿæåíèÿìè σ∞ij è çàäà÷è ñ íóëåâûìè íàïðÿæåíèÿìè íà óäàëåííîé ãðàíèöå.

Â çàäà÷àõ ãåîëîãèè è íåôòåäîáû÷è íà S∞ âìåñòî óñëîâèé (1.8) ìîãóò çàäà-

âàòüñÿ íåíóëåâûå íàïðÿæåíèÿ σ∞ij , íàçûâàåìûå íàïðÿæåíèÿìè çàëåãàíèÿ

σij

∣∣∣
S∞

= σ∞ij . (1.9)

Â ñëó÷àå íåíóëåâûõ íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è íàõîäèòñÿ êàê ñó-
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ïåðïîçèöèÿ ðåøåíèé äâóõ ïîäçàäà÷, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 1.3. Ðåøåíèå ïåð-

âîé ïîäçàäà÷è òðèâèàëüíî: σij = σ∞ij âî âñåõ òî÷êàõ óïðóãîé ñðåäû. Âî âòîðîé

ïîäçàäà÷å íàïðÿæåíèÿ íà S∞ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè (1.8). Ðå-

øåíèå âòîðîé ïîäçàäà÷è äàåò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îòíîñè-

òåëüíî óæå ñæàòîé íàïðÿæåíèÿìè σ∞ij ñðåäû.

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â çàäà÷å òðåùèíû (ðàçðåçà ñ ãðàíèöåé S± = S+ +S−) íà

áåðåãàõ òðåùèíû îáû÷íî çàäàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ, ðàâíûå ïî ìîäóëþ è ïðîòèâî-

ïîëîæíûå ïî çíàêó.

ti(x
+) = −ti(x−) = t∗i (x), x+ ∈ S+, x− ∈ S−, x+ = x− = x . (1.10)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñìåùåíèÿ ui íà êàæäîì èç áåðåãîâ òðåùèíû, ëèáî ðàçðûâ

ñìåùåíèé ∆ui.

1.2. Îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîãî

ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ÌÊÝ è ÌÃÝ. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ÌÊÝ ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â [23]. Â ýòîì ðàçäåëå îõàðàêòåðèçóåì îñíîâíûå èäåè ïîñòðîåíèÿ

ÌÊÝ è ÌÃÝ.

1.2.1. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Â ÌÊÝ âñÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü V àïïðîêñèìèðóåòñÿ íàáîðîì êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ V e. Â êàæäîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-

íàò (ξ1, ξ2, ξ3), âûáèðàþòñÿ îïîðíûå óçëû xα è ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûå

ôóíêöèè φα(ξ1, ξ2, ξ3). Ôóíêöèè x è u âî âñåõ òî÷êàõ ýëåìåíòà ïðåäñòàâëÿþòñÿ

÷åðåç φα:

x(ξ1, ξ2, ξ3) = xα φα(ξ1, ξ2, ξ3),

u(x(ξ1, ξ2, ξ3)) = uα φα(ξ1, ξ2, ξ3).
(1.11)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî íåìîìó èíäåêñó α.
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Óðàâíåíèå óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ (1.1) çàïèñûâàåòñÿ â ñëàáîé ôîðìå∫
V e

ω (∇σ+ f) dV = 0, (1.12)

ãäå ω � ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè. Îäíèì èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Áóáíîâà-

Ãàë¼ðêèíà [24], â êîòîðîì â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ áàçèñíûå

ôóíêöèè ýëåìåíòà φα.

Ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (1.12) ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ, ñâÿ-

çûâàþùåìó ñìåùåíèÿ uβ ñ óçëîâûìè ñèëàìè Fα ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû æåñòêî-

ñòè Kαβ

Kαβ uβ = Fα . (1.13)

Çàòåì óðàâíåíèÿ (1.13) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ñîáèðàþòñÿ (îò àíãë. assemble) â

åäèíóþ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî âñåõ óçëîâ. Ðåøàÿ ýòó ÑËÀÓ, íàéäåì ñìåùåíèÿ âî

âñåõ óçëàõ. Äàëåå ïî ýòèì äàííûì ìîæíî îòûñêàòü è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè,

íàïðèìåð, íàïðÿæåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü âíåøíþþ ãðàíè-

öó S∞, óäàëåííóþ íà äîñòàòî÷íîå ðàññòîÿíèå, è àïïðîêñèìèðîâàòü îáëàñòü

âïëîòü äî ýòîé ãðàíèöû, ÷òî âåäåò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñîáóþ ñëîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ïðåäñòàâëÿåò íåîáõîäèìîñòü ïåðåñòðàèâàíèÿ

êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû íà êàæäîì øàãå åå

ðàñïðîñòðàíåíèÿ, òàê êàê çàðàíåå íåèçâåñòíà òðàåêòîðèÿ åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

Â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè ðåøåíèå âáëèçè ôðîíòà òðåùèíû èìååò ñèíãóëÿðíîñòü,

÷òî òðåáóåò ñãóùåíèÿ ñåòêè ê ôðîíòó òðåùèíû, ÷òî äîïîëíèòåëüíî óâåëè÷è-

âàåò âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

1.2.2. Ðàñøèðåííûé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Â ïîñëåäíèå ãîäû áûë ðàçðàáîòàí è ïðèìåíåí â 3D-çàäà÷àõ ìîäåëèðîâà-

íèÿ ãèäðîðàçðûâà îáîáùåííûé (èëè ðàñøèðåííûé) ìåòîä ÌÊÝ (Generalized

or Extended FEM, GFEM/XFEM) [20, 25, 26], ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü ðÿä ïðî-

áëåì ÌÊÝ, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå. Ãëàâíîé îñîáîííîñòüþ ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåò-

ñÿ íåñîãëàñîâàííîñòü ðàñ÷åòíîé ñåòêè è òðåùèíû, ò.å. òðåùèíà ïðîõîäèò ÷åðåç
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êîíå÷íûé ýëåìåíò. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ ó÷àñòêàìè òðåùèíû îáîãàùàþòñÿ äî-

ïîëíèòåëüíûìè èíòåðïîëèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, ó÷èòûâàþùèìè ðàçðûâ ñìå-

ùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû è ñïàä ðàçðûâà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà

òðåùèíû, ïðîïîðöèîíàëüíûé
√
l

u(x) =
N∑
α=1

φα(x)uα +
N∑
β=1

φβ(x)(H(f(x))−H(f(xβ)))uβ +

+
N∑
γ=1

4∑
m=1

φγ(x)(ψm(x)− ψm(xγ))uγ .

(1.14)

Çäåñü α, β, γ � ñòåïåíè ñâîáîäû ýëåìåíòà. Åñëè â ýëåìåíòå íåò òðåùèíû, ñóì-

ìèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ òîëüêî ïî α, ÷òî ñîâïàäàåò ñ àïïðîêñèìàöèåé â îáû÷-

íîì ÌÊÝ. Åñëè ýëåìåíò ñîäåðæèò òðåùèíó, ïðîèñõîäèò îáîãàùåíèå ýëåìåíòà

äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû uβ èëè uγ. Ñóììèðîâàíèå ïî β ïðîèñ-

õîäèò, åñëè ýëåìåíò ñîäåðæèò òðåùèíó, íî íå åå ôðîíò, ïî γ � åñëè ýëåìåíò

ñîäåðæèò ôðîíò òðåùèíû. Â ñóììå ïî β ôóíêöèÿ f(x) çàíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöå

òðåùèíû, H(f(x)) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, êîòîðàÿ òåðïèò ðàçðûâ íà òðåùèíå,

÷òî ïîçâîëÿåò àïïðîêñèìèðîâàòü ðàçðûâ ñìåùåíèé íà íåé. Â ñóììå ïî γ ôóíê-

öèè ψm(x) ââîäÿòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñìåùåíèé

â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû

{ψm(x)}m=1,...,4 =
√
r{cos(θ/2), sin(θ/2), sin(θ/2) sin(θ), cos(θ/2) sin(θ)}. (1.15)

Â ðàñøèðåííîì ÌÊÝ ñåòêà òðåùèíû íå ñâÿçàíà ñ ñåòêîé äåôîðìèðóåìî-

ãî òåëà, è òðåùèíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñêâîçü êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì

íåò íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðàèâàòü êîíå÷íîýëåìåíòíóþ ñåòêó íà êàæäîì øà-

ãå ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ðàñøèðåííûé ÌÊÝ ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî â çàäà÷àõ ñ

òðåùèíàìè, íî è ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèñëîêàöèé, ãðàíèö çåðåí íåîäíîðîäíîãî

ìàòåðèàëà, êîãåçèîííûõ òðåùèí.

Îäíàêî ðàñøèðåííûé ÌÊÝ íå ðåøàåò ïðîáëåìó ñ àïïðîêñèìàöèåé îáëàñòè

äî óäàëåííîé ãðàíèöû âî âíåøíèõ çàäà÷àõ.
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1.2.3. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è åãî ìîäèôèêàöèè

Àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1.1)�(1.8)

ÿâëÿåòñÿ ÌÃÝ [27]. Åãî îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò äèôôåðåíöè-

àëüíîé ïîñòàíîâêè (1.1)-(1.8) ê ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà

ãðàíèöå îáëàñòè. Â îòëè÷èè îò ÌÊÝ, â ÌÃÝ òðåáóåòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ òîëüêî

ãðàíèöû S îáëàñòè, ïðè ýòîì ñàìà îáëàñòü V íå äèñêðåòèçèðóåòñÿ. Àíàëîãè÷íî

ÌÊÝ, ãðàíèöà ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòû, â êàæäîì ýëåìåíòå âûáèðàþòñÿ óçëû

è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè. Çàòåì ñòðîèòñÿ ìàòðèöà âëè-

ÿíèÿ äðóã íà äðóãà ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé â óçëàõ ñåòêè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âëèÿíèÿ èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðî-

ñòûõ çàäà÷è óïðóãîñòè, íàïðèìåð çàäà÷è î ðàâíîìåðíîé íàãðóçêå èëè ðàçðûâå

ñìåùåíèé íà ýëåìåíòå [28].

Ñðåäè èçâåñòíûõ ðåøåíèé ñàìûì óíèâåðñàëüíûì è óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå Êåëüâèíà [29] î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé â òî÷êå y

ñèëû

f ∗i (x) = δ(x−x∗)ei. (1.16)

Çäåñü δ(x−y) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ei � åäèíè÷íûé âåêòîð â i-ì íàïðàâ-

ëåíèè. Ðåøåíèå äëÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé ui çàïèøåòñÿ â âèäå

u∗i (x) = Uij(y,x)ej, (1.17)

ãäå ôóíêöèÿ

Uij(y,x) =
1

16πµ(1− ν)
[(3− 4ν)δij + r,ir,j]

1

r
(1.18)

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êåëüâèíà î äåéñòâèè ñîñðåäî-

òî÷åííîé ñèëû. Çäåñü è äàëåå èíäåêñû, îòäåëåííûå çàïÿòîé, îçíà÷àþò äèôôå-

ðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì.

Òåíçîð íàïðÿæåíèé σ∗ij çàïèøåòñÿ êàê

σ∗ij(x) = Dijk(x
∗,x)ek, (1.19)

ãäå ÿäðî Dijk ïîëó÷àåòñÿ èç ÿäðà Uij (1.18) ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
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ïðèìåíåíèÿ çàêîíà Ãóêà (1.2)

Dijk(x
∗,x) = − 1

8π(1− ν)
×

× [(1− 2ν) [δikr,j + δjkr,i − δijr,k] + 3r,ir,jr,k]
1

r2
,

(1.20)

Âåêòîð íàïðÿæåíèé t∗i

t∗i (x) = Tik(x
∗,x)ek, (1.21)

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÿäðî

Tik(x
∗,x) = − 1

8π(1− ν)
×

× [(1− 2ν) [δik(r,jnj) + r,ink − r,kni] + 3(r,jnj)r,ir,k]
1

r2
,

(1.22)

ïîëó÷åííîå äîìíîæåíèåì ÿäðà Dijk (1.20) íà íîðìàëü nj ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

âåêòîðà íàïðÿæåíèé ti (1.7).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ Êåëüâèíà ñòðîÿòñÿ èíòå-

ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â ÌÃÝ, îñíîâíûå ðàçíîâèäíîñòè êîòîðûõ

áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå.

1.2.4. Íåïðÿìîé ÌÃÝ (ìåòîä ôèêòèâíûõ íàãðóçîê)

Íåïðÿìûì ÌÃÝ íàçûâàåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì íåèç-

âåñòíûå ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ íå íàïðÿìóþ èç èíòåãðàëüíîãî

óðàâíåíèÿ, à ñïåðâà ôîðìèðóþòñÿ ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ âåëè÷èí, à çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ

âåëè÷èí âû÷èñëÿþòñÿ èñêîìûå íåèçâåñòíûå íà ãðàíèöå.

Ïóñòü íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè S çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå ôèêòèâíîé íàãðóç-

êè φi(x). Òîãäà ñìåùåíèÿ uj â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå òåëà y∗ ïîëó÷àþòñÿ èíòå-

ãðèðîâàíèåì ðåøåíèÿ Êåëüâèíà (1.17), (1.18)

uj(y
∗) =

∫
S

Uij(y
∗,x)φi(x)dS, x∗ ∈ V, (1.23)
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à íàïðÿæåíèÿ ti � èíòåãðèðîâàíèåì (1.21), (1.22)

tj(y
∗) =

∫
S

Tij(y
∗,x)φi(x)dS, x∗ ∈ V. (1.24)

Òî÷êà y∗ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êîëëîêàöèè, x � òî÷êîé èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìå-

òèì, ÷òî íàãðóçêè φi íå ñîâïàäàþò ñ ðåàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè ti è ïîýòîìó

íàçûâàþòñÿ ôèêòèâíûìè.

Óñòðåìëÿÿ òî÷êó y∗ ∈ V ê òî÷êå ïîâåðõíîñòè y′ ∈ S, ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå

èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñìåùåíèé (ÃÈÓÑ)

uj(y
′) =

∫
S

Uij(y
′,x)φi(x)dS, y′ ∈ S (1.25)

è íàïðÿæåíèé (ÃÈÓÍ)

tj(y
′) = cij(y

′)φi(y
′) +−

∫
S

Tij(y
′,x)φi(x)dS, y′ ∈ S (1.26)

ãäå −
∫
� ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà â ñìûñëå Êîøè. Ôóíêöèÿ cij(y) â îáùåì

ñëó÷àå çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè â òî÷êå êîëëîêàöèè y. Â ñëó÷àå ãëàä-

êîé ïîâåðõíîñòè îíà ðàâíà δij/2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âíåøíåé çàäà÷è ãðàíè÷íîå

èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé (ÃÈÓÑ) (1.25) àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (1.8) íà áåñêîíå÷íîñòè [30].

Â íåïðÿìîì ÌÃÝ íà ãðàíèöå Su èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ñìåùåíèé (1.25),

à íà ãðàíèöå St � óðàâíåíèå (1.26). Ôîðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ è íàõîäÿòñÿ íåèçâåñò-

íûå ôèêòèâíûå íàãðóçêè φi. Çàòåì ïî èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì φi ñ ïîìî-

ùüþ òåõ æå óðàâíåíèé (1.25) è (1.26) íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå ñìåùåíèÿ ui è

íàïðÿæåíèÿ ti. Ïîäðîáíî ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé áóäåò îïèñàí ïîçæå íà ïðèìåðå çàäà÷è ñ òðåùèíàìè.

1.2.5. Ïðÿìîé ÌÃÝ

Ïðÿìîé ÌÃÝ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ ïðÿìî ÷åðåç çà-

äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ýòîì ìåòîäå ñòðîèòñÿ ÃÈÓÑ, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ
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è ñìåùåíèÿ ui, è íàïðÿæåíèÿ ti.

cij(y)uj(y) =

∫
S

Uij(y,x)tj(x)dS −−
∫
S

Tij(y,x)uj(x)dS. (1.27)

ÃÈÓÑ (1.27) âûâîäèòñÿ èç ïðèíöèïà âçàèìíîñòè ðàáîò è òåîðåìû Áåòòè [31].

Àâòîðîì è åãî êîëëåãàìè ïðÿìîé ÌÃÝ ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

çàðîæäåíèÿ òðåùèí ãèäðîðàçðûâà â îêðåñòíîñòè ïåðôîðèðîâàííîé ñêâàæèíû

[2, 4, 9, 14�17, 32�34].

1.2.6. Íåïðèìåíèìîñòü ïðÿìîãî ÌÃÝ äëÿ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè

Çàïèøåì ÃÈÓÑ (1.27) äëÿ áåñêîíå÷íîãî òåëà ñ òðåùèíîé S±.

cij(x
+)uj(x

+) + cij(x
−)uj(x

−) =

∫
S±

Uij(x
′,x)tj(x)dS −−

∫
S±

Tij(x
′,x)uj(x)dS.

(1.28)

ßäðà Uij(x
′,x), Tij(x

′,x) ðåøåíèÿ Êåëüâèíà îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ñèììåòðè÷-

íîñòè è àíòèñèììåòðè÷íîñòè

Uij(x
′,x+) = Uij(x

′,x−),

Tij(x
′,x+) = −Tij(x′,x−).

(1.29)

Íà ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãàõ òðåùèíû ââåäåì ðàçðûâ ñìåùåíèé

∆ui(x) = ui(x
+)− ui(x−). (1.30)

Ïðèíÿâ óñëîâèå ãëàäêîñòè òðåùèíû â òî÷êå x±, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà(1.29) è

(1.10), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.28) â âèäå:

1

2
δij(uj(x

+) + uj(x
−)) = −

∫
S+

Tij(x
+,x)∆uj(x)dS, (1.31)

Çàìåòèì, ÷òî ÃÈÓÑ (1.31) äëÿ òî÷åê x+ è x− ñîâïàäàþò, è ýòèõ óðàâíåíèé

íåäîñòàòî÷íî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-

íèé. Ïîýòîìó êëàññè÷åñêèé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ÃÈÓÑ íåïðèìåíèì

äëÿ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè [35].
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1.2.7. Ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé

Ìåòîä ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé (ÌÐÑ) äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè

ïðåäëîæåí â ðàáîòå Êðàó÷à [36]. Â ýòîì ìåòîäå òðåùèíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ

îòðåçêàìè ñ ïîñòîÿííûì ðàçðûâîì ñìåùåíèé ∆u âäîëü êàæäîãî îòðåçêà. C èñ-

ïîëüçîâàíèåì òî÷íîãî ðåøåíèÿ äëÿ òàêîãî îòðåçêà, íàïðÿæåíèÿ t â öåíòðå j-ãî

ýëåìåíòà òðåùèíû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðàçðûâû ñìåùåíèé ∆u êàê ñóïåðïîçè-

öèÿ ðåøåíèé îò âñåõ i-õ ýëåìåíòîâ

tτ(j) =
N∑
i=1

Aττ(j, i)∆uτ(i) +
N∑
i=1

Aτn(j, i)∆un(i),

tn(j) =
N∑
i=1

Anτ(j, i)∆uτ(i) +
N∑
i=1

Ann(j, i)∆un(i),

(1.32)

ãäå íèæíèìè èíäåêñàìè τ è n îáîçíà÷åíû êàñàòåëüíûå è íîðìàëüíûå êîì-

ïîíåíòû âåêòîðîâ t è ∆u; ôóíêöèè Aττ , Aτn, Anτ , Ann � òî÷íûå ðåøåíèÿ

äëÿ ïîñòîÿííîãî ðàçðûâà ñìåùåíèé íà îòðåçêå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ôóíê-

öèé Ïàïêîâè÷à. Ôîðìèðîâàëàñü ÑËÀÓ è èç åå ðåøåíèÿ íàõîäèëèñü íåèçâåñò-

íûå ∆u.

Â ðàáîòå [37] â ÿâíîì âèäå ïîêàçàíî, ÷òî ÌÐÑ â [36] ýêâèâàëåíòåí ÌÃÝ, â

êîòîðîì âìåñòî ÃÈÓÑ èñïîëüçóåòñÿ ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íàïðÿ-

æåíèé (ÃÈÓÍ), ñâÿçûâàþùåå âåëè÷èíó íàïðÿæåíèé tj â òðåùèíå ñî çíà÷åíèÿ-

ìè ðàçðûâà ñìåùåíèé ∆uk íà íåé.

tj(y
−) = −=

∫
S−

Mkj(y
−,x)∆uk(x)dS, (1.33)

ãäå Mkj(x
−,x) = nj(x

−)Skij(x
−,x), à ôóíêöèè Skij ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèÿ

Êåëüâèíà Tij äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì è ïðè-

ìåíåíèåì Çàêîíà Ãóêà. Âûâîä óðàâíåíèÿ (1.33) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [38].

Ñèìâîëîì =
∫
â (1.33) è äàëåå îáîçíà÷åíî ãëàâíîå çíà÷åíèå ãèïåðñèíãóëÿðíîãî

èíòåãðàëà â ñìûñëå Àäàìàðà.
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1.2.8. Ñèììåòðè÷íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà äëÿ óìåíüøåíèÿ ñòåïåíè

ñèíãóëÿðíîñòè â ìåòîäå ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Àäàìàðà â (1.33)

îäíèì èç ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûé ìåòîä Ãàëåðêèíà. Â ýòîì ìåòîäå

ïðåîáðàçîâàíèåì ÿäåð è èíòåãðèðîâàíèåì åãî ÷àñòåé óðàâíåíèå (1.33) ïðèâî-

äèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ìåíüøåé ñòåïåíüþ ñèíãóëÿðíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

þòñÿ óðàâíåíèÿ â ñëàáîé ôîðìå [39�41]∫
S+

tk(x)ωk(x)dS(x) = −
∫
S+

Dtωk(x)

∫
S+

Ctk
mj(y−x)Dm∆uj(y)dS(y)dS(x),

(1.34)

ãäå ωk � ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ, Dt � ïîâåðõíîñòíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Dt = nlεlst
∂

∂ys
, (1.35)

εlst � ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû, à Ctk
mj � ñëàáîñèíãóëÿðíîå ÿäðî, îïðåäåëÿåìîå ïî

ôîðìóëå

Ctk
mj =

µ

4π(1− ν)
[(1− ν)δtkδmj + 2νδmkδjt − δjkδmt − r,jr,kδmt]

1

r
. (1.36)

Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ìåòîäîì Ãàëåðêèíà èëè ìåòîäîì ãðà-

íè÷íûõ óðàâíåíèé â ñëàáîé ôîðìå. Ïîñêîëüêó ÿäðà â (1.34) ÿâëÿþòñÿ ñëàáî

ñèíãóëÿðíûìè, òî âñå ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè.

1.3. ÌÃÝ ñ ìîäèôèêöèåé îáëàñòè òðåùèíû

Êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 1.2.6 êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ â åãî èñõîäíîì âèäå íå

ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òðåùèíîé, òàê êàê äâà áåðåãà òðåùè-

íû íàõîäÿòñÿ áåñêîíå÷íî áëèçêî äðóã îò äðóãà, ÷òî ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ

óðàâíåíèé.

Òåì íå ìåíåå, èñïîëüçîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òðå-

ùèíàìè âîçìîæíî. Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñ-

ïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ òðåùèíàìè ïóòåì ìîäè-

ôèêàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Â ýòîì ïîäõîäå èñõîäíàÿ òðåùèíà (ìàòåìàòè÷å-

ñêèé ðàçðåç ñ ñîâïàäàþùèìè áåðåãàìè) çàìåíÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ïðîïèëîì
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Ðèñóíîê 1.4 � Ïðèáëèæåíèå ðåàëüíîé òðåùèíû (ñëåâà) âèðòóàëüíûì ïðîïèëîì êî-
íå÷íîé øèðèíû (ñïðàâà).

êîíå÷íîé øèðèíû dart, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.4. Ñ îäíîé ñòîðîíû, âåëè÷è-

íà èñêóññòâåííîãî ïàðàìåòðà dart äîëæíà âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òî-

áû ìèíèìèçèðîâàòü ïîãðåøíîñòü, âíîñèìóþ ìîäèôèêàöèåé îáëàñòè. Ñ äðóãîé,

òî÷êè êîëëîêàöèè íà ïðîòèâîñòîÿùèõ áåðåãàõ òðåùèíû äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ

äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà, ÷òîáû ñîõðàíèòü õîðîøóþ îáóñëîâëåííîñòü

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëåííûå îøèáêè ïðè âû-

÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ â ÃÈÓÑ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå âåëè÷èíû ïðîïèëà dart, äàþùåå ìèíèìóì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ

ÍÄÑ. Ýòà ãèïîòåçà ïðîâåðåíà ÷èñëåííî íà çàäà÷å îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè

ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû è íàéäåíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ dart. Ïîäðîáíî

ðåçóëüòàòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò èçëîæåíû äàëåå â ðàçäåëå 1.6.2.

Êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ ñ ìîäèôèêàöèåé îáëàñòè (ÌÃÝ/ÌÎ) èìååò íåêîòîðîå

ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ ñ äóàëüíûì ÌÃÝ è ìåòîäîì ðàçðûâíûõ ñìåùåíèé

ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà-

÷ó, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ ïîëîñòü, àïïðîêñèìèðóåìàÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêîé èç Nc

ýëåìåíòîâ, è òðåùèíà, ñîñòîÿùàÿ èç Nf ýëåìåíòîâ. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè ãèïåð-

ñèíãóëÿðíîãî ÃÈÓÍ äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçðûâíûå ýëåìåíòû, ÷òî âåäåò ê

óâåëè÷åíèþ êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûìè ñåòêà-

ìè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëÿðíîãî ÃÈÓÑ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâ-

íûå ýëåìåíòû. Îöåíèì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ÑËÀÓ, ãåíåðèðóåìîé êàæäûì

èç ìåòîäîâ, äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòåéøèõ ëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëü-
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íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ïðèìåíåíèè äóàëüíîãî ÌÃÝ ïîëó÷èâøàÿñÿ ÑËÀÓ áóäåò

ñîäåðæàòü 3(4Nf + Nc) ñòåïåíåé ñâîáîäû, à êëàññè÷åñêèé ÌÃÝ ñ ìîäèôèêà-

öèåé îáëàñòè äàñò ñèñòåìó ïðèìåðíî ñ 3(2Nf + Nc) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íà

îñíîâàíèè ïðèâåäåííîé îöåíêè ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÌÃÝ/ÌÎ ÿâëÿåòñÿ

áîëåå âûãîäíûì äëÿ îïèñàíèÿ òðåùèí ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèè âû÷èñëèòåëü-

íûõ ðåñóðñîâ, îñîáåííî åñëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ òðåùèíû Nf çíà÷èòåëüíî.

×èñëåííîå ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ

áóäåò ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 1.6.4 íà çàäà÷å î ðàñòÿæåíèè ïëîñêîé êðóãëîé òðå-

ùèíû.

1.4. Äóàëüíûé ÌÃÝ

Äëÿ òî÷åê y íà ðåãóëÿðíîé ãðàíèöå S∗ çàïèøåì ÃÈÓÑ, àíàëîãè÷íîå ÃÈÓÑ

(1.27) â êëàññè÷åñêîì ÌÃÝ:

cij(y)ui(y) =

∫
S∗

Uij(y,x)ti(x)dS−

−−
∫
S∗

Tij(y,x)ui(x)dS −
∫
S−

Tij(y,x)∆ui(x)dS, y ∈ S∗.
(1.37)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñ âûðîæäàþùèìñÿ ÃÈÓÑ (1.31) íà ñîâïàäàþùèõ

áåðåãàõ òðåùèíû (ñì. ðàçäåë 1.2.6) â äóàëüíîì ÌÃÝ ïðåäëàãàåòñÿ íà îäíîì èç

áåðåãîâ òðåùèíû âìåñòî ÃÈÓÑ (1.31) ðåøàòü ÃÈÓÍ

tj(y
−) =

∫
S∗

Lij(y
−,x)ti(x)dS −

∫
S∗

Mij(y
−,x)ui(x)dS−

−=

∫
S−

Mij(y
−,x)∆ui(x)dS, y ∈ S−.

(1.38)

Çäåñü ôóíêöèè Lij è Mij ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé Dkij è Skij äîìíîæåíèåì íà

íîðìàëü nk [38, 42].

Lij(y
−,x) = Dkij(y

−,x)nk(y
−),

Mij(y
−,x) = Skij(y

−,x)nk(y
−).

(1.39)

Óðàâíåíèå (1.38) íå ñîäåðæèò êîìïîíåíò ñìåùåíèé ui íà òðåùèíîâàòîé ãðà-
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íèöå è ïîçâîëÿåò íàéòè íåèçâåñòíûå êîìïîíåíòû ðàçðûâîâ ñìåùåíèé ∆ui íà

ãðàíèöå. Îáû÷íî â äóàëüíîì ÌÃÝ ðåøàåòñÿ ÃÈÓÑ íà îäíîì áåðåãó òðåùèíû, è

ÃÈÓÍ � íà äðóãîì. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ñìåùåíèÿ êàæäîãî áåðåãà òðåùèíû.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíî íå èñïîëüçîâàòü ÃÈÓÑ, ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü

ðàçìåð ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû, íî íå äàåò ñìåùåíèé u+
i è u−i íà êàæäîì èç

áåðåãîâ òðåùèíû, à ëèøü ðàçðûâ ñìåùåíèé ∆ui. Òàê êàê â çàäà÷àõ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ðàçðûâ ñìåùåíèé,

òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí, è ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ðàñ÷å-

òû.

Â ïðåäëîæåííîé ìîäèôèêàöèè äóàëüíîãî ÌÃÝ èñïîëüçóþòñÿ äâà ãðàíè÷-

íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ: ÃÈÓÑ (1.37) íà ãðàíèöå ïîëîñòè S∗ è ÃÈÓÍ

(1.38) íà òðåùèíîâàòîé ãðàíèöå S−. Îíè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ui íà S
∗ è ∆ui íà S

−. Àïïðîêñèìàöèÿ S+

íå òðåáóåòñÿ.

1.4.1. Äèñêðåòèçàöèÿ ãðàíèöû è ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ äóàëüíîãî ÌÃÝ íà çàäà÷å ñ ïî-

ëîñòüþ è òðåùèíîé S = S∗ + S±. Âñÿ ãðàíèöà îáëàñòè S àïïðîêñèìèðóåòñÿ

ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.5, ñëåâà

S '
Ne∑
e=1

Se. (1.40)

Òîãäà èíòåãðàëû â ÃÈÓÑ (1.37) çàìåíÿþòñÿ íà ñóììû èíòåãðàëîâ ïî

ýëåìåíòàì Se. Êàæäûé ýëåìåíò Se ïàðàìåòðèçóåòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäè-

íàòàìè (ξ1, ξ2), êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.5, ñïðàâà. Êîìïîíåíòû ðàäèóñ-

âåêòîðîâ xi, íàïðÿæåíèé ti, ñìåùåíèé ui, ðàçðûâîâ ñìåùåíèé ∆ui, â ïðîèç-

âîëüíîé òî÷êå ýëåìåíòà (ξ1, ξ2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

fi(ξ1, ξ2) =

Nα∑
α=1

fαi φα(ξ1, ξ2). (1.41)

Çäåñü fαi � çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè fi â óçëå x
α, φα(ξ1, ξ2) � èíòåð-

ïîëèðóþùèå ôóíêöèè ýëåìåíòà, èëè ôîðì-ôóíêöèè, Nα � êîëè÷åñòâî óçëîâ è
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Ðèñóíîê 1.5 � Ðàçáèåíèå ãðàíèöû S íà ðàçðûâíûå 4-òî÷å÷íûå ãðàíè÷íûå ýëåìåí-
òû Se (ñëåâà) è ïàðàìåòðèçàöèÿ (ξ1, ξ2) ñïåöèàëüíîãî ïðèôðîíòîâîãî ýëåìåíòà (ñïðà-

âà).

èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé â ýëåìåíòå.

Óðàâíåíèÿ (1.37) è (1.38) ñ ó÷¼òîì (1.41) çàïèøóòñÿ â âèäå

cij(y)ui(y) =
∑
Se∈S∗

Nα(e)∑
α=1

(
U eα
ij (y)teαj − T eαij (y)ueαj

)
−

−
∑
Se∈S−

Nα(e)∑
α=1

T eαij (y)∆ueαj ,

(1.42)

ti(y) =
∑
Se∈S∗

Nα(e)∑
α=1

(
Leαij (y)teαj −M eα

ij (y)ueαj
)
−

−
∑
Se∈S−

Nα(e)∑
α=1

M eα
ij (y)∆ueαj ,

(1.43)

ãäå èíòåãðàëû U eα
ij (y), T eαij (y), Leαij (y), M eα

ij (y)

U eα
ij (y) =

∫∫
Se

Uij(y,x(ξ1, ξ2))φα(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, (1.44)

åñòü êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå èñêëþ÷èòåëüíî òî÷êîé êîëëîêàöèè y è àï-

ïðîêñèìàöèåé è ãåîìåòðèåé ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è íå çàâèñÿùèå îò ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé. Çäåñü J(ξ1, ξ2) � ÿêîáèàí ïåðåõîäà â ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

ýëåìåíòà. Â (1.42) è (1.43) âåëè÷èíû teαj , u
eα
j è ∆ueαj â óçëå α ýëåìåíòà e íå

çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîýòîìó èõ ìîæíî âûíåñòè çà çíàê
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èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çàìåíèì â (1.42) è (1.43) äâîéíîå ñóììèðîâàíèå íà ñóììèðîâàíèå ïî âñåì

óçëàì ñåòêè n

cij(y)ui(y) =
∑
n∈S∗

(
Un
ij(y)tnj − T nij(y)unj

)
−
∑
n∈S−

T nij(y)∆unj , (1.45)

ti(y) =
∑
n∈S∗

(
Lnij(y)tnj −Mn

ij(y)unj
)
−
∑
n∈S−

Mn
ij(y)∆unj , (1.46)

ãäå Un
ij, T

n
ij, L

n
ij, M

n
ij åñòü èíòåãðàëû (1.44), ñîîòâåòñòâóþùèå óçëó n.

Ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (1.45) â êàæäîì óçëå ðåãóëÿðíîé ãðàíèöû y = yp,

à óðàâíåíèå (1.46) � â êàæäîì óçëå òðåùèíû y = yf , ïîëó÷èì ÑËÀÓ

c1
iju

1
i =

∑
n∈S∗

Un1
ij t

n
j −

∑
n∈S∗

T n1
ij u

n
j −

∑
n∈S−

T n1
ij ∆unj ,

. . . . . . . . . . . .

cpiju
p
i =

∑
n∈S∗

Unp
ij t

n
j −

∑
n∈S∗

T npij u
n
j −

∑
n∈S−

T npij ∆unj ,

. . . . . . . . . . . .

tfi =
∑
n∈S∗

Lnfij t
n
j −

∑
n∈S∗

Mnf
ij u

n
j −

∑
n∈S∗

Mnf
ij ∆unj ,

. . . . . . . . . . . .

(1.47)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ cpij = cij(x
p), Unp

ij = Un
ij(y

p), T npij = T nij(y
p), Lnfij =

Lnij(y
f), Mnf

ij = Mn
ij(y

f).

Ïåðåïèøåì ÑËÀÓ (1.47) â ìàòðè÷íîì âèäå[
Tpp−Cpp Tpf

Mfp Mff

](
up

∆uf

)
=

[
Upp 0

Lfp − I

](
tp

tf

)
, (1.48)

ãäå up è tp � âåêòîð-ñòîëáöû êîìïîíåíò ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ïîëî-

ñòè, ∆uf è tf � âåêòîð-ñòîëáöû êîìïîíåíò ðàçðûâîâ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

íà òðåùèíå, U è T � ïîäìàòðèöû, ñîñòàâëåííûå èç çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ ïî

ýëåìåíòàì â ÃÈÓÑ (1.37), L è M � ïîäìàòðèöû èç ÃÈÓÍ (1.38), Cpp � äèà-

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîýôôèöèåíòàì cpij.

Ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ÑËÀÓ (1.48) îñîáóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâ-

ëÿåò âû÷èñëåíèå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà â ñìûñëå

Àäàìàðà =
∫
, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ åñòü êîíå÷íàÿ ÷àñòü îò ðàçëîæåíèÿ èí-
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òåãðàëà â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè. ßäðî Mij â (1.38) èìååò íå

èíòåãðèðóåìóþ â ñìûñëå Êîøè îñîáåííîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ 1/r3, ãäå r �

äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà ìåæäó òî÷êîé êîëëîêàöèè è òî÷êîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä íà îñíîâå ìåòîäà âûäåëåíèÿ

ñèíãóëÿðíîñòè [43], ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ðÿä Ëîðàíà

â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè è ñâåäåíèÿ èíòåãðàëîâ ê ïîâòîðíûì â ëîêàëüíîé

ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìåòîäà

ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè A.

Ñëîæíîñòÿìè èñïîëüçîâàíèÿ ÄÌÃÝ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ÌÃÝ ÿâ-

ëÿþòñÿ âûñîêàÿ ñòåïåíü ñèíãóëÿðíîñòè ÃÈÓÍ è óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ

çàòðàò èç-çà íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ðàçðûâíûå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû, ÷òî

ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ñòåïåíåé ñâîáîäû è, êàê ðåçóëüòàò, ê óâåëè÷åíèþ ðàç-

ìåðíîñòè ìàòðèöû â ÑËÀÓ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàêèì îáðàçîì äèñêðåòèçèðóåòñÿ ïîâåðõíîñòü â

ÌÃÝ è êàêèå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ åå àïïðîêñèìàöèè.

1.4.2. Ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû

Íàèáîëåå èñïîëüçóåìûìè ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè â ÌÊÝ è ÌÃÝ ÿâëÿþò-

ñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìèàëüíûå ýëåìåíòû. Òåðìèí ¾èçîïàðàìåòðè÷å-

ñêèé¿ îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôóíêöèè íà ýëåìåíòå çàäàíû åäèíîîáðàçíî, ñ ïîìîùüþ

îäíèõ è òåõ æå ôîðì-ôóíêöèé. ¾Ïîëèíîìèàëüíûé¿ îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò (ξ1, ξ2).

Íàïðèìåð, ôîðì-ôóíêöèè òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

φα(ξ1, ξ2) = F α
1 (ξ1) · F α

2 (ξ2) · F α
3 (ξ3), (1.49)

à ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ � â âèäå

φα(ξ1, ξ2) = F α
1 (ξ1) · F α

2 (ξ2). (1.50)

ãäå ξ3 = 1 − ξ1 − ξ2, ôóíêöèè F
α
1 (ξ1), F

α
2 (ξ2), F

α
3 (ξ3) � ïîëèíîìû ïî ïåðåìåí-

íûì ξ1, ξ2, ξ3 ñîîòâåòñòâåííî.

Åùå îäèí ïðèçíàê, ïî êîòîðîìó ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ýëåìåíòû, ýòî
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íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ýëåìåíòà ó äðóãîìó. Â íåïðå-

ðûâíûõ ýëåìåíòàõ óçëû ëåæàò íà ãðàíèöå ýëåìåíòà, è îäèí è òîò æå óçåë

ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèì ñîñåäíèì ýëåìåíòàì, ÷òî îáåñïå÷èâà-

åò íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ âäîëü âñåé ãðàíèöû. Â ðàçðûâíûõ ýëåìåíòàõ âñå

óçëû ëåæàò âíóòðè ýëåìåíòà, è íà ãðàíèöå ìåæäó ýëåìåíòàìè íå ñòàâèòñÿ óñëî-

âèÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ. Íåïðåðûâíûå ýëåìåíòû îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â

êëàññè÷åñêîì ÌÃÝ è ÿâëÿþòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè

çðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçðûâíûìè ýëåìåíòàìè, òàê êàê îáåñïå÷èâàþò ìåíü-

øåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Íåñìîòðÿ íà ýêîíîìè÷íîñòü íåïðåðûâíûõ ýëåìåíòîâ, íå âñåãäà âîçìîæíî èõ

èñïîëüçîâàíèå. Íàïðèìåð, â ÌÐÑ è ÄÌÃÝ ïðè âûâîäå ÃÈÓÍ (1.38) èñïîëü-

çóåòñÿ ñâîéñòâî ãëàäêîñòè ôóíêöèè â òî÷êàõ êîëëîêàöèè, êîòîðàÿ íå ìîæåò

áûòü îáåñïå÷åíà ïðè èñïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíûõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê â óçëàõ

ñåòêè ïîâåðõíîñòü îáû÷íî òåðïèò èçëîì. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ÃÈÓÍ (1.38)

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òàêèå ýëåìåíòû, â óçëàõ êîòîðûõ âñå ôóíêöèè âåäóò

ñåáÿ ãëàäêî. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçðûâíûå ýëå-

ìåíòû, âñå óçëû xk êîòîðûõ ñìåùåíû âíóòðü ýëåìåíòà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóí-

êå 1.6. Âåëè÷èíó ñäâèãà óçëîâ õàðàêòåðèçóåò ïàðàìåòð λ òàêîé, ÷òî 0 6 λ 6 1.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå λ = 1 óçëû ëåæàò íà ãðàíèöå ýëåìåíòà è ýòè ýëåìåíòû

ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïîëèðóþùèå ôîðì-ôóíêöèè òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî

(N = 1) ýëåìåíòà çàïèøóòñÿ â âèäå

φi(ξ1, ξ2) =
ξi − δ
λ− δ

, i = 1, 2, 3. (1.51)

à òðåóãîëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî (N = 2) � â âèäå

φ2i−1(ξ1, ξ2) =
(ξi − δ)[(ξi − δ) + (ξi − λ)]

(λ− δ)2
,

φ2i(ξ1, ξ2) = 4
(ξi − δ)(ξi+1 − δ)

(λ− δ)2
, i = 1, 2, 3,

(1.52)

ãäå δ = 1−λ
2 , à âûðàæåíèå i+ 1 â èíäåêñàõ îçíà÷àåò öèêëè÷åñêèé ñäâèã èíäåêñà

íà åäèíèöó.
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Ðèñóíîê 1.6 � Øàáëîí ýëåìåíòà (ñëåâà) è àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ui è ti íà íåì
(ñïðàâà).

Ôîðì-ôóíêöèè ÷åòûðåõóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà âûãëÿäÿò êàê

φα(ξ1, ξ2) =

(
bα1 − ξ1

bα1 − aα1

)
·
(
bα2 − ξ2

bα2 − aα2

)
, (1.53)

à ÷åòûðåõóãîëüíîãî êâàäðàòè÷íîãî

φα(ξ1, ξ2) =

(
bα1 − ξ1

bα1 − aα1
· c

α
1 − ξ1

cα1 − aα1

)
·
(
bα2 − ξ2

bα2 − aα2
· c

α
2 − ξ2

cα2 − aα2

)
, (1.54)

ãäå (aα1 , a
α
2 ) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû óçëà ñ íîìåðîì α; bαi , c

α
i � ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû îñòàëüíûõ óçëîâ ýëåìåíòà, òàêèå ÷òî aαi 6= bαi 6= cαi . Ëîêàëüíûå

êîîðäèíàòû óçëîâ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±λ è 0 â çàâèñèìîñòè îò íîìåðà óçëà α.

Âûáîð ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿþùåé ÌÃÝ, â îñî-

áåííîñòè â îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèå âåäåò ñåáÿ ñëîæíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð, íà

ôðîíòå òðåùèíû íàïðÿæåíèÿ èìåþò ñèíãóëÿðíîñòü è èõ ïîâåäåíèå õàðàêòåðè-

çóåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè, ðàññìîòðåííûìè â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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1.5. Êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è ìåòî-

äû èõ âû÷èñëåíèÿ

Äëÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ñìåùåíèé â îêðåñòíî-

ñòè ôðîíòà òðåùèíû. ÍÄÑ ìàòåðèàëà â ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíî ôèêñè-

ðîâàííîé òî÷êè η íà ôðîíòå òðåùèíû, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1.7, ðàñïîëî-

æåííîé â îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì óïðóãîì òåëå, ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû

òðåìÿ êîýôôèöèåíòàìè èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (ÊÈÍàìè) KI, KII, KIII [44,

45]. ÊÈÍû � ñîñòàâëÿþùàÿ ÍÄÑ, îñîáåííî âàæíàÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ òðåùèíû. Îíè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè

íàïðàâëåíèå è ñêîðîñòü ðîñòà òðåùèíû.

b

n

t

l+u

−u ����� ������	

θη

Ðèñóíîê 1.7 � Ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â îêðåñòíîñòè ôðîíòà ïëîñêîé òðåùè-
íû.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèé un, ub, ut â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

(n, b, t) â îêðåñòíîñòè ôðîíòà ëîêàëüíî ïëîñêîé òðåùèíû, èçîáðàæåííîé íà

ðèñóíêå 1.7, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÊÈÍû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

un(θ, l) =
1

µ

√
2l

π

[
KI cos

θ

2

(
(1− 2ν) + sin2 θ

2

)
+

+KII sin
θ

2

(
2(1− ν) + cos2 θ

2

)]
+O(l3/2),
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ub(θ, l) =
1

µ

√
2l

π

[
KI sin

θ

2

(
2(1− ν)− cos2 θ

2

)
−

−KII cos
θ

2

(
(1− 2ν)− sin2 θ

2

)]
+O(l3/2),

ut(θ, l) =
2

µ

√
2l

π
KIII sin

θ

2
+O(l3/2),

(1.55)

à êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ êàê [46, 47]

σn(θ, l) =
KI√
2πl

cos
θ

2

(
1− sin

θ

2
sin

3θ

2

)
−

− KII√
2πl

sin
θ

2

(
2 + cos

θ

2
cos

3θ

2

)
+O(l1/2),

σnb(θ, l) =
KI√
2πl

sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
−

− KII√
2πl

cos
θ

2

(
1− sin

θ

2
sin

3θ

2

)
+O(l1/2),

σb(θ, l) =
KI√
2πl

cos
θ

2

(
1 + sin

θ

2
sin

3θ

2

)
−

− KII√
2πl

sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
+O(l1/2),

σnt(θ, l) =− KIII√
2πl

sin
θ

2
+O(l1/2),

σbt(θ, l) =
KIII√
2πl

cos
θ

2
+O(l1/2),

σt(θ, l) =2ν

(
KI√
2πl

cos
θ

2
− KII√

2πl
sin

θ

2

)
+O(l1/2).

(1.56)

Çäåñü l, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè â ïëîñêîñòè nb.

Â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, òàêèõ êàê ïëîñêàÿ êðóãëàÿ òðåùèíà, ÊÈÍû ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè, íî â îáùåì ñëó÷àå èõ çíà÷åíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñ-

ëÿòü ïî ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû, ðàññ÷èòàííîìó êàêèì-ëèáî ÷èñ-

ëåííûì ìåòîäîì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïðèâåäåí îáçîð òàêèõ ìåòîäîâ.

1.5.1. Îáçîð ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ

Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè ãðóïïû: ìåòîä ýêñ-

òðàïîëÿöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû, ìåòîä ýêñòðàïîëÿ-

öèè ðàçðûâà ñìåùåíèé íà òðåùèíå â îêðåñòíîñòè åå ôðîíòà è ìåòîäû òèïà J-
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èíòåãðàëà.

Ïåðâàÿ ãðóïïà ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ îñíîâûâàåòñÿ íà àñèìïòîòè-

÷åñêîì ðàçëîæåíèè (1.56) êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σij â îêðåñòíîñòè

ôðîíòà ïëîñêîé òðåùèíû. Â òàêèõ ïîäõîäàõ äëÿ âåðíîãî âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ

òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íîå çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé âî âñåé îêðåñòíî-

ñòè ôðîíòà òðåùèíû, à íå òîëüêî íà òðåùèíå. Îñîáóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò

òî, ÷òî íàïðÿæåíèÿ íà ôðîíòå òðåùèíû èìåþò îñîáåííîñòü ïîðÿäêà 1/
√
l (ñì.

ôîðìóëó (1.56)). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ñòðîèòü äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ ñåòêó âî-

êðóã ôðîíòà òðåùèíû è ðàññìàòðèâàòü íàïðÿæåíèÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè

îò ôðîíòà. Ýòîò ñïîñîá ÷àùå ïðèìåíÿåòñÿ â ÌÊÝ, òàê êàê â íåì çíà÷åíèÿ

âíóòðè îáëàñòè èçâåñòíû ñðàçó ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîñòè. Â ÌÃÝ ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è óïðóãîñòè èçâåñòíû òîëüêî çíà÷åíèÿ âåëè÷èí íà ãðàíèöå, à

äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âíóòðè îáëàñòè òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûå âû÷èñ-

ëåíèÿ. Ïîýòîìó â ÌÃÝ èíòåðïîëÿöèÿ çíà÷åíèé ÊÈÍîâ èç òî÷åê íà òðåùèíå

óäîáíåå è ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

Èíòåãðàëüíûå ñïîñîáû îñíîâûâàþòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ëèáî êîíòóðíûõ, ëèáî

îáúåìíûõ èíòåãðàëàõ, âû÷èñëÿåìûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùè-

íû. Êàê ïðàâèëî, ýòè èíòåãðàëû âûðàæàþòñÿ íåêîòîðûì îáðàçîì ÷åðåç çíà-

÷åíèÿ ÊÈÍîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá, îñíîâàííûé íà âû÷èñëå-

íèè J-èíòåãðàëà [48]. Òàêîé ñïîñîá òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîé ìåòîäèêè

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðàçó âñåõ çíà÷åíèé ÊÈÍîâ, êîòîðàÿ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå

èçëèøíå ãðîìîçäêà [49].

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ýêñòðàïîëÿ-

öèè ðàçðûâà ñìåùåíèé íà òðåùèíå.

1.5.2. Ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ÊÈÍîâ

Ýòîò ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíò

ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà ëîêàëüíî ïëîñêîé òðåùèíû (1.55). Èñïîëüçóÿ

ýòî âûðàæåíèå, âûïèøåì çíà÷åíèÿ ðàçðûâîâ ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû â
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ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (n, b, t):

∆ub = ub

∣∣∣
θ=π
− ub

∣∣∣
θ=−π

=
8(1− ν2)

E
KI

√
l

2π
+O(l3/2),

∆un = un

∣∣∣
θ=π
− un

∣∣∣
θ=−π

=
8(1− ν2)

E
KII

√
l

2π
+O(l3/2),

∆ut = ut

∣∣∣
θ=π
− ut

∣∣∣
θ=−π

=
8(1 + ν)

E
KIII

√
l

2π
+O(l3/2).

(1.57)

Âûðàçèì ÊÈÍû èç (1.57)

KI =
E

8(1− ν2)

√
2π

l
∆ub +O(l),

KII =
E

8(1− ν2)

√
2π

l
∆un +O(l),

KIII =
E

8(1 + ν)

√
2π

l
∆ut +O(l).

(1.58)

Âèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (1.58) äàæå äëÿ òî÷íûõ çíà÷åíèé ∆u â

îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû äàåò çíà÷åíèÿ ÊÈÍîâ ñ ïîãðåøíîñòüþ O(l). Ïî-

ýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî òî÷åê íà òðåùèíå âäàëè îò ôðîí-

òà è èíòåðïîëèðîâàòü çíà÷åíèÿ íà ôðîíò. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü

ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïî äâóì òî÷êàì A è B íà òðåùèíå â òî÷êó O íà ôðîíòå

òðåùèíû

Kex = KA − lA(KB −KA)

lB − lA
, (1.59)

ãäå KA è KB � çíà÷åíèå êàæäîãî èç òðåõ ÊÈÍîâ, ðàññ÷èòàííîå ïî ôîðìóëå

(1.58) â òî÷êàõ A è B òðåùèíû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.8, ñëåâà.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ôîðìóëû ýêñòðàïîëÿöèè ðàññìîòðèì çàäà÷ó î

ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíå, ðåøåíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî äàëåå â ðàçäåëå 1.6.1.

Çíàÿ ðàçðûâ ñìåùåíèé íà òðåùèíå, âû÷èñëèì ÊÈÍKI ïî ôîðìóëå (1.58). Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå KI âäîëü ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r, ïîêàçàí-

íîå íà ðèñóíêå 1.8, ñïðàâà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ôîðìóëà èìååò ïîãðåøíîñòü

ïîðÿäêà O(l), è òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍà ïàäàåò ïðè îòäàëåíèè îò ôðîí-

òà òðåùèíû, äàæå åñëè ìû çíàåì òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé ∆u.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè (1.59), ìû çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èì

òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ.
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r

K
I /

 K
I e

x

0 0.2 0.4 0.6 0.8 10.6

0.7

0.8

0.9

1

KI
B

KI
 ex

KI
A

Ðèñóíîê 1.8 � Ðàñïîëîæåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ òî÷åê íà òðåùèíå äëÿ äâóõòî÷å÷íîé
èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû ðàñ÷åòà ÊÈÍîâ (ñëåâà) è ðàñïðåäåëåíèå ÊÈÍàKI âäîëü

ðàäèóñà ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû, âû÷èñëåííîãî ïî ôîðìóëå (1.58) (ñïðàâà).

Ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé ∆ui òðåáóåò ìàêñèìàëüíî òî÷íî-

ãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ïîâåäåíèÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé ui â îêðåñòíîñòè ôðîíòà

òðåùèíû. Ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèáî ñãóùåíèåì ñåòêè âáëèçè ôðîíòà,

ëèáî ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà íà ôðîíòå òðåùèíû, ñïî-

ñîáíîãî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü àñèìïòîòèêó (1.57).

1.5.3. Àïïðîêñèìàöèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà

òðåùèíû áèëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé

îáû÷íûìè ïîëèíîìèàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàññìîòðèì áèëèíåéíûé ýëåìåíò è

íàéäåì ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðå-

ùèíû ñ ïîìîùüþ òàêîãî ýëåìåíòà.

Ñîãëàñíî [50] ðàçðûâ ñìåùåíèé ∆u â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó l (ðàññòîÿíèþ äî ôðîíòà òðåùèíû)

∆u(l) = a1/2

√
l + a3/2 l

3/2 + O(l5/2), (1.60)

â êîòîðîì ãëàâíûé ÷ëåí ïðîïîðöèîíàëåí
√
l. Ôóíêöèÿ

√
l íå èìååò ïðîèçâîäíîé

â íóëå, à çíà÷èò íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà è õîðîøî àïïðîêñèìè-

ðîâàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ýëåìåíòàìè ëþáîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Â ðàçäåëå

1.6 íà çàäà÷å î ðàñòÿæåíèè ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìàê-
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ñèìóì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ∆u äîñòèãàåòñÿ íà ôðîíòå òðåùèíû, è ÷òî äëÿ

ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäîê ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðàâåí 1/2.

Ïîêàæåì ýòî àíàëèòè÷åñêè íà ïðèìåðå ïðîñòåéøèõ áèëèíåéíûõ ÷åòûðåõ-

óãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ôðîíò òðåùèíû â êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå ïðèôðîíòîâîãî

ýëåìåíòà (ñì. ðèñóíîê 1.5, ñïðàâà) èìååò êîîðäèíàòû ξ1 ∈ [−1; 1], ξ2 = −1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò ïðÿìîóãîëüíûé, òîãäà êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò

ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P äî òî÷êè ôðîíòà O ñîíàïðàâëåíî ñ îñüþ ξ2 è ðàâíî l.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ôðîíòà O äî ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà ïðèôðîíòîâîãî ýëå-

ìåíòà (òî÷êè E) ðàâíî L (ñì. ðèñóíîê 1.5). Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû òî÷êè P è

ðàçðûâû ñìåùåíèé ∆uPi ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xPi (ξ2) = xOi + (xEi − xOi )
1 + ξ2

2
,

∆uPi (ξ2) = ∆uOi + (∆uEi −∆uOi )
1 + ξ2

2
.

(1.61)

Èç ñèñòåìû (1.61) èñêëþ÷èì ξ2 è ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ðàçðûâà ñìåùå-

íèé ∆ui îò êîîðäèíàòû òî÷êè xi

∆uPi = ∆uO + (∆uEi −∆uOi )
xPi − xOi
xEi − xOi

= ∆uO + (∆uEi −∆uOi )
l

L
, (1.62)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò l. Èòàê, ìû õîòèì àïïðîêñèìèðîâàòü

ðåàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ∆u, ïðîïîðöèîíàëüíîå
√
l, ëèíåéíîé ôóíêöèåé. Ïî-

ãðåøíîñòü òàêîé àïïðîêñèìàöèè áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà
√
l ïðè ñòðåìëåíèè l

ê íóëþ. Ïîýòîìó áèëèíåéíûå ýëåìåíòû àïïðîêñèìèðóþò (1.60) ñ ïîðÿäêîì 1/2.

Â ýëåìåíòå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, êîãäà êðàò÷àéøèé ïóòü äî ôðîíòà çàâè-

ñèò îò îáåèõ êîîðäèíàò ξ1 è ξ2, çàâèñèìîñòü ∆u îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè xi ñòàíåò

íåëèíåéíîé. Îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå îíà íå áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ñëàãàåìîå,

ïðîïîðöèîíàëüíîå
√
l.

1.5.4. ¾×åòâåðòè÷íûå¿ ýëåìåíòû

×òîáû ðåøèòü ïðîáëåìó àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé, íà ôðîíòå

òðåùèíû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû, èíòåðïîëèðóþùèå

ôóíêöèè êîòîðûõ ñêîíñòðóèðîâàíû òàêèì ñïîñîáîì, ÷òîáû ó÷åñòü ñëàãàåìîå,

ïðîïîðöèîíàëüíîå
√
l, â (1.60). Ñàìûìè ïîïóëÿðíûìè ýëåìåíòàìè òàêîãî òè-

ïà ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ¾÷åòâåðòè÷íûå¿ ýëåìåíòû (îò àíãë. quarter-point
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elements). Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññìîòðèì

äâóìåðíûé âàðèàíò ýëåìåíòîâ.

Â ¾÷åòâåðòè÷íûõ¿ ýëåìåíòàõ ñðåäíèé óçåë x2 ðàñïîëîæåí òàêèì îáðàçîì,

÷òî

|x3−x1 | = L,

|x2−x1 | = 1/4L,
(1.63)

êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.9.

1x

2x

3x

L

( )ξx

0.25L

l

Ðèñóíîê 1.9 � ¾×åòâåðòè÷íûé¿ ýëåìåíò: xα � óçëû ýëåìåíòà; x1 � ôðîíò òðåùèíû;
|x3−x1 | = L; |x2−x1 | = 1/4L; |x(ξ)− x1 | = l.

Èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè è âûãëÿ-

äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ1(ξ) =(1− ξ)(1− 2ξ),

φ2(ξ) =4ξ(1− ξ),
φ3(ξ) =ξ(2ξ − 1),

(1.64)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè (1.64) èìåþò àíàëîãè÷íóþ

çàâèñèìîñòü îò ξ2, à ïî êîîðäèíàòå ξ1 çàâèñèìîñòü îáû÷íî ïîëèíîìèàëüíàÿ è

çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà óçëîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Ïîäñòàâèì èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè (1.41) â ïðåäñòàâëåíèå (1.41) äëÿ

êîîðäèíàò xi

xi(ξ) = x1
i (1− ξ)(1− 2ξ) + x2

i4ξ(1− ξ) + x3
i ξ(2ξ − 1). (1.65)
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ (1.63), ïåðåïèñûâàåì (1.65) â âèäå

xi(ξ) = x1
i (1− 3ξ + 2ξ2) + x2

i (4ξ − 4ξ2) + x3
i (2ξ

2 − ξ) =

= x1
i + ξ(−3x1

i + 4x2
i − x3

i ) + ξ2(2x1
i − 4x2

i + 2x3
i ) =

= x1
i + ξ(4(x2

i − x1
i )− (x3

i − x1
i )) + ξ2(−4(x2

i − x1
i ) + 2(x3

i − x1
i )) =

= x1
i + ξ2(x3

i − x1
i ).

(1.66)

Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàçðûâîâ ñìåùåíèé ∆ui âûãëÿäèò àíàëîãè÷íî (1.65)

∆ui(ξ) = ∆u1
i (1− ξ)(1− 2ξ) + ∆u2

i4ξ(1− ξ) + ∆u3
i ξ(2ξ − 1). (1.67)

Âûðàçèì ξ èç (1.66)

ξ =

√
(xi(ξ)− x1

i )

(x3
i − x1

i )
=

√
l

L
. (1.68)

Ïîäñòàâëÿåì ξ èç (1.68) â ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé (1.67)

∆ui = ∆u1
i

(
1−

√
l

L

)(
1− 2

√
l

L

)
+

+ ∆u2
i4

√
l

L

(
1−

√
l

L

)
+ ∆u3

i

√
l

L

(
2

√
l

L
− 1

)
=

= ∆u1
i +

√
l

L

(
−3∆u1

i + 4∆u2
i −∆u3

i

)
+
l

L

(
2∆u1

i − 4∆u2
i + 2∆u3

i

)
.

(1.69)

Èç (1.69) ñëåäóåò, ÷òî ¾÷åòâåðòè÷íûå ýëåìåíòû¿ àïïðîêñèìèðóþò ñëàãàå-

ìîå
√
l â (1.60), íî íå ó÷èòûâàþò ñëàãàåìîå l3/2. Â [51] ïðåäëîæåíà ìîäèôèêà-

öèÿ ¾÷åòâåðòè÷íûõ ýëåìåíòîâ¿, ó÷èòûâàþùàÿ è ýòî ñëàãàåìîå.

¾×åòâåðòè÷íûé ýëåìåíò¿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òàê êàê åãî óçëû íàõî-

äÿòñÿ íà ãðàíèöå ýëåìåíòà. Ïîýòîìó äëÿ ðàçðàáîòàííîãî äóàëüíîãî ÌÃÝ åãî

èñïîëüçîâàíèå çàòðóäíèòåëüíî, è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçðûâíûå ýëåìåí-

òû. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ áèëèíåéíûõ ðàçðûâ-

íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà ñìåùåíèé íà

ôðîíòå òðåùèíû.
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1.5.5. Èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè ïîâûøåííîé òî÷íîñòè â ðàçðûâ-

íûõ ýëåìåíòàõ äóàëüíîãî ÌÃÝ

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâà

ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ýëåìåíòû, â

êîòîðûõ ãåîìåòðèÿ è íàïðÿæåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ îáû÷íûìè ïîëèíîìàìè,

à äëÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, âêëþ÷àþùèå â

ñåáÿ ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå
√
l.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé

äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè (1.60) ðàçðûâà ñìåùåíèé îò ðàññòîÿíèÿ äî

ôðîíòà òðåùèíû è îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé òàêîé çàâèñèìîñòè. Äëÿ

ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ðàññìîòðèì ëèíåéíûé ýëåìåíò äëÿ ïëîñêîé äâóìåðíîé

çàäà÷è óïðóãîñòè. Òðåáóåòñÿ ïðåäñòàâèòü ðàçðûâ ñìåùåíèé â âèäå

∆ui(ξ) = F (ξ) + C, (1.70)

ãäå ξ � ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ýëåìåíòà, F (ξ) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, C �

êîíñòàíòà. Â ñëó÷àå òðåùèíîñòîéêîñòíîãî ðåæèìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû

ôóíêöèÿ F (ξ) =
√

1 + ξ åñòü êîðåíü èç ðàññòîÿíèÿ äî ôðîíòà òðåùèíû â ëî-

êàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýëåìåíòà. Äëÿ äðóãèõ ðåæèìîâ âèä ôóíêöèè ìîæåò

áûòü âûáðàí íóæíûì îáðàçîì, ÷òîáû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðî-

âàòü ïîâåäåíèå ðàçðûâà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè ôðîíòà.

Ðàññìîòðèì ðàçðûâíûé ëèíåéíûé ýëåìåíò, â êîòîðîì ξ ∈ [−1; 1], è óçëû

êîòîðîãî ëåæàò â òî÷êàõ a è b. Ðàçðûâ ñìåùåíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåðïî-

ëèðóþùèå ôóíêöèè â âèäå (1.41)

∆ui(ξ) = ∆u1
iφ1(ξ) + ∆u2

iφ2(ξ), (1.71)

ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè, òî÷íî àïïðîêñèìèðóþùèå (1.70),

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

φα(ξ) = pαF (ξ) + qα. (1.72)

Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé

φ1(a) = 1, φ2(a) = 0, φ1(b) = 0, φ2(b) = 1, (1.73)

ñîñòàâèì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðåøèì åå è ïîëó÷èì ñëåäóþùèé
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âèä èíòåðïîëèðóþùèõ ôóíêöèé

φ1(ξ) =
F (b)− F (ξ)

F (b)− F (a)
, φ2(ξ) =

F (a)− F (ξ)

F (a)− F (b)
. (1.74)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî ýëåìåíòà èíòåðïîëèðóþùèå

ôóíêöèè (1.74) íåîáõîäèìî äîìíîæèòü íà ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñî âòîðûì íà-

ïðàâëåíèåì, è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

φα(ξ1, ξ2) =

(
bα1 − ξ1

bα1 − aα1

)
·
(
F (bα2 )− F (ξ2)

F (bα2 )− F (aα2 )

)
. (1.75)

Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñïåöèàëüíûå èíòåðïîëèðóþùèå ôóíê-

öèè äëÿ 9-óçëîâûõ êâàäðàòè÷íûõ ðàçðûâíûõ ýëåìåíòîâ (1.54) [52]

φα(ξ1, ξ2) =

(
bα1 − ξ1

bα1 − aα1
· c

α
1 − ξ1

cα1 − aα1

)
×

×
(
F (bα2 )− F (ξ2)

F (bα2 )− F (aα2 )
· F (cα2 )− F (ξ2)

F (cα2 )− F (aα2 )

)
,

(1.76)

Ïîêàæåì, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå èíòåðïîëèðóþùèå ôóíêöèè (1.75)

ïðè F (ξ2) =
√

1 + ξ2 òî÷íî àïïðîêñèìèðóþò ñëàãàåìîå
√
l â àñèìïòîòè÷åñêîì

ðàçëîæåíèè (1.60) ðàçðûâà ñìåùåíèé. Êîîðäèíàòû xi çàâèñÿò îò ξ2 òàê æå, êàê

è äëÿ áèëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ (1.61), à ðàçðûâ ñìåùåíèé çàïèøåòñÿ êàê

xi(ξ2) = xOi + (xEi − xOi )
1 + ξ2

2
,

∆ui(ξ2) = ∆uOi + (∆uEi −∆uOi )

√
1 + ξ2

2
,

(1.77)

Èç ñèñòåìû (1.77) èñêëþ÷èì ξ2 è ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü ðàçðûâà ñìåùåíèé ∆ui

îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè xi

∆ui(xi) = ∆uOi + (∆uEi −∆uOi )

√
xi − xOi
xEi − xOi

∆uOi + (∆uEi −∆uOi )

√
l

L
, (1.78)

Âûðàæåíèå äëÿ ∆ui ñîäåðæèò ñëàãàåìîå àñèìïòîòèêè (1.60), ïðîïîðöèîíàëü-

íîå
√
l, à ñëåäîâàòåëüíî ðàçðûâ ñìåùåíèé àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîðÿäêîì 3/2.

Â ýëåìåíòå ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, êîãäà l è ξ2 íå êîëëèíåàðíû, â çàâèñè-

ìîñòü (1.78) âíîñèòñÿ íåëèíåéíîå èñêàæåíèå. Ïîýòîìó äëÿ õîðîøåé òî÷íîñòè

âû÷èñëåíèé íåîáõîäèìî íà ôðîíòå òðåùèíû ñòðîèòü ýëåìåíòû, áëèçêèå ê ïðÿ-
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ìîóãîëüíûì. Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ ýëå-

ìåíòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ÊÈÍîâ áóäåò ïîêàçàíà â ðàçäåëå 1.6. Êàê ïîêàçàëè

ðàñ÷åòû, íåáîëüøîå èñêàæåíèå ãåîìåòðèè ýëåìåíòîâ íå óõóäøèëî ïîðÿäîê ñõî-

äèìîñòè ðåøåíèÿ.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøå-

íèÿ íà ôðîíòå òðåùèíû íå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíîé ìåõàíèêè òðåùèí. Íà-

ïðèìåð, àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà â âÿçêîñòíîì

ðåæèìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó [53]

w = 21/335/6

(
µ′V

E ′

)1/3

l2/3, p = −6−2/3

(
µ′V

E ′

)1/3

l−1/3. (1.79)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëèðóþùèå

ôóíêöèè (1.78), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ F (ξ2) ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûé âèä äëÿ ðàç-

ðûâà ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

F (ξ2) = (1 + ξ2)
2/3 äëÿ ∆ui

F (ξ2) = (1 + ξ2)
−1/3 äëÿ ti.

(1.80)

1.6. Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ â çàäà÷àõ ñ

òðåùèíàìè

1.6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íàêëîííîé òðåùèíå

Äëÿ âåðèôèêàöèè ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ â çàäà÷àõ ñ

òðåùèíàìè ðàññìîòðåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à îá îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè ïëîñêîé

êðóãëîé òðåùèíû ðàäèóñà R â áåñêîíå÷íîé ñðåäå. Öåíòð òðåùèíû ðàñïîëî-

æåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òðåùèíà ëåæèò â ïëîñêîñòè, íàêëîíåííîé íà óãîë α

ê îñè Oz (ðèñóíîê 1.10, a). Ìàòåðèàë ðàñòÿãèâàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿ-

æåíèÿìè, çàäàâàåìûìè òåíçîðîì σ∞ ñ ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè σ∞x = σ∞y = 0,

σ∞z = σ > 0. Áåðåãà òðåùèíû ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé.
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Ðèñóíîê 1.10 � Çàäà÷à î êðóãîâîé òðåùèíå â ìàòåðèàëå, ðàñòÿãèâàåìîì â íàïðàâëå-
íèè z: à � áåñêîíå÷íî òîíêàÿ òðåùèíà â ïëîñêîñòè, ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî îñè Oz
íà óãîë α; á � êðóãîâîé ïðîïèë øèðèíû dart, ðàñïîëîæåííûé â òîé æå ïëîñêîñòè.

Òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ∆u íà òðåùèíå èìååò âèä [54, 55]

∆ux(r) = 0,

∆uy(r) = σ
16(1− ν2)

πE(2− ν)
sinα cosα

√
R2 − r2,

∆uz(r) = σ
8(1− ν2)

πE
cos2 α

√
R2 − r2,

(1.81)

Øèðèíà òðåùèíû W ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

W (x) = ∆u(x) · n(x). (1.82)

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÊÈÍîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû, íàïðèìåð, â [56, 57]:

KI = 2σ cos2 α

√
R

π
, (1.83)

KII =
4

2− ν
σ sinα cosα cosω

√
R

π
, (1.84)

KIII =
4(1− ν)

2− ν
σ sinα cosα sinω

√
R

π
, (1.85)

ãäå ω � êðóãîâàÿ êîîðäèíàòà âäîëü ôðîíòà òðåùèíû, îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè íà ôðîíòå.

Â ïðèâåäåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ ðàäèóñ òðåùèíû áûë âûáðàí R = 1 ì, ðàñ-

òÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíî σ∞y = 1ÌÏà, óïðóãèå ïàðà-

ìåòðû ìàòåðèàëà E = 20ÃÏà, ν = 0.2.
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1.6.2. Âåðèôèêàöèÿ ÌÃÝ/ÌÎ: îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé øèðèíû

èñêóññòâåííîãî ïðîïèëà

Òðåùèíà îðòîãîíàëüíà ãëàâíûì íàïðÿæåíèÿì (α = 0)

×òîáû ïîêàçàòü, íàñêîëüêî èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííîãî ïðîïèëà êîíå÷-

íîé øèðèíû dart âìåñòî òðåùèíû (ñì. ðàçäåë 1.3) âëèÿåò íà ðåøåíèå çàäà÷è

óïðóãîñòè, è ÷òîáû âûðàáîòàòü ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó îïòèìàëüíîãî çíà÷å-

íèÿ dart, ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ øèðèíû W ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû ïðè

óãëå íàêëîíà òðåùèíû α = 0.

Ðàñ÷åòíûå ñåòêè õàðàêòåðèçóþòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â îêðóæíîì íà-

ïðàâëåíèè Nc è ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè Nr. Ðàçìåð ãðóáîé ñåòêè C1 ðà-

âåí Nc × Nr = 16 × 08 ýëåìåíòîâ, ñðåäíåé ñåòêè C2 � 32 × 16 ýëåìåí-

òîâ, ïîäðîáíîé ñåòêè C3 � 64 × 32 ýëåìåíòà (êàæäûé ðàç ñåòêà èçìåëü÷à-

ëàñü âäâîå ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì). Øèðèíà ïðîïèëà âàðüèðîâàëàñü â èíòåðâà-

ëå 0.00125R 6 dart 6 0.64R ñ øàãîì óâåëè÷åíèÿ dart â äâà ðàçà, ãäå R � ðàäèóñ

òðåùèíû.

Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé íà ïîäðîáíîé ñåòêå C3 ïîêàçàíî

íà ðèñóíêå 1.11. Âèäíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè øèðèíû ïðîïèëà ê íóëþ, íå íà-

áëþäàåòñÿ ñòðåìëåíèå ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó, à íàîáîðîò, ðåøåíèå îòêëîíÿåòñÿ îò

òî÷íîãî.

R, m

W
, m

m

0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Ðèñóíîê 1.11 � Ðàñïðåäåëåíèÿ øèðèíû òðåùèíû W âäîëü ðàäèóñà òðåùèíû r: òî÷-
íîå ðåøåíèå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå ÌÃÝ/ÌÎ íà ïîäðîáíîé ñåòêå C3

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øèðèíû ïðîïèëà dart: 0.32R(êðóæêè); 0.16R (òðåóãîëüíè-
êè); 0.04R (êâàäðàòû), 0.005R (ðîìáû).

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ðàñïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîé îøèáêè âû÷èñëåíèÿ
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øèðèíû òðåùèíû âäîëü ðàäèóñà òðåùèíû r (ðèñóíîê 1.12)

εW (x) =
Wnum(x)−Wex(x)

||Wex||
. (1.86)

Çäåñü Wex(x) � òî÷íîå ðåøåíèå (1.81), Wnum(x) � ÷èñëåííîå ðåøåíèå,

|| · || = max
S±
| · | � íîðìà ×åáûø¼âà.

0.64

0.32
0.16
0.08

0.04

0.02
0.01

0.005

0.0025

r

ε W
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0
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0.2
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0.64

0.32
0.16
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0.04
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r

ε W
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-0.1

0

0.1

0.2
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0.64

0.32
0.16
0.04
0.01
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r
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Ðèñóíîê 1.12 � Ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé îøèáêè εW âäîëü ðàäèóñà òðåùèíû r
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû ïðîïèëà dart íà òðåõ ñåòêàõ: C1 (ñëåâà); C2 (ñïðàâà);

C3 (ñíèçó).

Âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ãëàâíûìè ñîñòàâëÿþùèìè: ïî-

ãðåøíîñòüþ, âûçâàííîé èñêàæåíèåì ãåîìåòðèè òðåùèíû, è ïîãðåøíîñòüþ èí-

òåãðèðîâàíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÿäåð â ÃÈÓÑ (1.27) èç-çà áëèçîñòè òî÷åê êîëëîêà-

öèè äðóã ê äðóãó. Âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ îãðîì-

íîé ïðè óìåíüøåíèè dart äî 0.0025R íà ãðóáîé ñåòêå C1, 0.00125R íà ñðåäíåé

ñåòêå C2, è 0.000625R íà ïîäðîáíîé ñåòêå C3. Ñãóùåíèå ñåòêè óìåíüøàåò âëèÿ-

íèå dart íà ðåøåíèå: íà ãðóáîé ñåòêå C1 óìåíüøåíèå dart â äâà ðàçà èçìåíÿåò εW
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íà 0.03�0.04, íà ñðåäíåé ñåòêå C2 � íà 0.02�0.03, íà ïîäðîáíîé ñåòêå � íà 0.01�

0.02.

Ïî ãðàôèêàì 1.12 âû÷èñëåíû ìàêñèìóìû ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ øèðèíû

εW max = ||εW || (1.87)

è ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè εW max îò âåëè÷èíû ïðîïèëà dart, îòíåñåííîé ê ðàç-

ìåðó òðåùèíû R (ðèñóíîê 1.13, ñëåâà) è ê ðàçìåðó ìàêñèìàëüíîãî ýëåìåí-

òà de = 2πR/Nc (ðèñóíîê 1.13, ñïðàâà).

dart / R

ε W
m

ax
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0 1 2 3 4 5 6
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

Ðèñóíîê 1.13 � Çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ îøèáêè εW max îò øèðèíû ïðî-
ïèëà dart, îòíåñåííîé ê ðàäèóñó òðåùèíû R (ñëåâà) è ìàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó ýëåìåí-
òîâ de (ñïðàâà), ïîëó÷åííûå íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ: C1 (êðóæêè), C2 (òðåóãîëüíèêè),

C3 (êâàäðàòû).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîãðåøíîñòü íà÷èíàåò ðåçêî

âîçðàñòàòü è óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà ïîãðåøíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íå àá-

ñîëþòíûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû ïðîïèëà dart, à åãî îòíîøåíèåì ê ðàçìåðó ýëå-

ìåíòà de. Ìèíèìóì îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè εW max äîñòèãàåòñÿ ïðè ñîîòíî-

øåíèè dart/de, ðàâíîì ïðèìåðíî 1.6 è ñîñòàâëÿåò 1−2%. Ïðè óìåíüøåíèè ñîîò-

íîøåíèÿ dart/de äî 0.0127 ïîãðåøíîñòü εW max ìåäëåííî ðàñòåò äî 32% íà ãðóáîé

ñåòêå C1, 20% íà ñðåäíåé ñåòêå C2 è 12% íà ïîäðîáíîé ñåòêå C3. Ïðè äàëüíåé-

øåì óìåíüøåíèè ñîîòíîøåíèÿ dart/de ïðîèñõîäèò êàòàñòðîôè÷åñêîå âîçðàñòà-

íèå ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííîå ñ îøèáêàìè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè áëèçêî ðàñïîëî-

æåííûõ áåðåãàõ òðåùèíû.

Èòàê, èñïîëüçîâàíèå ïðîïèëà êîíå÷íîé øèðèíû ïîçâîëÿåò ñ äîñòàòî÷íîé

òî÷íîñòüþ âû÷èñëÿòü ÍÄÑ â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè, ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå çíà-
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÷åíèå âåëè÷èíû ïðîïèëà ñîñòàâëÿåò 1.6 îò ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà ýëåìåíòà

ñåòêè.

Òðåùèíà íàêëîíåíà íà óãîë α = 45◦

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ÌÃÝ/ÌÎ ïîçâîëÿåò

ïîäîáðàòü îïòèìàëüíóþ âåëè÷èíó dart, äàþùóþ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàñ-

êðûòèÿ òðåùèíû ïîðÿäêà 1−2%. Â ýòîì ðàçäåëå ïðîâåäåíî àíàëîãè÷íîå èññëå-

äîâàíèå íà çàäà÷å î ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíå, íî íàêëîíåííîé íà óãîë α = 45◦

îòíîñèòåëüíî ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå âñå òðè ìîäû íàãðó-

æåíèÿ òðåùèíû ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè, è â êà÷åñòâå àíàëèçèðóåìîé âåëè÷èíû

ðàññìàòðèâàëàñü ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé

ε∆u =
|∆unum−∆uex |
||∆uex ||

,

ε∆umax = ||ε∆u||
(1.88)

Íà ðèñóíêå 1.14 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîé îøèáêè ε∆umax îò

øèðèíû ïðîïèëà dart íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Ìèíèìóì ïîãðåøíîñòè äîñòèãàåòñÿ

ïðè âåëè÷èíå dart = 0.4 ÷ 0.8de è ñîñòàâëÿåò 4 ÷ 8% â çàâèñèìîñòè îò ñåòêè.

Êàê âèäíî, ïðè ó÷åòå âñåõ òðåõ ìîä íàãðóæåíèÿ çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ ïî-

ãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé. Ïîäîáðàííûå íà çàäà÷å î ïëîñêîé

òðåùèíû îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû dart ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â áî-

ëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåïëîñêèõ òðåùèí, íî íå ãàðàíòèðóþò

òàêóþ æå òî÷íîñòü.

ÊÈÍû

Ïðîàíàëèçèðóåì ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ ïî îäíîòî÷å÷íîé ôîðìóëå

(1.58) è äâóõòî÷å÷íîé ýêñòðàïîëÿöèîííîé ôîðìóëå (1.59) íà îñíîâå âû÷èñ-

ëåííûõ ðàçðûâîâ ñìåùåíèé. Ðàñ÷åò ÊÈÍîâ ïî îäíîòî÷å÷íîé ôîðìóëå (1.58)

âíîñèò ïîãðåøíîñòü O(l). Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ïëîñêîé êðóãëîé òðåùè-

íû (ñì. ðàçäåë 1.6.1). Íà ðèñóíêå 1.15, ñëåâà ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷å-

íèé KI âäîëü ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ r, ðàññ÷èòàííûå ïî îäíîòî÷å÷íîé ôîð-

ìóëå (1.58), ïðèìåíåííîé ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (1.81) è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ

ÌÃÝ íà ïîäðîáíîé ñåòêå C3 ñ ïðîïèëîì ðàçëè÷íîé øèðèíû dart. Âèäíî, ÷òî

ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû (1.58) ðàñòåò ëèíåéíî ïðè îòäàëåíèè îò ôðîíòà òðåùè-

íû (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (1.58) âîçìîæíî òîëüêî

ïðè èñïîëüçîâàíèè òî÷åê íà ìàëåíüêîì ðàññòîÿíèè îò ôðîíòà òðåùèíû, äàæå
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Ðèñóíîê 1.14 � Çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ìîäóëÿ îøèáêè ε∆umax îò øèðèíû ïðî-
ïèëà dart, îòíåñåííîé ê ðàäèóñó òðåùèíû R (ñëåâà) è ìàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó ýëåìåí-
òîâ de (ñïðàâà), ïîëó÷åííûå íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ: C1 (êðóæêè), C2 (òðåóãîëüíèêè),

C3 (êâàäðàòû).

åñëè ðàçðûâû ñìåùåíèé âû÷èñëåíû òî÷íî. Îäíàêî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè â

îêðåñòíîñòè ôðîíòà ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâîâ ñìåùåíèé ìàêñèìàëü-

íû, ÷òî çàòðóäíÿåò èõ èñïîëüçîâàíèå. Ïîýòîìó îïòèìàëüíûì âàðèàíòîì âû-

÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òî÷åê íà äîñòàòî÷íîì ðàññòîÿíèè îò

ôðîíòà, è èíòåðïîëÿöèÿ èõ çíà÷åíèé íà ôðîíò. Ôîðìóëà (1.59), èñïîëüçóþùàÿ

äëÿ ðàñ÷åòà ÊÈÍîâ çíà÷åíèÿ ñìåùåíèé â óäàëåííûõ îò ôðîíòà òî÷êàõ, ìåíåå

÷óâñòâèòåëüíà ê ïîãðåøíîñòÿì ðàñ÷åòà ñìåùåíèé â îêðåñòíîñòè êîí÷èêà, ÷åì

ôîðìóëà (1.58).

Íà ðèñóíêå 1.15, ñïðàâà ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ âñåõ òðåõ ÊÈÍîâ âäîëü

ôðîíòà ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíû, íàêëîíåííîé íà óãîë α = 45◦ îò íàïðàâëå-

íèÿ äåéñòâèÿ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûå ïî äâóõòî÷å÷íîé ôîð-

ìóëå (1.59) ïî òî÷êàì âîñüìîãî îò ôðîíòà ýëåìåíòà (íà ðàññòîÿíèè 7/32R

è 8/32R) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ dart. Âèäíî, ÷òî îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå dart

ðàçíîå äëÿ ðàçíûõ ìîä ÊÈÍîâ: 0.16R äëÿ KI è 0.04R äëÿ KII è KIII.

1.6.3. Âåðèôèêàöèÿ ÄÌÃÝ è ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ ýëåìåí-

òîâ

Ðàñêðûòèå òðåùèíû

Äëÿ âåðèôèêàöèè ÄÌÃÝ òàêæå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïëîñêîé êðóãëîé òðå-

ùèíå, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 1.6.1. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ
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Ðèñóíîê 1.15 � Ñëåâà: çàâèñèìîñòü KI îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r: òî÷íîå ðåøå-
íèå (1.83) (ñïëîøíàÿ); ôîðìóëà (1.58) äëÿ ÊÈÍîâ, ïðèìåíåííàÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
(1.81) äëÿ ∆u (øòðèõîâàÿ) è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÌÃÝ/ÌÎ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé dart: 0.32R (êðóæêè), 0.16R (òðåóãîëüíèêè), 0.08R (êâàäðàòû). Ñïðàâà: ðàñïðå-
äåëåíèÿ ÊÈÍîâ âäîëü ôðîíòà íàêëîíåííîé íà 45◦ òðåùèíû: òî÷íîå ðåøåíèå (ñïëîø-
íûå); ÷èñëåííîå ðåøåíèå ÌÃÝ ñ ïðîïèëîì êîíå÷íîé øèðèíû dart: 0.16R (øòðèõî-

âûå), 0.08R (øòðèõ-ïóíêòèðíûå), 0.04R (ïóíêòèðíûå).

ñåòîê, ñãóùàþùèõñÿ â äâà ðàçà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â

ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè Nr ðàâíî 4 (C1), 8(C2) è 16(C3) äëÿ âñåõ òèïîâ ýëå-

ìåíòîâ. Äëÿ 4-óçëîâûõ ýëåìåíòîâ êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îêðóæíîì íàïðàâ-

ëåíèè Nφ = 64, à äëÿ 9-óçëîâûõ ýëåìåíòîâ Nφ = 16.

Íà ðèñóíêå 1.16 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáêè εW îò ðàäèàëüíîé êîîð-

äèíàòû r äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ñåðèÿõ ñåòîê C1, C2, C3.

Âèäíî, ÷òî ÄÌÃÝ âû÷èñëÿåò øèðèíó òðåùèíû W ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ

âñþäó, êðîìå îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàç-

ðûâíûõ ýëåìåíòîâ íå ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü óñëîâèþ íà ôðîíòå òðåùè-

íû Wnum(R) = Wex(R) = 0. Ìàêñèìóì ïîãðåøíîñòè âñåãäà íàõîäèòñÿ íà ôðîí-

òå òðåùèíû è ðàâåí (0.241, 0.168, 0.118) äëÿ áèëèíåéíûõ è (0.217, 0.152, 0.107)

äëÿ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñåòîê (C1, C2, C3). Ïî-

ðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò ∼ 1/2 êàê äëÿ áèëèíåéíûõ, òàê è äëÿ áèêâàä-

ðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçîéäåò, åñëè èñïîëüçîâàòü íà ôðîíòå òðåùè-

íû ñïåöèàëüíûå ïðèôðîíòîâûå ýëåìåíòû: 4-óçëîâûå ýëåìåíòû (1.75) âìåñòî

áèëèíåéíûõ (1.53) è 9-óçëîâûå ýëåìåíòû (1.76) âìåñòî áèêâàäðàòè÷íûõ (1.54).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 1.17.
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Ðèñóíîê 1.16 � Çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû εW îò ðàññòîÿíèÿ äî
öåíòðà òðåùèíû r, âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì áèëèíåéíûõ (1.53) (ñëåâà) è áè-
êâàäðàòè÷íûõ (1.54) (ñïðàâà) ýëåìåíòîâ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ: C1 (êðóæêè), C2 (òðå-

óãîëüíèêè), C3 (êâàäðàòû).
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Ðèñóíîê 1.17 � Çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè ðàñêðûòèÿ òðåùèíû εW îò ðàññòîÿíèÿ äî
öåíòðà òðåùèíû r, âû÷èñëåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ 4-
óçëîâûõ (1.75) (ñëåâà) è 9-óçëîâûõ (1.76) (ñïðàâà) ýëåìåíòîâ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ:

C1 (êðóæêè), C2 (òðåóãîëüíèêè), C3 (êâàäðàòû).

Îøèáêè εW íà ôðîíòå òðåùèíû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ïðè-

ôðîíòîâûõ ýëåìåíòîâ óìåíüøèëèñü íà ïîðÿäîê ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòà-

ìè ïîëèíîìèàëüíûõ ýëåìåíòîâ: äëÿ 4-óçëîâûõ (1.75) ýëåìåíòîâ îøèáêè ðàâ-

íû (0.0274, 0.0097, 0.0037), à äëÿ 9-óçëîâûõ � (−0.0204,−0.0077,−0.0052).

Â ñëó÷àå 4-óçëîâûõ ýëåìåíòîâ çàìåòíî, ÷òî ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ íå ê òî÷íîìó

ðåøåíèþ, à çàíèæåíî ïðèìåðíî íà 0.3-0.4% ïî÷òè íà âñåé òðåùèíå. Ýòî íàáëþ-

äàåòñÿ è ñ îáû÷íûìè ýëåìåíòàìè (1.53), è ñî ñïåöèàëüíûìè ïðèôðîíòîâûìè

(1.75). Îäíîé èç âîçìîæíûõ ïðè÷èí ýòîãî ýôôåêòà ÿâëÿþòñÿ îøèáêè àïïðîê-



54

ñèìàöèè ãåîìåòðèè îáëàñòè: âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ñåòêà íå ñãóùàåòñÿ â îêðóæíîì

íàïðàâëåíèè, è êðóãëàÿ òðåùèíà àïïðîêñèìèðóåòñÿ âïèñàííûì 64-óãîëüíèêîì,

ïëîùàäü êîòîðîãî íà 0.16% ìåíüøå ïëîùàäè êðóãà, ÷òî ïðèâîäèò ê ìåíüøåìó

íàãðóæåíèþ òðåùèíû è ñíèæåíèþ âåëè÷èíû åå ðàñêðûòèÿ. Ïðè àïïðîêñèìà-

öèè 9-óçëîâûìè ýëåìåíòàìè òàêîé ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ â ìåíüøåé ìåðå, òàê

êàê ýëåìåíòû ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû ñ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìèðóþò

êðóãëûé ôðîíò òðåùèíû.

ÊÈÍû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍà KI ïðèìåíèì ê âû÷èñëåííûì ðàçðûâàì ñìåùåíèé

ôîðìóëó (1.58) è ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè KI îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r, ïîêà-

çàííûå íà ðèñóíêå 1.18. Âûñîêèå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé â
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Ðèñóíîê 1.18 � Çàâèñèìîñòü KI îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r: òî÷íîå ðåøåíèå (1.83)
(ñïëîøíàÿ); ôîðìóëà (1.58), ïðèìåíåííàÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ øèðèíû òðåùèíû
(1.81) (øòðèõîâàÿ) è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÌÃÝ ñ áèëèíåéíûìè (ñëåâà) è áèêâàä-
ðàòè÷íûìè (ñïðàâà) ýëåìåíòàìè íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ: C1 (êðóæêè), C2 (òðåóãîëü-

íèêè), C3 (êâàäðàòû).

îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû ïðèâîäÿò ê îøèáêàì âû÷èñëåíèÿ KI . Èñïîëüçî-

âàíèå ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ ýëåìåíòîâ çíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò òî÷íîñòü

âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.19.

Â çàâåðøåíèå íà ðèñóíêå 1.20 ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé çíà÷åíèé

âñåõ òðåõ ÊÈÍîâ âäîëü ôðîíòà íàêëîííîé íà α = 45◦ òðåùèíû, ðàññ÷èòàííûõ

íà ñðåäíåé ñåòêå C2 ñ ïîìîùüþ 4-óçëîâûõ ýëåìåíòîâ è îäíîòî÷å÷íîé ôîðìóëû

(1.58) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ôðîíòå òðåùèíû: îáû÷íûõ

ëèíåéíûõ (1.53) è ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ (1.75).

Âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ïðèôðîíòîâûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò
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Ðèñóíîê 1.19 � Çàâèñèìîñòü KI îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r: òî÷íîå ðåøåíèå (1.83)
(ñïëîøíàÿ); ôîðìóëà (1.58), ïðèìåíåííàÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ øèðèíû òðåùèíû
(1.81) (øòðèõîâàÿ) è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ÄÌÃÝ ñî ñïåöèàëüíûìè ïðèôðîíòî-
âûìè 4-óçëîâûìè (ñëåâà) è 9-óçëîâûìè (ñïðàâà) ýëåìåíòàìè íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ:

C1 (êðóæêè), C2 (òðåóãîëüíèêè), C3 (êâàäðàòû).
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Ðèñóíîê 1.20 � Ðàñïðåäåëåíèÿ ÊÈÍîâ âäîëü ôðîíòà íàêëîíåííîé íà 45◦ òðåùèíû,
ïîëó÷åííûå èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ (1), äóàëüíûì ÌÃÝ áåç (2) è ñ èñïîëüçîâàíèåì

ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ (3).

ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà KI ñ 11 äî 2 %.

1.6.4. Ñðàâíåíèå ÌÃÝ/ÌÎ è äóàëüíîãî ÌÃÝ

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ñ òî÷êè çðåíèÿ

ýôôåêòèâíîñòè. Ðåøåíà çàäà÷à î ïëîñêîé êðóãëîé òðåùèíå, íàêëîíåííîé íà

óãîë α = 45◦ ñ ïîìîùüþ ÌÃÝ/ÌÎ è äóàëüíîãî ÌÃÝ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ.

Ñåòêè âçÿòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèìåðíî ñîâïàäàëî êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé

ñâîáîä â ðàñ÷åòàõ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû íà ÷åòûðåõ ÿäðàõ
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Òàáëèöà 1.1 � Ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ ÌÃÝ/ÌÎ è ÄÌÃÝ

Ñåòêà Óçëû Ïîãðåøíîñòü Âðåìÿ, ñ
Ïàìÿòü,
Ìá

ÌÃÝ/ÌÎ 64× 32 4098 0.0429 49 2296
ÌÃÝ/ÌÎ 64× 16 2050 0.0590 16 561
ÌÃÝ/ÌÎ 64× 08 1026 0.0877 7 134
ÄÌÃÝ 64× 16 4032 0.0040 156 2276
ÄÌÃÝ 64× 08 1984 0.0098 109 551
ÄÌÃÝ 64× 04 960 0.0279 73 129

ïðîöåññîðà Intel Core i7-4710HQ ÷àñòîòîé 2.5 ÃÃö. Â òàáëèöå 1.1 ïðèâåäåíû

ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

Ïðè òàêèõ ðàçìåðàõ ñåòîê îñíîâíóþ ÷àñòü ïðîöåññîðíîãî âðåìåíè çàíèìàåò

÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ôîðìèðî-

âàíèè ÑËÀÓ. Âèäíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâîì êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîä ÌÃÝ ñ

ïðîïèëîì êîíå÷íîé øèðèíû áûñòðåå â 3-10 ðàç, íî ïðè ýòîì åãî òî÷íîñòü 3-10

ðàç íèæå, ÷åì ó äóàëüíîãî ÌÃÝ, äàæå ïðè âåëè÷èíàõ dart, áëèçêèõ ê îïòèìàëü-

íûì ïî òî÷íîñòè.

1.6.5. Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ â òðåõìåðíîé

çàäà÷å ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ áûëè èñïîëüçîâàíû â òðåõìåðíîé

ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî

äàâëåíèÿ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò òðåùèíîñòîéêîñòíîìó ðåæè-

ìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ [58], òî åñòü ñëó÷àþ, êîãäà òðåùèíà çàïîëíåíà íåâÿçêîé

æèäêîñòüþ, ëèáî êîãäà ñêîðîñòü çàêà÷êè æèäêîñòè â òðåùèíó äîñòàòî÷íî ìàëà

è äàâëåíèå óñïåâàåò âûðîâíÿòüñÿ ïî âñåé òðåùèíå.

Íà ðèñóíêå 1.21 ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèàëüíîé

ïîïåðå÷íîé òðåùèíû îò ñêâàæèíû, íàêëîíåííîé îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíî-

ãî íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ σh íà óãîë α = 30◦. Íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ ðàâ-

íû σ∞ = (σ∞x ;σ∞y ;σ∞z ) = −(4; 3; 4)ÌÏà. Òðàåêòîðèè âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî

êðèòåðèþ õðóïêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû [59] ñ òðåùèíîñòîéêîñòüþKI c =

3ÌÏà
√
ì.

Â ñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ ïîêàçàíî âëèÿíèå âåëè÷èíû ñæàòèÿ ïîðîäû ïðè

ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè òðåùèíîñòîéêîñòè KI c è ôèêñèðîâàííûì ñîîòíîøå-
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Ðèñóíîê 1.21 � Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîïåðå÷íîé òðåùèíû îò ñêâàæèíû, íàêëîíåííîé íà
óãîë 30◦ îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ: ðàñïðåäåëåíèå ðàñêðû-
òèÿ òðåùèíû W è âåêòîðû ñìåùåíèé ñêâàæèíû è áåðåãîâ òðåùèíû (ñëåâà); ãåîìåò-
ðèÿ ñêâàæèíû è òðåùèíû ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ (ñìåùåíèÿ óâåëè÷åíû â 500 ðàç)

(ñïðàâà).

íèåì ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè çàëåãàíèÿ: σ∞x : σ∞y : σ∞z = 4 : 3 : 4. Â êàæäîì

ñëåäóþùåì ðàñ÷åòå âñå òðè ãëàâíûõ çíà÷åíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé óâåëè÷èâà-

ëèñü â äâà ðàçà. Ñðåçû ïîëó÷åííûõ òðàåêòîðèé â ïëîñêîñòè xz ïîêàçàíû íà

ðèñóíêå 1.22. Âèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè òðåùèíîñòîéêîñòè è

íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà èçëîì òðàåêòîðèè è äàëüíåéøåå

å¼ ðàñïðîñòðàíåíèå.

Ðèñóíîê 1.22 � Òðàåêòîðèè íåâÿçêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû îò ñêâàæèíû, íà-
êëîíåííîé íà óãîë 30◦ îòíîñèòåëüíî ìèíèìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ ïðè åãî

çíà÷åíèÿõ: σ∞ (1), 2σ∞ (2), 4σ∞ (3), ãäå σ∞ = (σ∞x ;σ∞y ;σ∞z ) = −(4; 3; 4)ÌÏà.
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Ãëàâà 2

Ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèíû

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà òðåõìåðíàÿ çàäà÷à çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ïî-

âåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 2.1 ñëåâà. Çà-

äà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàãðóçêè σN , êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïðèëîæèòü ê

óïðóãîìó òåëó äëÿ åãî ðàçðóøåíèÿ, à òàêæå â îïðåäåëåíèè ìåñòîïîëîæåíèÿ

è îðèåíòàöèè çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû. Âûõîäíûìè äàííûìè çàäà÷è ÿâëÿþò-

ñÿ ïîñòðîåííûå çàðîäûøåâûå òðåùèíû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âõîäíûìè äàííûìè

äëÿ ìîäåëè äàëüíåéøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû âãëóáü ìàòåðèàëà. Íà ðè-

ñóíêå 2.1 ñëåâà ïîêàçàí ïðèìåð ïîñòðîåííûõ çàðîäûøåâûõ òðåùèí â çàäà÷å

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ñêâàæèíû ñ ïîïåðå÷íûìè ïðîïèëàìè. Çàäà÷à çàðîæ-

äåíèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîäçàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ íàãðóæåííîãî òåëà ïðè

ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåííûõ íàãðóçêàõ è êðèòåðèé òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ.

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â ãîðíûõ ïîðîäàõ, êî-

òîðóþ äîëæåí ó÷èòûâàòü êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé

¾ýôôåêò ðàçìåðà¿ èëè ¾ìàñøòàáíûé ýôôåêò¿ (àíãë. size e�ect) � çàâèñè-

ìîñòü íàãðóçêè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ òåëà, îò åãî ðàçìåðîâ. Îäíîé èç

âîçìîæíûõ ïðè÷èí ýôôåêòà ðàçìåðà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà �

íàëè÷èå çåðåí, äåôåêòîâ, íàëè÷èå íåëèíåéíîé çîíû òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ ïðè

ðàçðóøåíèè. Åñëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòåé íàìíîãî ìåíüøå õà-

ðàêòåðíîãî ðàçìåðà çàäà÷è, òåëî ìîæíî ñ÷èòàòü îäíîðîäíûì, è îíî õîðîøî

îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. Åñëè æå ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòåé

ñðàâíèì ñ ðàçìåðîì çàäà÷è, òåëî áîëüøå íåëüçÿ ñ÷èòàòü õðóïêèì è åãî ýô-

ôåêòèâíàÿ ïðî÷íîñòü âîçðàñòàåò. Òèïè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ïðî÷íîñòè îò ðàçìåðà

òåëà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 2.1, ñïðàâà. Äëÿ áîëüøèõ òåë ïðî÷íîñòü ìàòåðèà-
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Ðèñóíîê 2.1 � Ñõåìà çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû (ñëåâà): ñêâàæèíà ñ ïîïåðå÷íû-
ìè ïðîïèëàìè, σN � íîìèíàëüíàÿ íàãðóçêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèí,
çàðîäûøåâûå òðåùèíû íà ïðîïèëàõ; ¾Ýôôåêò ðàçìåðà¿ � çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîé
íàãðóçêè σN(D), íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ, îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà îáðàçöà D
(ñïðàâà); lp � õàðàêòåðíûé ðàçìåð çîíû òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ, σ∞N � íîìèíàëüíàÿ

ïðî÷íîñòü îáðàçöà ïðè åãî áîëüøèõ ðàçìåðàõ (D →∞).

ëà ìèíèìàëüíà. Äëÿ ìàëåíüêèõ òåë, êîãäà ìàñøòàá òåëà ñîèçìåðèì ñ ìàñøòà-

áîì çîíû òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ, êîòîðàÿ â ãîðíûõ ïîðîäàõ ìîæåò äîñòèãàòü

íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ, ïðîÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ýôôåêòû ðàçðóøåíèÿ, è

ïðî÷íîñòü òåëà óâåëè÷èâàåòñÿ.

2.2. Ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèíû

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ïðåäëîæåíà ìîäåëü, âêëþ÷àþ-

ùàÿ â ñåáÿ:

• ïîäìîäåëè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãîãî òåëà,

• êðèòåðèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ïîâåðõíîñòè ýòîãî òåëà,

• ïðîöåäóðó ïîèñêà íåèçâåñòíîé íàãðóçêè, íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ

òåëà,

• ïðîöåäóðó ïîèñêà çîí çàðîæäåíèÿ òðåùèí íà îñíîâå êðèòåðèÿ ðàçðóøå-
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íèÿ,

• ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ çàðîäûøåâûõ òðåùèí â çîíàõ çàðîæäåíèÿ.

×òîáû íàéòè íîìèíàëüíóþ íàãðóçêó σN , íåîáõîäèìóþ äëÿ çàðîæäåíèÿ, ðå-

øàåòñÿ ñåðèÿ çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ÍÄÑ óïðóãîãî òåëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðà σN . Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áèñåêöèè íàõîäèòñÿ òàêîå çíà÷åíèå σN , ïðè

êîòîðîì âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

Òàê êàê â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ ìîíîòîííî ìåíÿåò-

ñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåííîé íîìèíàëüíîé íàãðóçêè σN , ìåòîä áèñåêöèè

ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ (ïðè âåðíî çàäàííîì äèàïàçîíå ïîèñêà ðå-

øåíèÿ). Òåëî ñ÷èòàåòñÿ ëèíåéíî óïðóãèì, è åãî ÍÄÑ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ, îïèñàííîãî â Ãëàâå 1.

Òàê êàê çàäà÷à óïðóãîñòè ëèíåéíà, äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïðèìåíÿåòñÿ äå-

êîìïîçèöèÿ çàäà÷è ïî çàäàíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: îòäåëüíî ðåøàåòñÿ çàäà÷à

ñ èçâåñòíîé íåèçìåííîé íàãðóçêîé, è îòäåëüíî � c âàðüèðóåìîé íåèçâåñòíîé

íàãðóçêîé σN , à çàòåì îáà ðåøåíèÿ ñêëàäûâàþòñÿ.

Ïðè ïðîâåäåíèè àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàäà÷è ê ïàðàìåòðàì íàãðóæå-

íèÿ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäèêà ëèíåéíîé äåêîìïîçèöèè çàäà÷è íà áîëåå ïðî-

ñòûå ïîäçàäà÷è. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó, â êîòîðîé ïîðîäà íà áåñêîíå÷-

íîñòè íàãðóæåíà òåíçîðîì íàïðÿæåíèé σ ñ êîìïîíåíòàìè σxx, σyy, σzz, σxy, σyz,

σzx, ñêâàæèíà íàãðóæåíà äàâëåíèåì p, ïåðôîðàöèÿ � äàâëåíèåì pw. Ïðîâå-

äåì äåêîìïîçèöèþ çàäà÷è íà íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïîäçàäà÷, â êîòîðûõ åñòü

åäèíè÷íîå íàãðóæåíèå íà êàæäîì ó÷àñòêå, íàïðèìåð, åñòü òîëüêî îäíîîñíîå

ñæàòèå ïî íàïðàâëåíèþ σyy = 1 èëè íàãðóæåíà òîëüêî ïåðôîðàöèÿ äàâëåíèåì

pw = 1. Çíàÿ ðåøåíèÿ áàçîâûõ ïðîñòåéøèõ ïîäçàäà÷, ìîæíî ñîñòàâèòü ëèíåé-

íóþ êîìáèíàöèþ è íàéòè ÍÄÑ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé

ïîäõîä ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ñêîðîñòü ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåøåíèé

áàçîâûõ ïîäçàäà÷ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì ïðèëîæåííûõ

íàãðóçîê áåç ïåðåñ÷åòà ÍÄÑ ñ ñ ïîìîùüþ ÌÃÝ.

Â êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñìåùåíèÿ èëè íàïðÿæåíèÿ, ðàññ÷è-

òàííûå ïî ìîäåëè ÍÄÑ. Êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ äàåò èíôîðìàöèþ î ìåñòîïî-

ëîæåíèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû. Èõ îáçîð áóäåò ïðèâåäåí â ðàçäåëå 2.3.

Íà îñíîâå èíôîðìàöèè î ìåñòîïîëîæåíèè çàðîäûøåâîé òðåùèíû è ÍÄÑ â

îêðåñòíîñòè ýòîãî ìåñòà, ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ çîíû ðàçðóøåíèÿ
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è çàðîäûøåâîé òðåùèíû, ïðèìåíèìàÿ âìåñòå ñ ëþáûì èç êðèòåðèåâ ðàçðóøå-

íèÿ, ðàññìîòðåííûì â äàííîé ãëàâå.

2.2.1. Ïîñòðîåíèå çîíû ðàçðóøåíèÿ

Íàïðÿæåíèÿ, ïðèëîæåííûå ê òåëó, õàðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûì ïàðàìåò-

ðîì, íàïðèìåð, âåëè÷èíîé íîìèíàëüíîé íàãðóçêè σN . Òàê êàê çàäà÷à ëèíåéíîé

óïðóãîñòè â òåðìèíàõ íàïðÿæåíèé (óðàâíåíèÿ óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ è óðàâíå-

íèÿ Áåëüòðàìè-Ìèò÷åëëà, ïðè îòñóòñòâèè âíóòðåííèõ ñèë) ÿâëÿåòñÿ ýëëèï-

òè÷åñêîé, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé äî-

ñòèãàþò ìàêñèìóìà íà ïîâåðõíîñòè S îáëàñòè. Ïîýòîìó òðåùèíà â ëèíåéíî

óïðóãîì ìàòåðèàëå çàðîæäàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü äëÿ âûïîëíåíèÿ êðè-

òåðèÿ (2.15), (2.16) â òî÷êå x ∈ S òðåáóåòñÿ íàãðóçêà σN(x). Îïðåäåëèì ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè äëÿ âñåé ïîâåðõíîñòè S êàê âåëè÷èíó íàãðóçêè,

ïðè êîòîðîé êðèòåðèé âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè S:

σmin
N = min

x∈S
σN(x). (2.1)

Òî÷êó, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ìèíèìóì, îáîçíà÷èì x0 Ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ S,
â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

σmin
N 6 σN(x) 6 (1 + ε)σmin

N , (2.2)

íàçîâåì çîíîé çàðîæäåíèÿ òðåùèíû èëè çîíîé ðàçðóøåíèÿ Sc. Íà ðèñóíêàõ

áóäåì îáîçíà÷àòü çîíû ðàçðóøåíèÿ ÷åðíûì öâåòîì.

Ïàðàìåòð ε ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ðàçìåð çîíû ðàçðóøåíèÿ. ÍÄÑ, êîòîðîå

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ðàçðóøåíèÿ, â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ðàññ÷èòàíî ñ ïîìîùüþ òðåõìåðíîãî êëàññè÷åñêîãî ÌÃÝ, îïèñàíèå êîòîðîãî

ïðèâåäåíî â Ãëàâå 1.

2.2.2. Ïîñòðîåíèå çàðîäûøåâîé òðåùèíû

Êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå, òðåùèíà çàðîæäàåòñÿ íà ïîâåðõíîñòè S ðàçðóøàå-

ìîãî òåëà â çîíå ðàçðóøåíèÿ Sc. Â ýòîì ðàçäåëå îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ

çàðîäûøåâîé òðåùèíû.

Â çîíå ðàçðóøåíèÿ Sc âûáèðàåòñÿ òî÷êà x0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíîé
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íàãðóçêå σmin
N , íåîáõîäèìîé äëÿ âûïîëíåíèÿ êðèòåðèÿ çàðîæäåíèÿ. ×åðåç x0

ïðîâîäèòñÿ êðèâàÿ Γ, îðòîãîíàëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå x ïîâåðõíîñòè Sc íàïðàâ-

ëåíèþ nf ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ýòà êðèâàÿ � ïåðåñå÷åíèå çàðîäûøåâîé

òðåùèíû Sf è çîíû ðàçðóøåíèÿ Sc ïîâåðõíîñòè òåëà. Êðèâàÿ Γ ÿâëÿåòñÿ îñíî-

âàíèåì òðåùèíû, îò êîòîðîãî äàëåå òðåùèíà áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âíóòðü

òåëà (ðèñóíîê 2.2).

Ðèñóíîê 2.2 � Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ çàðîäûøåâîé òðåùèíû Sf îò ïîâåðõíîñòè S ðàç-
ðóøàåìîãî òåëà (ñëåâà) è ïðèìåð ïîñòðîåííîé ñåòêè äëÿ çàðîäûøåâîé òðåùèíû íà

ïåðôîðàöèè (ñïðàâà).

Äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ñàìîé çàðîäûøåâîé òðåùèíû. Ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî òðåùèíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõíîñòè òåëà (òðåùèíà íîðìàëüíîãî

îòðûâà), ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå Γ ñòðîèòñÿ íîðìàëü nc ê ïîâåðõíîñòè Sc,

âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òðåùèíà. Ãëóáèíà L(x) çàðîäûøåâîé òðåùè-

íû â êàæäîé òî÷êå x ∈ Sc ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîé ôóíêöèè F (x) â

êðèòåðèè (2.4):

L(x) = L0F (x). (2.3)

Ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà òðåùèíû L0 ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìîäåëè. Ïîñëå âû-

÷èñëåíèÿ L(x) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Γ, ñòðîèòñÿ òðåùèíà ñ ôðîíòîì ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ Γf è îñíîâàíèåì Γ. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðû òðåùèíû îïðåäåëÿþòñÿ

äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: L0 è ε. Ãåîìåòðèÿ çàðîäûøåâûõ òðåùèí ÿâëÿåòñÿ íà÷àëü-

íîé êîíôèãóðàöèåé äëÿ ìîäåëè äàëüíåéøåãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû.

Ïðèìåð ïîñòðîíèÿ ñåòîê äëÿ çàðîäûøåâûõ òðåùèí ïðèâåäåí íà ðèñóí-

êå 2.2, ñïðàâà. Îñíîâàíèåì òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ óçëû ñåò-

êè ïîëîñòè. Ýòà ëîìàíàÿ ìîæåò ïåðåñåêàòü ýëåìåíòû èñõîäíîé ñåòêè ïîâåðõ-
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íîñòè ïîëîñòè, â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ¾ðàçðåçàíèÿ¿ ýëåìåíòà

íà íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ ïî ëèíèè îñíîâàíèÿ òðåùèíû. Ôðîíò òðåùèíû � ëî-

ìàíàÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç òî÷åê, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëå (2.3). Ìåæäó ýòèìè

ëîìàíûìè ñòðîÿòñÿ ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû òðåùèíû. Àíàëîãè÷íî ðèñóíêó 2.2 â

ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ çîí ðàçðóøåíèÿ

è ïîñòðîåííûå çàðîäûøåâûå òðåùèíû.

2.3. Îáçîð êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåí îáçîð ñóùåñòâóþùèõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ, êîòî-

ðûå ó÷èòûâàþò (ëèáî íå ó÷èòâàþò) ýôôåêò ðàçìåðà. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü

ê îáçîðó, äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå êðèòåðèþ ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà.

Ðàññìîòðèì òåëî, â êîòîðîì èçâåñòíî ÍÄÑ, ðàññ÷èòàííîå êàêèì-ëèáî ìåòî-

äîì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Êðèòåðèåì ðàçðóøåíèÿ íàçûâàåòñÿ óñëîâèå,

ïðè êîòîðîì â òî÷êå òåëà x ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå êðèòåðèé

ðàçðóøåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

F (x, ui, σij, εij, d, ..., σ
∞
t , KI c, T, ...) > 0. (2.4)

Ôóíêöèÿ F îïðåäåëÿåòñÿ ÍÄÑ òåëà (çíà÷åíèÿìè ñìåùåíèé ui, íàïðÿæåíèé σij,

äåôîðìàöèé εij) â òî÷êå x â ëîêàëüíûõ êðèòåðèÿõ èëè íåêîòîðîé åå îêðåñòíî-

ñòè ðàçìåðà d â íåëîêàëüíûõ êðèòåðèÿõ, è ïàðàìåòðàìè ìàòåðèàëà (ïðî÷íî-

ñòüþ íà ðàçðûâ σ∞t , òðåùèíîñòîéêîñòüþ KI c, òåìïåðàòóðîé T è ò. ä.). Ðàçìåð d

ñîîòâåòñòâóåò ìàñøòàáó íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà è ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê

ðàçìåð ìèêðîòðåùèí, ïðèñóòñòâóþùèõ â ìàòåðèàëå (KI-êðèòåðèé), ðàçìåð çî-

íû êîíòàêòà â çîíå êîãåçèè (ìîäåëü çîíû êîãåçèè) èëè êàê äëèíà îòðåçêà /

ðàçìåð çîíû îñðåäíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÍÄÑ (d-êðèòåðèé).

Íàïðèìåð, â îäíîì èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ êðèòåðèåâ ïðî÷íîñòè � êðè-

òåðèè ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé (ÌÐÍ) [60], ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà â òî÷êå x íàñòóïàåò, êîãäà ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ3(x) â ýòîé òî÷êå ïðåâûøàåò ïðî÷íîñòü

ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ σ∞t
σ3(x) > σ∞t . (2.5)
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2.3.1. Êëàññè÷åñêèå êðèòåðèè, íå ó÷èòûâàþùèå ýôôåêò ðàçìåðà

Ê ãðóïïå íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ îòíîñÿòñÿ òàêèå

êëàññè÷åñêèå êðèòåðèè, êàê ÌÐÍ (2.5), Òðåñêà�Ñåí-Âåíàíà [61], Ìèçåñà [62],

Ìîðà�Êóëîíà [63, 64], Äðóêåðà�Ïðàãåðà [65] è äðóãèå. Îáùåé èõ îñîáåííîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ àíàëèçèðóåòñÿ ÍÄÑ òîëü-

êî â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå, íî íå â åå îêðåñòíîñòè. Ïîýòîìó ýòè êðèòåðèè

íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñîãëàñíî ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïðè îäèíàêî-

âîì íàãðóæåíèè äâóõ ãåîìåòðè÷åñêè ïîäîáíûõ òåë ðàçíîãî ðàçìåðà, èõ ÍÄÑ

ðàâíû. Òî åñòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà äåôîðìàöèé

â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ òåë ñîâïàäàþò, à ñìåùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ðàç-

ìåðó ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà. Ïîýòîìó ýôôåêò ðàçìåðà íåâîçìîæíî îïèñàòü,

îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà çíà÷åíèÿõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé èëè òåíçîðà

äåôîðìàöèé â íåêîòîðîé òî÷êå, íå ââîäÿ â êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ïàðàìåòðà ñ

ðàçìåðíîñòüþ äëèíû èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî, îòëè÷íîãî îò ðàçìåðíîñòåé íà-

ïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé [66]. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïàðàìåòðà ìîæåò âûñòóïàòü

õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñòðóêòóðû èëè äëèíà çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ, ðàçìåðíûé

ïàðàìåòð ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî÷íîñòè Âåéáóëëà, êðèòè÷åñêèé

ÊÈÍ, óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàçðóøåíèÿ, ãðàäèåíò íàïðÿæåíèé è ò.ä. Íåñìîòðÿ íà

íåñïîñîáíîñòü ó÷èòûâàòü ýôôåêò ðàçìåðà, ëîêàëüíûå êðèòåðèè ïðîäîëæàþò

èñïîëüçîâàòüñÿ è ðàçâèâàòüñÿ [67, 68]. Äàëåå ðàññìîòðèì êðèòåðèè, êîòîðûå

ó÷èòûâàþò ýôôåêò ðàçìåðà.

2.3.2. KI-êðèòåðèé

Îäèí èç ýôôåêòèâíûõ ïîäõîäîâ, ñïîñîáíûõ ó÷èòûâàòü ýôôåêò ðàçìåðà,

îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäàõ ìåõàíèêè òðåùèí, çàëîæåííûõ â ðàáîòàõ Ãðèôôèò-

ñà [69] è Èðâèíà [45]. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìàòåðèàëå

ïðèñóòñòâóþò äåôåêòû � ìèêðîòðåùèíû íåêîòîðîãî ðàçìåðà. Ïîñòóëèðóåò-

ñÿ, ÷òî ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà ïðîèñõîäèò, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ òðåùèí, ò. å. êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íà

ôðîíòå òðåùèíû KI ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ ìàòåðèàëà, íàçû-
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âàåìîå òðåùèíîñòîéêîñòüþ KI c:

KI > KI c. (2.6)

Çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà � äëèíû òðåùèíû d, çàâèñÿùåé

îò âíóòðåííåé ñòðóêòóðû èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà, òàêèå êðèòåðèè ïîëó÷àþò

âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü ýôôåêò ðàçìåðà. Íàïðèìåð, â [70�72] ðåøåíà çàäà÷à

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â áëîêå ãîðíîé ïîðîäû ïîä

äåéñòâèåì ñæàòèÿ. Â [73] ðàññìîòðåíà çàäà÷à çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ïîâåðõ-

íîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî îòâåðñòèÿ â ìàòåðèàëå, íàãðóæåííîì ïðîèçâîëüíûìè

âíåøíèìè íàïðÿæåíèÿìè. Â ýòîé ðàáîòå, â îòëè÷èå îò [70�72], ââèäó ïðîèç-

âîëüíîñòè íàãðóçîê ìåñòîïîëîæåíèå çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû ïðåäïîëàãàëîñü

íåèçâåñòíûì. Äëÿ åãî îòûñêàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî â ðàçíûõ òî÷êàõ ïîëîñòè

ñòðîèëèñü ìàëåíüêèå òðåùèíû îäèíàêîâîé äëèíû d. Â êà÷åñòâå çàðîäûøåâîé

òðåùèíû âûáèðàëàñü òà, ó êîòîðîé ÊÈÍ ïåðâîé ìîäû áûë ìàêñèìàëåí.

Ýòè êðèòåðèè îáëàäàþò äâóìÿ ñóùåñòâåííûìè íåäîñòàòêàìè. Ïåðâûé çà-

êëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ïåðåáèðàòü âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ òðåùèí. Ýòî

äåëàåò ñëîæíûì îáîáùåíèå êðèòåðèÿ íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Âòîðîé íåäîñòà-

òîê çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ðàñ÷åòíûå ñåòêè äëÿ çàðîäûøåâûõ

òðåùèí, ðàçìåðû êîòîðûõ ñóùåñòâåííî (èíîãäà íà ïîðÿäêè) óñòóïàþò ðàçìå-

ðàì ïîëîñòåé èëè îáðàçöîâ.

2.3.3. Ìîäåëü çîíû êîãåçèè

Îñíîâûâàÿñü íà àòîìàðíîé ïðèðîäå òðåùèíîîáîðàçîâàíèÿ, Áàðåíáëàòò [74,

75] ïðåäïîëîæèë íàëè÷èå íåëèíåéíûõ ñèë, ðàñïðåäåëåííûõ â äîñòàòî÷íî áîëü-

øîé îáëàñòè âäîëü ïëîñêîñòè òðåùèíû âìåñòî ñèë, ñêîíöåíòðèðîâàííûõ íà

êîí÷èêå òðåùèíû. Ïîçäíåå èññëåäîâàòåëè íàçûâàëè ýòó îáëàñòü çîíîé êîãåçèè

(àíãë. cohesive zone), èëè çîíîé ïðîöåññà òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ (àíãë. process

zone).

Êîíöåïöèÿ çîíû êîãåçèè, ïðåäëîæåííàÿ ïðèìåðíî â îäíî è òî æå âðåìÿ Áà-

ðåíáëàòòîì [74, 75], Ëåîíîâûì è Ïàíàñþêîì [76], Äàãäåéëîì [77], ðàññìàòðèâà-

åò ðàçðóøåíèå íå êàê ìîìåíòàëüíîå âîçíèêíîâåíèå òðåùèíû, à êàê ïîñòåïåííîå

ÿâëåíèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàñêðûòèå äâóõ âèðòóàëüíûõ áåðåãîâ òðå-

ùèíû, ñöåïëåííûõ ñèëàìè êîãåçèè, â îêðåñòíîñòè ðåàëüíîãî êîí÷èêà òðåùèíû
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(çîíå êîãåçèè). Ìîäåëü çîíû êîãåçèè ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ,

òî åñòü íå îïèñûâàþùåé òî÷íî ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà â çîíå òðåùèíîîáðàçîâà-

íèÿ, ãäå ïðîèñõîäèò ðàñïðåäåëåííîå îáðàçîâàíèå ìèêðîòðåùèí è ïóñòîò [78].

Â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Äàãäåéëà [77] îáëàñòü ïëàñòè÷íîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå óçêîé ïîëîñêè, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ îò êîí÷èêà òðåùèíû. Â ýòîé ðàáîòå

áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåëè÷èíîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòîé ïîëîñêè

è ïðèëîæåííîé âíåøíåé íàãðóçêîé.

Çîíà êîãåçèè ñôîðìèðîâàíà äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè, ñöåïëåííûìè äðóã ñ äðó-

ãîì ñèëàìè êîãåçèè. Çàêîí êîãåçèè îòâå÷àåò çà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýòèìè

ïîâåðõíîñòÿìè, è ÷àñòî â ëèòåðàòóðå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ñâÿçè íàïðÿæåíèé-

ðàñêðûòèÿ (àíãë. traction-separation law, TSL). Îïðåäåëåíèå ïîäõîäÿùåãî çà-

êîíà ñâÿçè íàïðÿæåíèé è ðàñêðûòèÿ äëÿ èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ

íàèáîëåå ôóíäàìåíòàëüíîé è ñëîæíîé çàäà÷åé ìîäåëèðîâàíèÿ çîíû êîãåçèè.

Ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè äîëæíà áûòü ââåäåíà èññëåäîâàòåëåì [79].

Íàïðèìåð, Òâåðãààðä è Õàò÷èíñîí [80] ðàçðàáîòàëè ìîäåëü, â êîòîðîé TSL

èìååò ôîðìó òðàïåöèè: ñïåðâà íàïðÿæåíèÿ ëèíåéíî ðàñòóò, ïîêà íå äîñòèãíóò

ïèêîâîãî çíà÷åíèÿ, äëÿ äàëüíåéøåãî ðàñêðûòèÿ íàïðÿæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòî-

ÿííûìè. Ðàçäåëåíèå ïîâåðõíîñòåé ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîñòèãíåòñÿ

òî÷êà îáðàçîâàíèÿ òðåùèíû. Ýòà ìîäåëü ïîäõîäèò ëó÷øå âñåãî äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ êîâêèõ ìåòàëëîâ.

Â ðàáîòå Íèäëìàíà [81] ìîäåëü çîíû êîãåçèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïóñòîò â ìåòàëëå, ñîäåðæàùåì òâåðäûå âêëþ÷åíèÿ. Ïðè

íà÷àëüíîì íàëè÷èè äåôåêòà ñöåïêè ìåòàëëà è òâåðäîãî âêëþ÷åíèÿ, ýòè äâà

ìàòåðèàëà íà÷èíàþò ðàçäåëÿòüñÿ, è ìåæäó íèìè îáðàçóþòñÿ ïóñòîòû. Â ðàáî-

òå èñïîëüçóåòñÿ çàêîí ñâÿçè íàïðÿæåíèé-ðàñêðûòèÿ â âèäå ïîëèíîìà òðåòüåé

ñòåïåíè, èìåþùèé îáëàñòü ðîñòà íàïðÿæåíèé, ìàêñèìóì è îáëàñòü óìåíüøå-

íèÿ íàïðÿæåíèé âïëîòü äî îïðåäåëåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëèíû. Ýòà äëè-

íà ââîäèòñÿ èç êðèòè÷åñêîé ïðî÷íîñòè ñâÿçè ïîâåðõíîñòåé è ðàáîòû ïî ðàç-

äåëåíèþ åäèíèöû ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ìåæäó äâóìè ìàòåðèàëàìè. Â ðàáîòå

ïîêàçàíî, ÷òî ðàçðóøåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê õðóïêèì îáðàçîì, òàê è ïëà-

ñòè÷åñêèì. Ýòî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëèíû è ðàäèóñà

òâåðäîãî âêëþ÷åíèÿ.

Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí íå ó÷èòûâàåò ýíåðãèþ òðå-
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ùèíîîáðàçîâàíèÿ. Ýòîò íåäîñòàòîê áûë óñòðàíåí â [82], ãäå áûë ïðåäëîæåí

ýíåðãåòè÷åñêèé êðèòåðèé äëÿ ìîäåëè çîíû êîãåçèè. Â [83] îäèí èç âàðèàíòîâ

ýòîé ìîäåëè áûë ïðèìåíåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòñëàèâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ïî èõ

ãðàíèöå ðàçäåëà.

Â [84] ïðåäëîæåí çàêîí ñâÿçè íàïðÿæåíèé-ðàñêðûòèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿ-

åòñÿ êîãåçèâíîé ïðî÷íîñòüþ T0 è ýíåðãèåé êîãåçèè Γ0. Ðàçðàáîòàíû ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå ïðîöåäóðû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè ýòè ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà. Â [85]

ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî ðàáîòà òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü óñëîâíî ïîäåëåíà

íà òðè ÷àñòè: ðàáîòà íà ðàçäåëåíèå áåðåãîâ òðåùèíû, ïëàñòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è

óïðóãàÿ ýíåðãèÿ.

Îðòèç è Ñóðåø [86] ïðèìåíèëè ëèíåéíûé çàêîí êîãåçèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîâåäåíèÿ òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ ìåæäó çåðíàìè ìàòåðèàëà, êîãäà íàïðÿæåíèÿ

óâåëè÷èâàþòñÿ ëèíåéíî ïî ìåðå ðàñêðûòèÿ çàçîðà ìåæäó çåðíàìè äî êðèòè÷å-

ñêîãî çíà÷åíèÿ, à çàòåì ðåçêî ïàäàëè â íîëü. Êàìà÷î è Îðòèç [87] ïðèìåíèëè

ëèíåéíî ñïàäàþùèé çàêîí êîãåçèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìíî-

æåñòâåííûõ òðåùèí ïî ïðîèçâîëüíûì òðàåêòîðèÿì, âî âðåìÿ ïîâðåæäåíèÿ ïî-

âåðõíîñòè ïðè óäàðå â õðóïêèõ ìàòåðèàëàõ. Ãîáåëü è äð. [88] ïðåäëîæèëè áèëè-

íåéíóþ ìîäåëü êîãåçèè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äåëàìèíàöèè òîíêèõ êîìïîçèòíûõ

ïëàñòèíîê, ïîäâåðæåííûõ óäàðó íåáîëüøîé ñêîðîñòè. Áîëåå ïîçäíèå ïðèìå-

íåíèÿ ìîäåëè êîãåçèè â îñíîâíîì èñïîëüçóþò ýêñïîíåíöèàëüíûé [79, 89�91] è

ëèíåéíûé/áèëèíåéíûé [92�94] çàêîíû. Â [95] ëèíåéíûé âàðèàíò ìîäåëè ïðèìå-

íåí äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû â

ãðàôèòîâîì îáðàçöå ñ ïðîïèëîì.

Â [96] ìîäåëü çîíû êîãåçèè ñ áèëèíåéíûì TSL ïðèìåíÿëàñü äëÿ ìîäåëèðî-

âàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèàëüíîé òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà ïîðîäû, à â [97] �

äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî òðåõòî÷å÷íîìó èçãèáó îáðàçöà èç ïåñ÷à-

íèêà ñ îñòðîóãîëüíûì ïðîïèëîì.

Êîãäà ôîðìà TSL çàôèêñèðîâàíà, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ïàðàìåòðû êîãåçèè. Êëþ÷åâûìè ïàðàìåòðàìè, îïèñûâàþùèìè ìîäåëü çîíû êî-

ãåçèè, ÿâëÿþòñÿ ïðî÷íîñòü êîãåçèè, îïðåäåëÿåìàÿ ïèêîâûì çíà÷åíèåì êðèâîé

íàïðÿæåíèé-ðàñêðûòèÿ; ýíåðãèÿ êîãåçèè, îïðåäåëÿåìîé ïëîùàäüþ ïîä êðè-

âîé íàïðÿæåíèé-ðàñêðûòèÿ; õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèíà, êîòîðàÿ îáû÷íà ðàâ-

íà âåëè÷èíå ðàñêðûòèÿ ðàçäåëÿåìûõ ïîâåðõíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðî÷íî-
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ñòè êîãåçèè. Ïðî÷íîñòü êîãåçèè � ýòî ìàêñèìàëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëà

ê òðåùèíîîáðàçîâàíèþ è îáû÷íî îòíîñèòñÿ ê íàïðÿæåíèÿì ñäâèãà ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ìàòåðèàëà [98]. Ýíåðãèÿ êîãåçèè ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèññèïàöèþ

ýíåðãèè, ñîïðîâîæäàþùóþ ðàçäåëåíèå ïîâåðõíîñòåé ìàòåðèàëà. Äëèíà çîíû

êîãåçèè ââîäèò ìàñøòàá, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû, íåçàâèñè-

ìûå îò ñåòêè. Áûëî ïðèçíàíî, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè çîíû êîãåçèè â îáùåì

ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè ìàòåðèàëà, è çàâèñÿò îò èíäèâèäóàëüíûõ ñè-

òóàöèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè. Ôàêòîðû âëèÿíèÿ ìîäåëè çîíû êîãåçèè âêëþ÷àþò

â ñåáÿ ìèêðîñòðóêòóðíûå è êîíòèíóàëüíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, ìàñøòàá äå-

ôîðìàöèè [99], è îãðàíè÷åíèÿ êîí÷èêà òðåùèíû [98, 100, 101]. Áûëè ïðîâåäåíû

èññëåäîâàíèÿ äëÿ âûÿâëåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè çîíû êîãåçèè

è ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòîé ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèåé [102], ëîêàëüíîé òðåõ-

îñíîñòüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé [103], èëè ñîïóòñòâóþùèìè ïðîöåññàìè ðîñòà

ïóñòîò [104].

Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè çîíû êîãåçèè ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå äâóõ ïîâåðõíî-

ñòåé êîãåçèè. Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ðàçðóøåíèÿ, â êîòîðûõ èçíà÷àëüíî íåò

òðåùèíû òàêèå ïîâåðõíîñòè äîëæíû áûòü ïîñòðîåíû èññëåäîâàòåëåì âðó÷íóþ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåñòîðàñïîëîæåíèå è îðèåíòàöèÿ çàðîäûøåâûõ òðåùè-

íû èçâåñòíû çàðàíåå èç-çà ñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷è [72] ëèáî íàëè÷èÿ ãðàíèöû

ðàçäåëà ìåæäó ìàòåðèàëàìè [95, 105].

Êàê â ïðåäûäóùåé ãðóïïå êðèòåðèåâ, ïðè ïðèìåíåíèè ìîäåëè çîíû êîãåçèè

â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî ïåðåáèðàòü òðåùèíû ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè

è â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðåäïîëàãàåìîãî ðàçðóøåíèÿ.

2.3.4. d-êðèòåðèé

Èäåÿ d-êðèòåðèÿ çàëîæåíà â ðàáîòàõ [106�109], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëàñü

çàðîæäåíèå òðåùèíû â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðàññìîòðå-

íèè ÍÄÑ íå ëîêàëüíî â òî÷êå òåëà, à â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïðåäïîëàãàå-

ìîé çîíû ðàçðóøåíèÿ (íåëîêàëüíûé êðèòåðèé). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûì

ïàðàìåòðîì, êîíòðîëèðóþùèì ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû, ÿâëÿåòñÿ íå ìàêñè-

ìàëüíîå ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå σ3, à íåêîòîðîå ýôôåêòèâíîå íàïðÿæåíèå

σ̃, êîòîðîå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ σ∞t .

Â ðàáîòå Ïåòåðñîíà [109] ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σ̃ åñòü íàïðÿæåíèå íà íåêî-
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òîðîì ðàññòîÿíèè dp îò êîí÷èêà ïðîïèëà. Â ðàáîòàõ Íåéáåðà [106, 107] è Íîâî-

æèëîâà [108] âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ÷òî êîíòðîëèðóþùèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ

íàïðÿæåíèå σ̃, îñðåäíåííîå ïî îòðåçêó íåêîòîðîé äëèíû d, íîðìàëüíîìó ê ïî-

âåðõíîñòè ãðàíèöû:

σ̃ =
1

d

d∫
0

στdn, (2.7)

ãäå στ � ðàñòÿãèâàþùåå íàïðÿæåíèå â íàïðàâëåíèè, îðòîãîíàëüíîì ê ïîâåðõ-

íîñòè. Ðàçìåðû dp è d ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ðàçìåð ñòðóêòóðû

ìàòåðèàëà èëè ðàçìåð çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè ìàòåðè-

àëà.

Ýòè ïîäõîäû áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿþò ó÷åñòü

ýôôåêò ðàçìåðà. Óäîáñòâîì ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïîäõîäîâ â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ àíàëèçà òðåáóåòñÿ çíàòü òîëüêî ÍÄÑ ëèíåéíî-óïðóãîãî òå-

ëà áåç íàëè÷èÿ êàêèõ-ëèáî óæå ñóùåñòâóþùèõ â ìàòåðèàëå òðåùèí, êàê, íàïðè-

ìåð, âKI-êðèòåðèè èëè â ìîäåëè çîíû êîãåçèè. Ïîçäíåå â ðàáîòàõ [110, 111] ýòè

êðèòåðèè íàçâàíû êðèòåðèåì íàïðÿæåíèé â òî÷êå (àíãë. Point Stress Criterion

(PSC)) è êðèòåðèåì îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé (àíãë. Average Stress Criterion

(ASC)). Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòàõ Íåéáåðà [106, 107] è Ïåòåðñîíà [109] ðàññìàò-

ðèâàëàñü çàäà÷à ñ çàêðóãëåííûìè ïðîïèëàìè, â òî âðåìÿ êàê ó Íîâîæèëîâà

êðèòåðèé îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåíÿëñÿ ê áåñêîíå÷íî òîíêîìó ìàòå-

ìàòè÷åñêîìó ðàçðåçó. Â ðàáîòå [112�116] ïðåäñòàâëåíà ¾òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ

ðàññòîÿíèé¿ (àíãë. Theory of Critical Distances (TCD)), îáúåäèíèâøàÿ êðèòå-

ðèè â çàäà÷àõ è ñ ãëàäêèìè ïðîïèëàìè, è ñ òðåùèíàìè. Íà ïðèìåðå ïëîñêîé

çàäà÷è ðàñòÿæåíèè î ëèíåéíîé òðåùèíû ïîêàçàíî, ÷òî êðèòåðèè PSC è ASC

ýêâèâàëåíòíû êðèòåðèþ ìåõàíèêè õðóïêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ïî ìî-

äå I. Èç ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå õàðàêòåðíûå

ðàçìåðû dp è d ñ ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ σt è òðåùèíîñòîéêîñòüþ

KI c [117]:

dp =
1

2π

(
KI c

σt

)2

, d =
2

π

(
KI c

σt

)2

. (2.8)

Òàêæå â ¾òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ðàññòîÿíèé¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé íà-

ïðÿæåíèé, îñðåäíåííûé ïî íåêîòîðîé ïëîùàäè èëè îáú¼ìó â òðåõìåðíîì ñëó-

÷àå. Â [118] ïðåäëîæåí ïîõîæèé êðèòåðèé, èñïîëüçóþùèé âìåñòî íàïðÿæåíèé
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ýíåðãèþ äåôîðìàöèé, îñðåäíåííóþ ïî íåêîòîðîé îáëàñòè ïîâåðõíîñòè âîêðóã

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ ðåøåíà çàäà÷à òðåõòî-

÷å÷íîãî èçãèáà ïëàñòèí ñ U-îáðàçíûìè ïðîïèëàìè. Âûáîð ôîðìû îáëàñòè èí-

òåãðèðîâàíèÿ â òàêèõ êðèòåðèÿõ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûìè âîïðîñîì. ×àùå âñåãî

èñïîëüçóþò ïîëóêðóãëóþ èëè ïîëóñôåðè÷åñêóþ îáëàñòü.

Êðèòåðèé Ïåòåðñîíà ïðèìåíÿëñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [119] ïî çà-

ðîæäåíèþ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà îò ñêâàæèí ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà â ïîðîäå,

ïðîïèòàííîé æèäêîñòüþ. Â ýòîé ðàáîòå âìåñòî îáû÷íûõ íàïðÿæåíèé èñïîëü-

çîâàëèñü ýôôåêòèâíûå íàïðÿæåíèÿ Òåðöàãè (ìàêñèìàëüíûå ðàñòÿãèâàþùèå

íàïðÿæåíèÿ ìèíóñ ïîðîâîå äàâëåíèå).

Êðèòåðèé îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåíÿëñÿ â ðàçëè÷íûõ äâóìåðíûõ

çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ òðåùèí. Íàïðèìåð, â [72, 120] êðèòåðèé (2.7) ïðèìåíåí ê

çàäà÷å çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò êðóãëûõ ïîëîñòåé ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ è ïî-

ëó÷åíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ ðàçðóøåíèÿ îò ðàçìåðà ïîëîñòè, ñîãëàñóþùàÿñÿ

â îáùèõ ÷åðòàõ ñ ýêñïåðèìåíòîì.

Ñóùåñòâóåò ìîäèôèêàöèè d-êðèòåðèÿ [121], çàêëþ÷àþùàÿñÿ âî ââåäåíèè â

êðèòåðèé äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò áîëåå ãèáêî îïèñàòü

ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ îáðàçöàìè ðàçíîãî ðàçìåðà.

2.3.5. Ãðàäèåíòíûå êðèòåðèè

Ãðàäèåíòíûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ ðàçðàáîòàíû äëÿ îöåíêè ïðî÷íîñòè îá-

ðàçöîâ ñ êîíöåíòðàòîðàìè è òðåùèíàìè, â îáëàñòÿõ, ãäå ÍÄÑ ìàòåðèàëà ñèëüíî

íåîäíîðîäíî. Ýòè êðèòåðèè îáúåäèíÿþò ïðåäñòàâëåíèå î ðàçðóøåíèè îáðàçöîâ

ñ ãëàäêèìè ïîâåðõíîñòÿìè è ñ êîíöåíòðàòîðàìè íàïðÿæåíèé.

Â ãðàäèåíòíûõ êðèòåðèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ëîêàëüíàÿ ïðî÷íîñòü òåëà

íà ðàçðûâ íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à çàâèñèò îò ãðàäèåíòà g ìàêñèìàëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Âèä ýòîé çàâèñèìîñòè îïðå-

äåëÿåòñÿ èç êîíêðåòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, â [122] èñïîëü-

çîâàëàñü çàâèñèìîñòü â âèäå σ∗ = σt(1+Bgn). Â [123] ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî äëÿ

n = 1/2 êðèòåðèé ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåéíîé ìåõàíèêîé õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ

è äàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ íîìèíàëüíûõ íàïðÿæåíèé â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè.

Òîãäà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîé ïðî÷íîñòè çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

σ∗ = σt(1 +
√
Lg), (2.9)
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ãäå L åñòü õàðàêòåðíûé ðàçìåð, çàâèñÿùèé îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Â [124] äëÿ ìîäåëè óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ ïðåäëîæåíà çàâèñèìîñòü â

èíîì âèäå

σ∗ = σt
√

1 + Lg. (2.10)

Â [125] ïðåäëîæåí êîìáèíèðîâàííûé âàðèàíò çàâèñèìîñòåé (2.9) è (2.10) ñ âå-

ñîâûì êîýôôèöèåíòîâ β

σ∗ = σt(1− β +
√
β2 + Lg). (2.11)

Íà ïðîñòåéøèé äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè áûëî ïîêàçàíî,

÷òî óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ãðàäèåíòíûì êðèòåðèÿì, ñòðåìÿòñÿ

ê ðåøåíèÿì èç ìåõàíèêè õðóïêîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí. Åñëè æå ïðîèçâå-

äåíèå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà L íà ãðàäèåíò íàïðÿæåíèé g îòíîñèòåëüíî ìàëî

(� 1), ýôôåêòèâíàÿ ïðî÷íîñòü σ∗ ñòðåìèòñÿ ê σt. Çà ñ÷åò ââåäåííîãî â êðèòå-

ðèé ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà L, ãðàäèåíòíûé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ýôôåêò

ðàçìåðà.

2.4. Êðèòåðèè, ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

Â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â ãîðíûõ ïîðîäàõ íåîáõîäè-

ìî èñïîëüçîâàòü êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ, êîòîðûå áûëè áû îäíîâðåìåííî äî-

ñòàòî÷íî ïðîñòûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íî ïðè ýòîì ó÷èòûâàëè

áû ýôôåêò ðàçìåðà, òàê êàê ãîðíàÿ ïîðîäà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì ìàòåðèà-

ëîì, è ïðîöåññû ðàçðóøåíèÿ çàâèñÿò îò çåðíèñòîñòè ìàòåðèàëà è îò ìàñøòàáîâ

çàäà÷è. Ëîêàëüíûå êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ íå ñïîñîáíû ó÷åñòü ýòîò ìàñøòàá,

à íåëîêàëüíûå êðèòåðèè ñëîæíû â ðåàëèçàöèè è äîáàâëÿþò âû÷èñëèòåëüíûå

ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ òðåõìåðíîñòüþ çàäà÷è. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ ãîðíûõ ïîðîä ðàçðàáîòàíî äâà òðåõìåð-

íûõ êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ. Îáà êðèòåðèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòû â ðåàëèçàöèè, íî

ïðè ýòîì îïèñûâàþò çàâèñèìîñòü ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà îò ðàçìåðà ðàçðóøàå-

ìîãî îáðàçöà.
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2.4.1. Îáîáùåíèå d-êðèòåðèÿ íà òð¼õìåðíûé ñëó÷àé

Ïëîñêèé d-êðèòåðèé îñðåäíåííûõ ïî îòðåçêó íàïðÿæåíèé (2.7) îáîáùåí íà

ñëó÷àé òðåõìåðíûõ çàäà÷. Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ íàïðàâëåíèå îòðåçêà, ïî êî-

òîðîìó ïðîèçâîäèòñÿ îñðåäíåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ íîðìàëüþ n ê ïîâåðõíîñòè, à

â êà÷åñòâå îñðåäíÿåìûõ íàïðÿæåíèé áåðóòñÿ êàñàòåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè íà-

ïðÿæåíèÿ στ , êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.3, ñëåâà. Â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ âûáîð

êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ τ íå ìîæåò áûòü ñäåëàí îäíîçíà÷íî, è îðèåíòàöèÿ

âîçíèêàþùåé òðåùèíû çàðàíåå íåèçâåñòíà (ðèñóíîê 2.3, ñïðàâà). Äëÿ êàæäîãî

íàïðàâëåíèÿ τ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñâîÿ âåëè÷èíà îñðåäí¼ííûõ íàïðÿæåíèé σ̃ â

òî÷êå x. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíî âûáèðàòü â êà÷åñòâå êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ

òàêîå íàïðàâëåíèå τ 0, â êîòîðîì âåëè÷èíà îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ìàêñè-

ìàëüíà:

σ̃ =
1

d
max
τ

d∫
0

στdn,

τ 0 = arg
τ

max
τ

d∫
0

στdn.

(2.12)

Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå íîðìàëü nf çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû ñîâïàäàåò ñ

íàïðàâëåíèåì τ 0 ìàêñèìàëüíûõ îñðåäí¼ííûõ íàïðÿæåíèé.
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Ðèñóíîê 2.3 � Îñðåäíÿåìûå íàïðÿæåíèÿ â d-êðèòåðèè â ïëîñêîé (ñëåâà) è ïðîñòðàí-
ñòâåííîé (ñïðàâà) çàäà÷àõ.

×òîáû ïðèìåíèòü d-êðèòåðèé (2.12) äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ çàäà÷

ðàçðóøåíèÿ, â äèññåðòàöèè ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìåòîäèêà. Ñïåðâà ñ ïî-
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ìîùüþ ïðÿìîãî ÌÃÝ âû÷èñëÿþòñÿ ñìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ íà âñåé ãðàíèöå

îáëàñòè. Çàòåì â êàæäîì óçëå ñåòêè ñòðîÿòñÿ îòðåçêè äëèíû d ïî íîðìàëè ê

ïîâåðõíîñòè. Íà îòðåçêàõ d âû÷èñëÿþòñÿ íàïðÿæåíèÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ

ÍÄÑ íà ïîâåðõíîñòè òåëà. Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âäîëü îòðåçêà d, ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì îñðåäíåííîå íàïðÿæå-

íèå σ̃ äëÿ ëþáîãî êàñàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ τ . Ìåòîäîì ¾çîëîòîãî ñå÷åíèÿ¿

íàõîäèì τ 0, ïðè êîòîðîì σ̃ äîñòèãàþò ìàêñèìóìà.

2.4.2. R-êðèòåðèé

Ýôôåêò ðàçìåðà, íàáëþäàåìûé â ýêñïåðèìåíòàõ, ñõåìàòè÷íî ïîêàçàííûé

íà ðèñóíêå 2.1, õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ Áàçàíòà [126�

128]:

σN(D) = σ∞N

(
1 +

Db

lp +D

)
. (2.13)

Çäåñü σN � âåëè÷èíà ïðèëîæåííîé ê îáðàçöó íîìèíàëüíîé íàãðóçêè â ìîìåíò

ðàçðóøåíèÿ, D � õàðàêòåðíûé ðàçìåð îáðàçöà, lp � õàðàêòåðíûé ðàçìåð çåðíà

íåîäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà, σ∞N � ïðåäåëüíàÿ íîìèíàëüíàÿ íàãðóçêà äëÿ áîëü-

øèõ òåë (D � lp), Db åñòü õàðàêòåðíûé ðàçìåð ìèêðîòðåùèí íà ïîâåðõíîñòè

îáðàçöà.

Â [126] ¾ýôôåêò ðàçìåðà¿ ïîíèìàåòñÿ êàê çàâèñèìîñòü íîìèíàëüíîé íà-

ãðóçêè σN , íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ îáðàçöà îò åãî ðàçìåðà D ïðè ñî-

õðàíåíèè ôîðìû îáðàçöà è îñòàëüíûõ óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà íåèçìåííûìè.

Ôîðìóëà (2.13) îïèñûâàåò âåñü äèàïàçîí ðàçìåðîâ îáðàçöà è ñîîòâåòñòâóþ-

ùóþ êàæäîìó ðàçìåðó âåëè÷èíó ïðî÷íîñòè. Îòíîøåíèå ïðåäåëüíûõ âåëè÷èí

ïðî÷íîñòè äëÿ ìàëåíüêèõ è áîëüøèõ òåë îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

η =
lim
D→0

σN(D)

lim
D→∞

σN(D)
=
σ∞N

(
1 + Db

lp

)
σ∞N

= 1 +
Db

lp
. (2.14)

Ñîîòíîøåíèå (2.13) àïïðîêñèìèðóåò çàâèñèìîñòü ìåæäó íîìèíàëüíîé íà-

ãðóçêîé σN , âûçûâàþùåé ðàçðóøåíèå îáðàçöà, è åãî ðàçìåðîìD. Äëÿ òîãî ÷òî-

áû çàâèñèìîñòü (2.13) ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçðóøå-

íèÿ îáðàçöîâ ñëîæíîé ôîðìû, â êîòîðûõ ìåñòî ðàçðóøåíèÿ çàðàíåå íåèçâåñò-

íî, íåîáõîäèìî ïåðåôîðìóëèðîâàòü åå â âèäå êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ, òàê, ÷òîáû
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ïàðàìåòðû íàãðóçêè è ðàçìåðà ïîíèìàëèñü îäíîçíà÷íî, íå çàâèñåëè îò ôîðìû

îáðàçöà, ìîãëè áûòü îïðåäåëåíû â êàæäîé òî÷êå ïîâåðõíîñòè. Â äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (2.13) â òåðìèíàõ

íàïðÿæåíèé â êîíêðåòíîé òî÷êå ðàçðóøàåìîãî òåëà è íåêîòîðîãî ëîêàëüíîãî

ðàçìåðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé òî÷êå. Â êà÷åñòâå òàêîãî ðàçìåðà âûáðàí ìè-

íèìàëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â äàííîé òî÷êå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ðàäèóñ êðèâèçíû ëîêàëüíî õàðàêòåðèçóåò ìàñøòàá çàäà÷è â êàæäîé ðàññìàò-

ðèâàåìîé òî÷êå ïðåäïîëàãàåìîãî ðàçðóøåíèÿ.

Ìîäèôèöèðóåì êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé (2.5),

çàìåíèâ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ σ∞t ôóíêöèåé σt(R(x)), çàâèñÿùåé îò ðàäèóñà

êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè R(x) â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå x. Ïîëó÷åííûé â ðå-

çóëüòàòå ýòèõ äåéñòâèé êðèòåðèé (R-êðèòåðèé) çàïèñûâàåòñÿ êàê

σ3(x) > σt(R(x)), (2.15)

σt(R(x)) = σ∞t

(
1 +

Db

lp +R(x)

)
. (2.16)

Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå âìåñòî õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà òåëà D, êîòîðûé ìî-

æåò áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, èñïîëü-

çóåòñÿ ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè R(x), îïðåäåëÿåìûé îäíîçíà÷íî. Âìåñòî

íîìèíàëüíûõ íàãðóçîê σN è σ∞N , èñïîëüçóåòñÿ ïðî÷íîñòü òåëà íà ðàçðûâ σt,

çàâèñÿùàÿ îò ìàñøòàáà çàäà÷è R(x) â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè,

è õðóïêàÿ ïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ σ∞t , õàðàêòåðíàÿ äëÿ áîëüøèõ îáðàçöîâ ïðè

R(x)� lp. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå R-êðèòåðèé òðàíñôîðìèðóåòñÿ â êðèòå-

ðèé ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé.

Çàâèñèìîñòü (2.16), èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2.14), ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåð-

ìèíàõ ïðåäåëüíîé ïðî÷íîñòè äëÿ ìàëåíüêèõ òåë σ0
t

σt(R(x)) =
σ0
t + R̃(x)σ∞t
1 + R̃(x)

, ãäå R̃(x) =
R(x)

lp
. (2.17)

Ïàðàìåòð lp ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïå-

ðåõîä îò ïðî÷íîñòè σ∞t ê σ0
t . Ïðåäëîæåííûé êðèòåðèé ïðåäïîëàãàåò ó÷åò ýô-

ôåêòà ðàçìåðà íå òîëüêî äëÿ ñåðèè çàäà÷ ñ ðàçíûì õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì, íî è

â ïðåäåëàõ îäíîé çàäà÷è, ãäå ðàçëè÷íûå ïîäîáëàñòè îáëàäàþò ðàçëè÷íîé ïðî÷-

íîñòüþ íà ðàçðûâ â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà R â ýòîé ïîäîáëàñòè.
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Íàïðèìåð, ïðè çàðîæäåíèè òðåùèíû îò ñêâàæèíû ñ ïðîïèëîì ïðî÷íîñòü íà

ðàçðûâ â îáëàñòè ïðîïèëà âûøå, ÷åì íà ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû. Äëÿ ÷èñëåí-

íîé ðåàëèçàöèè êðèòåðèÿ â ðàìêàõ ìîäåëè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íåîáõîäèìî â

êàæäîì óçëå ñåòêè çíàòü êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè R(x), ÷òîáû ïî íåé âû÷èñëèòü

ýôôåêòèâíóþ ëîêàëüíóþ ïðî÷íîñòü σt(x).

2.5. Âàëèäàöèÿ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ

2.5.1. Ðàçðóøåíèå áëîêîâ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè îòâåðñòèÿìè

Â ýêñïåðèìåíòàõ [72] ïðîèçâîäèëîñü îäíîîñíîå ñæàòèå ïðÿìîóãîëüíûõ áëî-

êîâ èç èçâåñòíÿêà (Tyndall limestone) ñ êðóãîâûì îòâåðñòèåì ðàäèóñà Rw â

öåíòðå. Ìàòåðèàë õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì Þíãà E = 21ÃÏà, êîýôôèöèåí-

òîì Ïóàññîíà ν = 0.31 è ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ σ∞t = 1.5ÌÏà. Ðàçìåð áëîêîâ â

ýêñïåðèìåíòàõ áûë âûáðàí äîñòàòî÷íî áîëüøèì, äëÿ òîãî ÷òîáû âëèÿíèå ãðà-

íèö íà ÍÄÑ ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè îòâåðñòèÿ áûëî íåçíà÷èòåëüíûì. Ïðàâàÿ

è ëåâàÿ ãðàíè áëîêà íàãðóæàëèñü äàâëåíèåì p, îñòàëüíûå ãðàíè áûëè ñâîáîä-

íû îò íàïðÿæåíèé (ðèñóíîê 2.4). Äàâëåíèå óâåëè÷èâàëîñü äî ìîìåíòà çàðîæ-

Nσ

wR

Nσ

Ðèñóíîê 2.4 � Ñõåìà ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàçðóøåíèþ áëîêîâ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè îò-
âåðñòèÿìè [72]. Ïóíêòèðíûìè âîëíèñòûìè ëèíèÿìè ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû çîíû

çàðîæäåíèÿ òðåùèí.

äåíèÿ òðåùèíû, íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè îòâåðñòèÿ. Íîìèíàëüíîé íàãðóçêîé

σN ñ÷èòàëàñü âåëè÷èíà äàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì èíèöèèðîâàëàñü òðåùèíà. Ðà-

äèóñ îòâåðñòèÿ Rw â ýêñïåðèìåíòàõ âàðüèðîâàëñÿ îò 0.003ì äî 0.031ì. Äëÿ

êàæäîãî èç ðàäèóñîâ áûëî ïðîâåäåíî íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëè-
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ëî ïîëó÷èòü íå òîëüêî çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ðàäèóñà

îòâåðñòèÿ, äåìîíñòðèðóþùóþ ýôôåêò ðàçìåðà σmin
N = σmin

N (Rw), íî è îöåíêó

âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòà (ðèñóíîê 2.5).

Rw, 

σ Nm
in
, 

10 20 30 40
0

10

20

30

40

-
d-
R-

Ðèñóíîê 2.5 � Çàâèñèìîñòü íîìèíàëüíîé íàãðóçêè σmin
N îò ðàçìåðà îòâåðñòèÿ Rw.

Òî÷êè ñ âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè � ýêñïåðèìåíò, êðàñíàÿ øòðèõîâàÿ � êðèòå-
ðèé ÌÐÍ (σt = 1.5ÌÏà); çåëåíàÿ øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ � d-êðèòåðèé (σt = 1.5ÌÏà,
d = 13ìì); ñèíÿÿ øòðèõ-äâà ïóíêòèðà � R-êðèòåðèé (σ∞t = 1.5ÌÏà, Db = 90ìì,

lp = 7ìì).

Ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ σ∞t = 1.5ÌÏà áûëà èçâåñòíà èç ðàáî-

òû [72]. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýêñïåðèìåíòà ñ ïîìîùüþ d-êðèòåðèÿ âàðüèðîâàë-

ñÿ îäèí ïàðàìåòð � äëèíà îòðåçêà îñðåäíåíèÿ d. Íàèëó÷øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áûëà äîñòèãíóòà ïðè çíà÷åíèè d = 13ìì (ðèñó-

íîê 2.5).

Â R-êðèòåðèè âàðüèðîâàëîñü òîëüêî äâà ïàðàìåòðà Db è lp è ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü íàèëó÷øåå

ñîâïàäåíèå ðàññ÷èòàííîé íîìèíàëüíîé íàãðóçêè ñ ïîëó÷åííîé â ýêñïåðèìåíòå:

Db = 90ìì, lp = 7ìì (ñì. ðèñóíîê 2.5).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè d-êðèòåðèÿ (2.7) íå óäàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü çàâèñè-

ìîñòü ïðèëîæåííîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îò ðàäèóñà îòâåðñòèÿ âî âñåì äèàïà-

çîíå åãî èçìåíåíèÿ. Êðèòåðèé îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî çàâûøà-

þò ïðî÷íîñòü äëÿ îòâåðñòèé ìàëûõ ðàçìåðîâ 3ìì < Rw < 10ìì. Âîçìîæíîé

ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî ðàçìåð îòâåðñòèé ìåíüøå d, à äëÿ ìàëûõ

ðàçìåðîâ êîíöåíòðàòîðîâ d-êðèòåðèé íåïðèãîäåí, òàê êàê äàåò çàâûøåííûå

çíà÷åíèÿ ïðî÷íîñòè îáðàçöà. Àíàëîãè÷íàÿ îñîáåííîñòü åñòü ó ãðàäèåíòíîãî

êðèòåðèÿ, îïèñàííàÿ â [125].
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R-êðèòåðèé ëèøåí ýòîãî íåäîñòàòêà ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðà êîí-

öåíòðàòîðà è ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü äàâëåíèå ðàçðóøåíèÿ äëÿ âñåãî äèàïàçîíà

èçìåíåíèÿ ðàäèóñà îòâåðñòèÿ.

2.5.2. Ðàçðóøåíèå áëîêîâ ñ áîêîâûìè âûðåçàìè

Â [129] îïèñàíû ýêñïåðèìåíòû ïî ðàçðóøåíèþ öåìåíòíûõ ïëàñòèí ñ âûåìêà-

ìè ïîä äåéñòâèåì îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ. Ìàòåðèàë õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì

Þíãà E = 20ÃÏà, êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν=0.2 è ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ

σ∞t = 2.75ÌÏà. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàçðóøàå-

ìûõ îáðàçöîâ èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 2.6. Ê âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿì îáðàçöà

áûëè ïðèëîæåíû ðàñòÿãèâàþùèå ñèëû F. Ðàññìîòðåííûå â ýêñïåðèìåíòå îá-

ðàçöû èìåëè îäèíàêîâóþ òîëùèíó H = 0.1ì, à èõ õàðàêòåðíûé ðàçìåð D

âàðüèðîâàëñÿ îò 0.05 äî 1.6ì, ÷òî ïîçâîëÿëî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü íîìèíàëü-

íîé íàãðóçêè (ðèñóíîê 2.7) îò ðàçìåðà îáðàçöà.

1 2 3

Ðèñóíîê 2.6 � Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî ðàçðóøåíèþ îáðàçöîâ ñ êðóãîâûìè âûðåçà-
ìè [129] ïðè îäíîîñíîì ðàñòÿæåíèè (1) è çîíû ðàçðóøåíèÿ íà èõ ïîâåðõíîñòÿõ ïðè

ε = 0.875: 2 � âèä à; 3 � âèä á.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ÍÄÑ ðàññ÷èòûâàëîñü ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ. Òàê æå, êàê è â ýêñïåðèìåíòå, íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿõ çàäàâàëèñü

ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ t = p · n, íà áîêîâûõ � íóëåâûå íàïðÿæåíèÿ. Èñ-
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D, 

σ Nm
in
, 

102 1031.4
1.6
1.8

2
2.2
2.4
2.6
2.8

3
3.2
3.4

-
d-
R-

Ðèñóíîê 2.7 � Çàâèñèìîñòü ïðî÷íîñòè îáðàçöà îò åãî ðàçìåðà ïðè σ∞t = 2.75ÌÏà.
Òî÷êè ñ âåðòèêàëüíûìè îòðåçêàìè � ýêñïåðèìåíò; 1 � êðèòåðèé ÌÐÍ; 2 � d-êðèòåðèé

(d = 15ìì); 3 � R-êðèòåðèé (Db = 240ìì, lp = 200ìì).

ïîëüçîâàëàñü ñåòêà ñ 1472 ýëåìåíòàìè íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà. Òàê êàê çàäà÷à

óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû ñ âûåìêîé íå èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,

ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áûëà îöåíåíà ìåòîäîì Ðóíãå (îöåíêà ïîãðåøíî-

ñòè ïî èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê). Îíà

íå ïðåâîñõîäèëà 2%. Òàê æå, êàê â ýêñïåðèìåíòå, íàïðÿæåíèå p óâåëè÷èâàëîñü

äî äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿëñÿ ðàññìàòðèâàå-

ìûé êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè d-êðèòåðèÿ íàèëó÷øàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äîñòèãàëàñü ïðè äëèíå îòðåçêà îñðåäíå-

íèÿ d = 15ìì, ÷òî ñðàâíèìî ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì íàèìåíüøåãî îáðàçöà,

à äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå d ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òî íàïðÿæåíèÿ îñðåäíÿëèñü

ïî îòðåçêó, ïðîõîäÿùåìó ÷åðåç ñåðåäèíó íàèìåíüøåãî îáðàçöà. R-êðèòåðèé

äàåò íàèëó÷øåå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïðè ïàðàìåòðàõ Db = 240ìì,

lp = 200ìì (ñì. ðèñóíîê 2.7). Êàê è â çàäà÷å î ðàçðóøåíèè áëîêîâ ñ îòâåðñòè-

ÿìè (ðàçäåë 2.5.1), R-êðèòåðèé ëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ

çàâèñèìîñòü íîìèíàëüíîé íàãðóçêè îò ðàçìåðà, ÷åì d-êðèòåðèé.

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.6, 1, íàãðóçêà â ýêñïåðèìåíòå áûëà ïðèëîæåíà

íåñèììåòðè÷íî. Ïîýòîìó òðåùèíà â ýêñïåðèìåíòå âñåãäà èíèöèèðîâàëàñü íà

ïðàâîé ñòîðîíå (á). ×èñëåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü çîíû ðàçðóøåíèÿ

íà îáåèõ ñòîðîíàõ îáðàçöà ïðè çàâûøåííûõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçêè. Ñîãëàñíî ðè-

ñóíêó 2.7, ìèíèìàëüíàÿ íàãðóçêà, âûçûâàþùàÿ â ýêñïåðèìåíòå ñ D = 1.6ì

îáðàçîâàíèå òðåùèíû íà ëåâîé ñòîðîíå (á), ðàâíà σmin
N = 1.9ÌÏà.
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Íà ðèñóíêå 2.7 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè íîìèíàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σN îò

ðàçìåðà îáðàçöà D, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî [129].

Ðàññ÷èòàííûå ïî R-êðèòåðèþ ïðè ε = 0.822 çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà

ëåâîé (âèä à) è ïðàâîé (âèä á) ñòîðîíàõ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.8 äëÿD = 0.05ì

(ââåðõó) è D = 1.6ì (âíèçó). Äëÿ ðàçìåðà îáðàçöà D = 1.6ì è ε = 0.875 çîíû

ðàçðóøåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.6.

Ðèñóíîê 2.8 � Çîíû ðàçðóøåíèÿ äëÿ îáðàçöîâ ñ êðóãîâûìè âûðåçàìè ïðè ε = 0.822:
D = 0.05ì (ââåðõó); D = 1.6ì (âíèçó).

Íà ðèñóíêå 2.6 ìîæíî âèäåòü, ÷òî íàãðóçêà (1 + ε)σmin
N = 3.58ÌÏà ñ

ε = 0.875 ïðèâîäèò ê çàðîæäåíèþ òðåùèíû íà ñòîðîíå (à). Òîãäà êàê íàãðóçêè

(1 + ε)σmin
N = 3.48ÌÏà ñ ε = 0.822 äëÿ ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, êàê ñëåäóåò èç

ðèñóíêà 2.8. Òàêèì îáðàçîì, èç-çà íåñèììåòðè÷íîñòè íàãðóæåíèÿ ìèíèìàëü-

íàÿ íàãðóçêà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ñòîðîíå (à), â 1.875

áîëüøå, ÷åì íàãðóçêà, âûçûâàþùàÿ ðàçðóøåíèå íà ñòîðîíå (á).

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, R-êðèòåðèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çîí çà-

ðîæäåíèÿ òðåùèí íà ó÷àñòêàõ ïîâåðõíîñòåé S â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ðà-

äèóñ êðèâèçíû êîòîðûõ êîíå÷åí. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé òî÷êè ó÷èòûâàåòñÿ

òîëüêî ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â íåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ

îñîáåííîñòåé R-êðèòåðèÿ çàäà÷à î ðàçðóøåíèè îáðàçöîâ ñ êðóãîâûì âûðåçîì
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áûëà ðåøåíà â ïîñòàíîâêå, â êîòîðîé ó÷àñòêè ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì ðà-

äèóñîì êðèâèçíû òàêæå ó÷èòûâàëèñü.

Íà ðèñóíêå 2.9 ïðåäñòàâëåíû çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèí, ïîëó÷åííûå â òà-

êîé ïîñòàíîâêå. Âèäíî, ÷òî òðåùèíû ñïåðâà çàðîæäàþòñÿ íà ïëîñêèõ ó÷àñòêàõ

ïîâåðõíîñòè âîçëå âûðåçîâ, à çàòåì ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ε ïîÿâëÿþòñÿ â

ñåðåäèíå ïîâåðõíîñòè êðóãëîãî âûðåçà.

ε=0.2 ε=0.55

ε=0.005 ε=0.01

Ðèñóíîê 2.9 � Çîíû ðàçðóøåíèÿ äëÿ îáðàçöîâ ñ êðóãîâûìè âûðåçàìè ïðè ïðèìåíå-
íèè R-êðèòåðèÿ äëÿ âñåé ïîâåðõíîñòè S: D = 0.05ì (âåðõ); D = 1.6ì (íèç).

Âåðîÿòíî, â ñëó÷àå áîëüøîãî ðàäèóñà êðèâèçíû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü

íåîäíîðîäíîñòü ìàòåðèàëà è òðàêòîâàòü â êà÷åñòâå ëîêàëüíîãî õàðàêòåðíîãî

ðàçìåðà çàäà÷è ëèíåéíûå ðàçìåðû òàêèõ íåîäíîðîäíîñòåé. Èäåÿ îá îäíîâðå-

ìåííîì âëèÿíèè íà ýôôåêò ðàçìåðà ðàçìåðîâ îáðàçöà è ðàçìåðîâ íåîäíîðîä-

íîñòåé âûñêàçûâàåòñÿ, íàïðèìåð, â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå [130], íî ïðèìå-

íèòåëüíî ê îïèñàííîìó R-êðèòåðèþ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íè îäèí èç îïèñàííûõ êðèòåðèåâ íå ñìîã àäåêâàò-

íî ïðåäñêàçàòü óìåíüøåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ ñàìûõ ìàëåíüêèõ îá-

ðàçöîâ, íàáëþäàåìîå â ýêñïåðèìåíòå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé ýôôåêòà

ðàçìåðà [131], ïðî÷íîñòü îáðàçöîâ äîëæíà ðàñòè ñ óìåíüøåíèåì èõ ðàçìåðà,

òîãäà êàê â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ åå óìåíüøåíèå. Êàê ïðèçíàþò ñàìè àâ-
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òîðû [129], âîçìîæíî, ýêñïåðèìåíòû äëÿ òàêîãî ðàçìåðà áûëè ïðîâåäåíû íå ñî-

âñåì êîððåêòíî, ïîñêîëüêó ðàçìåð íåîäíîðîäíîñòåé ìàòåðèàëà áûë ñîïîñòàâèì

ñ ðàçìåðîì ñàìûõ ìàëåíüêèõ îáðàçöîâ. Íà îñíîâå ýòîãî ðàññóæäåíèÿ îáðàçöû

íàèìåíüøåãî ðàçìåðà íå ó÷èòûâàëèñü ïðè êàëèáðîâêå îïèñàííûõ êðèòåðèåâ.

2.5.3. Çàðîæäåíèå òðåùèíû ïðè ðàçðóøåíèè ñêâàæèíû ñ ïðîïèëà-

ìè

Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòà è èíòåðïðåòàöèÿ ðåçóëüòàòîâ

Â [132] ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî çàðîæäåíèþ è ðàñïðîñòðàíåíèþ òðåùèí

â áëîêàõ ïîðîäû îò öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòåé ñ ïðîïèëàìè. Ñõåìà ýêñïåðèìåí-

òà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 2.10. Áëîê ñ âûñâåðëåííîé ñêâàæèíîé è äâóìÿ ãîðèçîí-

òàëüíûìè ïðîïèëàìè íàãðóæåí ñæèìàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè σv, σH , σh, ïðèëî-

æåííûìè ê ãðàíÿì áëîêà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 6 |σh| 6 |σH | 6 |σv|, ïðè÷åì
ñêâàæèíà ïðîñâåðëåíà â íàïðàâëåíèè ìèíèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ íàïðÿæåíèé σh.

Âíóòðè ñêâàæèíû è ïðîïèëîâ íàõîäèòñÿ æèäêîñòü, äàâëåíèå êîòîðîé óâåëè÷è-

âàåòñÿ äî ìîìåíòà çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ïðîïèëå èëè ñêâàæèíå. Â îòëè÷èå

îò ðàññìàòðèâàåìûõ â ïàðàãðàôàõ 2.5.1 è 2.5.2 çàäà÷ â ýòîì ýêñïåðèìåíòå íà-

áëþäàëîñü äâà ñöåíàðèÿ ðàçðóøåíèÿ. Â ïåðâîì ñöåíàðèè, ïðè îòíîñèòåëüíî

ìàëîé ãëóáèíå ïðîïèëà, íà ñêâàæèíå èíèöèèðîâàëàñü ïðîäîëüíàÿ òðåùèíà,

ïëîñêîñòü êîòîðîé áûëà îðòîãîíàëüíà ñðåäíåìó íàïðÿæåíèþ σH . Âî âòîðîì,

êîãäà âåëè÷èíà ïðîïèëà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, íà ïðîïèëàõ èíèöèèðîâàëàñü ïî-

ïåðå÷íàÿ òðåùèíà, îðòîãîíàëüíàÿ íàïðàâëåíèþ äåéñòâèÿ ìèíèìàëüíîãî íàïðÿ-

æåíèÿ σh.

Ðàññìîòðåíî äâà èç îïèñàííûõ â ðàáîòå [132] ýêñïåðèìåíòîâ, îáîçíà÷åííûõ

Test2 è Test3. Â îáîèõ ýêñïåðèìåíòàõ áëîêè ñîñòîÿëè èç èçâåñòíÿêà (Indiana

Limestone) ñ ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ σ∞t = 5.2ÌÏà, ìîäóëåìÞíãàE = 20ÃÏà è

êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà, ðàâíûì ν = 0.2. Ê ãðàíÿì áëîêîâ áûëè ïðèëîæåíû

ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ |σh| = 15.5ÌÏà, |σH | = 20.7ÌÏà, |σv| = 24.1ÌÏà.

Ðàäèóñ ñêâàæèíû áûë ðàâåí Rw = 12.7ìì. Ðàçëè÷èå çàêëþ÷àëîñü â ôîðìå

ïðîïèëîâ: â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå áûëî ñäåëàíî äâà êðóãîâûõ ïðîïèëà ðàäèóñà

d1
N = 9.5ìì è òîëùèíîé wN = 3.2ìì, âî âòîðîì áûëî ïðîïèëåíî äâà ïîëóêðó-

ãîâûõ ïðîïèëà ñ d2
N = 25.4ìì è wN = 4.8ìì.

Çàðîæäåíèå òðåùèíû è ðàçðóøåíèå ïîðîäû â çàäà÷àõ ãèäðîðàçðûâà ÿâëÿ-
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Ðèñóíîê 2.10 � Ñõåìà çàäà÷è î çàðîæäåíèè òðåùèíû îò öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè ñ
ïðîïèëàìè.

þòñÿ ïðåäìåòîì ìíîãèõ äèñêóññèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ [133, 134]. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ íèìè ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ýòàïû ïðîöåññà òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ, îò-

ìå÷åííûå òàêæå íà ðèñóíêå 2.11. Çàðîæäåíèå òðåùèíû (à) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

íà÷àëüíàÿ òðåùèíà â ïîðîäå. Ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, îçíà÷àåò ðàçðûâ ïîðîäû áåç

çàòåêàíèÿ æèäêîñòè, èíîãäà íàçûâàåìûé ¾ñóõîé ðàçðûâ¿ â çàðîäûøåâîé òðå-

ùèíå. Çàòåêàíèå æèäêîñòè (á ) ïðîèñõîäèò, êîãäà çàêà÷èâàåìàÿ æèäêîñòü èç

ñêâàæèíû çàòåêàåò â çàðîäûøåâóþ òðåùèíó. Ñêîðîñòü çàòåêàíèÿ ìåíüøå, ÷åì

ñêîðîñòü çàêà÷êè â ñêâàæèíó. Ðàçðóøåíèå ïîðîäû (â) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàê-

ñèìàëüíîå çàïèñàííîå äàâëåíèå. Îíî îáû÷íî áîëüøå, ÷åì äàâëåíèå çàðîæäå-

íèÿ, è îïðåäåëÿåòñÿ ïðîíèêíîâåíèåì âÿçêîé æèäêîñòè â çàðîäûøåâóþ òðåùèíó

è ýôôåêòîì ñæèìàåìîñòè ñèñòåìû � âûñâîáîæäåíèåì íàêîïëåííîé ýíåðãèè â

ïðîöåññå óâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿ. Ïàäåíèå äàâëåíèÿ (ã) ïðîèñõîäèò ïî ìåðå òîãî,

êàê òðåùèíà ðàñòåò è ñêîðîñòü ïðîíèêíîâåíèÿ æèäêîñòè â òðåùèíó ïðåâûøàåò

ñêîðîñòü çàêà÷êè â ñêâàæèíó, äàâëåíèå â ñêâàæèíå ïàäàåò.

Ïîäîáíûå ïðèâåäåííîé çàâèñèìîñòè íà ðèñóíêå 2.11 ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëå-

íèÿ îò âðåìåíè íàáëþäàþòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [132]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðî-
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âåäåíî ñðàâíåíèå ñ íèìè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ çàðîæäåíèÿ

òðåùèíû.
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Ðèñóíîê 2.11 � Ýòàïû òðåùèíîîáðàçîâàíèÿ â ïðîöåññå ãèäðîðàçðûâà. Ïîÿñí. ñì. â
òåêñòå.

Ñêâàæèíà ñ ïðîïèëàìè ìàëîé ãëóáèíû

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðóøåíèÿ áëîêîâ â Test2 èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà, ïî-

êàçàííàÿ íà ðèñóíêå 2.12, ñëåâà. Â ýêñïåðèìåíòå Test2 ïðè äàâëåíèè pexp
init =

52.8ÌÏà îáðàçîâûâàëàñü ïðîäîëüíàÿ òðåùèíà. Ìîìåíò ïîÿâëåíèÿ òðåùèíû

ôèêñèðîâàëñÿ ïóòåì çàïèñè àêóñòè÷åñêèõ ñîáûòèé â áëîêå (ðèñóíîê 2.13). Â

ìîìåíò ôèêñàöèè àêóñòè÷åñêîãî ñîáûòèÿ çàêà÷êà æèäêîñòè â ýêñïåðèìåíòå

îñòàíàâëèâàëàñü. Áîëåå òîãî, ïðèìåíÿëàñü îòêà÷êà æèäêîñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

áûñòðîãî ïàäåíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ èëè ñíèæåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ïîñëå çàêðûòèÿ. Îêîí÷àòåëüíî ìîìåíò çàðîæäåíèÿ

òðåùèíû îïðåäåëÿëñÿ ïî èçìåíåíèþ ñêîðîñòè çàêà÷êè æèäêîñòè, èçìåíåíèþ

îáúåìîâ æèäêîñòè â ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðåññàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñæàòèå áëîêà

(÷òî ñâèäåòåëüñòâîâàëî î ñìåùåíèè ñòîðîí áëîêà), è ñåðèè àêóñòè÷åñêèõ ñîáû-

òèé â òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû.

Ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå è ïðîïèëàõ íàèáîëåå áûñòðî ðàñòóò

íàïðÿæåíèÿ íà âíåøíåé ñòîðîíå ïðîïèëîâ, ïîýòîìó êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé

ÌÐÍ ïðåäñêàçûâàåò ïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íîé òðåùèíû. Â ðàáîòàõ [14, 132] òàêæå

îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ýòîò êðèòåðèé íå ñïîñîáåí ïðàâèëüíî ïðåäñêàçàòü äàâëåíèå

èíèöèàöèè òðåùèíû.

Ïðèìåíåíèå R-êðèòåðèÿ ïîçâîëèëî ïðàâèëüíî ïðåäñêàçàòü îðèåíòàöèþ è

ïîëîæåíèå çîíû èíèöèàöèè òðåùèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîäîëüíîé òðåùèíå,

íàáëþäàåìîé â ýêñïåðèìåíòå (ðèñóíîê 2.14), è ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíîå äàâëåíèå

èíèöèàöèè pRinit = 58.9ÌÏà (ñì. ðèñóíîê 2.13). Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ
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Ðèñóíîê 2.12 � Ñåòêè ÌÃÝ, èñïîëüçîâàííûå äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàçðóøåíèþ áëîêîâ Test2 (ñëåâà) è Test3 (ñïðàâà) [132].

pdinit = 67.9ÌÏà è pRinit = 58.9ÌÏà ïîëó÷åíû ïî d- è R-êðèòåðèÿì ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïàðàìåòðû R-êðèòåðèÿ áûëè âûáðàíû ðàâíûìè Db = 41.4ìì, lp = 0.17ìì.

Çîíû çàðîæäåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (2.2) äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ ε = 0.02 è

ε = 0.1, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.14.

Ñêâàæèíà ñ ïðîïèëàìè áîëüøîé ãëóáèíû

Ãèäðîðàçðûâ áëîêà â ýêñïåðèìåíòå Test3 ÷èñëåííî ìîäåëèðîâàëñÿ íà ñåòêå,

ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñóíêå 2.12, ñïðàâà. Â ýêñïåðèìåíòå Test3 îáðàçîâûâàëàñü

ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà ïðè ìèíèìàëüíîì äàâëåíèè èíèöèàöèè pexp
init = 49.5ÌÏà

(ðèñóíîê 2.15). Òàê æå êàê è â ýêñïåðèìåíòå, ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì d- è

R-êðèòåðèåâ ïðàâèëüíî ïðåäñêàçàëè îáðàçîâàíèå ïîïåðå÷íîé òðåùèíû, ðàñ-

ïîëîæåííîé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ïðîïèëà [132] Ðàñ÷åòíûå ìèíèìàëüíûå

äàâëåíèÿ èíèöèàöèè pdinit = 50ÌÏà è pRinit = 48ÌÏà ïîëó÷åíû ïî d- è R-

êðèòåðèÿì ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðàìåòðû R-êðèòåðèÿ áûëè òàêèìè æå, êàê è â

ýêñïåðèìåíòå Test2. Çîíû èíèöèàöèè, ðàññ÷èòàííûå ïî (2.2) äëÿ äâóõ ñëó÷à-

åâ ε = 0.02 è ε = 0.1, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.16. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
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Ðèñóíîê 2.13 � Çàðîæäåíèå òðåùèíû è ðàçðóøåíèå ïîðîäû ïðè ãèäðîðàçðûâå áëîêà
â ýêñïåðèìåíòå Test2: 1 � äàâëåíèå â ñêâàæèíå (ýêñïåðèìåíò); 2 � îáúåì æèäêîñòè
â ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðåññàõ, íàïðàâëåíèå σH ; ãèñòîãðàììà � àêóñòè÷åñêèå ñîáûòèÿ;
3 � pexp

init = 52.8ÌÏà; 4 � pexp
break = 64.1ÌÏà; 5 � pdinit = 68ÌÏà; 6 � pRinit = 58.9ÌÏà.

äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðè-

âîäèëî ê îáðàçîâàíèþ äîïîëíèòåëüíûõ òðåùèí: ïîïåðå÷íûõ â ýêñïåðèìåíòå

Test2 è ïðîäîëüíûõ â ýêñïåðèìåíòå Test3.
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Ðèñóíîê 2.14 � Çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â ýêñïåðèìåíòå Test2:
ε = 0.02 (ñëåâà); ε = 0.1 (ñïðàâà).
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Ðèñóíîê 2.15 � Çàðîæäåíèå òðåùèíû è ðàçðóøåíèå ïîðîäû ïðè ãèäðîðàçðûâå áëîêà
â ýêñïåðèìåíòå Test3: 1 � äàâëåíèå â ñêâàæèíå (ýêñïåðèìåíò); 2 � îáúåì æèäêîñòè
â ãèäðàâëè÷åñêèõ ïðåññàõ, íàïðàâëåíèå σH ; ãèñòîãðàììà � àêóñòè÷åñêèå ñîáûòèÿ;
3 � pexp

init = 49.5ÌÏà; 4 � pexp
break = 61.7ÌÏà; 5 � pdinit = 50ÌÏà; 6 � pRinit = 48ÌÏà.
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Ðèñóíîê 2.16 � Çîíû èíèöèàöèè òðåùèíû â ýêñïåðèìåíòå Test3: ε = 0.02 (ñëåâà);
ε = 0.1 (ñïðàâà);
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Ãëàâà 3

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèí

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ïåðôîðèðîâàííîé

ñêâàæèíû â áåñêîíå÷íîì ìàññèâå ïîðîäû. Ïîðîäà â åñòåñòâåííîì çàëåãàíèè

íàõîäèòñÿ ïîä íàãðóçêîé, õàðàêòåðèçóåìîé òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Â ïîðîäå

áóðèòñÿ ñêâàæèíà, êîòîðàÿ èìååò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó. Ñêâàæèíà ìîæåò

èäòè êàê âåðòèêàëüíî, òàê è ãîðèçîíòàëüíî èëè ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì íà-

êëîíà ê ãîðèçîíòó. Åñëè ïîçâîëÿþò óñëîâèÿ, â ñêâàæèíó ìîæåò áûòü ïîìåùåíà

ñòàëüíàÿ îáñàäíàÿ êîëîííà. Ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ñòàëüíîé êîëîííîé è ñòåíêà-

ìè ñêâàæèíû áåòîíèðóåòñÿ.

Çàòåì â ñêâàæèíó ïîìåùàþò ñïåöèàëüíûå àïïàðàòû, íàçûâàåìûå ïåðôî-

ðàòîðàìè, è ñ èõ ïîìîùüþ ñîçäàþò îòâåðñòèÿ (ïåðôîðàöèè), îáåñïå÷èâàþùèå

ñîîáùåíèå ìåæäó ïëàñòîì è ñêâàæèíîé. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ âèäà

ïåðôîðàöèè: ïóëåâàÿ, òîðïåäíàÿ, êóìóëÿòèâíàÿ, ãèäðîïåñêîñòðóéíàÿ. Êóìóëÿ-

òèâíûå ïåðôîðàòîðû íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû. Îñíîâíîé ïðèíöèï èõ ðàáîòû

çàêëþ÷àåòñÿ â íàïðàâëåííîì âçðûâå çàðÿäà, èìåþùåãî êîíè÷åñêóþ ôîðìó, êî-

òîðûé ôîðìèðóåò òîíêóþ ñòðóþ ìåòàëëà ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì. Ñêîðîñòü

ñòðóè ìîæåò äîñòèãàòü 8 êì/ñ. Ñòðóÿ ïðîáèâàåò ñòàëüíóþ êîëîííó, ôîðìèðóÿ

îòâåðñòèå � ïåðôîðàöèþ.

Ïîñëå ïåðôîðèðîâàíèÿ â ñêâàæèíó ïîä âûñîêèì äàâëåíèåì çàêà÷èâàåòñÿ

æèäêîñòü ãèäðîðàçðûâà, êîòîðàÿ çàòåêàåò â ïåðôîðàöèè, äàâèò íà ïîâåðõíîñòü

ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè. Ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî äàâëåíèÿ â çàðàíåå

íåèçâåñòíîì ìåñòå îáðàçóåòñÿ ìàëåíüêàÿ çàðîäûøåâàÿ òðåùèíà. Òðåùèíà, íà-

ïðàâëåííàÿ âäîëü ñòâîëà ñêâàæèíû, íàçûâàåòñÿ ïðîäîëüíîé, à ïåðïåíäèêóëÿð-

íàÿ îñè ñêâàæèíû � ïîïåðå÷íîé. Äàëåå â çàðîäèâøóþñÿ òðåùèíó ïîñòóïàåò

æèäêîñòü ãèäðîðàçðûâà. Ïîä äåéñòâèåì çàêà÷èâàåìîé æèäêîñòè ôðîíò òðå-

ùèíû ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âãëóáü ïîðîäû è îáðàçóåòñÿ óæå ðàçâèòàÿ òðåùèíà
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ãèäðîðàçðûâà.

Çàðîæäåíèå òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà

ãèäðîðàçðûâà, ïîýòîìó åãî èçó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Íàòóðíîå

èññëåäîâàíèå çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê âñå ïðîöåññû ïðîèñõîäÿò â òîëùå çåì-

íîé êîðû íà ãëóáèíå 1÷7 êì, à ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå äîðîãîñòîÿùå.

Åùå îäíèì ñïîñîáîì èçó÷åíèÿ ïðîöåññà çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùè-

íû îò ïåðôîðèðîâàííîé ñêâàæèíû â ãîðíîé ïîðîäå, íàéäåíî åå ðåøåíèå è ïðî-

âåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ê îñíîâíûì ïàðàìåòðàì. Äëÿ

âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèí èññëåäîâàíî âëèÿíèå ýôôåêòà ðàçìå-

ðà íà ñöåíàðèè çàðîæäåíèÿ òðåùèí. Ïðîâåäåí àíàëèç âëèÿíèÿ âñåâîçìîæíûõ

îðèåíòàöèé ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ íà

äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ òðåùèíû è åå ìåñòîïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ.

3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèí îò ñêâàæèíû

ñ ïåðôîðàöèåé

3.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ çàäà÷è ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 3.1. Òàê êàê äåôîð-

ìàöèè ìàëû, âñå ìàòåðèàëû â çàäà÷å çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ñ÷èòàþòñÿ ëèíåéíî

óïðóãèìè. Îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ (1.1), òàê êàê

ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåäëåííûé ïðîöåññ íàãðóæåíèÿ ïîðîäû åù¼ äî íà÷àëà ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ðåàëüíîñòè ãîðíàÿ ïîðîäà íåîä-

íîðîäíà, èñïîëüçóåòñÿ îäíîðîäíàÿ ìîäåëü óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì íåîäíîðîäíîñòü

ãîðíîé ïîðîäû ó÷èòûâàåòñÿ â êðèòåðèÿõ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû. Ìàññèâ óïðó-

ãîé ïîðîäû, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ ìîäóëåì Þíãà Er, êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà

νr, ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ σt, íàãðóæåí íàïðÿæåíèÿìè â åñòåñòâåííîì çàëå-

ãàíèè: âåðòèêàëüíûì σv, ãîðèçîíòàëüíûìè ìèíèìàëüíûì σh è ìàêñèìàëüíûì

σH .

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñêâàæèíà ñ äèàìåòðîì ddrill ïðîáóðåíà â ïîðîäå. Äàëåå

â ñêâàæèíó ìîæåò áûòü ïîìåùåíà ñòàëüíàÿ îáñàäíàÿ êîëîííà ñ âíóòðåííèì

äèàìåòðîì din è âíåøíèì äèàìåòðîì dout (îáñàæåííàÿ ñêâàæèíà, ðèñóíîê 3.2,



90

Ðèñóíîê 3.1 � Ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà ñêâàæèíû ñ ïåðôîðàöèåé, îðèåíòèðîâàííîé
îòíîñèòåëüíî íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ σh, σH , σv.

öåíòð), ëèáî ñêâàæèíà îñòàåòñÿ áåç îáñàäíîé êîëîííû (íåîáñàæåííàÿ ñêâàæè-

íà, ðèñóíîê 3.2, ñëåâà). Ñòàëüíàÿ îáñàäíàÿ êîëîííà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì

Þíãà Es è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà νs. Â ñëó÷àå îáñàæåííîé ñêâàæèíû ïðî-

ñòðàíñòâî ìåæäó ñòåíêàìè ñêâàæèíû è ñòàëüíîé êîëîííîé áåòîíèðóåòñÿ. Áåòîí

õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîäóëåì Þíãà Ec è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà νc.
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wp

wp

drilld

������

wcp p<

Ðèñóíîê 3.2 � Ñõåìà ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íåîáñàæåííîé (ñëåâà) è îáñàæåííîé
(öåíòð) ñêâàæèí, à òàêæå óïðîùåííàÿ ïîñòàíîâêà äëÿ îáñàæåííîé ñêâàæèíû (ñïðà-

âà).

Ïåðôîðàöèÿ ñ äèàìåòðîì dperf è ãëóáèíîé Lperf ðàñïîëîæåíà îðòîãîíàëüíî

ñêâàæèíå (ñì. ðèñóíîê 3.2). Ïåðôîðàöèÿ ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëî-

ñòüþ, êîíåö êîòîðîé çàòóïëåí íà ïîëóñôåðó. Òàê êàê ïåðôîðèðîâàíèå îáû÷-
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íî ïðîèçâîäèòñÿ êóìóëÿòèâíûì çàðÿäîì ëèáî ãèäðîïåñêîñòðóéíûì àïïàðàòîì,

ðåàëüíàÿ ôîðìà ïåðôîðàöèè îòëè÷àåòñÿ îò öèëèíäðà ñ çàêðóãëåíèåì íà êîíöå

(ñì. ðèñóíîê 3.3). Îäíàêî â ðàçäåëå 3.2.3 ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìà ïåðôîðàöèè ñëà-

áî âëèÿåò íà ïðîöåññ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, ïîýòîìó òàêàÿ èäåàëèçàöèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé.

Ðèñóíîê 3.3 � Ôîðìà ðåàëüíûõ ïåðôîðàöèé, ïðîèçâåäåííûõ ñ ïîìîùüþ ãèäðîïåñ-
êîñòðóéíîãî àïïàðàòà (âçÿòî èç [135]).

Â ñêâàæèíó çàêà÷èâàåòñÿ æèäêîñòü ãèäðîðàçðûâà è íàãíåòàåòñÿ äàâëåíèå

pw äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå äîñòèãíåò äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit ñîãëàñ-

íî âûáðàííîìó êðèòåðèþ ðàçðóøåíèÿ (2.4). Â ñëó÷àå íåîáñàæåííîé ñêâàæèíû

äàâëåíèå pw äåéñòâóåò íà ïîëîñòü ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè. Â ñëó÷àå îáñàæåí-

íîé ñêâàæèíû äàâëåíèå pw ïðèëîæåíî ê ñòàëüíîé êîëîííå è ïåðôîðàöèè. Ïðè

ýòîì íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñòàëüíîé êîëîííîé è áåòîíîì, áåòîíîì

è ïîðîäîé íåèçâåñòíû. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñëó÷àå îáñàæåííîé ñêâàæèíû ïî-

äðîáíåå ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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3.1.2. Ó÷¼ò âëèÿíèÿ îáñàäíîé êîëîííû

Äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ âîêðóã ñêâàæèíû íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äåôîðìàöèè

ïîðîäû, öåìåíòíîé îáñàäíîé êîëîííû è ñòàëüíîé êîëîííû. Îäíèì èç ñïîñîáîâ

ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìíîãîçîííîãî ÌÃÝ êàê, íàïðè-

ìåð, â [2]. Îäíàêî, ìíîãîçîííûé ÌÃÝ î÷åíü òðåáîâàòåëåí ê âû÷èñëèòåëüíûì

ðåñóðñàì è ñëàáî ïðèìåíèì â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïðîâåäåíèÿ ñåðèéíûõ ðàñ-

÷åòîâ.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ñïîñîá ó÷åòà âëèÿíèÿ îáñàäíîé

êîëîííû. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óïðóãèå ñâîéñòâà áåòîíà ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè ïî-

ðîäû (Ec = Er, νc = νr), ñëåäîâàòåëüíî ãðàíèöà ìåæäó ýòèìè ìàòåðèàëàìè íå

ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðè ðàñ÷åòå ÍÄÑ ñòàëüíàÿ îáñàäíàÿ êîëîííà íå ðàññìàòðè-

âàåòñÿ, à ãðàíèöà ìåæäó ñòàëüíîé êîëîííîé è áåòîíîì íàãðóæàåòñÿ íàïðÿæå-

íèÿìè, îñëàáëåííûìè äåéñòâèåì ñòàëüíîé êîëîííû, ðàññ÷èòàííûìè ñ ïîìîùüþ

ôîðìóë íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è óïðóãîñòè.

Íà ïîâåðõíîñòè ïåðôîðàöèè Sperf çàäà¼òñÿ ïîëíîå äàâëåíèå æèäêîñòè pw:

p(x) = pw, x ∈ Sperf , (3.1)

íà ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû Sw � îñëàáëåííîå äàâëåíèå, ðàññ÷èòàííîå ïî ñëåäó-

þùåé ôîðìóëå:

p(x) = p0 + k(pw − p0) = pc, x ∈ Sw. (3.2)

Çäåñü p0 � äàâëåíèå íà âíóòðåííþþ ïîâåðõíîñòü îáñàäíîé êîëîííû â êîíöå

öåìåíòèðîâàíèÿ. Ñòàëüíàÿ êîëîííà çà ñ÷åò âûñîêîãî ìîäóëÿ Þíãà îñëàáëÿåò

äàâëåíèå, ïåðåäàâàåìîå â ïîðîäó, à k � êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ äàâëåíèÿ.

Äàâëåíèå â îáñàäíîé êîëîííå â êîíöå öåìåíòèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåíî

êàê ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîãî áåòîíà.

p0 = ρcgh, (3.3)

ãäå ρc � ïëîòíîñòü áåòîíà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, h � ãëóáèíà

çàëåãàíèÿ.

Êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ k ðàññ÷èòûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè íà îñíîâå ðåøå-

íèÿ ïëîñêîé çàäà÷è îá îáñàæåííîé íåïåðôîðèðîâàííîé ñêâàæèíå, íàãðóæåí-

íîé äàâëåíèåì, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå 3.4. Ñòàëüíàÿ êîëîííà âíóòðåííåãî ðà-
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Ðèñóíîê 3.4 � Ñõåìà âñïîìîãàòåëüíîé ïëîñêîé çàäà÷è äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà
îñëàáëåíèÿ äàâëåíèÿ.

äèóñà rin è âíåøíåãî ðàäèóñà rout ñ ïàðàìåòðàìè µc, λc ðàñïîëîæåíà â îòâåðñòèè

â áåñêîíå÷íîé ïîðîäå ñ ïàðàìåòðàìè µr, λr. Êîëîííà èçíóòðè íàãðóæåíà äàâ-

ëåíèåì pw, ïîðîäà íå íàãðóæåíà íà áåñêîíå÷íîñòè. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîýôôè-

öèåíò îñëàáëåíèÿ äàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé êàê k = pc/pw, ãäå pw � äàâëåíèå íà

ãðàíèöå êîëîííû è ïîðîäû. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Ëàìý î ñîñòàâíîé òðóáå (ñì., íàïðèìåð, [22]) èëè íàéäåíî â [136]

íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ýòîé çàäà÷è:

k =
pc
pw

=
A

B + C
, A =

(r2
in + r2

in)µc + r2
inλc

(r2
out − r2

in)µc(µc + λc)
,

B =
(r2

in + r2
out)µc + r2

inλc
(r2

out − r2
in)µc(µc + λc)

, C =
1

µr
.

(3.4)

Èñïîëüçóåìûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû óðàâíåíèÿ óïðóãî-

ãî ðàâíîâåñèÿ íå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ó÷åò ïîðèñòîñòè ïîðîäû è ïëàñòîâîãî äàâëå-

íèÿ, îäíàêî èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ îïèñàíèÿ ïîðèñòûõ

ñðåä (ëèíåéíî-óïðóãèõ, íî íåîäíîðîäíûõ) â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

• åñëè ïîðîâàÿ æèäêîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ ïðè ïîñòî-

ÿííîì äàâëåíèè, è ýòî äàâëåíèå íå èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè;

• åñëè äâèæåíèå ïîðîâîé æèäêîñòè îòñóòñòâóåò èëè ïðåíåáðåæèìî ìàëî â

ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè.
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3.1.3. Îðèåíòàöèÿ ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè

Îðèåíòàöèÿ ñêâàæèíû çàäàåòñÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ íàïðàâ-

ëåíèÿìè äåéñòâèÿ ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé â åñòåñòâåííîì çàëåãàíèè: ïîëÿðíûì

óãëîì θ, îòêëàäûâàåìûì îò âåðòèêàëè, è àçèìóòàëüíûì óãëîì φ, îòêëàäû-

âàåìûì îò íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ ìèíèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñóíêå 3.5. Ìàêñèìàëüíûå ãîðèçîíòàëüíûå íàïðÿæåíèÿ ðàâíû σh, ìàêñèìàëü-

íûå ãîðèçîíòàëüíûå � σH , à âåðòèêàëüíûå � σv.

h
σ

v
σ

θ

φ

β

H
σ

Ðèñóíîê 3.5 � Îðèåíòàöèÿ ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíûì íà-
ïðÿæåíèÿì â åñòåñòâåííîì çàëåãàíèè.

Ïðè ãèäðîðàçðûâå òðåùèíà âñåãäà ñòðåìèòñÿ ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ïëîñêîñòè

ïîïåðåê ìèíèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ σh, òàê êàê òàêîå ðàñïðîñòðàíå-

íèå òðåáóåò ìèíèìàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ çàòðàò. Ýòà ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ

ïðåäïî÷òèòåëüíîé ïëîñêîñòüþ òðåùèíû (ÏÏÒ). Îäíàêî òðåùèíà ìîæåò çàðî-

äèòüñÿ â äðóãîé ïëîñêîñòè èç-çà âëèÿíèÿ ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè íà ÍÄÑ

ïîðîäû â îêðåñòíîñòè ïåðôîðàöèè, è â íà÷àëüíîé ñòàäèè ãèäðîðàçðûâà ðàñ-

ïðîñòðàíÿòüñÿ â íàïðàâëåíèè, îòëè÷íîì îò ÏÏÒ.

Ïåðôîðàöèÿ íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ñêâàæèíå, êîòîðóþ íà-
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çîâåì ïëîñêîñòüþ ïåðôîðàöèè (ÏÏ). Íàïðàâëåíèå ïåðôîðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ óãëîì β. Îïðåäåëåíèå íóëåâîãî (îòñ÷åòíîãî) óãëà ïåðôîðèðîâàíèÿ ðàçëè÷-

íî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñîâïàäàåò ëè íàïðàâëåíèå ñêâàæèíû ñ íàïðàâëåíèåì

äåéñòâèÿ ìèíèìàëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé σh èëè íåò.

Ðèñóíîê 3.6 � Îïðåäåëåíèå óãëà ïåðôîðàöèè â îáùåì ñëó÷àå (ñëåâà) è â ÷àñòíîì
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ ÏÏÒ è ÏÏ (ñïðàâà).

Åñëè îñü ñêâàæèíû íå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì äåéñòâèÿ íàïðÿæåíèé σh

(ðèñóíîê 3.6, ñëåâà), òî ñóùåñòâóåò ïåðåñå÷åíèå ÏÏÒ è ÏÏ. Ïåðôîðàöèþ, ïà-

ðàëëåëüíóþ ëèíèè ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ, íàçîâåì ¾èäåàëüíîé¿ ïåðôîðàöèåé, òàê

êàê ìîæíî îæèäàòü, ÷òî òàêàÿ ïåðôîðàöèÿ ïðèâåäåò ê çàðîæäåíèþ òðåùèíû,

ëåæàùåé â ÏÏÒ, ÷òî ïîòðåáóåò ìèíèìàëüíîãî pinit. Óãëîì ïåðôîðàöèè íàçîâåì

óãîë, íà êîòîðûé íåîáõîäèìî ïîâåðíóòü ïåðôîðàöèþ, ÷òîáû îíà ñòàëà ¾èäå-

àëüíîé¿. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ñóùåñòâóåò äâà íàïðàâëåíèÿ

¾èäåàëüíîé¿ ïåðôîðàöèè, ïðè÷åì ëþáîå èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå

îñíîâíîãî áåç èçìåíåíèÿ ÍÄÑ ïîðîäû è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Åñëè ñêâàæè-

íà ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ äåéñòâèÿ ìèíèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σh, òî ÏÏÒ

è ÏÏ ñîâïàäàþò, âñå ïåðôîðàöèè ìîãóò áûòü íàçâàíû ¾èäåàëüíûìè¿ ñ òî÷êè

çðåíèÿ ïðåäûäóùåãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè. Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå

ïåðåîïðåäåëèì óãîë ïåðôîðàöèè êàê óãîë ìåæäó âåðòèêàëüíûì íàïðàâëåíèåì
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σv è íàïðàâëåíèåì ïåðôîðàöèè (ñì. ðèñóíîê 3.6, ñïðàâà).

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ âñåâîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé, îïðåäåëÿåìûõ

óãëàìè θ, φ, β, ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïðîâîäèòü ñåðèéíûå ðàñ-

÷åòû, èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåøåíèé áàçîâûõ ïîäçàäà÷ óïðóãîñòè

è íå ïåðåñ÷èòûâàòü ÍÄÑ äëÿ êàæäîãî ïîëîæåíèÿ ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè.

Îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2.2.

3.2. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ê îñíîâ-

íûì ïàðàìåòðàì

Âñå ðàñ÷åòû â ýòîì ðàçäåëå ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ íåîáñàæåííîé ñêâàæè-

íû, òî åñòü ñêâàæèíà è ïåðôîðàöèÿ íàãðóæàþòñÿ îäíèì è òåì æå äàâëåíèåì.

Ñêâàæèíà ìîäåëèðóåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ âûñîòîé 10ì è äèàìåòðîì

dw = 10 ñì. Âûáðàííîé äëèíû ñêâàæèíû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ñêâàæèíó

áåñêîíå÷íîé, òàê êàê âëèÿíèå òîðöîâ ñêâàæèíû áûñòðî ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì,

ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ñåí-Âåíàíà. Äëèíà ïåðôîðàöèè ðàâíà Lp = 10 ñì, à äèà-

ìåòð �Dp = 2 ñì. Ïîðîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ óïðóãèìè ïàðàìåòðàìèE = 20ÃÏà,

ν = 0.27, σc = 3.5ÌÏà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðàì Ïðèîáñêîãî íåôòÿíî-

ãî ìåñòîðîæäåíèÿ, è ñæàòà íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿìè: σv = 69ÌÏà,

σH = 57.5ÌÏà, σh = 46ÌÏà, õàðàêòåðíûìè äëÿ ãëóáèíû çàëåãàíèÿ îêîëî

2000 ìåòðîâ.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû äâà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ñëó÷àÿ îðè-

åíòàöèè ñêâàæèíû: âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíå (θ = 0◦) è ãîðèçîíòàëüíîé ñêâà-

æèíå, îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâëåíèè ìèíèìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σh (θ = 90◦,

φ = 0◦).

Ïðèâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé î õðóïêîì

ðàçðóøåíèè ïîðîäû ñ èñïîëüçîâàíèåì êðèòåðèÿ ÌÐÍ è áåç ó÷åòà ýôôåêòà

ðàçìåðà.

3.2.1. Äèàìåòð ïåðôîðàöèè

Ïîêàæåì âëèÿíèå ðàçìåðîâ ïåðôîðàöèè íà ïðîöåññ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû.

Ôîðìà, äëèíà è äèàìåòð ïåðôîðàöèîííûõ êàíàëîâ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ â çàâè-

ñèìîñòè îò äåòàëåé òåõíîëîãèè ïåðôîðèðîâàíèÿ, ïîýòîìó èõ âëèÿíèå íà ðàç-
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ðóøåíèå è çàðîæäåíèå òðåùèíû äîëæíî áûòü èññëåäîâàíî. Ðèñóíêè 3.7�3.9

ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòü pinit è ïîëîæåíèÿ çîí ðàçðóøåíèÿ îò äèàìåòðà ïåðôî-

ðàöèè ïðè åãî âàðüèðîâàíèè â èíòåðâàëå îò 1 äî 4 ñì (0.4�1.6 äþéìà). Íà îñíîâå

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî óâåëè÷åíèå äèàìåòðà ïåð-

ôîðàöèè ïðèâîäèò ê ìîíîòîííîìó óâåëè÷åíèþ pinit (ñì. ðèñóíîê 3.7, ñëåâà). Â

ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé òðåùèíû ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå pinit íå ìîíîòîííî

è èìååò äîâîëüíî ñëîæíóþ ôîðìó (ñì. ðèñóíîê 3.7, ñïðàâà). Îäíàêî ïðè âàðüè-
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Ðèñóíîê 3.7 � Çàâèñèìîñòü pinit îò óãëà ïåðôîðèðîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ äèàìåòðàõ
ïåðôîðàöèè: 1 � dperf = 1 ñì; 2 � dperf = 2 ñì; 3 � dperf = 4 ñì (ñëåâà � âåðòèêàëüíàÿ

ñêâàæèíà, ñïðàâà � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà).

Ðèñóíîê 3.8 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàìåòðîâ ïåðôîðàöèè
dperf (âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 30◦): 1 � dperf = 1 ñì, pinit = 76.6ÌÏà; 2 �

dperf = 2 ñì, pinit = 77.4ÌÏà; 3 � dperf = 4 ñì, pinit = 78.7ÌÏà.

ðîâàíèè äèàìåòðà ïåðôîðàöèè â ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå åãî âëèÿíèå íà

pinit ñîñòàâëÿåò ìåíåå 5�6%, ÷òî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âëèÿíèÿ ãëàâíûõ íàïðÿ-

æåíèé â åñòåñòâåííîì çàëåãàíèè è íàïðàâëåíèè ïåðôîðàöèè. Òàêèì îáðàçîì,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âëèÿíèå äèàìåòðà ïåðôîðàöèè íà pinit è îðèåíòàöèþ

òðåùèíû íåçíà÷èòåëüíî (ñì. ðèñóíîê 3.8, 3.9).
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Ðèñóíîê 3.9 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ äèàìåòðîâ ïåðôîðàöèè
dperf (ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 90◦): 1 � dperf = 1 ñì, pinit = 78.5ÌÏà; 2 �

dperf = 2 ñì, pinit = 79.9ÌÏà; 3 � dperf = 4 ñì, pinit = 82.9ÌÏà.

3.2.2. Äëèíà ïåðôîðàöèè

Âëèÿíèå äëèíû ïåðôîðàöèè íà pinit è ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ ïîêà-

çàíû íà ðèñóíêàõ 3.10�3.12. Äëèíà ïåðôîðàöèè âàðüèðîâàëàñü îò 10 äî 50 ñì.

Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû äëèíà ïåðôîðàöèè íå âëèÿåò íà pinit (ñì. ðè-

ñóíîê 3.10, ñëåâà), òàê êàê òðåùèíà âñåãäà çàðîæäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè ñòûêà

ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè (ñì. ðèñóíîê 3.11). Òî æå îòñóòñòâèå âëèÿíèÿ íà-
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Ðèñóíîê 3.10 � Çàâèñèìîñòü pinit îò óãëà ïåðôîðèðîâàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ äëèíàõ
ïåðôîðàöèè Lperf , ñì: 1 � 10, 2 � 25, 3 � 50 (ñëåâà � âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà,

ñïðàâà � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà).

áëþäàåòñÿ ïðè ìàëûõ óãëàõ ïåðôîðàöèè (β < 50◦) â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé

ñêâàæèíû, êîãäà òðåùèíà çàðîæäàåòñÿ íà ãðàíèöå ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè

(ñì. ðèñóíîê 3.10, ñïðàâà). Íî ïðè áîëüøèõ óãëàõ ïåðôîðàöèè 50�90◦ ðàçðó-

øåíèå ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè êîí÷èêà ïåðôîðàöèè (ñì. ðèñóíîê 3.12). Äî-

ïîëíèòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå äàâëåíèåì â ñêâàæèíå, ïðåïÿòñòâóþò
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Ðèñóíîê 3.11 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí ïåðôîðàöèè
Lperf (âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 75◦): 1 � Lperf = 10 ñì, pinit = 75.4ÌÏà; 2 �

Lperf = 25 ñì, pinit = 75.4ÌÏà; 3 � Lperf = 50 ñì, pinit = 75.4ÌÏà.

Ðèñóíîê 3.12 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí ïåðôîðàöèè
Lperf (ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 90◦): 1 � Lperf = 10 ñì, pinit = 79.9ÌÏà; 2 �

Lperf = 25 ñì, pinit = 74.7ÌÏà; 3 � Lperf = 50 ñì, pinit = 72.9ÌÏà.

ðàçðóøåíèþ ïåðôîðàöèè ó ñêâàæèíû, ïîýòîìó òðåùèíà çàðîæäàåòñÿ íà óäà-

ëåíèè îò ñêâàæèíû. Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ óãëàõ ïåðôîðèðîâàíèÿ óâåëè÷åíèå

äëèíû ïåðôîðàöèè âåäåò ê óìåíüøåíèþ pinit. Îäíàêî, êàê è â ïðåäûäóùåì

ñëó÷àå, ýôôåêò íå ïðåâîñõîäèò 15% äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ.

Õîðîøî âèäíî, ÷òî ïåðôîðàöèÿ ãëàâíûì îáðàçîì âëèÿåò íà äàâëåíèå çà-

ðîæäåíèÿ, ôîðìà çîíû ðàçðóøåíèÿ ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïðè çàäàííûõ

óñëîâèÿõ äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî (ïðèìåðíî íà÷èíàÿ ñ äëè-

íû 25 ñì) âûõîäèò íà ñâîþ àñèìïòîòó ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû è äàëåå íå îêà-

çûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ.
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3.2.3. Ôîðìà ïåðôîðàöèè

Îòäåëüíî áûëî ïðîâåðåíî âëèÿíèå ôîðìû è äëèíû ïåðôîðàöèè íà äàâëå-

íèå çàðîæäåíèÿ è çîíû ðàçðóøåíèÿ. Ïåðôîðàöèÿ ïî ñâîåé ôîðìå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé, êàê ïðàâèëî, îòíîñèòåëüíî ãëàäêóþ âûòÿíóòóþ ïîâåðõíîñòü [137] (ñì.

ðèñóíîê 3.3), ïðè ýòîì äëèíà ïåðôîðàöèè L çà÷àñòóþ çíà÷èòåëüíî áîëüøå åå

äèàìåòðà d. Ïîýòîìó áûëî ïðåäëîæåíî ñðàâíèòü ðåøåíèå çàäà÷è çàðîæäåíèÿ

äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôîðì ïåðôîðàöèè: öèëèíäðè÷åñêîé è êîíè÷åñêîé. Äèà-

ìåòð öèëèíäðè÷åñêîé ïåðôîðàöèè dp = 2 ñì, êàê è â ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòàõ. Â

ñëó÷àå êîíè÷åñêîé ïåðôîðàöèè îñíîâàíèå êîíóñà d1 = 3 ñì, äèàìåòð ïîëóñôå-

ðû d1 = 1 ñì. Äëèíà ïåðôîðàöèè â îáîèõ ñëó÷àÿõ L = 10 ñì.

Ðèñóíîê 3.13 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ íà êîíè÷åñêîé (ñëåâà) è öèëèíäðè÷å-
ñêîé (ñïðàâà) ïåðôîðàöèÿõ â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû ïðè β = 30◦.

Ðàññ÷èòàííûå çîíû ðàçðóøåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.13. Ìåñòîðàñïîëî-

æåíèÿ çîí ðàçðóøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, à äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ pinit

îòëè÷àþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî: 58.6ÌÏà äëÿ êîíè÷åñêîé è 56.5ÌÏà äëÿ öèëèí-

äðè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìà ïåðôîðàöèîííîé ïîëîñòè ïðàêòè÷åñêè íå

âëèÿåò íà ïðîöåññ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà.

3.2.4. Âëèÿíèå ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ íà ïðîöåññ çàðîæ-

äåíèÿ òðåùèíû

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σH íà ïðîöåññ çàðîæäåíèÿ òðå-

ùèíû. Ñïåðâà ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá àêòóàëüíîñòè òàêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàçðàáîòàíî ìíîæåñòâî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî
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ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðÿæåíèé â ðåàëüíîì ïëàñòå. Õîòÿ íà ïðàêòèêå ýòè äâà çíà-

÷åíèÿ íå âñåãäà èçâåñòíû ïðè ïðîâåäåíèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà, èõ èçìåðåíèå

ïðîâîäèòñÿ íàìíîãî ÷àùå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåðåíèåì ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ

(ìàêñèìàëüíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî). Ïîêàæåì âëèÿíèå èìåííî ýòîãî íàïðÿæå-
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Ðèñóíîê 3.14 � Çàâèñèìîñòè pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñðåä-
íåãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ σH ,ÌÏà: 46 (1), 51.75 (2), 57.5 (3), 63.25 (4), 69 (5) (ñëåâà

� âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà, ñïðàâà � ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà).

Ðèñóíîê 3.15 � Çîíû ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñðåäíåãî ãëàâíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ (âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 60◦): 1 � σH = 46ÌÏà, pinit = 55.1ÌÏà; 2 �

σH = 57.5ÌÏà, pinit = 70.3ÌÏà; 3 � σH = 69ÌÏà, pinit = 72.4ÌÏà.

íèÿ íà ìåñòî è äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â ñëó÷àå íåîáñàæåííîé ñêâà-

æèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå σh è âåðòèêàëüíîå σv

íàïðÿæåíèÿ áûëè òî÷íî îïðåäåëåíû è çàôèêñèðóåì èõ. Ñðåäíåå íàïðÿæåíèå

áóäåì âàðüèðîâàòü â èíòåðâàëå îò σh äî σV .

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-

ÿõ ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.14. Íà ðèñóíêå 3.15 ïîêàçàíû

çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèíû äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû è óãëà ïåðôîðàöèè
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Ðèñóíîê 3.16 � Ðàñïîëîæåíèå çîí ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñðåäíåãî
íàïðÿæåíèÿ (ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà, β = 60◦): 1 � σH = 46ÌÏà, pinit = 72.4ÌÏà;

2 � σH = 57.5ÌÏà, pinit = 81.0ÌÏà; 3 � σH = 69ÌÏà, pinit = 74.4ÌÏà.

β = 60◦ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ σH . Âèäíî, ÷òî ïðè

áîëüøîì êîíòðàñòå (îòíîøåíèè) ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé (σH/σh = 1.5)

è áîëüøîì óãëå îòêëîíåíèÿ ïåðôîðàöèè îò ïðåäïî÷òèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ

(β > 50◦), ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ ïðîäîëüíàÿ òðåùèíà íà ñêâàæèíå, èãíîðèðóÿ

íàëè÷èå ïåðôîðàöèè. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñòêó ïîñòîÿííîãî äàâëå-

íèÿ íà ðèñóíêå 3.14, ñëåâà. Ñðåäíåå íàïðÿæåíèå çíà÷èòåëüíî âëèÿåò íà pinit

ïî÷òè ïðè âñåõ β, êðîìå ó÷àñòêà îò 25◦ äî 35◦.

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû ïðåäñòàâëåíû íà ðè-

ñóíêå 3.14, ñïðàâà è ðèñóíêå 3.16. Êà÷åñòâåííî ðåçóëüòàòû äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé

ñêâàæèíû ïîõîæè íà ðåçóëüòàòû âåðòèêàëüíîé. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå pinit

ñîîòâåòñòâóåò óãëó ïåðôîðàöèè, ïðè êîòîðîì çîíà ðàçðóøåíèÿ ïåðåõîäèò ñ ïåð-

ôîðàöèè íà ïîâåðõíîñòü ñêâàæèíû. Ýòîò óãîë çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó

ãëàâíûìè íàïðÿæåíèÿìè è âàðüèðóåòñÿ â äîâîëüíî óçêîì èíòåðâàëå. Äàâëåíèå

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit çíà÷èòåëüíî çàâèñèò îò ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ. Ýòà

çàâèñèìîñòü íàèáîëåå ñèëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðàâèëüíîé îðèåíòàöèè ïåðôî-

ðàöèè, ò. å. ïðè óãëå ïåðôîðàöèè ìåíåå 40◦. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.14,

äëÿ íóëåâîãî óãëà ïåðôîðàöèè ðàçëè÷èå ìåæäó pinit, ðàññ÷èòàííûìè ïðè ìè-

íèìàëüíîì è ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ñðåäíåãî íàïðÿæåíèÿ, äîñòèãàåò 60%.

Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î ñðåäíåì íàïðÿæåíèè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé

ïðè ïðåäñêàçàíèè pinit.
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3.3. Ýôôåêò ðàçìåðà â çàäà÷àõ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò

ñêâàæèíû ñ ïåðôîðàöèåé

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ ó÷åòà ýô-

ôåêòà ðàçìåðà â êðèòåðèè çàðîæäåíèÿ òðåùèíû íà ñöåíàðèé çàðîæäåíèÿ òðå-

ùèíû îò îáñàæåííîé ïåðôîðèðîâàííîé ñêâàæèíû. Ìàññèâ ïîðîäû íàãðóæåí

íàïðÿæåíèÿìè çàëåãàíèÿ σ∞ = (σh, σH , σv) = (−60,−75,−90)ÌÏà, õàðàê-

òåðíûìè äëÿ ãëóáèíû çàëåãàíèÿ îêîëî 3000 ì. Ðàññìîòðåíû êðèòåðèé ÌÐÍ, d-

êðèòåðèé è R-êðèòåðèé è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ çàðîæäåíèÿ òðåùè-

íû ïî ýòèì êðèòåðèÿì. Ïðî÷íîñòü ïîðîäû íà ðàçðûâ âçÿòà ðàâíîé σ∞t = 1ÌÏà

äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ. Â d-êðèòåðèè äëèíà îòðåçêà îñðåäíåíèÿ ðàâíà d = 13ìì,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ èç ðàçäåëà 2.5.1. Â R-êðèòåðèè âçÿòû ñëåäóþùèå

ïàðàìåòðû: lp = 8ìì, σ0
t = 100ÌÏà. Âûáðàííûå ïàðàìåòðû â R-êðèòåðèè

ñîîòâåòñòâóþò î÷åíü ñèëüíîìó ýôôåêòó ðàçìåðà (ñîîòíîøåíèå ïðî÷íîñòåé

σ∞t /σ
0
t = 1/100). Òàêàÿ áîëüøàÿ ðàçíèöà ïðî÷íîñòåé äëÿ ìàëåíüêèõ è áîëüøèõ

òåë íàáëþäàëàñü â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàçðóøåíèþ áëîêîâ ñ äâóìÿ ïîïåðå÷íûìè

ïðîïèëàìè (ñì. ðàçäåë 2.5.3).

Íà ðèñóíêå 3.17 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âåðòè-

êàëüíîé ñêâàæèíû äëÿ ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ. Íà ðèñóíêå 3.17 à ïîêàçàíû çàâè-

ñèìîñòè äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè β. Âèäíî, ÷òî

èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèåâ, ó÷èòûâàþùèõ ýôôåêò ðàçìåðà, ìîæåò ïðèâîäèòü ê

ñóùåñòâåííîìó (äî äâóõ ðàç) óâåëè÷åíèþ äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû. Íà

ðèñóíêå á, â, ã ïîêàçàíû çàðîäûøåâûå òðåùèíû â ñëó÷àå óãëà β = 90◦. Âèäíî,

÷òî âûáîð êðèòåðèÿ íåçíà÷èòåëüíî ïîâëèÿë íà ìåñòîïîëîæåíèå çàðîäûøåâîé

òðåùèíû: âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ èíèöèèðîâàëàñü ïðîäîëüíàÿ òðåùèíà íà ïåðôî-

ðàöèè. Ïðè ýòîì äëÿ êðèòåðèÿ ÌÐÍ îíà ðàñïîëîæåíà âäàëè îò ñêâàæèíû, à â

êðèòåðèÿõ, ó÷èòûâàþùèõ ýôôåêò ðàçìåðà, òðåùèíà çàðîäèëàñü áëèæå ê ñòåí-

êå ñêâàæèíû. Èíòåðåñíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â äàííîé êîíôèãóðàöèè

òðåùèíû çàðîäèëèñü íå â ïëîñêîñòè ÏÏÒ, îðòîãîíàëüíîé íàïðàâëåíèþ ìèíè-

ìàëüíîãî ñæàòèÿ σh, à â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé σH . Ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî

ñ ñèëüíûì âëèÿíèåì ñêâàæèíû íà ÍÄÑ â ïîðîäå, ÷òî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ

îðèåíòàöèè òðåùèíû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì íåòðîíóòîé ïîðîäû.

Àíàëîãè÷íîå ñðàâíåíèå ïðîâåäåíî äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû (ðèñó-
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Ðèñóíîê 3.17 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè
β (à) è çàðîäûøåâûå òðåùèíû (á,â,ã) äëÿ âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû (θ = 0◦), îäíîé
îðèåíòàöèè ïåðôîðàöèè (β = 90◦) è ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ: ìàêñèìàëü-

íûõ ðàñòÿãèâàþøèõ íàïðÿæåíèé (á ); R-êðèòåðèé (â), d-êðèòåðèé (ã)

íîê 3.18). Âûÿñíåíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèåâ, ó÷èòûâàþùèõ ýôôåêò ðàç-

ìåðà, ïðèâîäèò íå òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ äàâëåíèÿ, íåîáõîäèìîãî äëÿ çàðîæäå-

íèÿ òðåùèíû, íî è ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ñöåíàðèÿ çàðîæäåíèÿ òðå-

ùèí ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ íàãðóæåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè óãëå β = 59◦ ïðè

èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ ÌÐÍ òðåùèíû çàðîæäàþòñÿ íà ïåðôîðàöèè, ïðîäîëü-

íûå âîçëå ñêâàæèíû è ïîïåðå÷íûå âäàëè îò ñêâàæèíû (ðèñóíîê 3.18, á ). Ïðè

èñïîëüçîâàíèè d-êðèòåðèÿ è R-êðèòåðèÿ îáðàçóþòñÿ ïðîäîëüíûå òðåùèíû íà

ñêâàæèíå (ðèñóíîê 3.18, â, ã). Çàðîæäåíèå òðåùèí íà ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû,

ïîëó÷åííîå ïî R-êðèòåðèþ, îáúÿñíÿåòñÿ âûñîêîé ýôôåêòèâíîé ïðî÷íîñòüþ íà

ïåðôîðàöèè, ñâÿçàííóþ ñ åå ìàëûì õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì (ðàäèóñîì êðèâèç-
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íû). Ïîýòîìó òðåùèíà îáðàçóåòñÿ íà ñêâàæèíå, õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðîé

âûøå è ïðî÷íîñòü, ñîîòâåòñòâåííî, íèæå. ×òî êàñàåòñÿ d-êðèòåðèÿ, òðåùèíå

ëåã÷å çàðîäèòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû, ïîòîìó ÷òî íàïðÿæåíèÿ íà ïåð-

ôîðàöèè áûñòðî ñïàäàþò ïðè îòäàëåíèè îò åå ïîâåðõíîñòè âãëóáü ïîðîäû,

ïîýòîìó îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ íà ïåðôîðàöèè ïîëó÷àþòñÿ íèæå, ÷åì íà

ñêâàæèíå, ðàçìåð êîòîðîé áîëüøå è ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ íå óñïåâàþò

ñèëüíî óìåíüøèòüñÿ íà îòðåçêå îñðåäíåíèÿ d.
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Ðèñóíîê 3.18 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè
β (à) è çàðîäûøåâûå òðåùèíû (á,â,ã) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû (θ = 90◦, φ =
0◦), îäíîé îðèåíòàöèè ïåðôîðàöèè (β = 59◦) è ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ:
ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþøèõ íàïðÿæåíèé (á ); R-êðèòåðèé (â), d-êðèòåðèé (ã)

Íà ðèñóíêå 3.19, à ïîêàçàíî âëèÿíèå ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà lp R-êðèòåðèÿ

íà çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè β â

ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà lp â øèðîêîì äèà-
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ïàçîíå ìîæåò èçìåíÿòü äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ äî äâóõ ðàç. Ïðè ñòðåìëåíèè lp

ê íóëþ R-êðèòåðèé îáðàùàåòñÿ â êðèòåðèé ÌÐÍ ñ ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ σ∞t .

Íàîáîðîò, åñëè lp ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà çàäà÷è, òî R-êðèòåðèé

îáðàùàåòñÿ â êðèòåðèé ÌÐÍ ñ ïðî÷íîñòüþ íà ðàçðûâ σ0
t . Ïàðàìåòð lp âëèÿåò

íå òîëüêî íà äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, íî è íà ñöåíàðèé ðàçðóøåíèÿ.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 3.19, á,â,ã ïðèâåäåíû çîíû ðàçðóøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå óãëó ïåðôîðàöèè β = 90◦ è ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà lp. Ïðè

lp = 1ìì îáðàçóþòñÿ ïîïåðå÷íûå òðåùèíû íà ïåðôîðàöèè è ïðîäîëüíûå � íà

ñêâàæèíå. Ïðè lp = 8ìì îáðàçóþòñÿ òîëüêî ïðîäîëüíûå òðåùèíû íà ñêâàæèíå.

Ïðè lp = 32ìì îáðàçóþòñÿ ïîïåðå÷íûå òðåùèíû íà ïåðôîðàöèè.

à á

â ã

Ðèñóíîê 3.19 � Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè
β (à) è çàðîäûøåâûå òðåùèíû (á,â,ã) äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû (θ = 90◦, φ =
0◦), îäíîé îðèåíòàöèè ïåðôîðàöèè (β = 90◦) è ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðà lp â

R-êðèòåðèè: 1ìì (á ), 8ìì (â), 32ìì (ã).
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3.4. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ ïåðôîðèðîâàííîé îá-

ñàæåííîé ñêâàæèíû ïðè ðåàëüíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ

óñëîâèÿõ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèíû ïðèìå-

íåíà äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, ìåñòà åå çàðîæäåíèÿ è

îðèåíòàöèè ïðè óñëîâèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåñòîðîæäåíèþ Àìèí â ãîñóäàð-

ñòâå Îìàí, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ ãëóáîêèì çàëåãàíèåì ãàçà (îêîëî 5000 ì).

Ïðîâåäåíèå ãèäðîðàçðûâà â òàêèõ ìåñòîðîæäåíèÿõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëîæ-

íîñòÿìè, îáóñëîâëåííûìè ñèëüíûìè ñæèìàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè îò 95 äî

180 ÌÏà è âûñîêîé ïðî÷íîñòüþ ïîðîäû íà ðàçðûâ σt îò 15 äî 25 ÌÏà, ïîýòîìó

ìîäåëèðîâàíèå ðàçðóøåíèÿ ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ ïðåäñòàâëÿåò íåñîìíåííûé

èíòåðåñ [15�17, 138].

Ïàðàìåòðû äëÿ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ îñíîâàíû íà ñóùåñòâóþùåé òðåõ-

ìåðíîé ãåîìåõàíè÷åñêîé ìîäåëè ìåñòîðîæäåíèÿ Àìèí è äàííûìè, ïîëó÷åííû-

ìè íà îñíîâå èçìåðåíèé ïðè ïðîâåäåíèè ãèäðîðàçðûâîâ. Íàïðÿæåíèÿ â åñòå-

ñòâåííîì çàëåãàíèè áûëè èçâåñòíû äëÿ âñåãî ìåñòîðîæäåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç

÷åòûðåõ áëîêîâ è òðåõ çîí, óïîðÿäî÷åííûõ ïî ãëóáèíå çàëåãàíèÿ: âåðõíåé, ñðåä-

íåé è íèæíåé [139].

Òàê êàê óïðóãèå ïàðàìåòðû ïîðîäû â äàííîì ìåñòîðîæäåíèè âàðüèðóþòñÿ

â óçêîì äèàïàçîíå, òî äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ðàñ÷åòîâ áûë âûáðàí îäèí

íàáîð ïàðàìåòðîâ ïîðîäû, ñîîòâåòñòâóþùèõ Ñðåäíåé çîíå çàëåãàíèÿ Ñåâåðíî-

ãî áëîêà ìåñòîðîæäåíèÿ Àìèí (North Middle Amin): Er = 46ÃÏà, νr = 0.1257,

σt = 16.8ÌÏà. Íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ ïîðîäû èçâåñòíû σv = 119ÌÏà,

σh = 108ÌÏà, σH = 169ÌÏà. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé äàííîãî ìåñòîðîæäåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ σH âûøå âåðòèêàëü-

íûõ σv.

Ìîäóëü Þíãà ñòàëüíîé êîëîííû Es = 200ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà

νs = 0.1257, âíóòðåííèé äèàìåòð din = 95ìì, âíåøíèé dout = 114.3ìì.

Ïëîòíîñòü áåòîííîé êîëîííû ρc = 1800 êã /ì3, óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ

g = 9.81ì / ñ2, ãëóáèíà ñêâàæèíû â h = 5000ì, ñëåäîâàòåëüíî äàâëåíèÿ áåòîíà

â ìîìåíò çàñòûâàíèÿ p0 = 90ÌÏà. Äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ ñòàëè è ïîðî-

äû êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ äàâëåíèÿ ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì k = 0.45. Äèàìåòð
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ïåðôîðàöèè dperf = 10.2ìì, åå äëèíà Lperf = 200ìì.

3.4.1. Âûáîð îïòèìàëüíûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó ÷óâñòâèòåëüíîñòè çàäà÷è ê ôèçè÷åñêèì

ïàðàìåòðàì, ïðîâåäåì àíàëèç ïîãðåøíîñòè íà ñåðèè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê. Áû-

ëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû, îòêëîíåííîé íà ðàâíûå

óãëû îò ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ (θ = 90◦, φ = 45◦) ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ÷åòûðåõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå 3.20. Òàê êàê

çàðîæäåíèå òðåùèíû ïðîèñõîäèò íà ïåðôîðàöèè, èññëåäîâàíî âëèÿíèå êà÷å-

ñòâà ñåòêè íà íåé. Âäîëü ïåðôîðàöèè íàïðÿæåíèÿ ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî, à ñèëü-

íåå âñåãî ìåíÿþòñÿ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïåðôîðàöèè. Ïîýòîìó â ðàáîòå

èññëåäîâàíî âëèÿíèå êà÷åñòâà ñåòêè â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè. Êàæäàÿ ñåòêà

ñãóùàëàñü â äâà ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè íà

ïåðôîðàöèè.

1 2 3 4

Ðèñóíîê 3.20 � Ïðèìåðû ðàñ÷åòíûõ ñåòîê. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ 712 (1), 1288 (2),
2520 (3), 5374 (4).

Âëèÿíèå êà÷åñòâà ñåòêè íàèáîëüøèì îáðàçîì ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå pinit

ïðè óãëå ïåðôîðàöèè ìåíüøå 45◦, êàê âèäíî íà ðèñóíêå 3.21, ñëåâà. Äëÿ óãëîâ

β ìåæäó 45◦ è 90◦ íàáëþäàåòñÿ áîëåå áûñòðàÿ ÷èñëåííàÿ ñõîäèìîñòü, è ðàçíèöà

ìåæäó pinit, ðàññ÷èòàííûìè íà ðàçíûõ ñåòêàõ, ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé

óæå íà ãðóáûõ ñåòêàõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.21, ñïðàâà. Ðàçíèöà ìåæäó

pinit, ðàññ÷èòàííûì íà ñåòêàõ ñ 2520 è 5374 ýëåìåíòàìè, íå ïðåâûøàåò 2%,

ïîýòîìó ñåòêà 2520 èñïîëüçîâàëàñü â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ.
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Ðèñóíîê 3.21 � Çàâèñèìîñòü pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè, ïîëó÷åííàÿ íà ñãóùàþùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê 1 � 4 (ñëåâà) è ðàçíèöà ìåæäó ðåøåíèÿìè íà ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ñåòêàõ (ñïðàâà).

3.4.2. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò âñåõ òðåõ óã-

ëîâ îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè

Çàäà÷à çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ñêâàæèíû ñ ïåðôîðàöèåé ðåøåíà äëÿ âñå-

âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé (θ, φ, β) ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè. Çàâèñèìîñòü äàâëå-

íèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pinit îò âñåõ òðåõ óãëîâ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.22,

ñëåâà â âèäå êóáà, ðàñêðàøåííîãî ñîãëàñíî ñîîòâåòñòâóþùåìó pinit. Âèäíî, ÷òî

pinit ìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî â ïðåäåëàõ îò 120 äî 200 ÌÏà. Îäíàêî áîëåå ïî-
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Ðèñóíîê 3.22 � Çàâèñèìîñòè äàâëåíèÿ pinit îò îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè
(θ, φ, β) (ñëåâà) è pβinit îò îðèåíòàöèè ñêâàæèíû (θ, φ) ïðè îïòèìàëüíîé îðèåíòàöèè

ïåðôîðàöèè β (ñïðàâà).

äðîáíûé àíàëèç ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò âñåõ òðåõ óãëîâ çàòðóäíèòåëåí,
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ïîýòîìó ïðåäëîæåíî ðàññìîòðåòü çàâèñèìîñòü pinit òîëüêî îò îðèåíòàöèè ñêâà-

æèíû (θ, φ), âûáðàâ óãîë ïåðôîðàöèè β òàêèì, ÷òîáû îí ìèíèìèçèðîâàë pinit

äëÿ äàííîé îðèåíòàöèè ñêâàæèíû:

pβinit(θ, φ) = min
β
pinit(θ, φ, β). (3.5)

Ïîëó÷åííûå ðàñïðåäåëåíèÿ pβinit ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 3.22, ñïðàâà. Âèäíî, ÷òî

ìèíèìóì pβinit ñîîòâåòñâóåò âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíå (θ = 0◦), à äëÿ ãîðèçîíòàëü-

íûõ è íàêëîííûõ ñêâàæèí äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ âûøå. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,

÷òî â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû ìèíèìóì pβinit äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ñêâà-

æèíà îðèåíòèðîâàíà ìåæäó ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ

ïðè óãëå φ ≈ 40◦.

3.4.3. Âëèÿíèå îðèåíòàöèè ñêâàæèíû (θ, φ) íà äàâëåíèå çàðîæäå-

íèÿ òðåùèíû

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ îðèåíòàöèè ñêâàæèíû (θ, φ) íà äàâ-

ëåíèå çàðîæäåíèÿ òðåùèíû pβinit ðàññìîòðèì îäíîìåðíûå ñå÷åíèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ pβinit íà ðèñóíêå 3.22, ñïðàâà. Â ýòèõ ñå÷åíèÿõ îäèí èç óãëîâ âàðüèðóåòñÿ, à

âòîðîé óãîë ôèêñèðîâàí: φ = 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦ è θ = 0◦, 30◦, 45◦, 60◦, 90◦, êàê

ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.23.
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Ðèñóíîê 3.23 � Çàâèñèìîñòè pβinit îò óãëà θ ïðè ôèêñèðîâàííûõ óãëàõ φ (ñëåâà) è îò
óãëà φ ïðè ôèêñèðîâàííûõ óãëàõ θ (ñïðàâà): 0◦(©), 30◦(4), 45◦(5), 60◦(�), 90◦(�).

Ðèñóíîê 3.23, ñëåâà ïîäòâåðæäàåò âûâîä î òîì, ÷òî äàâëåíèå pβinit óâåëè-

÷èâàåòñÿ ïðè îòêëîíåíèè ïîëîæåíèÿ ñêâàæèíû îò âåðòèêàëüíîãî. Åñëè ñêâà-
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æèíà îòêëîíÿåòñÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ

σH (φ = 90◦ è åãî îêðåñòíîñòü), òî pβinit óâåëè÷èâàåòñÿ ìîíîòîííî äî òåõ ïîð,

ïîêà ñêâàæèíà íå ñòàíåò ãîðèçîíòàëüíîé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ çàâèñèìîñòü

pβinit îò ïîëÿðíîãî óãëà θ èìååò ìàêñèìóì â ðàéîíå 60◦ ÷ 80◦ â çàâèñèìîñòè îò

àçèìóòàëüíîãî óãëà φ.

Èç ðèñóíêà 3.23, ñïðàâà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè íåáîëüøîì îòêëî-

íåíèè ñêâàæèíû îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ (θ < 45◦), àçèìóòàëüíûé óãîë

ñêâàæèíû φ ñëàáî âëèÿåò íà pβinit. Äëÿ ãîðèçîíòàëüíûõ è áëèçêèõ ê ãîðèçîí-

òàëüíûì ñêâàæèíàì âëèÿíèå àçèìóòàëüíîãî óãëà çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ:

â ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíå (θ = 90◦) ìàêñèìóìû äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ ñî-

ñòàâëÿþò 140ÌÏà ïðè φ = 0◦ è 142ÌÏà ïðè φ = 90◦, à ìèíèìóì pβinit ðàâåí

112ÌÏà ïðè óãëå φ = 40◦.

3.4.4. Âëèÿíèå óãëà ïåðôîðàöèè β íà äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ è îðè-

åíòàöèþ çàðîäûøåâîé òðåùèíû

Âëèÿíèå îðèåíòàöèè ïåðôîðàöèè áûëî èññëåäîâàíî äëÿ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ

îðèåíòàöèè ñêâàæèíû: íàêëîíåííàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíû, îðèåíòèðî-

âàííûå â íàïðàâëåíèè ìèíèìàëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé (θ = 45◦,

φ = 90◦ è θ = 90◦, φ = 0◦); ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà, îðèåíòèðîâàííàÿ ìåæäó

íàïðàâëåíèÿìè ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé,

äëÿ êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå pinit (θ = 90◦, φ = 40◦), è

ãîðèçîíòàëüíàÿ ñêâàæèíà, îðèåíòèðîâàííàÿ â íàïðàâëåíèè ìàêñèìàëüíûõ ãî-

ðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé (θ = 90◦, φ = 90◦).

Íà ðèñóíêå 3.24 ïîêàçàíî âëèÿíèå óãëà ïåðôîðàöèè β íà pinit. Íà ðèñóí-

êàõ ïîêàçàíû çîíû, â êîòîðûõ èíèöèèðóåòñÿ ïðîäîëüíàÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ê

ñêâàæèíå ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàëàñü èíèöèàöèÿ

íàêëîíåííîé ê ñêâàæèíå òðåùèíû. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìèíèìàëüíîå pinit íàáëþ-

äàëîñü äëÿ ïåðôîðàöèè, ëåæàùåé â ÏÏÒ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðèåíòàöèÿ ïåðôî-

ðàöèè ñèëüíî âëèÿåò íà pinit. Íàïðèìåð, îòêëîíåíèå ïåðôîðàöèè íà 30◦ óâåëè-

÷èâàåò pinit íà 30% ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì (θ = 45◦, φ = 0◦).

Äëÿ ñêâàæèíû ñ óãëàìè îðèåíòàöèè θ = 90◦, φ = 40◦ âëèÿíèå óãëà ïåðôîðà-

öèè ìåíüøå, òî æå îòêëîíåíèå ïåðôîðàöèè íà 30◦ óâåëè÷èâàåò pinit âñåãî íà

15%. Â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé ñêâàæèíû, ïðîáóðåííîé â íàïðàâëåíèè θ = 90◦,
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φ = 90◦, ïðè ëþáîì óãëå ïåðôîðàöèè èíèöèèðóåòñÿ ïðîäîëüíàÿ òðåùèíà.

Íà ðèñóíêå 3.25 ïðèâåäåíû çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèíû äëÿ ñêâàæèíû,

îðèåíòèðîâàííîé â íàïðàâëåíèè ìèíèìàëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé

(θ = 90◦, φ = 0◦) è ðàçëè÷íûõ óãëîâ ïåðôîðàöèè β. Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé

îðèåíòàöèè ñêâàæèíû óãîë β åñòü óãîë îòêëîíåíèÿ ïåðôîðàöèè îò âåðòèêàëü-

íîãî íàïðàâëåíèÿ σv. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî âñå ïåðôîðàöèè ëåæàò â ÏÏÒ, íå

âñåãäà òðåùèíà èíèöèèðóåòñÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Òàê, ïðè β = 0◦ èíèöèèðóåòñÿ

ïîïåðå÷íàÿ òðåùèíà, ëåæàùàÿ â ÏÏÒ, à ïðè β = 90◦ èíèöèèðóåòñÿ ïðîäîëü-

íàÿ òðåùèíà, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà ÏÏÒ. Ïåðåõîä îò ïîïåðå÷íîé òðåùèíû ê

ïðîäîëüíîé ïðîèñõîäèò â èíòåðâàëå β = 60− 70◦.

Ðèñóíîê 3.24 � Çàâèñèìîñòü pinit îò óãëà ïåðôîðàöèè. Îòìå÷åíû çîíû îáðàçîâàíèÿ
îðòîãîíàëüíîé ê ñêâàæèíå ïîïåðå÷íîé òðåùèíû è ïðîäîëüíîé òðåùèíû. à � θ =

45◦, φ = 0◦, á � θ = 90◦, φ = 0◦, â � θ = 90◦, φ = 40◦, ã � θ = 90◦, φ = 90◦.
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3.4.5. Ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðà-

öèè

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî àíàëèçà âûðàáîòàíû ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè. Äëÿ

äàííîé êîíôèãóðàöèè íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ íàèáîëåå âûãîäíîé ïî äàâëåíèþ

çàðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíàÿ ñêâàæèíà. Â ñëó÷àå ãîðèçîíòàëüíîé ñêâà-

æèíû ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ îêàçûâàåò àçèìóòàëüíûé

óãîë φ. Âûáîð îïòèìàëüíîãî óãëà φ ïîçâîëèò óìåíüøèòü äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ

â 1.27 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñàìûì ¾ïëîõèì¿ âàðèàíòîì. Îïòèìàëüíûé âûáîð

óãëà ïåðôîðàöèè β ìîæåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ (c

205ÌÏà äî 118ÌÏà â 1.74 ðàçà ïðè θ = 45◦, φ = 0◦), ïîýòîìó âàæíî âåðíî

îðèåíòèðîâàòü íàïðàâëåíèå ïåðôîðèðîâàíèÿ, èëè äåëàòü íåñêîëüíî ïåðôîðà-

öèé ñ ìàëûì øàãîì ïî óãëó β. Ïîìèìî äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ, îðèåíòàöèÿ ïåð-

ôîðàöèè ìîæåò ïîâëèÿòü íà îðèåíòàöèþ çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû, à ýòî ïðèí-

öèïèàëüíî âàæíî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, òàê êàê îò íà-

÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè çàâèñèò, êàê òðåùèíà áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ïîðîäó

è êàê áûñòðî îíà âûéäåò íà ïðåäïî÷òèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ.
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à á

â ã

Ðèñóíîê 3.25 � Çîíû çàðîæäåíèÿ òðåùèíû äëÿ ñêâàæèíû, íàïðàâëåííîé â íàïðàâ-
ëåíèè ìèíèìàëüíûõ ãîðèçîíòàëüíûõ íàïðÿæåíèé σh, ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ ïåðôî-

ðàöèè β: 0◦ (à), 60◦ (á), 70◦ (â), 90◦ (ã).
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàçðàáîòàíû äâå ìîäèôèêàöèè ÌÃÝ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ òðåõìåðíîãî òå-

ëà ñ òðåùèíàìè:

1. ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðåäñòàâëåíèåì òðåùèíû â âèäå ïðîïèëà

ìàëîé, íî êîíå÷íîé òîëùèíû (ÌÃÝ/ÌÎ);

2. äóàëüíûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÄÌÃÝ), â êîòîðîì íà ïîâåðõíî-

ñòè ïîëîñòè ðåøàåòñÿ ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñìåùåíèé, à íà òðå-

ùèíå � ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íàïðÿæåíèé, çàïèñàííîå îòíîñè-

òåëüíî ðàçðûâà ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ÌÃÝ/ÌÎ èìååò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ÄÌÃÝ (äî 10 ðàç äëÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîä).

Îäíàêî ÄÌÃÝ ãîðàçäî òî÷íåå, ÷åì ÌÃÝ/ÌÎ (äî 11 ðàç íà ðàññìîòðåííûõ

ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ). Ìåòîäû ïðèãîäíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàííåé ñòàäèè ðàñ-

ïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, êîãäà òðàåêòîðèÿ òðåùèíû ìîæåò ñó-

ùåñòâåííî èñêðèâëÿòüñÿ, è íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü ãåîìåòðè÷åñêèå óïðîùåíèÿ

ïîñòàíîâêè çàäà÷è (íàïðèìåð, êàê â ïëîñêèõ òðåõìåðíûõ (àíãë. planar 3D)

ìîäåëÿõ ãèäðîðàçðûâà).

Â ÄÌÃÝ ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ó÷èòûâà-

þùèõ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðóãîñòè â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû.

Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé àñèìïòîòèêè

ÍÄÑ â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû, ÷òî àêòóàëüíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàç-

ëè÷íûõ ðåæèìîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà, îòëè÷íûõ îò òðå-

ùèíîñòîéêîñòíîãî ðåæèìà.

Ðàçðàáîòàíà ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â òðåõìåðíûõ çàäà÷àõ, ó÷èòûâà-

þùàÿ âëèÿíèå ôîðìû è ðàçìåðà îáðàçöà íà âåëè÷èíó ðàçðóøàþùåé íàãðóçêè

ñ ïîìîùüþ äâóõ ðàçíûõ êðèòåðèåâ ïðî÷íîñòè:
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1. îñðåäíåííîå ïî ïåðïåíäèêóëÿðíîìó ê ïîâåðõíîñòè òåëà îòðåçêó íàïðÿ-

æåíèå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïðî÷íîñòüþ ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ;

2. ëîêàëüíàÿ ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ çàâèñèò îò ìèíèìàëüíîãî ðà-

äèóñà êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè òåëà.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ìîäåëè çàðîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåò-

êà, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ïîëîñòü è çàðîäèâøóþñÿ òðåùèíó. Ýòà ñåòêà ìîæåò â

äàëüíåéøåì áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè äëÿ ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà.

Íà ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàçðóøåíèþ áëîêîâ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè îòâåðñòèÿ-

ìè, áëîêîâ ñ áîêîâûìè âûðåçàìè, ñêâàæèí ñ ïðîïèëàìè ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ

äâóõ ïðåäëîæåííûõ êðèòåðèåâ. Âûÿñíåíî, ÷òî êðèòåðèè âåðíî ïðåäñêàçûâàþò

äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ, ìåñòîïîëîæåíèå è îðèåíòàöèþ ïðîäîëüíîé çàðîäûøåâîé

òðåùèíû â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðàçðóøåíèþ ñêâàæèíû ñ ïðîïèëàìè, â òî âðåìÿ

êàê êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé âñåãäà ïðåäñêàçûâà-

åò ïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íîé òðåùèíû íåçàâèñèìî îò ãëóáèíû ïðîïèëà.

Ñîçäàíî ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííîå ÏÎ íà ÿçûêå Fortran äëÿ íàõîæäåíèÿ

ÍÄÑ, ÊÈÍîâ íà ôðîíòå òðåùèíû è ðåøåíèÿ çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèí â

óïðóãîì òåëå.

Ðàçðàáîòàííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïðèìåíåíî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìå-

ñòîïîëîæåíèÿ çàðîäûøåâîé òðåùèíû è äàâëåíèÿ æèäêîñòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ

èíèöèàöèè òðåùèíû, ïî îðèåíòàöèè ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè îòíîñèòåëüíî íà-

ïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ íà ïðèìåðå êîíêðåòíîãî íåôòåãàçîâîãî ìåñòîðîæäåíèÿ.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî:

1. ôîðìà, äèàìåòð è äëèíà ïåðôîðàöèè ñëàáî âëèÿþò íà ìåñòîïîëîæåíèå

çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû è íà äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ;

2. äàâëåíèå çàðîæäåíèÿ â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ íàïðÿæåíèÿìè çàëåãàíèÿ

è îðèåíòàöèåé ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè îòíîñèòåëüíî íèõ;

3. ó÷åò ýôôåêòà ðàçìåðà ìîæåò ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ñöåíàðèÿ çàðîæäå-

íèÿ òðåùèíû èëè ñóùåñòâåííîìó ïîâûøåíèþ äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû.
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Ïðèëîæåíèå A

Âû÷èñëåíèå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Àäàìàðà ãèïåð-

ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà â ãðàíè÷íîì èíòåãðàëü-

íîì óðàâíåíèè íàïðÿæåíèé

Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü ðåàëèçàöèè ÄÌÃÝ â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå çàêëþ÷à-

åòñÿ â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ Àäàìàðà ñèíãó-

ëÿðíîãî èíòåãðàëà ïî ãðàíè÷íîìó ýëåìåíòó Se, ñîäåðæàùåìó òî÷êó êîëëîêà-

öèè y:

Iij(y) = =

∫
Se

Kij(y,x)dS(x), (A.1)

ãäå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

Kij(y,x) = Mij(y,x)φα(x)J(x) = Skij(y,x)nk(y)φα(x)J(x). (A.2)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Iij (A.1) èñïîëüçóåì ìåòîä âûäåëåíèÿ ñèíãó-

ëÿðíîñòè [43]. Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîãî

âûðàæåíèÿ (A.2) â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè y è â âû÷èñëåíèè ñïåöèàëüíûì

ñïîñîáîì èíòåãðàëîâ îò ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èí-
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òåãðàë Iij (A.1) ðàñïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû òðåõ èíòåãðàëîâ

Iij(y) = I−1
ij (y) + I−2

ij (y) + I−3
ij (y), (A.3)

I−1
ij (y) =

∫
Se

(
Kij(y,x)−

K−2
ij (θ)

ρ2
−
K−3
ij (θ)

ρ3

)
dS(x), (A.4)

I−2
ij (y) = −

∫
Se

K−2
ij (θ)

ρ2
dS(x) = lim

ε→0

2π∫
0

ρ∗(θ)∫
ρε(θ)

K−2
ij (θ)

ρ2
ρdρdθ, (A.5)

I−3
ij (y) = =

∫
Se

K−3
ij (θ)

ρ3
dS(x) = lim

ε→0

 2π∫
0

ρ∗(θ)∫
ρε(θ)

K−3
ij (θ)

ρ3
ρdρdθ +

h(y)

ε

 . (A.6)

1ξ

2ξ

( )ερ θ

ρ
*( )ρ θ1�2� ε θ

1

1

1−

1−

0

λ

xy

z

� � �

eS

eS

y

Ðèñóíîê A.1 � Ãðàíè÷íûé ýëåìåíò ñ ε-îêðåñòíîñòüþ óçëà â äåêàðòîâîé (ñëåâà) è
ëîêàëüíîé (ξ1, ξ2) (ñïðàâà) ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Çäåñü ρ è θ � ëîêàëüíûå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ñ öåíòðîì â òî÷êå

êîëëîêàöèè y, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêå A.1. Ôóíêöèè K−2
ij (θ) è K−3

ij (θ) � ïåð-

âûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ïåðåìåííîé ρ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ

Kij (A.2), ρε(θ) � ðàäèóñ ε-îêðåñòíîñòè â ëîêàëüíîé ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò ýëåìåíòà, ρ∗(θ) � ðàäèóñ ãðàíèöû ýëåìåíòà. Çàìåòèì, ÷òî ε-îêðåñòíîñòü

â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ è ρε(θ) çàâèñèò îò

ïîëÿðíîãî óãëà θ. Êîýôôèöèåíò h(y) â (A.6) õàðàêòåðèçóåò àñèìïòîòèêó áåñ-

êîíå÷íîé ÷àñòè èíòåãðàëà (A.6) [140] â òî÷êå y.

A.1. Âû÷èñëåíèå ñëàáîñèíãóëÿðíîé ÷àñòè èíòåãðàëà

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëàáîñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëà I−1
ij = O(1/ρ) (A.4) â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðèìåíåí ìåòîä òðàíñôîðìàöèè îáëàñòè, ïðåäëîæåííûé

â [141]. Â ýòîì ìåòîäå ýëåìåíò ðàçáèâàåòñÿ íà òðåóãîëüíèêè, îäíà èç âåðøèí
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êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ îñîáîé òî÷êîé ôóíêöèè. Êàæäûé òðåóãîëüíèê çàìåíîé êî-

îðäèíàò òðàíñôîðìèðóåòñÿ â êâàäðàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî îäíî ðåáðî êâàäðàòà

ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå ñ îñîáîé òî÷êîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå A.2. ßêîáè-

àí òðàíñôîðìàöèè òðåóãîëüíèêà â êâàäðàò ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò ñèíãóëÿð-

íîñòè 1/ρ è âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû îò ñëàáîñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé ñ âûñîêîé

òî÷íîñòüþ.

Ðèñóíîê A.2 � Ðàçáèåíèå ýëåìåíòà íà òðåóãîëüíèêè è òðàíñôîðìàöèÿ òðåóãîëüíèêà
OAB ñ âåðøèíîé â îñîáîé òî÷êå â êâàäðàò ñ ðåáðîì O, ñîîòâåòñòâóþùèì îñîáîé

òî÷êå.

Ðèñóíîê A.3 � Ðàñïðåäåëåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ K33 −K−2
33 /ρ

2 −K−3
33 /ρ

3

ïî ïîâåðõíîñòè ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà è êâàäðàòóðíàÿ ñåòêà åãî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ.

Íà ðèñóíêå A.3 ïîêàçàíû õàðàêòåðíûé âèä ñëàáîñèíãóëÿðíîé ôóíêöèè â

äóàëüíîì ÌÃÝ è êâàäðàòóðíàÿ ñåòêà äëÿ åãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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A.2. Âû÷èñëåíèå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñèíãóëÿðíûõ è ãè-

ïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ ñèëüíîñèíãóëÿðíîãî I−2
ij = O(1/ρ2) (A.5)

è ãèïåðñèíãóëÿðíîãî I−3
ij = O(1/ρ3) (A.6) èíòåãðàëîâ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

÷ëåíû K−2
ij è K−3

ij ðàçëîæåíèÿ ïî ρ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (A.1), à

òàêæå ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ε ðàäèóñ ρε(θ).

Çàïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà r = x−y ïî ïåðåìåí-

íîé ρ

r(θ) = a(θ)ρ+ b(θ)ρ2 +O(ρ3), (A.7)

a(θ) = x,ξ1 cos(θ) + x,ξ2 sin(θ), (A.8)

b(θ) =
1

2
(x,ξ1ξ1 cos2(θ) + 2x,ξ1ξ2 sin(θ) cos(θ) + x,ξ2ξ2 sin2(θ)). (A.9)

Òîãäà äëèíà âåêòîðà r = | r | çàïèøåòñÿ â âèäå

r(θ) = ρa(θ)
(
1 + ρB(θ) +O(ρ2)

)
, (A.10)

a(θ) = | a(θ)|, (A.11)

B(θ) =
(a(θ) · b(θ))

a2(θ)
. (A.12)

Äàëåå çàïèøåì óðàâíåíèå (A.10) äëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ε-îêðåñòíîñòè è âûðà-

çèì èç íåãî ðàäèóñ ρε(θ):

ρε(θ) = ε
1

a(θ)
− ε2B(θ)

a2(θ)
+O(ε3). (A.13)
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Ïðîèíòåãðèðóåì àíàëèòè÷åñêè ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû ïî ïåðåìåííîé ρ:

I−2
ij = lim

ε→0

2π∫
0

K−2
ij (θ) (ln(ρ∗(θ))− ln(ρε(θ))) dθ =

=

2π∫
0

K−2
ij (θ) ln (a(θ)ρ∗(θ)) dθ + lim

ε→0
ln ε

2π∫
0

K−2
ij (θ)dθ =

=

2π∫
0

K−2
ij (θ) ln (a(θ)ρ∗(θ)) dθ,

(A.14)

I−3
ij = lim

ε→0

 2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
1

ρε(θ)
− 1

ρ∗(θ)

)
dθ +

h(y)

ε

 =

= lim
ε→0

 2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
a(θ)

ε
+B(θ)− 1

ρ∗(θ)

)
dθ +

h(y)

ε

 =

=

2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
B(θ)− 1

ρ∗(θ)

)
dθ.

(A.15)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ K−2
ij (θ) è K−3

ij (θ) çàâèñÿò òîëüêî îò

òî÷êè êîëëîêàöèè y è ïåðåìåííîé θ è íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé ρ, ÷òî ïîçâîëÿåò

ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî ρ àíàëèòè÷åñêè. Çíà÷åíèÿ êîíòóðíûõ èíòåãðàëîâ

(A.14) è (A.15) ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.
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A.3. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ÿäðà ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæå-

íèÿ

ßäðî Skij â (A.2) èìååò âèä

Skij(y,x) =
µ

4π(1− ν)
×

× (S
(1)
kij(y,x) + S

(2)
kij(y,x) + S

(3)
kij(y,x) + S

(4)
kij(y,x))

1

r3(y,x)
,

(A.16)

S
(1)
kij(y,x) = 3r,mnm ((1− 2ν)δijr,k + ν(δikr,j + δjkr,i)− 5r,ir,jr,k) , (A.17)

S
(2)
kij(y,x) = 3ν(nir,jr,k + njr,ir,k), (A.18)

S
(3)
kij(y,x) = (1− 2ν)(3nkr,ir,j + njδik + niδjk), (A.19)

S
(4)
kij(y,x) = −(1− 4ν)nkδij, (A.20)

r,i =
ri
r
. (A.21)

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ρ ÿäðà Skij (A.16) íåîáõîäèìî íàéòè ÷ëåíû ðàç-

ëîæåíèÿ îò åãî ñîñòàâíûõ ÷àñòåé

1

r3(y,x)
=

1

ρ3a3(θ)

(
1− 3ρB(θ) +O(ρ−1)

)
, (A.22)

r,i(y,x) = Ai(θ) + ρdRi(θ) +O(ρ2), (A.23)

Ai(θ) =
ai(θ)

a(θ)
, (A.24)

dRi(θ) =
bi(θ)

a(θ)
− Ai(θ)B(θ). (A.25)

Âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ni(x) = ni(y) + ρdNi(θ) +O(ρ2), (A.26)

dNi(θ) = ni,ξ1 cos(θ) + ni,ξ2 sin(θ). (A.27)

Ðàçëîæèì â ðÿä ôóíêöèè S
(1)
kij (A.17), S

(2)
kij (A.18), S

(3)
kij (A.19), S

(4)
kij (A.20).
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Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ S
(1)
kij çàïèøåòñÿ êàê

S
(1)
kij(y,x) = S

0(1)
kij (θ) + ρS

1(1)
kij (θ) +O(ρ2), (A.28)

S
0(1)
kij (θ) = (am(θ)nm(y))Z0

kij(θ), (A.29)

S
1(1)
kij (θ) =Z1

kij(θ)
[
am(θ)nm(y)

]
+

+Z0
kij(θ)

[
dRm(θ)nm(y) + am(θ)dNm(θ)

]
.

(A.30)

Çäåñü

Z0
kij(θ) =3

[
(1− 2ν)Ak(θ)δij+

+ν(Aj(θ)δik + Ai(θ)δjk)− 5Ak(θ)Ai(θ)Aj(θ)
]
,

(A.31)

Z1
kij(θ) =3

[
(1− 2ν)dRk(θ)δij + ν(dRj(θ)δik+

+dRi(θ)δjk)− 5(dRk(θ)Ai(θ)Aj(θ)+

+Ak(θ)dRi(θ)Aj(θ) + Ak(θ)Ai(θ)dRj(θ))
]
.

(A.32)

Âòîðàÿ ôóíêöèÿ S
(2)
kij çàïèøåòñÿ êàê

S
(2)
kij(y,x) = S

0(2)
kij (θ) + ρS

1(2)
kij (θ) +O(ρ2), (A.33)

S
0(2)
kij (θ) = 3ν

[
ni(y)Aj(θ)Ak(θ) + nj(y)Ai(θ)Ak(θ)

]
, (A.34)

S
1(2)
kij (θ) =3ν

[
ni(y)(Aj(θ)dRk(θ) + Ak(θ)dRj(θ))+

+nj(y)(Ai(θ)dRk(θ) + Ak(θ)dRi(θ))+

+dNi(θ)Aj(θ)Ak(θ) + dNj(θ)Ai(θ)Ak(θ)
]
.

(A.35)

Òðåòüÿ ôóíêöèÿ S
(3)
kij ðàâíà

S
(3)
kij(y,x) = S

0(3)
kij (θ) + ρS

1(3)
kij (θ) +O(ρ2), (A.36)

S
0(3)
kij (θ) = (1− 2ν)

[
3nk(y)Ai(θ)Aj(θ) + nj(y)δik + ni(y)δjk

]
, (A.37)

S
1(3)
kij (θ) =(1− 2ν)

[
3nk(y)(Ai(θ)dRj(θ) + Aj(θ)dRi(θ))+

+3dNk(θ)Ai(θ)Aj(θ) + dNj(θ)δik + dNi(θ)δjk
]
.

(A.38)
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×åòâåðòàÿ ôóíêöèÿ S3
kij çàïèøåòñÿ êàê

S
(4)
kij(y,x) = S

0(4)
kij + ρS

1(4)
kij +O(ρ2), (A.39)

S
0(4)
kij (θ) = −(1− 4ν)nkδij, (A.40)

S
1(4)
kij (θ) = −(1− 4ν)dNkδij. (A.41)

Òîãäà ðàçëîæåíèå ÿäðà Skij (A.16) âûãëÿäèò êàê

Skij(y,x) = S−3
kij(θ)ρ

−3 + S−2
kij(θ)ρ

−2 +O(ρ−1), (A.42)

S−3
kij(θ) =

µ

4π(1− ν)

S0
kij(θ)

a3(θ)
, (A.43)

S−2
kij(θ) =

µ

4π(1− ν)

S1
kij(θ)− 3B(θ)S0

kij(θ)

a3(θ)
. (A.44)

Çäåñü

S0
kij(θ) = S

0(1)
kij (θ) + S

0(2)
kij (θ) + S

0(3)
kij (θ) + S

0(4)
kij (θ), (A.45)

S1
kij(θ) = S

1(1)
kij (θ) + S

1(2)
kij (θ) + S

1(3)
kij (θ) + S

1(4)
kij (θ). (A.46)

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (A.2) íåîáõîäèìî âû-

÷èñëèòü ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé φα(x) è J(x). Èíòåðïîëèðóþùàÿ ôóíêöèÿ

φα â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ x çàïèøåòñÿ â âèäå

φα(x) = φα(y) + ρdΦ(θ) +O(ρ2), (A.47)

dΦ(θ) = φα,ξ1 cos(θ) + φα,ξ2 sin(θ). (A.48)

ßêîáèàí J â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ x ðàâåí

J(x) = J(y) + ρdJ(θ) +O(ρ2), (A.49)

dJ(θ) = J,ξ1 cos(θ) + J,ξ2 sin(θ). (A.50)

Òîãäà ðàçëîæåíèå â ðÿä ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ (A.2) â çàïèøåòñÿ â
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âèäå

Kij(y,x) = K−3
ij (θ)ρ−3 +K−2

ij (θ)ρ−2 +O(ρ−1), (A.51)

K−3
ij (θ) = nk(y)S−3

kij(θ)φα(y)J(y). (A.52)

K−2
ij (θ) = nk(y)

[
S−2
kij(θ)φα(y)J(y)+

+S−3
kij(θ)

(
φα(y)dJ(θ) + dΦ(θ)J(y)

)]
.

(A.53)

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè äâà ïåðâûõ ÷ëåíà K−3
ij è K−2

ij ðàçëîæåíèÿ ïîäûíòå-

ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ Kij (A.2) â ðÿä ïî ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå ρ.



126

Ïðèëîæåíèå B

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çà-

äà÷ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû è âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ òåë

ñ òðåùèíàìè

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ [19] ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîé çàäà÷è

çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà èëè ïîëîñòè â áåñêîíå÷íîé

óïðóãîé ñðåäå ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé âíåøíåé íàãðóçêè è äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ÍÄÑ òðåõìåðíûõ òåë ñ òðåùèíàìè, âêëþ÷àþùåãî â ñåáÿ òðè êîýôôèöèåíòà

èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé íà ôðîíòå òðåùèíû.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ çàðîæäåíèÿ òðåùèí ðàñ÷åò ÍÄÑ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ÌÃÝ, à â çàäà÷àõ ñ òðåùèíàìè � äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè: ëèáî

ÌÃÝ/ÌÎ, ëèáî äóàëüíûì ÌÃÝ. Â çàäà÷å çàðîæäåíèÿ òðåùèíû èñïîëüçóþò-

ñÿ òðè êðèòåðèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû: êëàññè÷åñêèé êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ

ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, êðèòåðèé îñðåäíåííûõ ïî îòðåçêó íàïðÿæåíèé

(d-êðèòåðèé) è êðèòåðèé ìàêñèìàëüíûõ ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé ñ ïðî÷-

íîñòüþ, çàâèñÿùåé îò êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè òåëà (R-êðèòåðèé).

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñîñòîèò èç ôàéëîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. B.1 Â

ïàïêå /test ëåæàò âõîäíûå ôàéëû ñåòêè â ôîðìàòå .neu è ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà

çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ñêâàæèíû è ïåðôîðàöèè (ïàðàìåòðû óïðó-

Òàáëèöà B.1 � Ñîñòàâ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Íàèìåíîâàíèå ôàéëà Ïóòü ê ôàéëó Íàçíà÷åíèå ôàéëà
Init3D.exe ./bin Èñïîëíÿåìûé ôàéë
* ./src Ôàéëû èñõîäíîãî êîäà
Manual.pdf ./doc Èíñòðóêöèÿ ïî ïðèìåíåíèþ
WellPerf.neu ./test Ôàéë ñåòêè
conf.txt ./test Ôàéë âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
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ãîñòè, ïàðàìåòðû íàãðóæåíèÿ, òàêèå êàê íàïðÿæåíèÿ çàëåãàíèÿ, ïàðàìåòðû

êðèòåðèåâ çàðîæäåíèÿ è ò.ä.).

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Init3D íàïèñàí íà ÿçûêå fortran è äëÿ åãî ñáîðêè

íåîáõîäèì êîìïèëÿòîð, ïîääåðæèâàþùèé ñòàíäàðò fortran 2003 è áèáëèîòåêà

OpenMP äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ìîäóëü, îòâå÷àþùèé çà ðåøåíèå çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, âêëþ÷àåò â

ñåáÿ ñëåäóþùèå áëîêè: ìîäóëü ñ÷èòûâàíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè è âõîäíûõ ïàðà-

ìåòðîâ; ìîäóëü ðàñ÷åòà ÍÄÑ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ÌÃÝ; ìîäóëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ

äàâëåíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû, èñïîëüçóþùèé äàííûå ðàñ÷åòà ÍÄÑ; ìîäóëü,

âûäåëÿþùèé çîíû èíèöèàöèè òðåùèíû; ìîäóëü äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàðîäûøåâîé

òðåùèíû.

Ìîäóëü ðàñ÷åòà ÍÄÑ òðåõìåðíîé çàäà÷è óïðóãîñòè ñ ïîëîñòÿìè è òðåùè-

íàìè âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà îñíîâíûõ áëîêà: ìîäóëü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ÑËÀÓ ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ãðàíè÷íûé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé è ìîäóëü ðåøåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ÑËÀÓ, ÿâëÿþ-

ùèåñÿ íàèáîëåå òðóäîåìêèìè ó÷àñòêàìè ïðîãðàììû. Ìîäóëü ÷èñëåííîãî èí-

òåãðèðîâàíèÿ èìååò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü O(N 2), ãäå N � êîëè÷åñòâî

ñòåïåíåé ñâîáîäû çàäà÷è. Ñëîæíîñòü O(N 2) îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî íåîáõîäè-

ìî ïðîéòèñü ïî âñåì óçëàì ñåòêè (N ðàç) è â êàæäîì óçëå âû÷èñëèòü âêëàä

â èíòåãðàë ñî ñòîðîíû âñåõ îñòàëüíûõ óçëîâ ñåòêè (N ðàç). Ïðîöåññ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ðàñïàðàëëåëåí ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè OpenMP. Èíòåãðèðîâàíèå

äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè ìîæíî ïðîèçâîäèòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, ïîýòî-

ìó ïðîöåññ ëåãêî ïàðàëëåëèòñÿ ñ ïîìîùüþ äèðåêòèâû $OMP PARALLEL

DO. Èñïîëüçîâàíèå OpenMP ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïðîöåññ çàïîëíåíèÿ ÑËÀÓ

ïðèìåðíî â òðè ðàçà íà ÷åòûðåõ ïðîöåññîðàõ ïåðñîíàëüíîãî êîìïüþòåðà. Äëÿ

ðåøåíèÿ ÑËÀÓ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäû îáîáùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê [142]

(ñëîæíîñòü O(N 2), òàê êàê ìåòîä ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì, è â íåì òðåáóåòñÿ

íåñêîëüêî ðàç âûïîëíèòü óìíîæåíèå âåêòîðà äëèíû N íà ìàòðèöó ðàçìåðà

N × N) è áûñòðîãî LU -ðàçëîæåíèÿ èç áèáëèîòåêè MKL (ñëîæíîñòü O(N 3),

ïðÿìîé ìåòîä äëÿ íåðàçðåæåííûõ ìàòðèö).

Íà ðèñóíêå B.1 èçîáðàæåíà áëîê-ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Init3D äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è çàðîæäåíèÿ òðåùèíû îò ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî òåëà èëè ïî-

ëîñòè â áåñêîíå÷íîé óïðóãîé ñðåäå, à òàêæå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÄÑ è ÊÈÍîâ
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íà ôðîíòå ñôîðìèðîâàâøåéñÿ òðåùèíû. Íà âõîä â ïðîãðàììó ïîäàåòñÿ ãåî-

ìåòðèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ íàáîð

óçëîâ xp = {x1, ...,xNp} è ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ Ee = {x1, ...,xNe}) è íàáîð èç-

âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ òåëà σk = {σ1, ..., σNk}, à òàêæå ãðàíèöû ïîèñ-

êà íåèçâåñòíîé íîìèíàëüíîé íàãðóçêè σN è íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íàãðóçêè

σ0
N . Çàïóñêàåòñÿ öèêë ïîèñêà íåèçâåñòíîé íàãðóçêè σN , â êîòîðîì ìåòîäîì áè-

ñåêöèè ïîäáèðàåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå σN , ÷òî âûïîëíèòñÿ êðèòåðèé çàðîæäåíèÿ

òðåùèíû äëÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè F â êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ (2.4) ñ çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ εσ. Ôóíêöèÿ F ìîíîòîííà, ÷òî ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòü ìåòî-

äà. Íîâîå ïðèáëèæåíèå äëÿ íåèçâåñòíîé íàãðóçêè íà øàãå s + 1 îïðåäåëÿåòñÿ

îïåðàòîðîì S. Âíóòðè öèêëà íà êàæäîé èòåðàöèè s âû÷èñëÿåòñÿ ÍÄÑ òåëà ñ

ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íà-

ãðóçêè σN , íåîáõîäèìîé äëÿ ðàçðóøåíèÿ, çàïóñêàåòñÿ ìîäóëü, âûïîëíÿþùèé

ïîñòðîåíèå çàðîäûøåâûõ òðåùèí. Äëÿ ïîñòðîåííûõ çàðîäûøåâûõ òðåùèí âû-

ïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà, âû÷èñëÿþùàÿ ÍÄÑ îäíèì äâóõ èç ðàçðàáîòàííûõ ìå-

òîäîâ � ÌÃÝ/ÌÎ èëè ÄÌÃÝ. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ðàçðûâà ñìåùåíèé

â îêðåñòíîñòè ôðîíòà òðåùèíû, âû÷èñëÿåì ÊÈÍû íà ôðîíòå. Ïîëó÷åííûå

äàííûå ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèåé äëÿ ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðå-

ùèíû è ïåðåäàþòñÿ â ýòó ìîäåëü.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ â ôèëèàëå ¾Òåõíîëîãè-

÷åñêîé Êîìïàíèè Øëþìáåðæå¿, ÷òî ïîäòâåðæäàåò àêò, ïðèâåäåííûé íà ðèñóí-

êå B.2.
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Ðèñóíîê B.1 � Áëîê-ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ çàðîæäåíèÿ
òðåùèíû è âû÷èñëåíèÿ ÊÈÍîâ íà ôðîíòå çàðîäèâøåéñÿ òðåùèíû.
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Ðèñóíîê B.2 � Àêò îá èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.



131

Ëèòåðàòóðà

1. ×åðíûé Ñ.Ã., Ëàïèí Â.Í., Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ. Ìåòîäû ìîäåëè-

ðîâàíèÿ çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèí (ìîíîãðàôèÿ). � Èíñòè-

òóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê: Èçä-âî ÑÎ ÐÀÍ,

2016. � 312 ñ.

2. Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Ëàïèí Â.Í., ×åðíûé Ñ.Ã. Ìíîãîçîííûé ìå-

òîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å èíèöèàöèè òðåùèíû

ãèäðîðàçðûâà èç ïåðôîðèðîâàííîé îáñàæåííîé ñêâàæèíû // Âû÷èñëè-

òåëüíûå òåõíîëîãèè. � 2011. � Ò. 16, � 6. � Ñ. 13�26.

3. Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Åñèïîâ Ä.Â., Ëàïèí Â.Í., ×åðíûé Ñ.Ã. Òðåõìåðíûé äó-

àëüíûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîñòè ñ òðåùèíà-

ìè // Âåñòíèê ÍÃÓ. Ñåðèÿ: Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè. � 2015. � Ò. 13,

� 1. �Ñ. 74�90.

4. Alekseenko O.P., Potapenko D.I., Cherny S.G., Esipov D.V., Ku-

ranakov D.S., Lapin V.N. 3D modeling of fracture initiation from perfo-

rated noncemented wellbore // SPE Journal. — 2013. — Vol. 18, No. 3. —

P. 589–600.

5. Shokin Yu., Cherny S., Esipov D., Lapin V., Lyutov A., Kuranakov D.

Three-dimensional model of fracture propagation from the cavity caused by

quasi-static load or viscous fluid pumping // Communications in Computer

and Information Science. — Springer Science + Business Media, 2015. —

P. 143–157.

6. Kuranakov D.S., Esipov D.V., Lapin V.N., Cherny S.G. Modification of the

boundary element method for computation of three-dimensional fields of

strain-stress state of cavities with cracks // Engineering Fracture Mechan-

ics. — 2016. — Vol. 153. — P. 302–318.



132

7. Cherny S., Lapin V., Esipov D., Kuranakov D., Avdyushenko A., Lyutov A.,

Karnakov P. Simulating fully 3D non-planar evolution of hydraulic frac-

tures // International Journal of Fracture. — 2016. — Vol. 201, No. 2. —

P. 181–211.

8. Cherny S., Esipov D., Kuranakov D., Lapin V., Chirkov D., Astrakova A.

Prediction of fracture initiation zones on the surface of three-dimensional

structure using the surface curvature // Engineering Fracture Mechanics. —

2017. — Vol. 172. — P. 196–214.

9. ×åðíûé Ñ.Ã., Ëàïèí Â.Í., Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ

ýëåìåíòîâ è åãî ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å ðàçðóøåíèÿ ïåðôîðèðîâàííîé ñêâà-

æèíû // 10-ÿ Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êðàåâûå çàäà÷è è

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿. �Íîâîêóçíåöê: Íîâîêóçíåöêèé ôèëèàë

ÊåìÃÓ, 2010. � Ñ. 159�168.

10. Åñèïîâ Ä.Â., ×åðíûé Ñ.Ã., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Ëàïèí Â.Í. Ìîäåëèðîâàíèå

ìíîãîçîííûì ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðîöåññà èíèöèàöèè òðåùè-

íû ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà èç ïåðôîðèðîâàííîé îáñàæåííîé ñêâàæèíû //

Ìåæäóíàð. êîíô. ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è

ìåõàíèêè: òåîðèÿ, ýêñïåðèìåíò è ïðàêòèêà¿, ïîñâÿùåííàÿ 90-ëåòèþ ñî

äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Í.Í. ßíåíêî. �Íîâîñèáèðñê: ÍÒÖ ¾Èíôîðìðå-

ãèñòð¿, � ãîñ. ðåã. 0321101160, 2011. � http://conf.nsc.ru/�les/conferences

/niknik-90/fulltext/40532/47467/EsipovDV.pdf.

11. ×åðíûé Ñ.Ã., Åñèïîâ Ä.Â., Ëàïèí Â.Í., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ. Ïðîáëåìû ìî-

äåëèðîâàíèÿ ãèäðàâëè÷åñêîãî ðàçðûâà ïëàñòà â äâóìåðíîé è òðåõìåðíîé

ïîñòàíîâêàõ // Ìàòåðèàëû IX ìåæäóíàð. êîíô. ïî íåðàâíîâåñíûì ïðî-

öåññàì â ñîïëàõ è ñòðóÿõ (NPNJ'2012). � Àëóøòà: ÌÀÈ-ÏÐÈÍÒ, 2012. �

Ñ. 441�443.

12. Ëàïèí Â.Í., ×åðíûé Ñ.Ã., Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ. Òðåõìåðíàÿ ìî-

äåëü çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû îò ïîëîñòè â óïðóãîé ñðå-

äå íàãðóæåííîé ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì // VIII Êàçàõñòàíñêî-Ðîññèéñêàÿ

ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-



133

äåëèðîâàíèå â íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèõ è ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ íåô-

òåãàçîâîé îòðàñëè¿, Êàçàõñòàí, ã. Àòûðàó. � 2014. � Ñ. 1�7.

13. Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Åñèïîâ Ä.Â., Ëàïèí Â.Í., ×åðíûé Ñ.Ã. Òðåõìåðíàÿ ÷èñ-

ëåííàÿ ìîäåëü çàðîæäåíèÿ òðåùèí, ó÷èòûâàþùàÿ ¾ýôôåêò ðàçìåðà¿ //

VIII Êàçàõñòàíñêî-Ðîññèéñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêèõ è

ýêîëîãè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ íåôòåãàçîâîé îòðàñëè¿, Êàçàõñòàí, ã. Àòûðàó. �

2014. � Ñ. 1�6.

14. Aidagulov G., Alekseenko O., Chang F., Bartko K., Cherny S., Esipov D.,

Kuranakov D., Lapin V. Model of hydraulic fracture initiation from the

notched openhole // Proceedings of the 2015 Annual Technical Sympo-

sium & Exhibition. — Al Khobar, Saudi Arabia, 2015. — P. 1–12. —

SPE-178027-MS.

15. Briner A., Florez J.C., Nadezhdin S., Alekseenko O., Gurmen N., Cherny S.,

Kuranakov D., Lapin V. Impact of perforation tunnel orientation and length

in horizontal wellbores on fracture initiation pressure in maximum tensile

stress criterion model for tight gas fields in the Sultanate of Oman // SPE

Middle East Oil & Gas Show and Conference. — Manama, Bahrain, 2015. —

SPE-172663-MS.

16. Briner A., Florez J.C., Nadezhdin S., Gurmen N., Alekseenko O., Cherny S.,

Kuranakov D., Lapin V. Impact of wellbore orientation on fracture initia-

tion pressure in maximum tensile stress criterion model for tight gas field

in the Sultanate of Oman // SPE North Africa Technical Conference and

Exhibition. — Cairo, Egypt, 2015. — SPE-175725-MS.

17. Briner A., Florez J.C., Nadezhdin S., Gurmen N., Alekseenko O., Cherny S.,

Kuranakov D., Lapin V. Impact of wellbore completion type on fracture ini-

tiation pressure in maximum tensile stress criterion model for tight gas field

in the Sultanate of Oman // International Petroleum Technology Confer-

ence. — Doha, Qatar, 2015. — IPTC-18261-MS.

18. ×åðíûé Ñ.Ã., Åñèïîâ Ä.Â., Ëàïèí Â.Í., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Àñòðàêîâà À.Ñ.

Ïðîãðàììà ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîèçâîëü-



134

íîãî êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà â êîíå÷íûõ èëè áåñêîíå÷íûõ

òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ¾CADBEM/2013¿. �

2013. � Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ

�2013611577.

19. ×åðíûé Ñ.Ã., Ëàïèí Â.Í., Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ., Àñòðàêîâà À.Ñ.

Ïðîãðàììà òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàðîæäåíèÿ òðåùèíû â õðóïêîì

ìàòåðèàëå ïîä âîçäåéñòâèåì ïðèëîæåííîé íàãðóçêè ¾CADINIT/2019¿. �

2019. � Ñâèäåòåëüñòâî î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû äëÿ

ÝÂÌ �2019613363.

20. Belytschko T., Gracie R., Ventura G. A review of extended/generalized fi-

nite element methods for material modeling // Modelling and Simulation in

Materials Science and Engineering. — 2009. — Vol. 17, No. 4. — P. 043001.

21. Mi Y., Aliabadi M.H. Dual boundary element method for three-dimensional

fracture mechanics analysis // Engineering Analysis with Boundary Ele-

ments. — 1992. — Vol. 10, No. 2. — P. 161–171.

22. Sedov L.I. Mechanics of Continuous Media. — World Scientific, 1997. —

1368 p.

23. Ãàëëàãåð Ð. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâû. �Ìîñêâà: Ìèð, 1984. �

429 ñ.

24. Ãàë¼ðêèí Á.Ã. Ñòåðæíè è ïëàñòèíû. Ðÿäû â íåêîòîðûõ âîïðîñàõ óïðóãîãî

ðàâíîâåñèÿ // Âåñòíèê èíæåíåðîâ. � 1915. � Ò. 1, � 19. � Ñ. 897�908.
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82. Hillerborg A., Modéer M., Petersson P.-E. Analysis of crack formation and

crack growth in concrete by means of fracture mechanics and finite ele-

ments // Cement and Concrete Research. — 1976. — Vol. 6, No. 6. — P. 773–

781.

83. Hermes F.H. Process zone and cohesive element size in numerical simulations

of delamination in bi-layers: Master’s thesis. — Eindhoven University of

Technology. — 2010.

84. Cornec A., Scheider I., Schwalbe K.-H. On the practical application of

the cohesive model // Engineering Fracture Mechanics. — 2003. — Vol. 70,

No. 14. — P. 1963–1987.

85. Schwalbe K.-H., Cornec A. Modeling crack growth using local process

zones. — Geethacht, Germany: GKSS Research Centre, 1994.

86. Ortiz M., Suresh S. Statistical properties of residual stresses and inter-

granular fracture in ceramic materials // Journal of Applied Mechanics. —

1993. — Vol. 60, No. 1. — P. 77.



141

87. Camacho G.T., Ortiz M. Computational modelling of impact damage in brit-

tle materials // International Journal of Solids and Structures. — 1996. —

Vol. 33, No. 20-22. — P. 2899–2938.

88. Geubelle P.H., Baylor J.S. Impact-induced delamination of composites: a 2D

simulation // Composites Part B: Engineering. — 1998. — Vol. 29, No. 5. —

P. 589–602.

89. Xu X.-P., Needleman A. Numerical simulations of fast crack growth in brittle

solids // Journal of the Mechanics and Physics of Solids. — 1994. — Vol. 42,

No. 9. — P. 1397–1434.

90. Ortiz M., Pandolfi A. Finite-deformation irreversible cohesive elements for

three-dimensional crack-propagation analysis // International Journal for

Numerical Methods in Engineering. — 1999. — Vol. 44, No. 9. — P. 1267–

1282.

91. Roy Y.A., Dodds Jr. R.H. Simulation of ductile crack growth in thin alu-

minum panels using 3-D surface cohesive elements // International Journal

of Fracture. — 2001. — Vol. 110, No. 1. — P. 21–45.

92. Qiu Y., Crisfield M.A., Alfano G. An interface element formulation for the

simulation of delamination with buckling // Engineering Fracture Mechan-

ics. — 2001. — Vol. 68, No. 16. — P. 1755–1776.

93. Blackman B.R.K., Hadavinia H., Kinloch A.J., Williams J.G. The use of a

cohesive zone model to study the fracture of fibre composites and adhesively-

bonded joints // International Journal of Fracture. — 2003. — Vol. 119,

No. 1. — P. 25–46.

94. Turon A., Camanho P.P., Costa J., Dávila C.G. A damage model for the sim-

ulation of delamination in advanced composites under variable-mode load-

ing // Mechanics of Materials. — 2006. — Vol. 38, No. 11. — P. 1072–1089.

95. Kyaw P.-E., Tanner D.W.J., Becker A.A., Sun W., Tsang D.K.L. Modelling

crack growth within graphite bricks due to irradiation and radiolytic oxida-

tion // Procedia Materials Science. — 2014. — Vol. 3. — P. 39–44.



142

96. Chen Z., Bunger A.P., Zhang X., Jeffrey R.G. Cohesive zone finite element-

based modeling of hydraulic fractures // Acta Mechanica Solida Sinica. —

2009. — Vol. 22, No. 5. — P. 443–452.

97. Yao Y., Liu L., Keer L.M. Pore pressure cohesive zone modeling of hy-

draulic fracture in quasi-brittle rocks // Mechanics of Materials. — 2015. —

Vol. 83. — P. 17–29.

98. Chen C.R., Kolednik O. Comparison of cohesive zone parameters and crack

tip stress states between two different specimen types // International Jour-

nal of Fracture. — 2005. — Vol. 132, No. 2. — P. 135–152.

99. Nilsson F. A tentative method for determination of cohesive zone properties

in soft materials // International Journal of Fracture. — 2005. — Vol. 136,

No. 1–4. — P. 133–142.

100. Xia L., Shih S.F. Ductile crack growth-I. A numerical study using compu-

tational cells with microstructurally-based length scales // Journal of the

Mechanics and Physics of Solids. — 1995. — Vol. 43, No. 2. — P. 233–259.

101. Xia L., Shih S.F. Ductile crack growth-II. Void nucleation and geometry

effects on macroscopic fracture behavior // Journal of the Mechanics and

Physics of Solids. — 1995. — Vol. 43, No. 12. — P. 1953–1981.

102. Tvergaard V., Hutchinson J.W. Effect of strain-dependent cohesive zone

model on predictions of crack growth resistance // International Journal of

Solids and Structures. — 1996. — Vol. 33, No. 20-22. — P. 3297–3308.

103. Siegmund T., Brocks W. Prediction of the work of separation and implica-

tions to modeling // International Journal of Fracture. — 1999. — Vol. 99,

No. 1. — P. 97–116.

104. Tvergaard V. Crack growth predictions by cohesive zone model for duc-

tile fracture // Journal of the Mechanics and Physics of Solids. — 2001. —

Vol. 49, No. 9. — P. 2191–2207.
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