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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû1.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, äîïóñêàþùèõ

ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñ-
ïåðèìåíò. Îäíèì èç ãëàâíûõ ýòàïîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿ-
åòñÿ ïîñòðîåíèå ïðèáëèæ¼ííîãî (÷èñëåííîãî) ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòî-
ðîå â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ ñâîäèòñÿ ê âûáîðó
è àíàëèçó ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòå-
ìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàçíîñòíûå ñõåìû øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ
äëÿ ñêâîçíîãî ðàñ÷¼òà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûìè ìîäåëèðóþòñÿ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû â ðàçëè÷íûõ îá-
ëàñòÿõ íàóêè, òàêèõ êàê àýðîäèíàìèêà, àòîìíàÿ ýíåðãåòèêà, ãèäðîäèíàìèêà
îòêðûòûõ ðóñåë, ïë¼íî÷íûå òå÷åíèÿ, òåîðèÿ óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè.

Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå2, øèðîêî èçâåñòíîé â ñâÿçè ñî ñõåìîé ðàñïàäà
ðàçðûâà, áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû è ïîêàçàíî,
÷òî ñðåäè ëèíåéíûõ äâóõñëîéíûõ ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìè-
ðóþùèõ ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðåíîñà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåò
ìîíîòîííûõ ñõåì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Äàëüíåéøåå ðàç-
âèòèå òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷¼òà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè áûëî íàïðàâëåíî íà ïðåîäî-
ëåíèå ýòîãî �çàïðåòà Ãîäóíîâà�. Â ðåçóëüòàòå áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå
êëàññû ðàçíîñòíûõ ñõåì, â êîòîðûõ ïîâûøåííûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà
ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ è ìîíîòîííîñòü (ïðè àïïðîêñèìàöèè ëèíåéíîé ñèñòåìû è
ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ) äîñòèãàëèñü çà ñ÷åò íåëèíåéíîé êîððåêöèè
ïîòîêîâ, ïðèâîäÿùåé ê íåëèíåéíîñòè ýòèõ ñõåì äàæå ïðè àïïðîêñèìàöèè
ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå êëàññû òàêèõ ñõåì,
êîòîðûå áóäåì ñîêðàùåííî íàçûâàòü NFC (Nonlinear Flux Correction) ñõå-
ìàìè: FCT-ñõåìû, MUSCL-ñõåìû, TVD-ñõåìû, ENO-ñõåìû, WENO-ñõåìû,
CABARET-ñõåìû. Îñíîâíîå äîñòîèíñòâî ýòèõ ñõåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îíè ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ëîêàëèçóþò óäàðíûå âîëíû ïðè îòñóòñòâèè ñóùå-
ñòâåííûõ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé íà èõ ôðîíòàõ.

CABARET-ñõåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîñòàòî÷íî íîâûé êëàññ NFC-ñõåì,
ðàçâèòèþ òåîðèè êîòîðîãî ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Öåëü ðàáîòû � òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñõå-
ìû CABARET, ïîñòðîåíèå ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèé ýòîé ñõåìû, óëó÷øàþ-
ùèõ å¼ ñâîéñòâà.

1Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 12-01-00145, 16-01-00333, ÐÍÔ 16-11-10033.
2Ãîäóíîâ Ñ.Ê. Ðàçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé

ãèäðîäèíàìèêè // Ìàòåì. ñáîðíèê. � 1959. � Ò. 47, �3. � Ñ. 271�306.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà CABARET 2.5 ñíèæàåò ïîðÿäîê ñõî-
äèìîñòè â îêðåñòíîñòÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ãëàäêèõ
÷àñòÿõ ðàññ÷èòûâàåìûõ îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ
ñõåìû CABARET 2.5, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ñõåìû â
îêðåñòíîñòÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè
ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.

2. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìû CABARET 2, îáåñïå÷è-
âàþùàÿ å¼ ìîíîòîííîñòü ïðè àïïðîêñèìàöèè ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ñ âûïóêëûì ïîòîêîì êàê â îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ
õàðàêòåðèñòèê èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, òàê è â ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê àïïðîêñèìèðóåìîãî äèâåðãåíòíîãî óðàâíåíèÿ
ìåíÿåò çíàê.

3. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà CABARET 2, àïïðîêñèìèðóþùàÿ
ñêàëÿðíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r > 0.5 íå îáåñïå÷èâàåò
ïîëíîãî ðàñïàäà íåóñòîé÷èâîãî ñèëüíîãî ðàçðûâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Äëÿ
ýòîé ñõåìû ïîëó÷åí ðàçíîñòíûé àíàëîã ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà è ïðåä-
ëîæåí ìåòîä, îáåñïå÷èâàþùèé â ðàçíîñòíîì ðåøåíèè, ïîëó÷àåìîì ïî ìîäè-
ôèöèðîâàííîé ñõåìå CABARET 2, ïîëíûé ðàñïàä íåóñòîé÷èâûõ ñèëüíûõ
ðàçðûâîâ äëÿ ëþáûõ ÷èñåë Êóðàíòà r ∈ (0, 1], ïðè êîòîðûõ äàííàÿ ñõåìà
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

4. Äëÿ ñõåìû CABARET 2, àïïðîêñèìèðóþùåé íåîäíîðîäíûé ñêàëÿð-
íûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñ âûïóêëîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé
ïîòîêà, ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàì, îáåñïå-
÷èâàþùèé ìîíîòîííîñòü ýòîé ñõåìû íà ïåðâîì øàãå ðàñùåïëåíèÿ, êîãäà
ðåøàåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Ïîêàçàíû ñóùåñòâåííûå ïðåèìóùåñòâà ìî-
äèôèöèðîâàííîé ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ñõåìîé CABARET 2
ïðè ðàñ÷¼òå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé ñ óäàðíûìè âîëíàìè.

5. Ïðè ïîìîùè ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìû CABARET 2 ïðîâåäåíî ÷èñ-
ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ñòå-
êàþùåé ïë¼íêè êîíäåíñàòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âïåðâûå ïðåäëîæåíû ìîäèôèêàöèè ñõåìû
CABARET, îáåñïå÷èâàþùèå: ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü íà ëîêàëüíûõ ýêñòðå-
ìóìàõ ðàññ÷èòûâàåìûõ ðåøåíèé; ìîíîòîííîñòü ïî Ãîäóíîâó ïðè ðàñ÷¼òå
ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñ âûïóêëûì ïîòîêîì; âûïîëíåíèå ðàçíîñò-
íîãî àíàëîãà ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà, ÷òî ãàðàíòèðóåò îòáîð óñòîé÷èâûõ
óäàðíûõ âîëí.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè ñõåìû CABARET
è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ ìîäèôèêà-
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öèé ýòîé ñõåìû, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ
ãèäðî- è ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòî-
äû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåî-
ðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷¼òà.

Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ðÿä ìîäèôèêàöèé ñõåìû CABARET, óëó÷øà-
þùèõ å¼ ñâîéñòâà, è ïðèìåíåíèå ýòîé ñõåìû äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïë¼íî÷íûõ òå÷åíèé.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Çàäà÷è ïîñòàâëåíû íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì.
Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìîäèôèêàöèé ñõåìû CABARET (âêëþ÷àÿ òåîðåìû
î å¼ ìîíîòîííîñòè) è ìåòîäû èõ ðåàëèçàöèè íàéäåíû ñîâìåñòíî. ×èñëåííûå
ðàñ÷¼òû ïðîâåäåíû ñîèñêàòåëåì ëè÷íî. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè
îòñóòñòâóåò.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì
äîêàçàòåëüñòâîì îñíîâíûõ òåîðåì, îáîñíîâàíèåì àëãîðèòìîâ, à òàêæå ñåðè-
ÿìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ è ñðàâíèòåëüíûì àíàëèçîì àëãîðèòìîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ
ñåìèíàðàõ: ñåìèíàð ÈÃèË ÑÎ ÐÀÍ; îáúåäèí¼ííûé ñåìèíàð ÈÂÌèÌÃ ÑÎ
ÐÀÍ è êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ÌÌÔ ÍÃÓ; îáúåäèí¼ííûé ñå-
ìèíàð ÈÂÒ ÑÎ ÐÀÍ, êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÌÔ ÍÃÓ
è êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÍÃÒÓ; ñåìèíàð äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ÌÌÔ ÍÃÓ; ñåìèíàð ÈÒÏÌ ÑÎ ÐÀÍ, è äîêëàäûâàëèñü íà
ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: �Âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò â àýðîàêóñòèêå� (Ñâåòëîãîðñê, 2014, 2016); �Àêòóàëüíûå
ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè� (Íîâîñèáèðñê, 2015);
�Íåëèíåéíûå âîëíû: òåîðèÿ è íîâûå ïðèëîæåíèÿ� (Íîâîñèáèðñê, 2016); �Âû-
÷èñëèòåëüíàÿ è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà� (Íîâîñèáèðñê, 2017).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 15 ðàáîò, èç íèõ 8 �
òåçèñû è òðóäû êîíôåðåíöèé, 7 ðàáîò � â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ñïèñîê
ÂÀÊ, â òîì ÷èñëå 5 � â æóðíàëàõ, èíäåêñèðóåìûõ ñèñòåìîé öèòèðîâàíèÿ
Web of Science, 7 � Scopus, 7 � RSCI (ÿäðî ÐÈÍÖ).

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáú¼ì äèññåðòàöèè � 117 ñòðàíèö.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 75 èñòî÷íèêîâ.
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Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü ðàáîòû, ïðèâåäåíî êðàòêîå èç-
ëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ðàñ-
êðûòà èõ íîâèçíà.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ñòàíäàðòíûõ ñõåì
CABARET 2.5 (2.5-ñëîéíîé ïî âðåìåíè)3 è CABARET 2 (2-ñëîéíîé ïî âðå-
ìåíè)4, àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

vt + f(v)x = 0, v(x, 0) = v0(x) (1)

ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé ïîòîêîâ f(v). Ïîñêîëüêó òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-
øè (1) îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ
v0(x), òî, ñëåäóÿ Ñ.Ê. Ãîäóíîâó, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìîíîòîííîñòè ñõåìû
CABARET, îçíà÷àþùåå, ÷òî ñõåìà êàæäûå ìîíîòîííûå íà÷àëüíûå äàííûå
ïåðåíîñèò ñ îäíîãî âðåìåííîãî ñëîÿ íà äðóãîé ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ìî-
íîòîííîñòè.

0,5 1 1,5 2 2,5 x
0

0,5

1

1,5

2

v

(а)

1 2 3 x
0

0,5

1

1,5

2

v

(б)

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1)�(3) íà âðåìåííûõ ñëî-
ÿõ n = 1 (à) è n = 21 (á) ïðè ÷èñëå Êóðàíòà r = 0.75. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå;

êðóæêè � ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET 2; òî÷êè � ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET-M 2.

Â ïóíêòå 1.2 íà ïðèìåðå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ñ ôóíê-

3Ãîëîâèçíèí Â.Ì., Ñàìàðñêèé À.À. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíâåêòèâíîãî ïåðåíî-
ñà ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñùåïëåíèåì âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå.
� 1998. Ò. 10, �1. � Ñ. 86�100.

4Ãîëîâèçíèí Â.Ì., Çàéöåâ Ì.À., Êàðàáàñîâ Ñ.À., Êîðîòêèí È.À. Íîâûå àëãîðèòìû
âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ.
Ì.: Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2013. � 467 ñ.
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öèåé ïîòîêà
f(v) = v2/2 (2)

è ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

v0(x) =

 0.5, x < 1,
2, 1 ≤ x ≤ 2,
0.5, x > 2,

(3)

ïîêàçàíî, ÷òî ñõåìà CABARET 2 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (ðèñ. 1à) è ïðè
÷èñëàõ Êóðàíòà r > 0.5 íå îáåñïå÷èâàåò ïîëíîãî ðàñïàäà íåóñòîé÷èâîãî
ñèëüíîãî ðàçðûâà íà÷àëüíûõ äàííûõ (ðèñ. 1á).

Âî âòîðîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî, ïîäîáíî ìîíîòîííûì ñõåìàì ïîâûøåí-
íîé òî÷íîñòè òèïà TVD, ñõåìà CABARET 2.5 ñíèæàåò ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè
â îáëàñòÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ðàññ÷èòûâàåìûõ îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé.

0 0,5 1 1,5 2
x

0

2

4

6

v

(а)

0,5 1 1,5 2
x

0

2

4

6

v

(б)

Ðèñ. 2: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1), (2), (4), íà ìîìåíòû

âðåìåíè T = 0.08 (à) è T = 0.13 (á).

Â ïóíêòàõ 2.1 è 2.2 äëÿ ñõåìû CABARET 2.5, àïïðîêñèìèðóþùåé
çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (1), ïðåäëîæåíà ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ êîððåêöèÿ ïîòîêîâ, ñîõðàíÿþùàÿ ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ñõåìû
â îêðåñòíîñòÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòÿõ ãëàä-
êîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ (â ïóíêòå 2.1 ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ
f(v) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé). Äëÿ ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ñõåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå CABARET-M 2.5.
Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïî ñõåìàì CABARET 2.5 è
CABARET-M 2.5 çàäà÷è Êîøè (1), (2) ñ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé íà÷àëü-
íûõ äàííûõ

v0(x) = sin(πx) + cos(πx) + 4(cos(πx))2 + 2. (4)
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0,596 0,598 0,6 0,602

7,0548

7,055

7,0552

7,0554

7,0556

(а)

x

v

0,776 0,778 0,78 0,782

2,9286

2,9288

2,929
(б)

x

v

1,356 1,358 1,36 1,362

5,071

5,0712

5,0714

(в)

x

v

1,538 1,54 1,542
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1), (2), (4) â ìîìåíò

âðåìåíè T = 0.08; ïåðâûé ìàêñèìóì � (à), ïåðâûé ìèíèìóì � (á), âòîðîé ìàêñèìóì �

(â), âòîðîé ìèíèìóì � (ã).

Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ñ ÷èñëîì Êóðàíòà r = 0.25, ãäå h è τ � ïîñòîÿííûå
ïðîñòðàíñòâåííûé è âðåìåííîé øàãè ñåòêè. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðàñ÷¼òû
ïðè h = 0.02, à íà ðèñ. 3 � ïðè h = 0.0005. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ íà áîëåå ìåë-
êîé ñåòêå (ðèñ. 3) ïîêàçàíû â îêðåñòíîñòÿõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè T = 0.08, êîãäà òî÷íîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì. Íà ðèñ. 2 è 3 ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíî òî÷íîå ðåøåíèå; êðóæêàìè
� ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET 2.5; òî÷êàìè � ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET-
M 2.5. Íà ðèñ. 3 êâàäðàòèêàìè ïîêàçàí ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET 2.5 áåç
êîððåêöèè ïîòîêîâ.

Èç ýòèõ ðèñóíêîâ ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà CABARET 2.5, ëîêàëèçóÿ ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ ôðîíòû óäàðíûõ âîëí (ðèñ. 2á), èñêàæàåò ãëàäêóþ ÷àñòü òî÷íî-
ãî ðåøåíèÿ (ðèñ. 2á) â îêðåñòíîñòÿõ åãî ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ (ðèñ. 3á,
â, ã). Â òî æå âðåìÿ, ñõåìà CABARET-M 2.5 îäíîâðåìåííî ìîíîòîííî ëî-
êàëèçóåò óäàðíûå âîëíû è ñîõðàíÿåò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü â îêðåñòíîñòÿõ
ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.
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Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ñõåìà CABARET 2, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ñêà-
ëÿðíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ (1) ñî ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïîòîêà f(v).
Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ýòîé ñõåìû, â òîì ÷èñëå, â
ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê àïïðîêñèìèðóåìî-
ãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåíÿåò çíàê. Ìîíîòîííóþ ìîäèôèêàöèþ
ñõåìû CABARET 2 áóäåì ñîêðàù¼ííî îáîçíà÷àòü CABARET-M 2.

Íà ðèñ. 1 òî÷êàìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà çàäà÷è Êîøè (1)�(3) ïî
ñõåìå CABARET-M 2. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ýòà ñõåìà ëèøåíà íåäîñòàòêîâ,
õàðàêòåðíûõ äëÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìû CABARET 2: â ìîäèôèöèðîâàííîé
ñõåìå íà ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãàõ îòñóòñòâóþò íåôèçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè
(ðèñ. 1à) è ýòà ñõåìà ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèò öåíòðèðîâàí-
íóþ âîëíó ðàçðåæåíèÿ (ðèñ. 1á), âîçíèêàþùóþ ïðè ðàñïàäå íåóñòîé÷èâîãî
ñèëüíîãî ðàçðûâà ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ.
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Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1), (2) íà ìîìåíòû

âðåìåíè t = 0.75 (à) è t = 2 (á) ïðè ðàñ÷¼òå ïî ñõåìå CABARET-M 2 ñ ÷èñëîì Êóðàíòà

r = 0.5. Íà÷àëüíûå äàííûå ïîêàçàííû ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. (à).

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïî ñõåìå CABARET-M 2 çà-
äà÷è Êîøè (1), (2) ñ ðàçðûâíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, ïîêàçàííûìè íà
ðèñ. 4à ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî íà íåóñòîé÷èâûõ ñèëüíûõ ðàçðûâàõ ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ x = 2 è x = 8, õàðàêòåðèñòèêè àïïðîêñèìè-
ðóåìîãî óðàâíåíèÿ ìåíÿþò çíàê. Ýòî ñîçäà¼ò îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè äëÿ
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ñõåìû CABARET 2 â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê. Èç
ðèñ. 4 ñëåäóåò, ÷òî ñõåìà CABARET-M 2 õîðîøî âîñïðîèçâîäèò ïðîôèëè
öåíòðèðîâàííûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñïàäå ýòèõ íåóñòîé-
÷èâûõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ, è ñîõðàíÿåò ïîâûøåííóþ òî÷íîñòü ïðè ëîêàëè-
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çàöèè óäàðíûõ âîëí è ñëàáûõ ðàçðûâîâ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå äëÿ ñõåì CABARET 2 è CABARET-M 2 ïîëó÷åí

ðàçíîñòíûé àíàëîã ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà è ïðåäëîæåí ìåòîä, îáåñïå÷è-
âàþùèé â ðàçíîñòíîì ðåøåíèè, ïîëó÷àåìîì ïî ñõåìå
CABARET-M 2, ïîëíûé ðàñïàä íåóñòîé÷èâûõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ äëÿ ëþ-
áûõ ÷èñåë Êóðàíòà r ∈ (0, 1), ïðè êîòîðûõ äàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-
âîé. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ðåçóëüòàòà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1), (2)
ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé

v0(x) =

{
0.5, x < 1,
1, x ≥ 1,

(5)

èìåþùåé â òî÷êå x = 1 íåóñòîé÷èâûé ñèëüíûé ðàçðûâ. Ïðè t > 0 ýòîò
ðàçðûâ ðàñïàäàåòñÿ è ïðåîáðàçóåòñÿ â öåíòðèðîâàííóþ âîëíó ðàçðåæåíèÿ

v(x, t) =

 0.5, x ≤ 1 + 0.5t,
(x− 1)/t, 1 + 0.5t ≤ x ≤ 1 + t,

1, x ≥ 1 + t.
(6)
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Ðèñ. 5: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2), (5) íà òðè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè t = τ , t = 2 è t = 4 ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r = 0.75 (à) è

r = 0.95 (á). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå; êðóæêè � ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET 2;

òî÷êè � ðàñ÷¼ò ïî ñõåìå CABARET-M 2; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ïðåäåëüíîå ðàçíîñòíîå ðå-

øåíèå, ïîëó÷àåìîå ïî ñõåìå CABARET 2.

Òåñòîâûå ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r ∈ (0, 0.5] êàê ñõå-
ìà CABARET 2, òàê è ñõåìà CABARET-M 2 ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ ïåðåäàþò ïðîôèëü öåíòðèðîâàííîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ (6). Ïðè ýòîì â
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ñõåìå CABARET 2 íà ïåðâûõ âðåìåííûõ øàãàõ çà ôðîíòîì íåóñòîé÷èâîãî
ðàçðûâà (5) âîçíèêàåò íåôèçè÷åñêàÿ îñöèëëÿöèÿ, êîòîðàÿ ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè áûñòðî ñãëàæèâàåòñÿ. Â òî æå âðåìÿ, ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r ∈ (0.5, 1)
äàííàÿ ñõåìà íå îáåñïå÷èâàåò ïîëíîãî ðàñïàäà íåóñòîé÷èâîãî ñèëüíîãî ðàç-
ðûâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. ×èñëåííûå ðàñ÷¼òû, ïðîâåäåííûå íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñæèìàþùèõñÿ ñåòîê, ïîêàçàëè, ÷òî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ r ðàç-
íîñòíîå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïî ñõåìå CABARET 2, ïðè h → 0 ñõîäèòñÿ
ê íåóñòîé÷èâîìó ðàçðûâíîìó ðåøåíèþ, ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 5 ïóíêòèðíîé
ëèíèåé.
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Ðèñ. 6: Ñðàâíåíèå òî÷íîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèé çàäà÷è (1), (2), (5) íà òðè ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ìîìåíòà âðåìåíè t = τ , t = 2 è t = 4 ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà r = 0.75 (à) è

r = 0.95 (á). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå ðåøåíèå, êâàäðàòèêè � ðàñ÷¼ò ïî íîâîé ìîäèôè-

êàöèè ñõåìû CABARET 2.

Òåñòîâûå ðàñ÷¼òû òàêæå ïîêàçàëè (ðèñ. 5), ÷òî ïðè ÷èñëàõ Êóðàíòà
r ∈ (0.5, 1) ñõåìà CABARET-M 2 òàêæå íåñêîëüêî èñêàæàåò ïðîôèëü öåí-
òðèðîâàííîé âîëíû ðàçðåæåíèÿ (6) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 1, â êîòî-
ðîé ðàñïîëàãàëñÿ íà÷àëüíûé ðàçðûâ (5). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé
ñõåìû, ðàçíîñòíîå ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå ïðè
h → 0, ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (6). Ïðåäëîæåí ìåòîä, óñèëèâàþùèé
ìîíîòîííûå ñâîéñòâà ñõåìû CABARET-M 2 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà
Êóðàíòà, ÷òî ïîçâîëèëî â ðåøåíèÿõ, ïîëó÷àåìûõ ïî íîâîé ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ñõåìå (ðèñ. 6), äîáèòüñÿ ïîëíîãî ðàñïàäà íåóñòîé÷èâîãî ðàçðûâà (5), â
òîì ÷èñëå, íà äîñòàòî÷íî ãðóáûõ ñåòêàõ, è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èòü áîëåå
âûñîêóþ òî÷íîñòü âîñïðîèçâåäåíèÿ ïðîôèëÿ öåíòðèðîâàííîé âîëíû ðàçðå-
æåíèÿ (6).

Â ïÿòîé ãëàâå ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàì
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äëÿ ñõåìû CABARET-M 2, àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷ó Êîøè äëÿ íåîäíîðîä-
íîãî ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

vt + f(v)x = g(v), v(x, 0) = v0(x) (7)

ñ âûïóêëîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïîòîêà f(v). Èäåÿ ýòî-
ãî ìåòîäà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå àáñòðàêòíîé äèôôåðåíöèàëüíî
ðàçíîñòíîé ñõåìû

wn+1 − wn

τn
+ fn+1/2

x = gn+1/2, wn = w(x, tn), (8)

àïïðîêñèìèðóþùåé íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (7), ãäå fn+1/2 = f̂(wn) è gn+1/2 =
ĝ(wn, wn+1) � íåêîòîðûå ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé f(v) è g(v) â
òî÷êå (x, tn+1/2). Íà ïåðâîì øàãå ýòîãî ìåòîäà ðåøàåòñÿ îäíîðîäíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

ŵn+1 − wn

τn
+ fn+1/2

x = 0 ⇔ ŵn+1 = wn − τnfn+1/2
x , (9)

àïïðîêñèìèðóþùåå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1). Â ðåçóëü-
òàòå íàõîäÿòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ŵn+1, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ íà
âòîðîì øàãå ìåòîäà

wn+1 − ŵn+1

τn
= gn+1/2 ⇔ wn+1 = ŵn+1 + τng

n+1/2 (10)

äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èí wn+1.
Íà ïåðâîì øàãå (9) ðàçíîñòíîãî ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ñõå-

ìà CABARET-M 2, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñîõðàíåíèå ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíî-
ãî ðåøåíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1). Íà âòîðîì øà-
ãå (10) ýòîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿä-
êà, êîòîðàÿ íå ïðåïÿòñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ íîâûõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ
â ðàçíîñòíîì ðåøåíèè, åñëè òàêèå ýêñòðåìóìû âîçíèêàþò â òî÷íîì ðåøåíèè
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (7). Äëÿ äàííîé ìîäèôèêàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå CABARET-MR 2.

Â êà÷åñòâå êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (7), â êîòîðîé

f(v) = v3/3, g(v) = β/v, v > 0, β = const. (11)

Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ìîäåëèðîâàíèè â ðàìêàõ äëèííîâîëíîâîãî ïðè-
áëèæåíèÿ ïðîöåññà ñòåêàíèÿ âÿçêîé ïë¼íêè ïî âåðòèêàëüíîé ñòåíêå ñ ó÷¼-
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Ðèñ. 7: Ðàñ÷¼ò ïî ñõåìàì CABARET 2 (à) è CABARET-MR 2 (á) çàäà÷è Êîøè (7),

(11), (12) íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.4 ñ ïðîñòðàíñòâåííûì øàãîì h = 0.1, ÷èñëîì Êóðàíòà

r = 0.5 è ïàðàìåòðîì β = 1 (ñëó÷àé 1) è β = −1 (ñëó÷àé 2). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � òî÷íîå

ðåøåíèå; ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � íà÷àëüíûå äàííûå; òî÷êè � ðàñ÷¼ò ïî ñòàíäàðòíîé ñõåìå;

êðóæêè � ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå.

òîì òåïëîìàññîïåðåíîñà íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè5. Ïðè β > 0 íà ñâîáîä-
íîé ïîâåðõíîñòè ñòåêàþùåé ïë¼íêè æèäêîñòü êîíäåíñèðóåòñÿ, à ïðè β < 0
� èñïàðÿåòñÿ.

Íà ðèñ. 7 íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òà ïî
ñõåìàì CABARET 2 è CABARET-MR 2 çàäà÷è Êîøè (7), (11) ñ ïåðèîäè÷å-
ñêèìè íà÷àëüíûìè äàííûìè

v0(x) =

{ √
x(2− x) + 1, 0 ≤ x ≤ 2,

1, 2 ≤ x ≤ X, v0(x) = v0(x+X) ∀x, (12)

5Nakoryakov V.E., Ostapenko V.V., Bartashevich M.V. Rolling waves on the surface of a
thin layer of viscous liquid at phase transition // Intern. J. Heat and Mass Transfer. � 2015.
� V. 89. � P. 846�855.
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ãäå X = 2.4, ìîäåëèðóþùèìè áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåêàþùèõ
êàïåëü æèäêîñòè. Èç ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî ñõåìà CABARET 2, â îòëè÷èå îò ñõå-
ìû CABARET-MR 2, íå ñîõðàíÿåò âûïóêëîñòü ïðîôèëÿ âîëíû ïîâûøåíèÿ,
ðàñïîëîæåííîé ìåæäó ñèëüíûìè ðàçðûâàìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è îáîçíà-
÷åíû ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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