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Ââåäåíèå

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â íàóêå è òåõíèêå, â êîòîðûõ ôàêòîð

ñëó÷àéíîñòè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ïðè ïîñòðîåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìîäå-

ëåé äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ â ìîäåëü îáû÷íî ââîäÿò ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå,

âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò íàáëþäàåìûì ñëó÷àé-

íûì ÿâëåíèÿì. Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ

ê ïîñòðîåíèþ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ðåøåíèè ýâîëþöè-

îííûõ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è íåïðåðûâíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé

â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ÷àñòî èñïîëüçóþò-

ñÿ ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ), ðåøåíèÿìè êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå ïðîöåññû. Ñðåäè ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ îñîáî

âûäåëÿþò ìàðêîâñêèå ïðîöåññû è êàê ïîäêëàññ äèôôóçèîííûå ïðîöåññû. Ýòè

ïðîöåññû îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåçàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ â áóäóùåì îò ïðîøëî-

ãî ïðè ôèêñèðîâàííîì íàñòîÿùåì. Ìàðêîâñêèì ïðîöåññàì ïîñâÿùåíû ìíîãî-

÷èñëåííûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ è ðàçðàáîòàíû ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü

ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà÷è â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè. Ýòè èññëå-

äîâàíèÿ îòðàæåíû â áîëüøîì êîëè÷åñòâå ìîíîãðàôèé, ñì., íàïðèìåð, [3], [11],

[12], [17] � [22], [33], [36], [45], [51], [52], [60], [64], [77], [114].

Äèôôóçèîííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X� â Rd îïèñûâàåòñÿ ÑÄÓ âèäà

dX = a(t,X)dt+ σ(t,X)dWt, X(0) = x, t ≥ 0, (0.1)

ãäå X, x, a � d-ìåðíûå âåêòîðû; σ � (d×k)-ìàòðèöà;W� � k-ìåðíûé âèíåðîâñêèé

ïðîöåññ.
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Â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïðîèçâîäíàÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà åñòü áå-

ëûé øóì. Áåëûé øóì ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïðîöåññîì è èìååò ðàâ-

íîìåðíóþ ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü íà âñåõ ÷àñòîòàõ. Â ðåàëüíîñòè òàêîé ïðî-

öåññ íå ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî áåëîãî øóìà â óðàâíåíèè èìå-

åòñÿ íåêîòîðûé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ k(t) ñ íåíóëåâûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè.

Òîãäà, åñëè øèðèíà ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ ïî âõîäó äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïè-

ñûâàåìîé óðàâíåíèåì (0.1) ãîðàçäî óæå ïîëîñû ÷àñòîò ðàâíîìåðíîñòè ñïåêòðà

ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ, òî ïðîöåññ k(t) ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü áåëûì øó-

ìîì ïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå [15], [42], [52]. Òàêîå âîçìîæíî,

åñëè âðåìÿ êîððåëÿöèè k(t) äîñòàòî÷íî ìàëî. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ñîîòíîøåíèå

óêàçàííûõ äèàïàçîíîâ ÷àñòîò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû è ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ

íå ïîçâîëÿþò äîïóñêàòü àïïðîêñèìàöèþ k(t) áåëûì øóìîì, ïðîöåññ k(t) ìîæíî

àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèåì ÑÄÓ òèïà (0.1) [42].

Çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

èñïîëüçóþòñÿ ÑÄÓ âèäà (0.1), ñ óñïåõîì ðåøàþòñÿ â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ,

òàêèõ êàê, íàïðèìåð,

- ðåøåíèå çàäà÷ ôèëüòðàöèè [38], [42], [45];

- ðåøåíèå çàäà÷ àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ [34] � [38];

- â ðàäèîôèçèêå [60], [67];

- â ýêîíîìèêå è ôèíàíñàõ [5], [34], [66], [96], [104], [107], [111] è â äðóãèõ îáëà-

ñòÿõ.

Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè òðåáóåòñÿ íàõîäèòü

íåêîòîðûå óñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, íàïðèìåð, îöåíêè

âåðîÿòíîñòåé êàêèõ-ëèáî ñîáûòèé, îöåíêè ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèé âûõîäíûõ
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ïàðàìåòðîâ. Âïîëíå åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî óñïåøíîå ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå

òàêîãî ðîäà çàäà÷ âîçìîæíî íà îñíîâå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [10], [35], [47],[57],

[105].

Èçâåñòíû òàêæå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî è äëÿ ðåøåíèÿ äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ çàäà÷. Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü ñëó÷àè ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî

çàäà÷ â òî âðåìÿ, êîãäà ïðè èñïîëüçîâàíèè òðàäèöèîííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àë-

ãîðèòìîâ âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ. Íàïðèìåð, ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñòè [30]. Õîðîøî èçâåñòíà ñâÿçü

ìåæäó äèôôóçèîííûìè ïðîöåññàìè è ëèíåéíûìè ýëëèïòè÷åñêèìè è ïàðàáîëè-

÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè [33], [64]. Ýëëèïòè÷åñêîìó èëè ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòî-

ðó â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äèôôóçè-

îííûé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò

âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà

ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà. Ñâîéñòâà ðåøåíèé ýëëèïòè÷åñêèõ

è ïàðàáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâà-

íèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàê, íàïðèìåð, èç òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íå çà-

âèñÿùèìè îò ïåðåìåííîé t êîýôôèöèåíòàìè ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëóãðóïïû

îïåðàòîðîâ, ïîðîæäàåìîé ïåðåõîäíîé ôóíêöèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà [33]. Òàêæå ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è èõ

ñâîéñòâà èñïîëüçóþòñÿ â îöåíêàõ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ ÑÄÓ [79], [115]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [63] Ì.È. Ôðåéäëèíûì äåëàåòñÿ

ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ
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âûðîæäàþùåãîñÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â ïîñëåäíèå äâà-òðè äåñÿòèëåòèÿ â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ìîùíîé ñóïåðêîìïüþ-

òåðíîé òåõíèêè îòêðûëèñü íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òðó-

äîåìêèõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå è äëÿ ìíîãîìåðíûõ. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ìåòîäû

Ìîíòå-Êàðëî ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ ñ õîðîøèì ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè è ïî

ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè ãîðàçäî ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ïî òðóäîåìêîñòè ê

óâåëè÷åíèþ ðàçìåðíîñòè çàäà÷, îíè ñòàíîâÿòñÿ áîëåå êîíêóðåíòíîñïîñîáíûìè.

Â ÷àñòíîñòè, ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî ðåøàòü ìíîãîìåð-

íûå çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà îñíîâå âåðîÿò-

íîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé èõ ðåøåíèé.

Ìíîãîìåðíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ôè-

íàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Èçâåñòíî [66], [99] , ÷òî ðàñ÷åò öåíû îïöèîíà ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå ìíîãîôàê-

òîðíîãî îïöèîíà, ðàçìåðíîñòü ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ

ðåøèòü, ðàâíà êîëè÷åñòâó áàçèñíûõ àêòèâîâ è ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøîé. Ïà-

ðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêàþò òàêæå ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè äèíàìèêè ìîëåêóë ïîëèìåðîâ, ñì., íàïðèìåð, [73], [106], [108] [117].

Ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â çàäà÷àõ òåïëîîáìåíà äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñðåä, òàêèõ

êàê, íàïðèìåð ñîòîâûå òåïëîçàùèòíûå ïàíåëè. Òàêèå ïàíåëè ñîäåðæàò âíóòðè

òîíêèé ñîòîâûé êàðêàñ èç óãëåïëàñòèêà, çàïîëíåííûé ñîòîâûì íàïîëíèòåëåì ñ

íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé äàííîé

êîíñòðóêöèè ïîòðåáóåòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî óçëîâ è ïðèìåíåíèå ðàçíîñòíûõ

ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæåò áûòü î÷åíü çàòðóäíèòåëüíûì. Äëÿ

ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîñòðîåíèå ñåòêè
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ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íå òðåáóåòñÿ.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ðåøåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ îáëàñòè Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò îêàçàòüñÿ

ïîëåçíûì ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷, ò.ê. â òàêèõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëåíèå ðåøåíèÿ òîëüêî â ìåñòàõ ðàñïîëîæåíèÿ äàò÷èêîâ. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü

ðåøåíèÿ äîëæíà áûòü ñîïîñòàâèìà ñ òî÷íîñòüþ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ.

Ðåøåíèå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ íåâîçìîæíî áåç óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ

ïàðàìåòðîâ íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ. È ýòî èññëåäîâàíèå íå âñåãäà ìîæåò áûòü

ïðîñòîé çàäà÷åé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïàðàìåòðû ìîäåëè ìîãóò áûòü îïðåäåëå-

íû ñ ïîìîùüþ ôèçè÷åñêèõ èçìåðåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ, íî ÷àñòî áûâàåò, ÷òî ýòî

òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò áþäæåòà è âðåìåíè. Íàïðèìåð,

äëÿ óòî÷íåíèÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûé ìåòîä, ñîïðÿæåííûé ñ çàïóñêàìè êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ ÿâíî

íåïðèåìëåì.

Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íà ðåøåíèå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-

íû ïðîèçâîäíûå îò ðåøåíèÿ çàäà÷è ïî ïàðàìåòðàì, òàê íàçûâàåìûå ôóíêöèè

÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ýòè ïðîèçâîäíûå ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòåé èëè

ðåøàòü åùå äîïîëíèòåëüíî ê óðàâíåíèÿì îñíîâíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ, êîòîðûå

ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì. Åñëè èç-

âåñòíû ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè, òî óòî÷íåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîæåò òàê-

æå îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Íåîáõîäèìîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò ñëó÷àé-

íûõ ïðîöåññîâ âîçíèêàåò â çàäà÷àõ ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè [8], [37], [40].

Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ îñëîæíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, êîãäà ôóíêöèîíàëû ñîäåðæàò âðå-
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ìÿ ïåðâîãî âûõîäà τ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè. Èçâåñòíû ïðèìåðû, êîãäà

âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà äëÿ ãëàäêèõ ïðîöåññîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòíîñè-

òåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ñëó÷àéíûõ äèôôó-

çèîííûõ ïðîöåññîâ âîçìîæíà ðåãóëÿðíîñòü âðåìåíè ïåðâîãî âûõîäà ñëó÷àéíîãî

ïðîöåññà, åñëè ýòà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàõîäèòñÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ [75]. Èññëåäîâàíèþ âðåìåíè ïåðâîãî âûõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç

îáëàñòè ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ, ñì., íàïðèìåð, [31], [53], [75], [78],

[98], [109].

Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî äèô-

ôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò

äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ñîäåðæàùèõ τ , è ïðåäëîæåíû ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ

òàêèõ ïðîèçâîäíûõ.

Îñíîâíûå öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

• Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ

ïîãëîùàþùèìè è îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè.

• Ðàçðàáîòêà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ ìåòîäîâ îöåíêè ìàòåìàòè-

÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è èõ ïðîèç-

âîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì.

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæå-

íèÿ, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ êîïèÿ àêòà î âíåäðåíèè ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëà-

ñòÿõ ñ óñëîâèåì ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõ
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ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì âðåìåíè ïåðâîãî

âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè. Ýòè ôîðìóëû âûâåäåíû ïóòåì ïåðåõîäà ê ïðåäåëó

â ðàçíîñòíîì ñîîòíîøåíèè, ïîëó÷åííîì ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû Èòî ê

íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè g, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [23],[25], [27], [83] � [88], [93], [95].

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìåòîäà îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ñ óñëîâè-

ÿìè îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðàì ëîêàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äèôôóçè-

îííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-

èçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [24], [49], [89], [92].

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîëó÷à-

åìûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, ïîñòðîåííûõ â äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ê ðåøåíèþ

îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàññìîòðåí ïðèìåð ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è ïî îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [87], [89].

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìåòîäà ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíîê ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ. Ïîëó÷åíû

äâà âàðèàíòà ôîðìóëû äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè ýòèõ îöåíîê ïðè

óìåíüøåíèè äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà äëÿ ñëó÷àåâ óñëîâèé ïîãëîùåíèÿ è

îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îñíîâàí

íà ïðåîáðàçîâàíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.



12

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [26], [90], [91].

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ìåòîäà îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä

îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ äëÿ îöåíêè ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ. Ðåøåíà ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîòîâûõ

òåïëîèçîëÿöèîííûõ ïàíåëåé, âõîäÿùèõ â êîíñòðóêöèþ òåïëîçàùèòíîãî ïîêðû-

òèÿ ñàìîëåòà.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 5 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [28], [29], [92], [94].

Çàêëþ÷åíèå ñîäåðæèò ïåðå÷åíü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [23] � [29], [49],

[84],[87], [89], [90]â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäóåìûõ ÂÀÊ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîëó÷åíû äâå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ

ñ óñëîâèÿìè ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå. Íà îñíîâå ýòèõ ôîðìóë ïîñòðîåíû äâà

ìåòîäà îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöè-

îíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

2. Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ëîêàëüíî-

ãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå. Ïîñòðîåí ìåòîä

îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ

îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå.

3. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè óáûâàíèè



13

äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà.

4. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè òåïëîâîãî

ñîñòîÿíèÿ ñîòîâûõ êîíñòðóêöèé ôþçåëÿæà ñàìîëåòà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âñå âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ïî

îïóáëèêîâàííûì ðàáîòàì çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ïîä çíà-

êîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â

îáëàñòÿõ, êîãäà íà ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå ïîãëîùåíèÿ èëè óñëîâèå îòðàæåíèÿ,

ðàíåå íå áûëà ðåøåíà.

Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè ëè÷íî, èëè ïðè

åãî àêòèâíîì ó÷àñòèè. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Â.Í. Íèêîëàåâûì [49], [29], [94]

Â.Í. Íèêîëàåâó ïðèíàäëåæèò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîëó÷åíèå ýêñïåðèìåíòàëü-

íûõ äàííûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ. Â ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Í.Ã. Äîêó÷àåâûì, îïóáëèêî-

âàííîé â æóðíàëå "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ"[27], Í.Ã. Äîêó÷àåâûì

áûëî ïðåäëîæåíî ñíÿòü òðåáîâàíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè

ïî ïàðàìåòðó âðåìåíè ïåðâîãî âûõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè, êîòîðîå

â áîëåå ðàííåé â ðàáîòå àâòîðà [25] òðåáîâàëîñü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé

ôîðìóëû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëîâ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû èñïîëüçóþòñÿ â èíæåíåðíûõ ðàñ-

÷åòàõ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè òåïëîçàùèòíûõ ïîêðûòèé ôþçåëÿæà ñàìîëåòà (ñì.
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â ïðèëîæåíèè àêò î âíåäðåíèè). Ìåòîäû ðàñ÷åòà ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ðàçðàáî-

òàííûå â äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ïàðàìåòðè÷å-

ñêîé çàâèñèìîñòè, äëÿ óòî÷íåíèÿ èëè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, ñîäåðæàùèõ ñòîõàñòè÷ñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íåîä-

íîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå "Ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî â

âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå"ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-

êîðð. ÐÀÍ Ã.À. Ìèõàéëîâà â ÈÂÌèÌÃ ÑÎÐÀÍ, äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðå

êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÀÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.È. Êè-

áçóíà, äîêëàäûâàëèñü íà ÷åòâåðòîì , ïÿòîì è øåñòîì Ñàíêò-Ïåòåð-áóðãñêèõ ñå-

ìèíàðàõ ïî ñòîõàñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (Ñàíêò Ïåòåðáóðã, 2001, 2005, 2009

ãã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì "International

Conference on Computational Methods in Science and Engeneering CMMSE -(CMMSE-

2002)"(Àëèêàíòå, Èñïàíèÿ, 2002 ã.); íà ÷åòâåðòîì ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ïî

ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî "IVth IMACS Seminar on Monte Carlo methods September

15-19, 2003, Berlin"(Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ, 2003 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè,

ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ àêàäåìèêà È.È. Âåêóà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,

òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ"(Íîâîñèáèðñê, 2007 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîí-

ôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-

íèÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé"(Íîâîñèáèðñê, 2008

ã.); íà âîñüìîì Âñåìèðíîì êîíãðåññå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå "8th World

Congress on Computational Mechanics WCCM8"è ïÿòîì Åâðîïåéñêîì êîíãðåñ-

ñå ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ è òåõíèêå "5th European

Congress on Computational Methods in Applied Sciences and Engineering
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ECCOMAS 2008"(Âåíåöèÿ, Èòàëèÿ, 2008 ã.); íà ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-

ðåíöèè ïî ìàøèíîñòðîåíèþ è àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêå "The 5th Interna-tional

Conference on Mechanical and Aerospace Engineering (ICMAE 2014)"(Ìàäðèä,

Èñïàíèÿ, 2014 ã.); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû

âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè": ÀÏÂÌ2014, ÀÏÂÌ2015 (Íîâîñè-

áèðñê, 2014, 2015 ãã.); íà 19-é êîíôåðåíöèè ïî ñèñòåìîòåõíèêå è êîìïüþòåðíûì

òåõíîëîãèÿì "19th International Conference on Circuits, Systems, Communications

and Computers, (CSCC 2015)"(Çàêèíòîñ, Ãðåöèÿ, 2015 ã.); ïî ïðèêëàäíûì ìåòî-

äàì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà "AMSA 2015"(Íîâîñèáèðñê, 2015 ã.).
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Ãëàâà 1

Îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ

îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ

óñëîâèåì ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê

ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îá-

ëàñòÿõ ñ ïîãëîùàþùèìè ãðàíèöàìè. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ýòèõ ôóíêöèî-

íàëîâ çàäàþò âåðîÿòíîñòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïîñòðîå-

íèå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíê-

öèîíàëîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà.

Óñòàíîâëåí ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ïðîèç-

âîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèîíàëîâ. Äàíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âñþäó â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî G ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ

ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé ∂G.
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Ïóñòü çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,F , P ), äëÿ êîòîðîãî çàäàíà íåóáû-

âàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ-àëãåáð Ft ⊆ F , t ≥ 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàí

W� � d-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ òàêîé, ÷òî ïðè ëþáîì t ≥ 0 ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà Wt èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî Ft; äëÿ s > t ðàçíîñòü Ws −Wt íåçàâèñèìà

îò σ-àëãåáðû Ft.

Ñèìâîëîì Et,x îáîçíà÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî âåðîÿò-

íîñòíîé ìåðû Pt,x, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, èñõîäÿùåìó â ìîìåíò

âðåìåíè t èç òî÷êè x (îïðåäåëåíèå Pt,x ñì., íàïðèìåð, â [21], ñòð. 385). Âñþäó

ïî òåêñòó ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà îçíà÷àåò çàìûêàíèå ýòîãî ìíî-

æåñòâà.

Îáîçíà÷èì QT = (0, T )×G; ST = [0, T ]× ∂G. Çàäàäèì îòêðûòîå ìíîæåñòâî

U ⊂ Rm. Ìû ðàññìàòðèâàåì d-ìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññX�, çàâèñÿùèé îò

âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ U , êîòîðûé ïðè (t, x) ∈ QT îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

âåêòîðíûì ÑÄÓ

Xs(θ) = x+

s∫
t

a(v,Xv(θ), θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv(θ), θ)dWv (1.1)

ñ íåêîòîðûìè èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè a : [0,∞)×Rd × U → Rd è σ : [0,∞)×

Rd × U → Rd×d.

Íèæå â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

êîýôôèöèåíòîâ ÑÄÓ (1.1).

À) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ θ ∈ U , v ≥ 0, x, y ∈ Rd,

i, j ∈ {1, . . . , d} âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ai(v, x, θ)
2 + σij(v, x, θ)

2 ≤ K2(1 + |x|2),

|ai(v, x, θ)− ai(v, y, θ)|+ |σij(v, x, θ)− σij(v, y, θ)| ≤ K|x− y|.
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Ïðåäïîëîæåíèÿ À îòíîñèòåëüíî a, σ äîñòàòî÷íî [21], [97], ÷òîáû ïðè ëþáîì

θ ∈ U ñóùåñòâîâàë åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíî-

ñòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 íåïðåðûâíûé ïðîöåññ Xs, Fs-èçìåðèìûé, òàêîé, ÷òî äëÿ

íåãî ïðè âñåõ s ≥ 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.1).

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âèäà

u(t, x, θ) = Et,x
[
φ(XT (θ), θ)χτ>T + ψ(τ,Xτ , θ)χτ<T

+

T∧τ∫
t

f(v,Xv(θ), θ)dv
]
, (1.2)

ãäå τ = inf{v| v > t, Xv /∈ G} � âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà X� èç îáëàñòè, χA �

èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì θ ∈ U çíà÷åíèå (1.2) ñîâïàäàåò

ñ ðåøåíèåì â òî÷êå (t, x) ∈ QT ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

Lu+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ (0, T ), (t, x) ∈ QT , (1.3)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (1.4)

u(t, x, θ) = ψ(t, x, θ), (t, x) ∈ ST , (1.5)

ãäå ST = (0, T )× ∂G.

Â óðàâíåíèè (1.3) îïåðàòîð L çàäàí ñëåäóþùèì îáðàçîì

L ≡ ∂t +
1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)∂
2
xi,xj

+
d∑
i=1

ai(t, x, θ)∂xi, (1.6)

ãäå bij � ýëåìåíòû ìàòðèöû B ≡ σσT .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì çàäàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ θ ∈ U ìîæíî

îïðåäåëèòü äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ (1.1), è ñîîò-

âåòñòâóþùèé åìó ôóíêöèîíàë â (1.2), êîòîðîìó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
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êðàåâóþ çàäà÷ó (1.3) � (1.5). Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè òàêèõ

êðàåâûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â [44], ñì. ãëàâà IV, òåîðåìà 5.2, òåîðåìà 9.1. Ïðè

ýòîì òèï ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå,

ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âõîä-

íûå äàííûå çàäà÷è (1.3) � (1.5) óäîâëåòâîðÿþò ïðèâåäåííûì â ýòèõ òåîðåìàõ

äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Òàêæå íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü

âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âèäà (1.2) ïî θ. Â

ñâÿçè ñ ýòèì äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ À ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

Á) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ B(t, x, θ) = (bij(t, x, θ)) â ðàññìàòðèâàåìîì ïàðàáîëè-

÷åñêîì îïåðàòîðå óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ

(t, x) ∈ QT , θ ∈ U óñëîâèþ:

B(t, x, θ) > α0I (1.7)

äëÿ íåêîòîðîãî α0 > 0;

Â) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂φ
∂x è

∂φ
∂θ ïðè ëþáûõ (x, θ) ∈ Q×U ;

Ã) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [0, T ] × QT ïðè ëþáîì θ ∈ U è ñóùåñòâóþò

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è

∂f
∂θ ïðè ëþáûõ (t, x, θ) ∈ QT × U .

Ä) ïðîèçâîäíûå
∂a

∂x
,
∂a

∂θi
,
∂σ

∂x
,
∂σ

∂θi
,
∂a

∂t
,
∂σ

∂t

íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åííû â [0,∞)×Rd × U ;

Å) ãðàíèöà ∂G êëàññà C3.

1.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ

Îáû÷íî îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÑÄÓ ñâîäèòñÿ ê ÷èñ-
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ëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ áîëüøîãî ÷èñëà òðàåêòîðèé ýòèõ ïðîöåññîâ. Â äàííîì

ñëó÷àå äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ýéëåðà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïîãëî-

ùåíèåì íà ãðàíèöå ìîäåëèðîâàíèå êàæäîé òðàåêòîðèè çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî ïðè

ïåðâîì âûõîäå åå èç îáëàñòè, ëèáî êîãäà øàãàìè ïî âðåìåíè áóäåò èñ÷åðïàí

çàäàííûé èíòåðâàë [t, T ].

Çàäàäèì íà èíòåðâàëå [t, T ] óçëû ñåòêè: ti = t + hi (i = 0, . . . , N), h = T−t
N .

×èñëåííóþ àïïðîêñèìàöèþ òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â óçëàõ ñåòêè áó-

äåì îáîçíà÷àòü ÷åðòîé ñâåðõó îáîçíà÷åíèÿ ïðîöåññà è íèæíèì èíäåêñîì, ðàâíûì

íîìåðó ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà. Äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå áóäåì èíîãäà,

âìåñòî çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ, óêàçûâàòü ó îáîçíà÷åíèÿ ôóíêöèè âåðõíèé èíäåêñ,

ñîîòâåòñòâóþùèé óçëó ñåòêè. Íàïðèìåð, ïèøåì ui âìåñòî u(ti, X i).

Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé, ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé

ïðîöåññà X� ìåòîäîì Ýéëåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñõåìå

X i+1 = X i + hai +
√
h

d∑
j=1

σijξ
i
j, (1.8)

ãäå σij � j-é ñòîëáåö ìàòðèöû σi; ξij � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îáîçíà÷èì τN = inf{ti : X i /∈ G} è iτ � ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð óçëà, ò.å.

tiτ = τN . Àëãîðèòì ðàñ÷åòà êàæäîé òðàåêòîðèè ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû-

÷èñëåíèè ïî ôîðìóëå (1.8) çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðî-

èçîéäåò âûõîä çà ãðàíèöó îáëàñòè ∂G, ëèáî ïîëó÷åíî çíà÷åíèåXN , íàõîäÿùååñÿ

â îáëàñòè G. Â ñëó÷àå âûõîäà òðàåêòîðèè èç îáëàñòè â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé òî÷-

êè òðàåêòîðèè áåðåòñÿ ïðîåêöèÿ âûøåäøåé òî÷êè íà ãðàíèöó âäîëü âíóòðåííåé

íîðìàëè. Äîïîëíèòåëüíî íà êàæäîì øàãå ñ íîìåðîì i (i = 0, . . . , (iτ−1)∧(N−1))

ïðîèçâîäÿòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ: Si := Si−1 + f(ti, X i)(ti+1 − ti), ãäå
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S−1 = 0.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà îïðåäåëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ

u(t, x) äëÿ çàäàííîé òî÷êè (t, x) ∈ [0, T )×G ïî ôîðìóëå

uN(t, x) = Et,x
[
φ(XN)χτN>tN + ψ(τN , XτN )χτN<tN

+
N−1∑
i=0

χτN>tif(ti, X i)(ti+1 − ti)
]
. (1.9)

Â ðàáîòàõ [79] � [82] ïîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà Ýéëåðà

ïðè âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ñ ïîãëî-

ùåíèåì íà ãðàíèöå åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(
√
h). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ìíî-

ãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [68] � [72], [79]), îñíîâíàÿ ïðè÷èíà

òàêîé íèçêîé òî÷íîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

çíà÷åíèé X i, X i+1, ïîëó÷åííûõ íà îäíîì øàãå ìåòîäà Ýéëåðà, ïðèíàäëåæàùèõ

G, ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé íåïðåðûâíûé

ïðîöåññ X t íà îòðåçêå [ti, ti+1], îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì

X t = X i + ha(ti, X i)(t− ti) +
d∑
j=1

σj(ti, X i)(W (t)−W (ti))j (1.10)

ñî çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöàõ îòðåçêà X i, X i+1, åñòü ïðîöåññ òèïà áðîóíîâñêîãî

ìîñòà, êîòîðûé íà èíòåðâàëå (ti, ti+1) ìîæåò âûéòè èç îáëàñòè G è ñíîâà â íåå

âåðíóòüñÿ. Òî åñòü ÷èñëåííûé ìåòîä ìîæåò ïðîäîëæàòü ðàáîòó âíóòðè îáëàñòè

ïîñëå âûõîäà ðåàëüíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè.

Åñëè èçâåñòíà âåðîÿòíîñòü âûõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (1.10) èç îáëàñòè íà

i-ì øàãå p(i, i+1) èëè åå äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ îöåíêà, òî â öåëÿõ óëó÷øåíèÿ ñõî-

äèìîñòè â ðàáîòàõ [79] � [82], [100] ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü âûõîä ïðîöåññà

(1.10) èç îáëàñòè. Â [70] �[72] (Buchmann F.M., Petersen W.P.) ïóòåì âû÷èñëåíèé

íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàíî, ÷òî ïîðÿäîê ìåòîäà
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Ýéëåðà ìîæåò áûòü ðàâåí åäèíèöå, åñëè íà i-ì øàãå (i = 0, . . . , τN ∧ N − 1)

ìîäåëèðîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, ðàñïðåäåëåííóþ ïî çàêîíó Áåðíóëëè ñ

âåðîÿòíîñòüþ "óñïåõà" p(i, i + 1). Ïðè ýòîì íà øàãå i âîçìîæíû ñëåäóþùèå

ñèòóàöèè:

à) X i ∈ G, X i+1 /∈ G, â ýòîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî âûõîä èç îáëàñòè ïðîèçîøåë;

á) X i, X i+1 ∈ G, è, åñëè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ξ îêàçûâàåòñÿ ξ = 0, òî â ýòîì

ñëó÷àå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó; åñëè ξ = 1, òî ôèêñèðóåòñÿ

âûõîä ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè è òðàåêòîðèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ.

Â ðàáîòå [100] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâîì, ñî-

îòâåòñòâåííî ïðè ýòîì ∂G � ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè

p(i, i+ 1)

p(i, i+ 1) = exp

(
−2

(n,X i − z)(n,X i+1 − z)

nTσσT (X i)nh

)
, (1.11)

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ∂G; z � ïðîåêöèÿ X i íà ∂G.

Â ðàáîòå [80] äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîé ãðàíèöû, ãëàäêîñòè íå íèæå C5, ôîðìóëà

(1.11) èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå îöåíêè âåðîÿòíîñòè p(i, i+ 1) â íåêîòîðîé çàäàí-

íîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû, â êîòîðîé îáëàñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëóïðîñòðàí-

ñòâîì, à ãðàíèöà � ïëîñêîñòüþ. Òàì æå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî÷åê âíå ýòîé

îêðåñòíîñòè âûõîä ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè ìàëîâåðîÿòåí, è äàíà îöåíêà

ýòîé âåðîÿòíîñòè. Äëÿ âàðèàíòà ìåòîäà, â êîòîðîì ïðîèçâîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèè

ãðàíèöû ïëîñêîñòüþ ñ öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì âåðîÿòíîñòè p(i, i+ 1) â [80] äîêàçàí ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

1.3 Îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ

Â äàëüíåéøåì, äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ôîðìóë, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óðàâíå-

íèè (1.1) ïðèñóòñòâóåò îäèí ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð θ, îòìåòèâ ïðè ýòîì, ÷òî âñå
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ðåçóëüòàòû ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Òàêæå èíîãäà

àðãóìåíò θ â ñïèñêàõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèé áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Åñëè ôîðìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî θ ðàâåíñòâî (1.2), òî ïîëó÷èì

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv
]
+ Φ(θ) , (1.12)

ãäå

Φ(θ) :=lim
∆θ→0

Et,x

(τ(θ +∆θ)− τ(θ)

∆θ

(
f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ

∂t
(τ,Xτθ)

)
χτ<T

)
(1.13)

(åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò), è ãäå ïðîöåññ

Zs(θ) =

s∫
t

(
∂a

∂x
Zv(θ) +

∂a

∂θ

)
dv +

s∫
t

(
∂σ

∂x
Zv(θ) +

∂σ

∂θ

)
dW (v) (1.14)

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé (ñ.ê.) ïðîèçâîäíîé ∂X�
∂θ ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ

ÑÄÓ (1.1). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [17]), ÷òî ïðåäïîëîæåíèÿ À � E â ðàçäåëå

1.1 îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå ñ.ê. ïðîèçâîäíîé Zs(θ) = ∂X�
∂θ , êîòîðàÿ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÄÓ (1.1), (1.14).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (1.12) òðåáóåòñÿ òîëüêî çíàòü ïðîöåññ

(X�(θ), Z�(θ)), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ò.ê. ñèñòåìà ÑÄÓ (1.1), (1.14) óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðè îïðåäåëåíèè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (1.12) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ó÷è-

òûâàòü çàâèñèìîñòü τ îò θ. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà â (1.13) è

ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ Φ(θ) äàíû â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
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1.4 Ìåòîä FBVP1 äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ âèäà ∂u/∂θ

Íèæå äàíî îïèñàíèå ìåòîäà FBVP11 (ñì. [86], [87]) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèô-

ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ ïîãëîùàþùèìè ãðàíèöàìè, îñíîâàííîãî íà

ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Èòî ê íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè g(x). Ïðè

ýòîì ôóíêöèÿ g äîëæíà áûòü ðàâíîé íóëþ íà ãðàíèöå îáëàñòè ∂G, à ôóíêöèè

Lg ( L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (1.6)) è
∑
ij

∂g
∂xi
σij íå ðàâíû íóëþ îäíîâðå-

ìåííî ïðè ëþáûõ (t, x, θ) ∈ ST × U .

Îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâîäíûå

∂τ/∂θ ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

ôîðìóëû Èòî ê ôóíêöèè g. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Èòî ñîäåðæèò íåäèôôåðåíöè-

ðóåìûé èíòåãðàë Èòî ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó, â âåðõíåì ïðåäåëå êîòîðîãî

ïðèñóòñòâóåò τ , òî ïðåäëàãàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü èíòåãðàë Èòî ñ.ê. èíòåãðà-

ëîì, â êîòîðîì áåëûé øóì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ãàóññîâñêèì ïðî-

öåññîì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé, ñîãëàñîâàííîé ñ øàãîì

èíòåãðèðîâàíèÿ â ìåòîäå Ýéëåðà.

Èäåÿ àïïðîêñèìàöèè áåëîãî øóìà ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì ðàññìàòðèâàëàñü â

[60]. Ïðè ýòîì áðàëñÿ ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ λ ñ êîððåëÿöèîííîé

ôóíêöèåé

Rλ(t1, t2) = D · exp(−β|t2 − t1|). (1.15)

Ñîãëàñíî [1], [60] ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ λ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè-

÷åñêèì îæèäàíèåì è ýêñïîíåíöèàëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ìîæåò áûòü
1FBVP - First Boundary Value Problem
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ïîëó÷åí èç ÑÄÓ

dλ = −βλdv + ϑdW (v) , (1.16)

ãäå λ(0) = λ0 � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé ϑ2

2β . Ïðè òàêîì âûáîðå λ0 ïðîöåññ λ èìååò ïî-

ñòîÿííóþ äèñïåðñèþ D = ϑ2

2β .

Òî÷íîå ðåøåíèå ÑÄÓ (1.16) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

λ(t) = e−βtλ0 + e−βt
t∫

0

eβsϑdW (s). (1.17)

Ïóñòü äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè f îïðåäåëåí ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë Èòî íà

îòðåçêå [0, T ]. Äëÿ íåãî áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

IW ≡
T∫
0

f(v)dW (v). Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå èíòåãðàëû âè-

äà Iλ ≡
T∫
0

f(v)λ(v)dv îïðåäåëåííû â ñ.ê. ñìûñëå. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ

IW è Iλ áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå ñóììû íà ðàâíî-

ìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì h = T
N , îïðåäåëÿåìûå êàê IhW (f) ≡

N−1∑
n=0

f(tn)∆Wtn, ãäå

∆Wtn = W (tn+1)−W (tn), è Ihλ(f) ≡ h
N−1∑
n=0

f(tn)λ(tn+1). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(t0)

� äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, ëèáî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò λ0.

Íèæå â òåîðåìå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà

λ âîçìîæíî åãî ïðåäñòàâëåíèå â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè íà [0, T ] â âèäå ñóììû

äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ, îäíà èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîöåññ λ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

dλ = −βλdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dW (v). (1.18)
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Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 0 äëÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà λ â óçëàõ ñåòêè ñïðà-

âåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

λ(tn+1) = εn +
1√
h
ξn, n = 0, . . . , N,

ãäå εn � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìà-

òè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé exp(−2βh)

h
(
1−exp(−2βh)

); ξn � âçàèìíî íåçàâèñèìûå

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

Ïóñòü f � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì v ∈ [0, T ] îíà Fv-

èçìåðèìà, è â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, T ] ôóíêöèÿ f ñ.ê. íåïðåðûâíà. Òîãäà

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ihλ(f) → Ihw(f) ïðè β → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ïàðàìåòð ϑ â (1.16) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ïðè-

áëèæåííîå ðàâåíñòâî

hλ((n+ 1)h) ≈ h
1
2ξn, (1.19)

ãäå ξn íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îòìåòèì

çäåñü, ÷òî λ((n+1)h) � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå êîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû. Âîçüìåì â (1.17) t = (n+1)h è ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ λ((n+1)h)

â ñëåäóþùåì âèäå:

λ((n+ 1)h) = εn + γn, (1.20)

ãäå

εn = e−β(n+1)hλ0 + e−β(n+1)h

nh∫
0

eβsϑdW (s) , (1.21)

γn = e−β(n+1)h

(n+1)h∫
nh

eβsϑdW (s) . (1.22)
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Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εn êîððåëèðîâàíû, îíè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû è èìå-

þò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ Dεn = e−2βh ϑ2

2β . Ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû γn âçàèìíî íåçàâèñèìû è íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé Dγn =
ϑ2

2β (1− e−2βh).

Âûáåðåì ϑ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà âòîðûõ ìîìåíòîâ

h2E(γn)
2 = h2

ϑ2

2β
(1− e−2βh) = E

(
∆W (tn)

)2
= h. (1.23)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ϑ =

(
2β

h
(
1−e−2βh

)) 1
2

. Ïðè ýòîì çíà÷åíèè ϑ ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû hγn è ∆w(tn) îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, à äèñïåðñèÿ εn ðàâíà e−2βh

h(1−e−2βh)
.

ßñíî, ÷òî ïóòåì óâåëè÷åíèÿ β ïðè ôèêñèðîâàííîì h ìîæíî óìåíüøèòü âêëàä

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εn â λ((n+1)h) è, ñëåäîâàòåëüíî, óìåíüøèòü ïîãðåøíîñòü

δ, ïîëó÷àåìóþ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ∆w(tn) íà hλ((n + 1)h). Ýòà ïîãðåøíîñòü

îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè εn è ðàâíà

δ = h
N−1∑
n=0

f(tn)εn. (1.24)

Èç îïðåäåëåíèÿ εn â (1.21) ñëåäóåò, ÷òî ïðè β → ∞ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå δ

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ôóíêöèÿ f ñ.ê. íåïðå-

ðûâíàÿ íà çàìêíóòîì îòðåçêå [0, T ]. Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü íà [0, T ] åå

âòîðîãî ìîìåíòà E|f(v)|2 [52]. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò Cf > 0, ÷òî E|f(v)|2 ≤ Cf

äëÿ v ∈ [0, T ]. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé, èìååì

E|δ| ≤ h

N−1∑
n=0

E|f(tn)εn| ≤ h

N−1∑
n=0

(
E|f(tn)|2

) 1
2
(
E|εn|2

) 1
2

≤ C
1
2

f

Te−βh√
h(1− e−2βh)

→ 0 ïðè β → ∞. (1.25)
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Íàéäåì îöåíêó âòîðîãî ìîìåíòà δ

m2,δ = h2E
[N−1∑
n=0

f 2(tn)ε
2
n +

∑
i̸=j

f(ti)f(tj)εiεj)
]
. (1.26)

Äëÿ E[f 2(tn)ε
2
n], n = 0, . . . N − 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E[f 2(tn)ε
2
n] ≤ Cf

e−2βh

h(1− e−2βh)
. (1.27)

Òåïåðü íàéäåì îöåíêó äëÿ E[f(ti)f(tj)εiεj] (i, j = 0, . . . , N ; i ̸= j). Ñ ïîìîùüþ

íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

E[f(ti)f(tj)εiεj] ≤ Cf
(
E[ε2i ε

2
j ]
) 1

2 . (1.28)

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ε2i ε
2
j

ε2i ε
2
j = e−2β(i+j+2)h

λ40 + 2λ30

[ ih∫
0

eβsϑdWs +

jh∫
0

eβsϑdWs

]

+λ20

[( ih∫
0

eβsϑdWs

)2
+
( jh∫

0

eβsϑdWs

)2]
+ 4λ20

( ih∫
0

eβsϑdWs

)

·
( jh∫

0

eβsϑdWs

)
+ 2λ0

[( ih∫
0

eβsϑdWs

)( jh∫
0

eβsθdWs

)2
(1.29)

+
( ih∫
0

eβsϑdWs

)2( jh∫
0

eβsϑdWs

)]
+
( ih∫

0

eβsϑdWs

)2( jh∫
0

eβsϑdWs

)2 .
Îòñþäà ïîëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ε2i ε

2
j . Ïîñêîëüêó λ0 ∈ N(0, ϑ√

2β
) è

íå çàâèñèò îò Ws ïðè s > 0, ìû èìååì

E[ε2i ε
2
j ] = e−2β(i+j+2)h

[
3ϑ4

4β2
+
ϑ2

2β

( ih∫
0

e2βsϑ2ds+

jh∫
0

e2βsϑ2ds
)
+ 4

ϑ2

2β

(i∧j)h∫
0

e2βsϑ2ds
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+E
[( (i∧j)h∫

0

eβsϑdWs

)4
+
( (i∧j)h∫

0

eβsϑdWs

)2( (i∨j)h∫
(i∧j)h

eβsϑdWs

)2]]

= e−2β(i+j+2)h ϑ
4

4β2

[
e2βih + e2βjh − e2β(i∧j)h + 2e4β(i∧j)h + e2β(i+j)h − e2β(i∨j)h

]

= e−4βh ϑ
4

4β2
+Rij, (1.30)

ãäå Rij � áåñêîíå÷íî ìàëûå âåëè÷èíû (ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ βh) ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ e−4βh ϑ4

4β2 .

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè (1.28), (1.30) ïðèõîäèì ê îöåíêå

E[f(ti)f(tj)εiεj] ≤ Cf
e−2βh

h(1− e−2βh)
. (1.31)

Èç (1.26), (1.27), (1.31) ïîëó÷àåì

m2,δ ≤
CfT

2e−2βh

h(1− e−2βh)
(1.32)

Èç òîãî, ÷òî E|δ| → 0 è m2,δ → 0 ïðè β → ∞, ñëåäóåò ï.â. ñõîäèìîñòü δ → 0

ïðè β → ∞.

Íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî Ihλ(f) = δ+ h
N−1∑
i=0

f(tk)γk; ñóììû h
N−1∑
i=0

f(tk)γk è Ihw(f)

ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî; δ → 0 ï.â. ïðè β → ∞ (ñëåäîâàòåëüíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ

è ïî âåðîÿòíîñòè), äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååì

P{Ihλ(f) < x} = P{δ + h
N−1∑
i=0

f(tk)γk < x} ≤ P{Ihw(f) < x+ ε}

+P{|δ| > ε}, (1.33)

P{Ihw(f) < x− ε} = P{h
N−1∑
i=0

f(tk)γk < x− ε} ≤

P{δ + h
N−1∑
i=0

f(tk)γk < x}+ P{|δ| > ε}. (1.34)
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Èç (1.33), (1.34) ñëåäóåò

P{Ihw(f) < x− ε} − P{|δ| > ε} ≤

P{δ + h

N−1∑
i=0

f(tk)γk < x} ≤ P{Ihw(f) < x+ ε}+ P{|δ| > ε}. (1.35)

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè β → ∞, ïîëó÷àåì (ò.ê. ε > 0

ïðîèçâîëüíî) äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 îöåíîê ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû δ (1.25), (1.32) ìîæíî

ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîöåññà λ äëÿ

àïïðîêñèìàöèè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî |δ| íå ïðåâûøàåò íåêîòîðûé çàäàííûé óðîâåíü rδ. Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå â

ïðàâîé ÷àñòè (1.25) êàê A ≡ C
1
2

f
Te−βh√
h(1−e−2βh)

. Ïóñòü β è h òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî A < rδ. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè Ìàðêîâà è (1.25)

P{|δ| > rδ} ≤ E|δ|
rδ

≤ A

rδ
, (1.36)

îòêóäà

P{|δ| ≤ rδ} ≥ 1− A

rδ
. (1.37)

Äëÿ äàííîãî rδ è íåêîòîðîãî αδ > 0 âûáåðåì β èç óñëîâèÿ

A

rδ
= αδ . (1.38)

Èç (1.38) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïàðàìåòðàì ïîãðåøíîñòè rδ è αδ çíà÷åíèå

êîýôôèöèåíòà β(rδ, αδ, h)

β(rδ, αδ, h) =
1

2h
ln
(CfT 2 + α2

δr
2
δh

α2
δr

2
δh

)
. (1.39)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

èñïîëüçîâàòü ïðîöåññ λ, îïðåäåëÿåìûé ÑÄÓ (1.18), ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò

β ≥ β(rδ, αδ), òî äëÿ ïîãðåøíîñòè ýòîé àïïðîêñèìàöèè δ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâî

P{|δ| ≤ rδ} ≥ 1− αδ. (1.40)

Ïîñêîëüêó íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí ïî çàäàí-

íûì ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ è äèñïåðñèè, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû hγn ñ âû-

áðàííûì ïàðàìåòðîì ϑ èç óñëîâèÿ (1.23) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðèðàùå-

íèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïóñòü W γ îáîçíà÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà. Àíàëîãè÷íî,

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà òî÷åê {t1, . . . , tn} ⊂ [0, T ] ïðèðàùåíèÿ W γ îïðåäåëèì

êàê

∆W γ
tk−tk−1

≡
(

2β(tk − tk−1)

1− e−2β(tk−tk−1)

) 1
2

e−βtk

tk∫
tk−1

eβsdWs .

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ∆W γ
tk−tk−1

íåçàâèñèìû äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ,

îíè ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-

åì è äèñïåðñèåé tk − tk−1, ò.å. îíè ðàñïðåäåëåíû òàê æå êàê ïðèðàùåíèÿ âèíå-

ðîâñêîãî ïðîöåññà. Ïî ïðèðàùåíèÿì âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

W0 = 0, ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà â óçëàõ ñåòêè. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿW γ ñîâïàäàþò ñ êîíå÷íîìåðíûìè

ðàñïðåäåëåíèÿìè âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà. Ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëå-

íèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò åãî ñâîéñòâà. Ïî òåîðåìå Êîë-

ìîãîðîâà (ñì., íàïðèìåð, [21], ñòð. 110) ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íà [0, T ],

ó êîòîðîãî ñåìåéñòâî êîíå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîâïàäàåò ñ ñåìåéñòâîì êî-

íå÷íîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðîöåññà W γ. Áóäåì ýòîò ïðîöåññ òîæå îáîçíà÷àòü

ñèìâîëîì W γ. Ïðîöåññ W γ ÿâëÿåòñÿ âèíåðîâñêèì.
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Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåííûé â íåé ïðîöåññ λ ìî-

æåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà

íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ äëèíîé øàãà h. Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (1.17) òî÷íîãî

ðåøåíèÿ ÑÄÓ (1.16) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà λ â

äâóõ ïîñëåäóþùèõ óçëàõ

λ(tn+1) = e−βhλ(tn) + ϑhe
−βtn+1

tn+1∫
tn

eβsdWs, (1.41)

ãäå ϑh =
√

2β
h(1−e−2βh)

, λ(tn) ∈ N(0, ϑh√
2β
).

Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé λ â óçëàõ ñåòêè ïî ôîðìóëå (1.41) ìîæíî

ïîëó÷àòü ïðèáëèæåíèÿ èíòåãðàëîâ Èòî èíòåãðàëüíûìè ñóììàìè, îïðåäåëåííû-

ìè äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.

Ñîãëàñíî [21] ôóíêöèÿ r(t) íà [a, b] íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè ñóùåñòâóåò

òàêîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]: a = t0 < t1 < · · · < tn = b, ÷òî r(t) = r(ti) ïðè

t ∈ [ti, ti+1), i = 0, . . . , n− 1.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ Èòî ïî ïðîöåññóW γ èíòåãðàëàìè, îïðåäåëåí-

íûìè â ñ.ê. ñìûñëå, ñîäåðæàùèìè ïðîöåññ λ, íàìè èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ñäâèãà

Θh â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω [12]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî ω ∈ Ω è ëþáîãî h ∈ R1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå

ω+
h ∈ Ω òàêîå, ÷òî

ω+
h = Θh(ω) . (1.42)

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ v ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λ(v, ω+
h ) = λ(v + h, ω). Â

äàëüíåéøåì ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà ñäâèãà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ îáîçíà÷åíèì

λh(v, ω) ≡ λ(v, ω+
h ), ãäå ω è ω+

h ñâÿçàíû óðàâíåíèåì (1.42). Îá îïåðàòîðàõ ñäâèãà

ìîæíî ïðî÷èòàòü â [12], [36].
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Ïóñòü f � ñ.ê. íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ]. Ïî îïðåäåëåíèþ

èíòåãðàëà Èòî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé fm òàêàÿ,

÷òî äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî t ∈ [0, T ] èìååò ìåñòî ñ.ê. ñõîäèìîñòü

E
∣∣∣ t∫
0

fm(v)dW
γ(v)−

t∫
0

f(v)dW γ(v)
∣∣∣2 → 0 ïðè m→ ∞.

Ïðè÷åì èìååòñÿ ìíîãî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ëþáîé

ôóíêöèè fm èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò çàäàí-

íàÿ íà îòðåçêå [0, T ] ñåòêà 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ.

Êàæäîé ôóíêöèè ñ íîìåðîì m ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå öåëîå ÷èñëî Nm, òà-

êîå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

hm = T
Nm

. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Nm → ∞ ïðè m→ ∞.

Äëÿ êàæäîãî m ïðåäñòàâèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fm ïðè

ëþáîì çíà÷åíèè t ∈ [0, T ] ñëåäóþùèì îáðàçîì

fm(t, ω) =

nt−1∑
n=0

f(tn, ω)χt∈∆tn + f(tnt, ω)χt≥tnt , (1.43)

ãäå nt = [ t
hm

], ∆tn = [tn, tn+1). Ïðè ýòîì èíòåãðàë Èòî ïî âèíåðîâñêîìó ïðî-

öåññó W γ îò ôóíêöèè fm ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò t è îïðåäåëÿåòñÿ

ðàâåíñòâîì

IW γ(t) ≡
t∫

0

fm(v)dW
γ(v) =

∑
n<nt

f(tn, ω)∆W
γ
tn+1−tn + f(tnt, ω)∆W

γ
t−tn, (1.44)

ãäå

∆W γ
u−v ≡ W γ(u)−W γ(v) =

√
2β(u− v)

1− e−2β(u−v)e
−βu

u∫
v

eβsdW (s).

Ïðè ëþáûõ β > 0 è u > v ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ∆W γ
u−v ðàñïðåäåëåíà ïî íîð-

ìàëüíîìó çàêîíó N(0, (u− v)1/2).
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Ïî èìåþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {fm} (1.43), çàäàí-

íûõ íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàãîâ {hm}, îïðåäåëèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé íà [0, T ] âèäà

fλm(t, ω) =

nt−1∑
n=0

f(tn, ω)λ
hm(tn, ω)χt∈[tn,tn+1) + f(tnt, ω)λ

hm(tnt, ω)χt≥tnt . (1.45)

Äëÿ ôóíêöèè (1.45) èíòåãðàë
t∫
0

fλm(v)dv ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû

t∫
0

fλm(v)dv = hm

nt−1∑
n=0

f(tn)λ
hm(tn) + (t− ttnt)f(tnt)λ

hm(tnt)

= hm

nt−1∑
n=0

f(tn)λ(tn+1) + (t− ttnt)f(tnt)λ(tnt+1). (1.46)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f � ñ.ê. íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ], è λ �

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

dλ = −βλdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dW (v).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðû h, β è ôóíêöèþ fλm âèäà

(1.45) òàêèå, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

E
∣∣∣ t∫
0

f(v)dW γ(v)−
t∫

0

fλm(v)dv
∣∣∣ ≤ ε. (1.47)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì ε1 > 0. Òàê êàê f ñ.ê. íåïðåðûâíà íà [0, T ], òî äëÿ

óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hm ñóùåñòâóåò íîìåð m1 = m1(ε1) òàêîé, ÷òî

ïðè m ≥ m1 è |v − s| < hm âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî E|f(v) − f(s)|2 < ε21.

Òîãäà ïðè m ≥ m1, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà ñ ïîêàçàòåëåì, ðàâíûì 2,

è ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî, ïîëó÷èì ñëåäóþùååå íåðàâåíñòâî äëÿ ôóíêöèè fm
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âèäà (1.43)

E
∣∣∣ t∫
0

fm(v)dW
γ(v)−

t∫
0

f(v)dW γ(v)
∣∣∣ ≤ (E∣∣∣ t∫

0

(
fm(v)− f(v)

)
dW γ(v)

∣∣∣2) 1
2

=
( nt−1∑
n=0

tnt−1∫
tn

E
(
f(tn)− f(v)

)2
dv +

t∫
tnt

E
(
f(tnt)− f(v)

)2
dv
) 1

2 ≤ ε1
√
T . (1.48)

Ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (1.48) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ].

Ïðèìåíèì â (1.46) ðàâåíñòâî (1.41), ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ λ â äâóõ ïîñëåäó-

þùèõ óçëàõ ñåòêè

hm

nt−1∑
n=0

f(tn)λ(tn+1) + (t− ttnt)f(tnt)λ(tnt+1)

= e−βhmhm

nt−1∑
n=0

f(tn)λ(tn) +

nt−1∑
n=0

f(tn)∆W
γ
tn+1−tn + e−βhm(t− tnt)f(tnt)λ(tnt)

+
t− tnt
hm

f(tnt)∆W
γ
tnt+1−tnt

. (1.49)

Íàéäåì îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ìîäóëÿ ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ

t∫
0

fλm(v)dv −
t∫

0

fm(v)dW
γ(v)

ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.44), (1.46), (1.49) è (1.17).

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

fλm(v)dv −
t∫

0

fm(v)dW
γ(v)

∣∣∣∣∣ ≤ E

∣∣∣∣∣hm
nt−1∑
n=0

f(tn)λ(tn+1)−
nt−1∑
n=0

f(tn)∆W
γ
tn+1−tn

∣∣∣∣∣
+E

∣∣∣∣∣(t− tnt)f(tnt)λ(tnt+1)− f(tnt)∆W
γ
t−tnt

∣∣∣∣∣ = E

∣∣∣∣∣e−βhmhm
nt−1∑
n=0

f(tn)λ(tn)

∣∣∣∣∣
+E

∣∣∣∣∣f(tnt)(e−βhm(t− tnt)λ(tnt) +
t− tnt
hm

∆W γ
tnt+1−tnt

−∆W γ
t−tnt

)∣∣∣∣∣
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≤ NmC
1
2

f h
1
2
m

( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

+ C
1
2

f

(
E
(t− tnt

hm

tnt+1∫
tnt

dW γ −
t∫

tnt

dW γ
)2) 1

2

= NmC
1
2

f h
1
2
m

( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

+ C
1
2

f

((t− tnt)(tnt+1 − t)

hm

) 1
2

≤ C
1
2

f

T

h
1
2
m

( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

+ C
1
2

f

h
1
2
m

2
. (1.50)

Îáîçíà÷èì βh çíà÷åíèå β, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

= hm . (1.51)

Èç (1.51) ïîëó÷èì

βh =
1

2hm
ln
(1 + h2m

h2m

)
. (1.52)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè β = βh èç (1.50) � (1.52) ñëåäóåò

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

fλm(v)dv −
t∫

0

fm(v)dW
γ(v)

∣∣∣∣∣ ≤ C
1
2

f

(
T + 0.5

)
h

1
2
m . (1.53)

Ïóñòü m2 íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {hm} òàêîé, ÷òî C
1
2

f

(
T +0.5

)
h

1
2
m ≤ ε

2 . Òîãäà,

åñëè ïîëîæèòü ε1 = ε
2
√
T
, m ≥ max

(
m1,m2

)
è β = βh, òî áóäåò âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (1.47).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñòàòüå Í.Ã. Äîêó÷àåâà [75] äëÿ ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ a(1), σ(1) è a(2),

σ(2) â ÑÄÓ (1.1) ïðè óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ è èõ ïðîèç-

âîäíûõ ïî x íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå Q∞ ≡ (0,∞) × G äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

([75], òåîðåìà 2.3)

Et,x

[1
λ

(
exp (λ|τ1 − τ2|)− 1

)]
≤ max

k=1,2
sup

(t,x)∈Q∞

∣∣∣∣dvkdx
∣∣∣∣Et,x ∣∣∣X(1)

τ1∧τ2 −X
(2)
τ1∧τ2

∣∣∣ , (1.54)

ãäå λ > 0 � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò d, G, supQ∞
a(k) (k = 1, 2), α0. Áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû a(k), σ(k) (k = 1, 2) åñòü êîýôôèöèåíòû ÑÄÓ (1.1),
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âçÿòûå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ = θk, ò.å. a(k)(t, x) ≡ a(t, x, θk),

σ(k)(t, x) ≡ σ(t, x, θk). Â (1.54) èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X(k)
� �

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â ÑÄÓ (1.1) ïîäñòàâèòü âìåñòî a,

σ ñîîòâåòñòâåííî êîýôôèöèåíòû a(k), σ(k) (k = 1, 2); τk � âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà

X
(k)
� èç îáëàñòè G; vk � ðåøåíèå ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è â Q∞

L(k)vk + λvk + 1 = 0, (1.55)

vk(t, x)
∣∣∣
x∈∂G

= 0, (1.56)

ess sup
t>0

∥vk(t, ·)∥L2(G) <∞, (1.57)

ãäå L(k) � ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð âèäà (1.6), ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíòàìè ïðè

ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî x ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòû âåêòîðà

a(k) è ìàòðèöû B(k) ≡ σ(k)(σ(k))T . Ïî òåîðåìå 2.1 â [75]

supx,t,θk |∂vk/∂x| < +∞.

Äëÿ âûðàæåíèÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ëåâîé ÷àñòè (1.54)

âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

|τ1 − τ2|p ≤ p!λ−p
(
exp

(
λ|τ1 − τ2|

)
− 1
)
äëÿ p = 1, 2, . . . . (1.58)

Íåðàâåíñòâà (1.54), (1.58) èñïîëüçóþòñÿ íèæå ïî òåêñòó, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå

X
(1)
� , X(2)

� áåðóòñÿ ïðîöåññû X�(θ +∆θ), X�(θ), à

max
k=1,2

sup(t,x)∈Q∞

∣∣dvk
dx

∣∣ â (1.54) çàìåíÿåòñÿ íà sup
(t,x,θ)∈Q∞×U

∣∣dv
dx

∣∣, ãäå v � ðåøåíèå

çàäà÷è âèäà (1.55) � (1.57) ñ îïåðàòîðîì (1.6).

Ëåììà 1. . Äëÿ ëþáîãî öåëîãî p ≥ 1 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Et,x|τ(θ +∆θ)− τ(θ)|p → 0 ïðè ∆θ → 0 . (1.59)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ÑÄÓ (1.1) íåïðåðûâíî â ñðåäíåì êâàä-

ðàòè÷åñêîì ïî θ. Îáîçíà÷èì τ̃(θ,∆θ) = τ(θ) ∧ τ(θ + ∆θ). Ïðèìåíÿÿ (1.54) è
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(1.58) ê X�(θ + ∆θ) è X�(θ), ïîëó÷èì îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äëÿ

|τ(θ +∆θ)− τ(θ)|p

Et,x|τ(θ +∆θ)− τ(θ)|p ≤ C(p)Et,x|Xτ̃(θ,∆θ)(θ +∆θ)−Xτ̃(θ,∆θ)(θ)| , (1.60)

ãäå C(p) = p!λ−p sup
(t,x,θ)∈Q∞×U

∣∣dv
dx

∣∣.
Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X�(θ) ñ.ê. íåïðåðûâåí ïî θ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Et,x|Xτ̃(θ,∆θ)(θ +∆θ)−Xτ̃(θ,∆θ)(θ)| → 0 ïðè ∆θ → 0. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. . Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K > 0, òàêàÿ, ÷òî ïðè ∆θ > 0

Et,x

∣∣∣τ(θ +∆θ)− τ(θ)
∣∣∣ < K∆θ. (1.61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ðåøåíèå ÑÄÓ (1.1) äèôôåðåíöèðóåìî â ñðåä-

íåì êâàäðàòè÷åñêîì ïî θ. Ïîäåëèì íåðàâåíñòâî (1.60) ïðè p = 1 íà ∆θ

Et,x

∣∣∣τ(θ +∆θ)− τ(θ)

∆θ

∣∣∣ ≤ C(1)Et,x

∣∣∣∆Xτ̃(θ,∆θ)(θ)

∆θ

∣∣∣ , (1.62)

ãäå ∆Xτ̃(θ,∆θ)(θ) = Xτ̃(θ,∆θ)(θ + ∆θ) − Xτ̃(θ,∆θ)(θ). Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ñ ó÷åòîì ñ.ê. äèôôåðåíöèðóåìîñòè X� ïî θ, ïîëó÷àåì ïðè

∆θ → 0

Et,x

∣∣∣∆Xτ̃(θ,∆θ)(θ)

∆θ

∣∣∣ ≤ [Et,x(∆Xτ̃(θ,∆θ)(θ)

∆θ

)2]1
2

≤ sup
0≤v≤T

[
Et,xχv≤τ∧TZ

2
v (θ)

] 1
2 . (1.63)

Â (1.106) Z� åñòü ñ.ê. ïðîèçâîäíàÿ X� ïî θ. Âåëè÷èíà Et,xZ
2
v (θ) îãðàíè÷åíà, ò.ê.

äëÿ óðàâíåíèÿ (1.14) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Òåîðåìû 4 [17], ñòð. 48.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ôóíêöèè f ïåðåìåííûõ t è x îïðåäåëèì ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè íà òðà-

åêòîðèÿõ ïðîöåññà X� àíàëîãè÷íî êàê â (1.45)

fλm(t,Xt) =

nt−1∑
n=0

f(tn, Xtn)λ
hm(tn)χt∈[tn,tn+1) + f(tnt, Xtnt

)λhm(tnt, ω)χt≥tnt . (1.64)
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Ëåììà 3. Ïóñòü f(t, x) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà QT , äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x è îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t. Òîãäà

ìîæíî çàäàòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fλm âèäà (1.64) è çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β

òàêîå, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣E[
t∫

0

f(v,Xv)λ
hm(v)dv −

t∫
0

fλm(v,Xv)dv
]∣∣∣∣∣ ≤ Ch

1
2
m . (1.65)

äëÿ íåêîòîðîãî C > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè âèäà (1.64) çàïèøåì ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ

E
[ t∫

0

f(v,Xv)λ
hm(v)dv −

t∫
0

fλm(v,Xv)dv
]

= E
[ tnt−1∑
n=0

tn+1∫
tn

(
f(v,Xv)λ(v + hm)− f(tn, Xtn)λ(tn+1)

)
dv

+

t∫
tnt

(
f(v,Xv)λ(v + hm)− f(tnt, Xtnt

)λ(tnt+1)
)
dv
]
. (1.66)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü îäíî ñëàãàåìîå â (1.66). Ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî ïîëó÷èì

E

tn+1∫
tn

(
f(v,Xv)λ(v + hm)− f(tn, Xtn)λ(tn+1)

)
dv

= E

[ tn+1∫
tn

(
f(tn, Xtn)

[
λ(v + hm)− λ(tn+1)

])
dv

+

tn+1∫
tn

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds+

v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)
λ(v + hm)dv

]
. (1.67)
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Íàéäåì îöåíêó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.67)

E

[
f(tn, Xtn)

tn+1∫
tn

([
λ(v + hm)− λ(tn+1)

])
dv

]

= E

[
f(tn, Xtn)

( tn+1∫
tn

[
e−βhmλ(v) +

( 2β

hm(1− e−2βhm)

) 1
2

e−β(v+hm)

v+hm∫
v

eβsdW (s)
]
dv

−hme−βhmλ(tn)−
( 2βhm
1− e−2βhm

) 1
2

e−βtn+1

tn+1∫
tn

eβsdW (s)

)]

= E

[
f(tn, Xtn)e

−βhm

tn+1∫
tn

(
λ(v)− λ(tn)

)
dv

]

≤ e−βhm
(
E
[
f(tn, Xtn)

]2) 1
2
(
E
[ tn+1∫
tn

(
λ(v)− λ(tn)

)
dv
]2) 1

2

≤
√
2e−βhm

(
E
[
f(tn, Xtn)

]2) 1
2
(
E
[ tn+1∫
tn

(
λ(v)dv

]2
+ h2mEλ

2(tn)
) 1

2

≤ 2C
1
2

f

( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

h
1
2
m . (1.68)

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (1.68) ó÷èòûâàëàñü íåçàâèñèìîñòü f(tn, Xtn) è èíòåãðàëîâ
v+h∫
v

eβsdW (s),
tn+1∫
tn

eβsdW (s). Èç (1.68) â ñóììå ïî n ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣∣∣∣E
[
nt−1∑
n=0

f(tn, Xtn)

tn+1∫
tn

([
λ(v + hm)− λ(tn+1)

])
dv

]∣∣∣∣∣
≤ 2C

1
2

f

(
Nm − 1

)( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

h
1
2 . (1.69)

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.67)

E

[ tn+1∫
tn

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds+

v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)
λ(v + hm)dv

]
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= E

[ tn+1∫
tn

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds+

v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)(
e−βhmλ(v)

+
( 2β

hm(1− e−2βhm)

) 1
2

e−β(v+hm)

v+hm∫
v

eβsdW (s)
)
dv

]

= E

tn+1∫
tn

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds
)
e−βhmλ(v)dv + E

tn+1∫
tn

( v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)
e−βhmλ(v)dv

≤ e−βhm

tn+1∫
tn

(
E
( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds
)2) 1

2
(
E
(
λ(v)

)2) 1
2

dv

+e−βhm

tn+1∫
tn

(
E
( v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)2) 1
2
(
E
(
λ(v)

)2) 1
2

dv

≤
(C1

2
h

3
2
m +

2

3
dC2hm

)( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

, (1.70)

ãäå C1 = max
(t,x)∈QT )

∣∣Lf ∣∣, C2 = max
j=1,d;(t,x)∈QT )

∣∣∂f
∂xσj

∣∣. Òàêèì îáðàçîì, â ñóììå ïî n

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E

[
nt−1∑
n=0

tn+1∫
tn

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds+

v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)
λ(v + hm)dv

]

≤
(
Nm − 1

)(C1

2
h

3
2
m +

2

3
dC2hm

)( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

. (1.71)

Íàéäåì îöåíêó âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.66)

E
[ t∫
tnt

(
f(v,Xv)λ(v + hm)− f(tnt, Xtnt

)λ(tnt+1)
)
dv
]

= E
[ t∫
tnt

(
f(v,Xv)

(
λ(v + hm)− λ(tnt+1)

)
dv
]
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+E
[ t∫
tnt

(
f(v,Xv)− f(tn, Xtn)

)
λ(tnt+1)

)
dv
]

= E
[ t∫
tnt

(
f(v,Xv)e

−βhm
(
λ(v)− λ(tnt)

)
dv
]

+E
[ t∫
tnt

( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds+

v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)
e−βhmλ(tnt)

)
dv
]

≤
√
2e−βhmC

1
2

f

(
E
[ t∫
tnt

(
λ(v)dv

]2
+ (t− tnt)

2Eλ2(tnt)
) 1

2

+e−βhm

t∫
tnt

(
E
( v∫
tnt

Lf(s,Xs)ds
)2) 1

2
(
E
(
λ(tnt)

)2) 1
2

dv

+e−βhm

t∫
tnt

(
E
( v∫
tnt

∑
i,j

∂f

∂xi
σijdW

γ
j

)2) 1
2
(
E
(
λ(tnt)

)2) 1
2

dv

≤
(
2C

1
2

f h
1
2
m +

2

3
dC2hm +

C1

2
h

3
2
m

)( e−2βhm

1− e−2βhm

) 1
2

. (1.72)

Èç íåðàâåíñòâ (1.69), (1.71), (1.72) ïðè β = βh, îïðåäåëåííîì â (1.52), ñëåäóåò∣∣∣∣∣E[
t∫

0

f(v,Xv)λ
hm(v)dv −

t∫
0

fλm(v,Xv)dv
]∣∣∣∣∣ ≤ T

(
2C

1
2

f h
1
2
m +

2

3
dC2hm +

C1

2
h

3
2
m

)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè r ∈ C1(Rd+1) ââåäåì îáîçíà÷åíèå d
dθr(X�(θ), θ) =

∂r
∂x

∂X�(θ)
∂θ + ∂r

∂θ , ãäå
∂X�(θ)
∂θ � ñ.ê. ïðîèçâîäíàÿ.

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìà-

òè÷åñêèõ îæèäàíèé òèïà (1.2) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ ïðîöåññû X� è Z� ïðèñóòñòâóåò âèíåðîâñêèé ïðîöåññ W γ
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Xs(θ) = x+

s∫
t

a(v,Xv(θ), θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv(θ), θ)dW
γ(v) (1.73)

Zs(θ) =

s∫
t

(
∂a

∂x
Zv(θ) +

∂a

∂θ

)
dv +

s∫
t

(
∂σ

∂x
Zv(θ) +

∂σ

∂θ

)
dW γ(v) (1.74)

Äëÿ ñëó÷àåâ d > 1 îïðåäåëèì d-ìåðíûé ñòàöèîíàðíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ

λ = (λ1, . . . , λd) òàê, ÷òî êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà λj, j = 1, . . . , d ÿâëÿåòñÿ ðåøå-

íèåì ÑÄÓ

dλj = −βλjdv + ϑdWj(v) , (1.75)

ãäå λj(0) = λj0 � ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé ϑ2

2β .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíû ñëó÷àéíûå ïðîöåññû λj(v), j = 1, . . . , d (v ≥ t),

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ÑÄÓ

dλj = −βλjdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dWj(v), λj(t) ∈ N

(
0,

ϑ√
2β

)
, (1.76)

ãäå Wj � âçàèìíî íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x è íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t, ôóíêöèÿ g(t, x), êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ íà ãðà-

íèöå ∂G, à ôóíêöèè Lg è
∑
ij

∂g
∂xi
σij íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî ïðè ëþáûõ

(t, x, θ) ∈ ST × U . Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) è ôóíêöèè φ, f óäî-

âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì À � Å. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäóòñÿ òàêèå

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β, h ÑÄÓ (1.76), ÷òî äëÿ ∂u
∂θ ïðè (t, x) ∈ QT ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∂u∂θ (t, x)− Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T
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+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv

−
(f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

R(τ,Xτ , θ)

τ∫
t

d

dθ
R(v,X(v), θ)dv

)
χτ<T

]∣∣∣∣∣ ≤ ε, (1.77)

ãäå

R(v,X(v), θ) =
(
Lg +

∑
ij

∂g

∂xi
σijλ

h
j

)∣∣∣
(v,X(v),θ),

. (1.78)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî θ ðàâåíñòâà (1.2) ïîëó÷àåì

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv
]
+ Φ(θ), (1.79)

ãäå Φ(θ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (1.13).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåë â (1.13) ñóùåñòâóåò, è áóäåò ïîëó÷åíà ôîð-

ìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ∂u
∂θ . Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè µ ∈ C1

(
Rd+1

)
ââåäåì îáîçíà÷åíèå Rµ

j (v,Xv, θ) =
∑
l

∂µ(Xv(θ))
∂xl

·σlj(v,Xv(θ), θ).

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ôóíêöèè g(t, x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

0 = g(t, x) +

τ∫
t

Lg(v,Xv, θ)dv +

τ∫
t

∑
j

Rg
jdW

γ
j (v) (1.80)

Äîáàâèì è âû÷òåì â (1.80) èíòåãðàë
τ(θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv, θ)λ

h
j (v)dv è ïåðåïèøåì ýòî

óðàâíåíèå â ñëåäóþùåì âèäå

0 = g(t, x) +

τ∫
t

R(v,Xv, θ)dv +

τ∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv, θ)dW

γ
j (v)



45

−
τ∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv, θ)λ

h
j (v)dv. (1.81)

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå τ̃(θ,∆θ) = τ(θ)∧ τ(θ+

∆θ). Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ, ïîëó÷åííûõ èç (1.81) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ è

θ +∆θ, ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî

0 =
1

∆θ

[ τ̃(θ,∆θ)∫
t

(R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−R(v,Xv(θ), θ)) dv

+

τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv −
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ), θ)dv

+

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dW γ

j (v)

−
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)λhj (v)dv

−
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dW

γ
j (v) +

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)λ

h
j (v)dv

+

τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dW γ

j (v)

−
τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)λhj (v)dv (1.82)

−
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dW

γ
j (v) +

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)λ

h
j (v)dv

]
.
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Óìíîæèì (1.82) íà χτ<T
f(τ,Xτ ,θ)+

∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

R(τ,Xτ ,θ)
, ãäå τ áåðåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðà-

ìåòðà θ, è ðàññìîòðèì ïðåäåë ïðè ∆θ → 0 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðàâîé

÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
∆θ→0

Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

R(τ,Xτ , θ)
·

τ̃(θ,∆θ)∫
t

R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−R(v,Xv(θ), θ)

∆θ
dv
]

= Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

R(τ,Xτ , θ)

τ(θ)∫
t

d

dθ
R(v,Xv(θ), θ)dv

]
. (1.83)

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà χτ(θ)<T
f(τ,Xτ ,θ)+

∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

R(τ,Xτ ,θ)
ï.â. îãðàíè÷åíà

∣∣∣Et,x[χτ(θ)<T f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

R(τ,Xτ , θ)
·

( τ̃(θ,∆θ)∫
t

R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−R(v,Xv(θ), θ)

∆θ
dv

−
τ(θ)∫
t

d

dθ
R(v,Xv(θ), θ)dv

)]∣∣∣ ≤ C

T∫
t

∣∣∣Et,x[χv<τ̃(θ,∆θ)·
(R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−R(v,Xv(θ), θ)

∆θ
− d

dθ
R(v,Xv(θ), θ)

)]∣∣∣dv
+C
∣∣∣Et,x[ τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
R(v,Xv(θ), θ)dv

]∣∣∣, (1.84)

ãäå C = sup
(v,x,θ)∈[0,T ]×∂G×U

∣∣∣f(v,x,θ)+∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

R(v,x,θ)

∣∣∣ .
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Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ai, σij, g ïî x, θ íåïðåðûâíû â G è ñëåäî-

âàòåëüíî îãðàíè÷åíû , äëÿ X� âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñ.ê. äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî

θ [17], è ò.ê. ïðîöåññû λj èìåþò îãðàíè÷åííóþ äèñïåðñèþ íà [0, T ] è íå çàâè-

ñÿò îò ïàðàìåòðà θ, òî íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà (1.84) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆θ → 0.

Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.84) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè

∆θ → 0. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè R ñëåäóåò
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
R(v,Xv(θ), θ)dv =

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv +

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
i,j

d

dθ

( ∂g
∂xi

σij(v,Xv(θ), θ)
)
λhj (v)dv. (1.85)

Òàê êàê ïðîèçâîäíûå Lg íåïðåðûâíû â G, âåëè÷èíà d
dθLg(v,Xv(θ), θ) îãðàíè÷å-

íà. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (1.85)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆θ → 0 íà îñíîâàíèè ëåììû 1∣∣∣Et,x[ τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv

]∣∣∣ ≤ C1Et,x

∣∣∣τ(θ)− τ̃(θ,∆θ)
∣∣∣

≤ C1Et,x
∣∣∆τ ∣∣→ 0 ïðè ∆θ → 0 ,

ãäå C1 = sup
(v,x,θ)∈[0,T ]×∂G×U

∣∣∣ ddθLg(v,Xv(θ), θ)
∣∣∣, ∆τ = τ(θ +∆θ)− τ(θ) .

Ñõîäèìîñòü ïðè ∆θ → 0 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â

(1.85) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

Et,x

[ τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
i,j

d

dθ

( ∂g
∂xi

σij

)
λhjdv

]
≤
∑
i,j

Et,x

[( τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

( d
dθ

( ∂g
∂xi

σij

))2
dv
) 1

2 ·

( τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

(λhj )
2dv
) 1

2
]
≤
∑
i,j

[
Et,x

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

( d
dθ

( ∂g
∂xi

σij

))2
dv
] 1

2 ·
[
Et,x

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

(λhj )
2dv
] 1

2
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≤ C2

(∑
j

T∫
t

Et,x(λ
h
j )

2dv
)(

Et,x(τ(θ)− τ̃(θ,∆θ))
) 1

2 → 0 ïðè ∆θ → 0,

ãäå C2 = d · max
i, j = 1, . . . , d

(v, x, θ) ∈ [0, T ]× Ḡ× U

∣∣∣ ddθ( ∂g
∂xi
σij

)∣∣∣.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè ∆θ → 0

Et,x

χτ(θ)<T f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

∆θRτ

 τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv

−
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ), θ)dv


− Et,x

[
χτ(θ)<T

(
f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ

∂t
(τ,Xτ , θ)

)∆τ
∆θ

]
→ 0,

(1.86)

ãäå Rτ = R(τ,Xτ , θ).

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ èíòåãðàëîâ â (1.86) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv −
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

R(v,Xv(θ), θ)dv

=

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

R(v,Xv(θ + η∆θ), θ + η∆θ)dv, (1.87)

ãäå η =

 1, åñëè τ(θ) < τ(θ +∆θ),

0, åñëè τ(θ +∆θ) < τ(θ).

Òàê êàê R íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ñóùåñòâóåò ÷èñ-

ëî γ, γ ∈ [τ(θ) ∧ τ(θ +∆θ), τ(θ) ∨ τ(θ +∆θ)] òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

R(v,Xv(θ + η∆θ), θ + η∆θ)dv = R(γ,Xγ(θ + η∆θ), θ + η∆θ)∆τ. (1.88)
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Ïåðåïèøåì ðàçíîñòü ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé â (1.86) ñ ó÷åòîì (1.87), (1.88)

è ïîëó÷èì äëÿ íåå ñëåäóþùóþ îöåíêó

Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

∆θRτ
(R(γ,Xγ(θ + η∆θ), θ + η∆θ)−Rτ)∆τ

]
≤

C

(
Et,x

[R(γ,Xγ(θ + η∆θ), θ + η∆θ)−Rτ

∆θ

]2
∆θ

)1
2 (

Et,x

(
∆τ
)2

∆θ

) 1
2

. (1.89)

Ïðè ∆θ → 0 âåëè÷èíà R(γ,Xγ(θ+η∆θ),θ+η∆θ)−Rτ
∆θ îãðàíè÷åíà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ôóíêöèè R ïî âñåì àðãóìåíòàì è ñóùåñòâîâàíèÿ ñ.ê.

ïðîèçâîäíîé ∂X
∂θ . Ïðè ∆θ → 0 âåëè÷èíà Et,x

[
(∆τ)2

∆θ

]
îãðàíè÷åíà, ò.ê. â ñèëó (1.60)

èìååì

Et,x

[(∆τ)2
∆θ

]
≤ C(2)Et,x

∣∣∣Xτ̃(θ,∆θ)(θ +∆θ)−Xτ̃(θ,∆θ)(θ)

∆θ

∣∣∣ ≤
C(2)

(
Et,x

(Xτ̃(θ,∆θ)(θ +∆θ)−Xτ̃(θ,∆θ)(θ)

∆θ

)2) 1
2 → C(2)

(
Et,x

(∂X
∂θ

∣∣∣
τ

)2) 1
2

. (1.90)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ïðè ∆θ → 0 ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (1.89)

ñõîäèòñÿ ê íóëþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå (1.86).

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè∆θ → 0 ñóììà ñëàãàåìûõ â (1.82), ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëû ñ

ôóíêöèÿìè Rg
j â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ, ìîæåò áûòü êàê óãîäíî áëèçêà

ê íóëþ çà ñ÷åò âûáîðà ïàðàìåòðîâ ïðîöåññîâ λj. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ∆θ → 0

èìååì

1
∆θ

[ τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dW γ

j (v)

−
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)λhj (v)dv

−
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dW

γ
j (v) +

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)λ

h
j (v)dv

]
→

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

d
dθR

g
j(v,Xv(θ), θ)dW

γ
j (v)−

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

d
dθR

g
j(v,Xv(θ), θ)λ

h
j (v)dv.

(1.91)
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Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 äëÿ ëþáîãî j (j = 1, . . . , d) è ε
2d ìîæíî íàéòè ïàðàìåò-

ðû β1j, h1j ïðîöåññà λj è çàäàòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ d
dθR

g
j,mλ

h1j
j âèäà (1.45),

îïðåäåëåííóþ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, òàêóþ, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

Et,x

∣∣∣ τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j(v,Xv(θ), θ)dW

γ
j (v)−

τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j,m(v,Xv(θ), θ)λ

h1,j
j (v)dv

∣∣∣ ≤ ε

2d
.

(1.92)

Ñîãëàñíî ëåììå 3 äëÿ ëþáîãî j (j = 1, . . . , d) è ε
2d ìîæíî íàéòè ïàðàìåò-

ðû β2j, h2j ïðîöåññà λj è çàäàòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ d
dθR

g
j,mλ

h2j
j âèäà (1.64),

îïðåäåëåííóþ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå, òàêóþ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî C > 0 áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣Et,x
[ τ̃(θ,∆θ)∫

t

d

dθ
Rg
j(v,Xv(θ), θ)λ

h2,j(v)dv−
τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j,m(v, θ)λ

h2,j
j (v)dv

]∣∣∣∣∣ ≤ C(h2j)
1
2 .

(1.93)

Äëÿ êàæäîãî j âûáåðåì h2j òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

C(h2j)
1
2 ≤ ε

2d , ò.å. h2j ≤
(

ε
2dC

)2
.

Çàäàäèì h = min
j=1,...,d

(
h1j, h2j

)
è β = max

j=1,...,d

(
β1j, β2j

)
, è ïóñòüm � ñîîòâåòñòâó-

þùèé h íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∣Et,x
( τ̃(θ,∆θ)∫

t

∑
j

d

dθ
Rg
j(v, θ)dW

γ
j (v)−

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

d

dθ
Rg
j(v, θ)λ

h
j (v)dv

)∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣Et,x
( τ̃(θ,∆θ)∫

t

∑
j

d

dθ
Rg
j(v, θ)dW

γ
j (v)−

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

d

dθ
Rg
j,m(v, θ)λ

h
j (v)dv

)∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣Et,x
( τ̃(θ,∆θ)∫

t

∑
j

d

dθ
Rg
j,m(v, θ)λ

h
j (v)dv −

τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

d

dθ
Rg
j(v, θ)λ

h
j (v)dv

)∣∣∣∣∣
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≤
∑
j

Et,x

∣∣∣∣∣
τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j(v, θ)dW

γ
j (v)−

τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j,m(v, θ)λ

h
j (v)dv

∣∣∣∣∣
+
∑
j

∣∣∣∣∣Et,x
( τ̃(θ,∆θ)∫

t

d

dθ
Rg
j,m(v, θ)λ

h
j (v)dv −

τ̃(θ,∆θ)∫
t

d

dθ
Rg
j(v, θ)λ

h
j (v)dv

)∣∣∣∣∣ ≤ ε.

(1.94)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, òåîðåìû 2, ëåììû 1 è ëåììû 3 ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ

ñõîäèìîñòü ê íóëþ ïðè ∆θ → 0 ñóììû ñëàãàåìûõ â òðåõ ïîñëåäíèõ ñòðîêàõ

(1.82), ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëû ñ ôóíêöèÿìèRg
j â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

Çàìå÷àíèå 1.2. Äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G â ïðîñòðàíñòâå Rd ñ

ãðàíèöåé ∂G êëàññàCl, l ≥ 2 ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ g(x) êëàññàCl, êîòîðàÿ

ðàâíà íóëþ íà ∂G. Òàêîé ôóíêöèåé, íàïðèìåð, ìîæåò áûòü ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ

äî ãðàíèöû ∂G, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ â îêðåñòíîñòè ∂G êàê l(x) = min
y∈∂G

|x− y|.

Îáû÷íî çàäàþò ôóíêöèþ l(x) òàê, ÷òîáû îíà áûëà ïîëîæèòåëüíîé äëÿ òî÷åê

âíóòðè îáëàñòè è îòðèöàòåëüíîé äëÿ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ âíå îáëàñòè. Ôóíêöèþ

l(x) ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ ñîõðàíåíèåì åå ãëàäêîñòè íà âñå ïðîñòðàíñòâî Rd.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèé òàêîãî òèïà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [101], [16]. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ôóíêöèÿ g ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè âñåãäà ñóùåñòâóåò â ïðåäïîëîæå-

íèè, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ.

1.5 Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ X è λ

Òàêæå êàê è â ðàçäåëå 1.2 çàäàäèì ðàâíîìåðíóþ ñåòêó íà îòðåçêå [t, T ] ñ

øàãîì h = T−t
N , óçëû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì ti = t+hi (i = 0, . . . , N).
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Èç óðàâíåíèÿ (1.41), óìíîæåííîãî íà h, ïîëó÷àåì

∆W γ = h
(
λ(tn+1)− e−βhλ(tn)

)
. (1.95)

Â ðàâåíñòâå (1.95) îïðåäåëåíà âçàèìîñâÿçü ìåæäó èçìåíåíèÿìè íà îäíîì øàãå

ïðîöåññà λ è âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W γ, òàê ÷òî (1.95) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè

÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ W γ è λ. Ìîæíî, íàïðèìåð, ïî

çàäàííîé íà êàæäîì øàãå òðàåêòîðèè ïðîöåññà λ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ

òðàåêòîðèþ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà W γ, à ìîæíî, íàîáîðîò, ïî ìîäåëèðóåìîé

òðàåêòîðèè W γ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ ïðîöåññà λ.

Ïóñòü íà êàæäîì øàãå òðàåêòîðèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà X· ìîäåëèðóþò-

ñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà íà îñíîâå âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ W γ
j

X tn+1
= X tn + han +

d∑
j=1

σnj∆nW
γ
j , (1.96)

ãäå

∆nW
γ
j ≡ W γ

n+1,j −W γ
n,j =

√
hξnj , (1.97)

ξnj � âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç N(0, 1). Òîãäà ìîäåëèðîâàíèå

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò λj îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

λj,tn+1
= e−βhλj,tn +

∆nW
γ
j

h
, λj,t0 ∈ N

(
0,

ϑ√
2β

)
, (1.98)

ãäå ϑ =
√

2β
h(1−e−2βh)

.

Çàìåòèì, ÷òî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ

βh çíà÷åíèÿ hλj,tn+1
è ∆nW

γ
j ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ íåçíà÷èòåëüíî.
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1.6 ×èñëåííûé ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âçÿòà ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ

∂u

∂t
+
θ

2

(
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22

)
+
∂u

∂x1
+
∂u

∂x2
+f(t, x1, x2, θ) = 0, t ∈ (t0, T ), x ∈ G, (1.99)

ãäå G = {(x1, x2)| x21 + x22 < 1};

f(t, x1, x2, θ) = θ[2(θ + x1 + x2)− 0.3(1− x21 − x22)] exp(−0.3(T − t)).

u(T, x1, x2, θ) = θ(1− x21 − x22), (1.100)

u(t, x1, x2, θ) = 0, ïðè x21 + x22 = 1. (1.101)

Ôóíêöèÿ u(t, x1, x2, θ) = θ(1 − x21 − x22) exp(−0.3(T − t)) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è (1.99) � (1.101). Â âû÷èñëåíèÿõ äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé ∂u/∂θ

èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ g = exp(t−T )(1−x21−x22). Â ðàñ÷åòàõ áðàëèñü ñëåäóþ-

ùèå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ: íà÷àëüíîå âðåìÿ t0 = 0.2; êîíåö èíòåðâàëà

âðåìåíè T = 3.5; çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β = 5 · 107; çíà÷åíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è

θ = 0.5; îáúåì âûáîðêè 2 · 105. Îöåíêè u è ∂u/∂θ áûëè îïðåäåëåíû äëÿ òî÷åê:

(0.50; 0.0), (0.75; 0.0), (0.95; 0.0). Ðåçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðàçìåðîâ øàãà

h = 10−5 è h = 10−6 ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ íèæå.

Òàáëèöà 1. Îöåíêè u(t, x)

x1 Îöåíêà u (h = 10−5) Îöåíêà u (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå u

0.50 1.3999 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3951 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3934 · 10−1

0.75 8.196 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.120 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.1282 · 10−2

0.95 1.864 · 10−2 ± 1.9 · 10−4 1.818 · 10−2 ± 1.8 · 10−4 1.8114 · 10−2

Ïðè îïðåäåëåíèè îöåíîê u(t, x) è ∂u/∂θ âû÷èñëÿëèñü 95% äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû.
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Òàáëèöà 2. Îöåíêè ∂u
∂θ
(t, x)

x1 Îöåíêà ∂u
∂θ (h = 10−5) Îöåíêà ∂u

∂θ (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ

0.50 2.742 · 10−1 ± 1.05 · 10−2 2.779 · 10−1 ± 1.4 · 10−3 2.7868 · 10−1

0.75 1.606 · 10−1 ± 6.5 · 10−3 1.613 · 10−1 ± 1.0 · 10−3 1.6256 · 10−1

0.95 3.629 · 10−2 ± 4.3 · 10−4 3.591 · 10−2 ± 4.1 · 10−4 3.6229 · 10−2

Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà Et,x(
∂τ
∂θf(τ, y(τ), θ)). Èç òàáë. 3 âèä-

íî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ, âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â îöåíêó ∂u/∂θ. Â òàáë. 4 �

Òàáëèöà 3. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Et,x

[
∂τ
∂θ
f(τ,X(τ))

]
x1 Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−5) Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−6)

0.50 0.817 · 10−1 0.768 · 10−1

0.75 0.419 · 10−1 0.393 · 10−1

0.95 0.893 · 10−2 0.831 · 10−2

6 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî âàðèàíòó àëãîðèòìà àï-

ïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ïëîñêîñòüþ èç [80].

Òàáëèöà 4. Îöåíêè u(t, x)

x1 Îöåíêà u (h = 10−5) Îöåíêà u (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå u

0.50 1.3918 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3958 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3934 · 10−1

0.75 8.097 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.113 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.1282 · 10−2

0.95 1.780 · 10−2 ± 1.8 · 10−4 1.793 · 10−2 ± 1.8 · 10−4 1.8114 · 10−2

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ïëîñ-

êîñòüþ â òî÷êå (0.95; 0.00) íå ïðèâåëî ê çàìåòíîìó óëó÷øåíèþ îöåíîê u è ∂u
∂θ .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà β íà òî÷íîñòü îöåíêè ∂u/∂θ

áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, â õîäå êîòîðîãî äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-

÷åíèé β îò 101 äî 106 ïðè øàãå h = 10−6 è îáú¼ìå âûáîðêè 5·105 áûëè îïðåäåëåíû
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Ðèñ. 1. Àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ðàçíîñòåé îöåíîê ∂u/∂θ è å¼ òî÷íîãî

çíà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ β

îöåíêè ∂u/∂θ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ðàçíîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïðîèçâîäíîé è å¼ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì íàãëÿäíî

ïðîäåìîíñòðèðîâàíî óëó÷øåíèå îöåíîê ïðè óâåëè÷åíèè β. Óæå ïðè βh = 1 ïî-

ëó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ∂u/∂θ.

Òàáëèöà 5. Îöåíêè ∂u
∂θ
(t, x)

x1 Îöåíêà ∂u
∂θ (h = 10−5) Îöåíêà ∂u

∂θ (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ

0.50 2.761 · 10−1 ± 1.3 · 10−3 2.787 · 10−1 ± 1.3 · 10−3 2.7868 · 10−1

0.75 1.605 · 10−1 ± 0.9 · 10−3 1.616 · 10−1 ± 0.9 · 10−3 1.6256 · 10−1

0.95 3.536 · 10−2 ± 4.0 · 10−4 3.563 · 10−2 ± 4.0 · 10−4 3.6229 · 10−2
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Òàáëèöà 6. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Et,x

[
∂τ
∂θ
f(τ,X(τ))

]
x1 Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−5) Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−6)

0.50 0.776 · 10−1 0.758 · 10−1

0.75 0.348 · 10−1 0.387 · 10−1

0.95 0.796 · 10−2 0.792 · 10−2

1.7 Ìåòîä FBVP2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ âèäà ∂u/∂θ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí ìåòîä FBVP2 äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðà-

ìåòðàì âèäà ∂u/∂θ, êîòîðûé òàê æå êàê è ìåòîä FBVP1 îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè

ôîðìóëû Èòî ê ôóíêöèè g, ðàâíîé íóëþ íà ãðàíèöå. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëè ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè

g ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåòîäîì FBVP2 íå

òðåáóåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ λj, ÷òî äàåò íåêîòîðîå óìåíüøåíèå âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ FBVP1. Íî äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ

ìåòîäîì FBVP2 òðåáóþòñÿ áîëåå ñèëüíûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà êîýôôèöèåíòû

ÑÄÓ è ãðàíèöó îáëàñòè, à èìåííî

Ä′) ïðîèçâîäíûå

∂a

∂x
,
∂2a

∂x2
,
∂a

∂θi
,

∂2a

∂x∂θi
,
∂σ

∂x
,
∂2σ

∂x2
,
∂σ

∂θi
,

∂2σ

∂x∂θi
,
∂a

∂t
,
∂σ

∂t
;

íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åííû â [0,∞)×Rd × U ;

Å′) ãðàíèöà ∂G êëàññà C4.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) è ôóíêöèè φ, ψ, f óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì À � Ã, Ä′, E′. Òîãäà äëÿ ∂u
∂θ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv
]
+ Φ(θ) , (1.102)

ãäå Φ(θ) åñòü ïðåäåë â (1.13) è îí îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

Φ(θ) = −Et,x

[
χτ<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

(Lg)τ

( τ∫
t

d

dθ

(
Lg
)
v
dv

+

τ∫
t

d

dθ

(∑
l,j

∂g

∂xl
σlj

)
v
dWj(v)

)]
, (1.103)

â êîòîðîì â êà÷åñòâå g ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ ôóíêöèþ êëàññàC4(Rd), ðàâíóþ

íóëþ íà ∂G âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, íî ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ

Lg íå îáðàùàþòñÿ â íîëü íà ∂G äëÿ âñåõ θ ∈ U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (1.102) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ïî θ ðàâåíñòâà (1.2). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåë â (1.13) ñóùåñòâóåò

è ïðè ýòîì Φ(θ) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.103).

Òàê êàê ôóíêöèÿ g ðàâíà íóëþ íà ãðàíèöå, òî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ôîð-

ìóëû Èòî, ïîëó÷èì

0 = g(x) +

τ(θ)∫
t

Lg(v,Xv(θ), θ)dv +

τ(θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dWj(v) . (1.104)

Êàê è â ðàçäåëå 1.4 èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå τ̃(θ,∆θ) = τ(θ) ∧ τ(θ + ∆θ).

Ïðèìåíÿÿ (1.104) äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ è θ+∆θ, ìîæåì çàïèñàòü ðàâåíñòâî
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0 = 1
∆θ

[ τ̃(θ,∆θ)∫
t

(Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(v,Xv(θ), θ)) dv

+
τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv −
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ), θ)dv

+
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

(
Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−Rg

j(v,Xv(θ), θ)
)
dWj(v)

+
τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dWj(v)

−
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dWj(v)

]
.

(1.105)

Óìíîæèì (1.105) íà χτ<T
f(τ,Xτ ,θ)+

∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

(Lg)τ
, ãäå τ áåðåòñÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðà-

ìåòðà θ, è ðàññìîòðèì ïðåäåë ïðè ∆θ → 0 ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðàâîé

÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà.

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
∆θ→0

Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

(Lg)τ
·

τ̃(θ,∆θ)∫
t

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(v,Xv(θ), θ)

∆θ
dv
]

= Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

(Lg)τ

τ(θ)∫
t

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv

]
. (1.106)

Äëÿ ýòîãî çàïèøåì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà χτ(θ)<T
f(τ,Xτ ,θ)+

∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

(Lg)τ
ï.â. îãðàíè÷åíà

∣∣∣Et,x[χτ(θ)<T f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

(Lg)τ
·

( τ̃(θ,∆θ)∫
t

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(v,Xv(θ), θ)

∆θ
dv
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−
τ(θ)∫
t

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv

)]∣∣∣ ≤ C

T∫
t

∣∣∣Et,x[χv<τ̃(θ,∆θ) ·
(Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(v,Xv(θ), θ)

∆θ
− d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)

)]∣∣∣dv
+C
∣∣∣Et,x[ τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv

]∣∣∣ , (1.107)

ãäå C = sup
(v,x,θ)∈[0,T ]×∂G×U

∣∣∣f(v,x,θ)+∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

(Lg)(v,x,θ)

∣∣∣ .
Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíûå Lg ïî x, θ íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû â G , òî ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ∆θ → 0

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(v,Xv(θ), θ)

∆θ
→ d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)

ïî âåðîÿòíîñòè. Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.107) ñòðåìèòñÿ ê

íóëþ ïðè ∆θ → 0.

Òàêæå, èç íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè â G ïðîèçâîäíûõ Lg ñëåäóåò, ÷òî

âåëè÷èíà d
dθLg(v,Xv(θ), θ) îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

(1.107) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆θ → 0 íà îñíîâàíèè ëåììû 1

∣∣∣Et,x[ τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

d

dθ
Lg(v,Xv(θ), θ)dv

]∣∣∣ ≤ C1Et,x

∣∣∣τ(θ)− τ̃(θ,∆θ)
∣∣∣

≤ C1Et,x
∣∣∆τ ∣∣→ 0 ïðè ∆θ → 0 , (1.108)

ãäå C1 = sup
(v,x,θ)∈[0,T ]×∂G×U

∣∣∣ ddθLg(v,Xv(θ), θ)
∣∣∣, ∆τ = τ(θ +∆θ)− τ(θ) .

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ∆θ → 0

Et,x

χτ(θ)<T f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

∆θ(Lg)τ

 τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv
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−
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ), θ)dv


− Et,x

[
χτ(θ)<T

(
f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ

∂t
(τ,Xτ , θ)

)∆τ
∆θ

]
→ 0.

(1.109)

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ èíòåãðàëîâ â (1.109) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dv −
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

Lg(v,Xv(θ), θ)dv

=

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

Lg(v,Xv(θ + η∆θ), θ + η∆θ)dv, (1.110)

ãäå η =

 1, åñëè τ(θ) < τ(θ +∆θ),

0, åñëè τ(θ +∆θ) < τ(θ).

Îáîçíà÷èì C2 = sup
(v,x,θ)∈[0,T ]×∂G×U

∣∣∣f(v,x,θ)+∂ψ
∂t (τ,Xτ ,θ)

(Lg)τ

∣∣∣. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê

Lg(v,Xv(θ + η∆θ), θ + η∆θ), ñ ó÷åòîì (1.110) çàïèøåì íåðàâåíñòâî äëÿ ìîäóëÿ

âûðàæåíèÿ â (1.109)

∣∣∣∣∣Et,x
[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

∆θ(Lg)τ
·

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

(
Lg(v,Xv(θ + η∆θ), θ + η∆θ)− (Lg)τ

)
dv

]∣∣∣∣∣
≤ C2Et,x

[
χ(τ(θ)<T )&(η=1)

∆τ

∆θ

∣∣∣Lg(τ,Xτ(θ +∆θ), θ +∆θ)− Lg(τ,Xτ(θ), θ)
∣∣∣]

+C2

∣∣∣∣∣Et,x
[
χτ(θ)<T

1

∆θ

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

dv

v∫
τ(θ)

L2g(s,Xs(θ + η∆θ), θ + η∆θ)ds

]∣∣∣∣∣
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+C2

∣∣∣∣∣Et,x
[
χτ(θ)<T

1

∆θ

τ(θ+∆θ)∫
τ(θ)

dv

v∫
τ(θ)

∑
j

RLg
j (s,Xs(θ + η∆θ), θ + η∆θ)dWj(s)

]∣∣∣∣∣ .
(1.111)

Î÷åâèäíî, âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (1.111) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ

ïðè ∆θ → 0. Ðàññìîòðèì Et,x
[
χτ(θ)<T&(η=1)

∆τ
∆θ |∆Lg|

]
, ãäå ∆Lg := Lg(τ,Xτ(θ +

∆θ), θ+∆θ)−Lg(τ,Xτ(θ), θ). Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ∆Lg → 0 ïðè ∆θ → 0 ïî

âåðîÿòíîñòè. Çàäàäèì ε1 > 0, ε2 > 0. Ïóñòü δ > 0 òàêîå, ÷òî P{|∆Lg| > ε1} < ε2

ïðè ∆θ < δ. Òîãäà ïðè ∆θ < δ

Et,x

[
χ(τ(θ)<T )&(η=1)

∆τ

∆θ
|∆Lg|

]
< 2KMε2 +Kε1 ,

ãäå K � ïîñòîÿííàÿ â íåðàâåíñòâå (1.61), M = sup
[0,T ]×∂G×U

Lg. Òàêèì îáðàçîì,

(1.109) äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëû ïî âèíåðîâñêîìó ïðîöåññó â (1.105). Ïîêàæåì,

÷òî

lim
∆θ→0

Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

(Lg)τ

·
τ̃(θ,∆θ)∫
t

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−Rg

j(v,Xv(θ), θ)

∆θ
dWj(v)

]

= Et,x

[
χτ(θ)<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

(Lg)τ

τ(θ)∫
t

∑
j

d

dθ

(
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

)
dWj(v)

]
. (1.112)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ∣∣∣∣Et,x[χτ(θ)<T f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

(Lg)τ( T∫
t

χv≤τ̃(θ,∆θ)
∑
j

(Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−Rg

j(v,Xv(θ), θ)

∆θ
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− d

dθ
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

)
dWj(v)

)
−

τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

d

dθ

(
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

)
dWj(v)

]∣∣∣∣∣
≤ C2

T∫
t

(∑
j

Et,x

(Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−Rg

j(v,Xv(θ), θ)

∆θ

− d

dθ
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

)2) 1
2

dv + C2Et,x

∣∣∣ τ(θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

d

dθ

(
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

)
dWj(v)

∣∣∣ .
(1.113)

Ôóíêöèÿ Rg
j(v,Xv(θ + ∆θ), θ + ∆θ) è åå ïðîèçâîäíûå ïî x, θ îãðàíè÷åíû â G.

Ïîýòîìó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ∆θ → 0

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)−Rg

j(v,Xv(θ), θ)

∆θ
→ d

dθ
Rg
j(v,Xv(θ), θ)

ïî âåðîÿòíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (1.113)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆θ → 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ d
dθR

g
j(·, X·, θ) îãðàíè÷åíà, òî

î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ∆θ → 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
∆θ→0

1

∆θ
Et,x

[
χτ<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

R(τ,Xτ)
·

( τ(θ+∆θ)∫
τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ +∆θ), θ +∆θ)dWj(v)

−
τ(θ)∫

τ̃(θ,∆θ)

∑
j

Rg
j(v,Xv(θ), θ)dWj(v)

)]
= 0 . (1.114)

Äîêàçàòåëüñòâî (1.114) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Rg
j ðàâíà íóëþ íà ãðàíè-

öàõ îòðåçêîâ [τ̃ , τ(θ)] è [τ̃ , τ(θ + ∆θ)]. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Èòî ê ýòîé ôóíêöèè

â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ â (1.114), ëåãêî ìîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëè-

âîñòè (1.114). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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1.8 Àíàëèç ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ ïî

ïàðàìåòðàì

Îáîçíà÷èì ∂uN

∂θ àïïðîêñèìàöèþ ïðîèçâîäíîé ∂u
∂θ , ïîëó÷åííóþ íà îñíîâå ôîð-

ìóë (1.102), (1.103) ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà, à Ztk ñî-

îòâåòñòâóþùóþ àïïðîêñèìàöèþ ñ.ê. ïðîèçâîäíîé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X� ïî ïà-

ðàìåòðó θ â òî÷êå tk (k = 1, . . . , N).

Îïðåäåëåíèå îöåíîê ∂u
∂θ ñâîäèòñÿ ê óñðåäíåíèþ ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû(∂φ
∂x

(X tN , θ)ZtN +
∂φ

∂θ
(X tN , θ)

)
χτN>tN

+
(∂ψ
∂x

(τN , XτN , θ)ZτN +
∂ψ

∂θ
(τN , XτN , θ)

)
χτN<tN

+h

(N−1)∧(iτ−1)∑
k=0

(
∂f

∂x
(tk, X tk)Ztk +

∂f

∂θ
(tk, X tk)

)

−χτN<tN
f(τN , XτN ) +

∂ψ
∂t (τ

N , XτN )

(Lg)Nτ

·
iτ−1∑
k=0

(
h
d

dθ

(
Lg
)
tk
+

d

dθ

(∑
l,j

∂g

∂xl
σl,j

)
tk

(
Wj(tk+1)−Wj(tk)

))
.

Äîáàâèì ê ñèñòåìå ÑÄÓ (1.1), (1.14) åùå óðàâíåíèå

Y (s, θ) =

s∫
t

d

dθ

(
Lg
)
v
dv +

s∫
t

d

dθ

(∑
l,j

∂g

∂xl
σl,j

)
v
dWj(v). (1.115)

Äàëåå, ñèìâîëîì Y áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðîöåññà Y , ïîëó÷åííàÿ

ìåòîäîì Ýéëåðà.

Â õîäå èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ∂uN

∂θ ê ∂u
∂θ áóäåì ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèå

â ïðàâîé ÷àñòè (1.102) êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèîíàëà ñëó÷àéíîãî
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ïðîöåññà (X�, Z�, Y�)

Ψ(X,Z, Y ) = Et,x,0,0

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv)

)
dv − χτ<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

(Lg)τ
Yτ

]
, (1.116)

ãäå íèæíèå èíäåêñû ó ñèìâîëà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ Et,x,0,0 îçíà÷àþò, ÷òî

ïðîöåññ (X�, Z�, Y�) íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå â òî÷êå (t, x, 0, 0) ∈ [0, T )×G×Rd×R.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèÿ â (1.116), ïîëó÷åí-

íîé ìåòîäîì Ýéëåðà, ïðèìåíèì ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè

Ψ(X,Z, Y ) â âèäå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x, z, y).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ÑÄÓ äëÿ Z� è Y� ñîîòâåòñòâåííî

σZ =
∂σ

∂x
z +

∂σ

∂θ
, aZ =

∂a

∂x
z +

∂a

∂θ
,

σY =
( d
dθ

(∑
l

∂g

∂xl
σl1
)
, . . . ,

d

dθ

(∑
l

∂g

∂xl
σld
))
, aY =

d

dθ

(
Lg
)
. (1.117)

Îáîçíà÷èì Π = (0, T )×G×Rd×R. Ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó (X�, Z�, Y�) ïîñòàâèì

â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèé ïàðàáîëè÷åñêèé îïåðàòîð

L ≡ ∂

∂s
+A, (1.118)

ãäå

A ≡ 1

2

( d∑
k,l=1

(σσT )k,l
∂2

∂xk∂xl
+

d∑
k,l=1

(σσTZ)k,l
∂2

∂xk∂zl
+

d∑
k=1

(σσTY )k
∂2

∂xk∂y

+
d∑

k,l=1

(σZσ
T )k,l

∂2

∂zk∂xl
+

d∑
k,l=1

(σZσ
T
Z)k,l

∂2

∂zk∂zl
+

d∑
k=1

(σZσ
T
Y )k

∂2

∂zk∂y
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+
d∑

k=1

(σY σ
T )k

∂2

∂y∂xk
+

d∑
k=1

(σY σ
T
Z)k

∂2

∂y∂zk
+ (σY σ

T
Y )

∂2

∂y2

)
+

d∑
k=1

ak
∂

∂xk
+

d∑
k=1

(aZ)k
∂

∂zk
+ aY

∂

∂y
(1.119)

Ïîëîæèì

ψθ(t, x, z, y) ≡
∂ψ

∂x
(t, x)z +

∂ψ

∂θ
(t, x)−

f(t, x) + ∂ψ
∂t (t, x)

Lg(t, x)
y. (1.120)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàëó ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (X,Y, Z), îïðåäå-

ëåííîìó â (1.116), ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

Lũ+
d∑

k=1

∂f

∂xk
zk +

∂f

∂θ
= 0, (t, x, z, y) ∈ Π; (1.121)

ũ(T, x, z, y) =
d∑

k=1

∂φ

∂xk
(x, θ)zk +

∂φ

∂θ
(x, θ), (x, z, y) ∈ G×Rd ×R; (1.122)

ũ(t, x, z, y) = ψθ(t, x, z, y), (t, x, z, y) ∈ ST ×Rd ×R . (1.123)

Â çàäà÷å (1.121) � (1.123) ìàòðèöà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â ïàðàáîëè-

÷åñêîì óðàâíåíèè âûðîæäåíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì â ðàññìîòðåíèå çàäà÷ó ñ

íåâûðîðîæäåííîé ìàòðèöåé ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü

ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷åé

Luε +
ε2

2

d∑
k=1

∂2uε
∂z2k

+
ε2

2

∂2uε
∂y2

+
d∑

k=1

∂f

∂xk
zk +

∂f

∂θ
= 0, (t, x, z, y) ∈ Π; (1.124)

uε(T, x, z, y) =
d∑

k=1

∂φ

∂xk
(x, θ)zk +

∂φ

∂θ
(x, θ), (x, z, y) ∈ G×Rd ×R; (1.125)

uε(t, x, z, y) = ψθ(t, x, z, y), (t, x, z, y) ∈ ST ×Rd ×R . (1.126)

Ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòîðó â (1.124) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå äèô-

ôóçèîííûé ïðîöåññ. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðîöåññ êàê (X�, Z
ε
� , Y

ε
� ), ïðè ýòîì Zε

� , Y
ε
�
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îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

Zε
s =

s∫
t

(
∂a

∂x
Zε
v +

∂a

∂θi

)
dv +

s∫
t

d∑
j=1

(
∂σj
∂x

Zε
v +

∂σj
∂θ

)
dWj(v)

+ε

s∫
t

d∑
j=1

ejdWd+j(v) , (1.127)

Y ε
s =

s∫
t

d

dθ

(
Lg
)
v
dv +

s∫
t

d

dθ

( d∑
j,l=1

∂g

∂xl
σl,j

)
v
dWj(v) + ε

s∫
t

dW2d+1(v). (1.128)

Â (1.127) ej (j = 1, . . . , d) îáîçíà÷åíû åäèíè÷íûå d - ìåðíûå âåêòîð-ñòîëáöû,

W1, . . . ,W2d+1 � âçàèìíî íåçàâèñèìûå d-ìåðíûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû. Âåêòîð

ñíîñà è ìàòðèöà äèôôóçèè ïðîöåññà (X�, Z
ε
� , Y

ε
� ) ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä

Aε =


a

aZ

aY

 , Sε(Sε)T , ãäå Sε =


σ 0 0

σZ εId 0

σY 0 ε

 . (1.129)

Èç ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (1.124) � (1.126) è ðàâåíñòâà (1.116)

ÿñíî, ÷òî Ψ(X,Zε, Y ε) = uε(t, x, 0, 0), à èç ëèíåéíîñòè Ψ ïî Z è Y ñëåäóåò

Ψ(X,Z, Y ) = Ψ1(X,Z − Zε, Y − Y ε) + Ψ(X,Zε, Y ε), (1.130)

ãäå

Ψ1(X,Z − Zε, Y − Y ε) = Et,x,0,0

[(∂φ
∂x

(XT , θ)(ZT − Zε
T )
)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)(Zτ − Zε
τ )
)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv)(Zv − Zε
v)
)
dv − χτ<T

f(τ,Xτ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ)

(Lg)τ
(Yτ − Y ε

τ )

]
. (1.131)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî àíàëîãè÷íîå (1.130), ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ÷èñëåí-

íûõ îöåíîê. Îáîçíà÷èì ΘN , ΘN
δ , Θ

N
ε ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè âûðàæåíèé ïîä



67

çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, âõîäÿùèõ âΨ(X,Z, Y ),Ψ1(X,Z−Zε, Y−Y ε)

è Ψ(X,Zε, Y ε), ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ

ìåòîäà Ýéëåðà. Òîãäà, ïîñêîëüêó X� íå çàâèñèò îò Z�, Y�, Zε
� Y

ε
� , è ïðè ýòîì Z�,

Y�, Zε
� Y

ε
� âõîäÿò ëèíåéíî â âûðàæåíèÿõ äëÿ Ψ(X,Z, Y ), Ψ1(X,Z − Zε, Y − Y ε)

òî, âåðíî ðàâåíñòâî

ΘN = ΘN
δ +ΘN

ε . (1.132)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: Zδ
� = Z� − Zε

� , Y
δ
� = Y� − Y ε

� , a
δ
Z = ∂a

∂xZ, σ
δ
Z = ∂σ

∂xZ,

aδY = ∂
∂x

(
LgZ

)
Z, σδY = ∂

∂x

(
∂g
∂xσ
)
Z, ψδθ(t, x, z, y) =

∑
k

∂ψ(t,x)
∂xk

zk −
f(t,x)+∂ψ

∂t (t,x)

(Lg)t
y.

Ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â (1.131) íàõîäèòñÿ ôóíêöèîíàë ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà (X�, Z
δ
� , Y

δ
� ) , âåêòîð ñíîñà è ìàòðèöà äèôôóçèè êîòîðîãî ñî-

îòâåòñòâåííî èìåþò âèä

Aδ =


a

aδZ

aδY

 , Sδ(Sδ)T , ãäå Sδ =


σ 0 0

σδZ −εId 0

σδY 0 −ε

 . (1.133)

Ââåäåì îïåðàòîð

Aδ ≡
1

2

(
d∑

k,l=1

(σσT )k,l
∂2

∂xk∂xl
+

d∑
k,l=1

(σσδZ
T
)k,l

∂2

∂xk∂zl
+

d∑
k=1

(σσδY
T
)k

∂2

∂xk∂y

+
d∑

k,l=1

(σδZσ
T )k,l

∂2

∂zk∂xl
+

d∑
k,l=1

[
(σδZσ

δ
Z

T
)k,l + δlkε

2
] ∂2

∂zk∂zl
+

d∑
k=1

(σδZσ
δ
Y

T
)k

∂2

∂zk∂y

+
d∑

k=1

(σδY σ
T )k

∂2

∂y∂xk
+

d∑
k=1

(σδY σ
δ
Z

T
)k

∂2

∂y∂zk
+
[
σδY σ

δ
Y

T
+ ε2

] ∂2
∂y2

)

+
d∑

k=1

ak
∂

∂xk
+

d∑
k=1

aδZk
∂

∂zk
+ aδY

∂

∂y
. (1.134)

Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Ψ1 ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â òî÷êå (t, x, 0, 0) ñëåäóþùåé
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êðàåâîé çàäà÷è

∂uδ
∂t

+Aδuδ +
d∑

k=1

∂f

∂xk
zk = 0, (t, x, z, y) ∈ Π, (1.135)

uδ(T, x, z, y) =
d∑

k=1

∂φ

∂xk
(x, θ)zk, (x, z, y) ∈ G×Rd ×R, (1.136)

uδ(t, x, z, y) = ψδθ(t, x, z, y), (t, x, z, y) ∈ ST ×Rd ×R . (1.137)

Â (1.135) δlk îçíà÷àåò ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Îòìåòèì, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è ïðèìåíå-

íèåì èçâåñòíîé ëåììû Ãðîíóîëëà íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ε→ 0 èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü Zε
s → Zs, Y ε

s → Ys ïðè s > t ≥ 0 â ñ.ê. ñìûñëå. Äåéñòâèòåëüíî,

Et,x|Zε
s − Zs|2 = Et,x

∣∣∣∣∣
s∫
t

∂a

∂x
(Zε

v − Zv)dv +

s∫
t

d∑
j=1

∂σj
∂x

(Zε
v − Zv)dWj(v)

+ε

s∫
t

d∑
j=1

ejdWd+j

∣∣∣∣∣
2

≤ 3Et,x

∣∣∣∣∣
s∫
t

∂a

∂x
(Zε

v − Zv)dv

∣∣∣∣∣
2

+3Et,x

∣∣∣∣∣
s∫
t

d∑
j=1

∂σj
∂x

(Zε
v − Zv)dWj(v)

∣∣∣∣∣
2

+ 3ε2Et,x

∣∣∣∣∣
s∫
t

d∑
j=1

ejdWd+j

∣∣∣∣∣
2

≤ 3
∑
i

Et,x

( s∫
t

∣∣∣ ∂a
∂xi

∣∣∣2dv s∫
t

|Zε
v − Zv|2dv

)

+3
∑
i

Et,x

( s∫
t

∥∥∥ ∂σ
∂xi

∥∥∥2
F
dv

∫ s

t

|Zε
v − Zv|2dv

)
+ 3ε2d(s− t)

≤ C

s∫
t

Et,x|Zε
v − Zv|2dv + 3ε2d(s− t), (1.138)

ãäå | · | � åâêëèäîâà íîðìà âåêòîðà; ∥ · ∥F � íîðìà Ôðîáåíèóñà ìàòðèöû; C =

3T sup
G

(∑
i

∣∣ ∂a
∂xi

∣∣2,∑
i

∥∥ ∂σ
∂xi

∥∥2
F

)
.
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ê (1.138) ëåììó Ãðî-

íóîëëà (ñì., íàïðèìåð, [21], ñòð. 471).

Ëåììà 4. (Ãðîíóîëëà). Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ α(t),

îïðåäåëåííàÿ ïðè t ∈ [t0, T ], óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

α(t) ≤ β(t) + C

t∫
t0

α(s)ds,

ãäå C � íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà, à β(t) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ. Òîãäà

α(t) ≤ β(t) + C

t∫
t0

eC(t−s)β(s)ds.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çà-

äà÷ â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà H
l+α
2 ,l+α(Π) (l) � öåëîå 0 < α < 1) äëÿ ëèíåéíûõ

ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî íàéòè â [44].

Àíàëèç îöåíêè ïîãðåøíîñòè îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ∂u
∂θ , êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (1.102), (1.103) è äèñêðåòèçàöèåé ðåøåíèé ÑÄÓ ìåòî-

äîì Ýéëåðà áóäåì ïðîâîäèòü â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷

(1.124) � (1.126), (1.135) � (1.137) â ïðîñòðàíñòâå H
3+α
2 ,3+α(Π). Äëÿ ýòîãî ñîãëàñ-

íî [44] íàäî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé :

À1) êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ïðèíàäëå-

æàò ïðîñòðàíñòâó H
1+α
2 ,1+α(Π);

Á1) ∂G ∈ H3+α;

Â1)
d∑

k=1

∂f
∂xk
zk +

∂f
∂ϑ ,

d∑
k=1

∂f
∂xk
zk ∈ H

1+α
2 ,1+α(Π) ;

Ã1)
d∑

k=1

∂φ
∂xk
zk +

∂φ
∂θ ,

d∑
k=1

∂φ
∂xk
zk ∈ H3+α(G×Rd);

Ä1) ψθ ∈ H
3+α
2 ,3+α(ST ×Rd ×R);
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Å1) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

−
[
Auε +

ε2

2

d∑
k=1

∂2

∂z2k
+
ε2

2

∂2

∂y2

]( d∑
k=1

∂φ

∂xk
(x, θ)zk +

∂φ

∂θ
(x, θ)

)
+

d∑
k=1

∂f

∂xk
zk +

∂f

∂θ

∣∣∣
t=T

=
∂ψθ
∂t

∣∣∣
t=T

−Aδ

( d∑
k=1

∂φ

∂xk
(x, θ)zk

)
−

d∑
k=1

∂f

∂xk
zk

∣∣∣
t=T

=
∂ψθ
∂t

∣∣∣
t=T

Óñëîâèå Å1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèè φ, ψ ðàâíû íóëþ íà

ãðàíèöå âìåñòå ñî âñåìè èõ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì àðãóìåíòàì, à ôóíê-

öèÿ f è å¼ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ïî âñåì àðãóìåíòàì ðàâíû íóëþ ïðè t = T ,

x ∈ ∂G.

Ïîñêîëüêó ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (X�, Z�, Y�) â

ñëó÷àå τN < T ïîñëåäíÿÿ òî÷êà òðàåêòîðèè X� íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè G, òî

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåìûõ îöåíîê ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ ψ âìåñòå ñ åå ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè ïî âñåì àðãóìåíòàì è ôóíê-

öèÿ f íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïðîäîëæåíû âíå îáëàñòè â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü

ãðàíèöû.

Äëÿ òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îáëàñòèG îïðåäåëèì ñëåäó-

þùèå ôóíêöèè: ρ(x) � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà Ḡ òî÷êè x; n(x) � åäèíè÷íûé

âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè â òî÷êå ρ(x); d(x) � äëèíà âåêòîðà ρ(x)− x.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê x ∈ Rd ïðîåêöèÿ ρ(x)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, êîãäà îáëàñòü G âûïóê-

ëàÿ). Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x = ρ(x)− d(x)n(x) . (1.139)
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Äëÿ x ∈ Ḡ ñ÷èòàåì ρ(x) = x è d(x) = 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À1 � Å1, òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂uN

∂ϑ
(t, x) =

∂u

∂θ
(t, x) + Et,x,0,0

[
χτN<tN

(∂uiτ−1
ε

∂x
+
∂ui

τ−1
δ

∂x

−
(∂ψδθ
∂x

+
∂ψθ
∂x

)∣∣∣∣∣(
τN ,ρ(Xiτ ),Ziτ ,Y iτ

))niτdiτ]+O(h
1
2+α). (1.140)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∂uN

∂θ
(t, x)− ∂u

∂θ
(t, x) = Et,x,0,0Θ

N −Ψ(X,Z, Y ).

Ó÷èòûâàÿ (1.130), (1.132), ïðåäñòàâèì ýòó ðàçíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Et,x,0,0Θ
N −Ψ(X,Z, Y ) = Et,x,0,0Θ

N
δ −Ψ1(X,Z

δ, Y δ)

+Et,x,0,0Θ
N
ε −Ψ(X,Zε, Y ε). (1.141)

Èç ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (X�, Z�, Y�) è (X�, Zε
� , Y

ε
� ) ÿñíî, ÷òî âðåìÿ

ïåðâîãî âûõîäà èç G × Rd × R êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî

ïðîöåññîì X�. Ïîýòîìó äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûì

çàäà÷àì (1.121) � (1.123) è (1.124) � (1.126), çíà÷åíèå τ îäíî è òî æå.

Âûðàçèì ΘN
δ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòåé uδ

ΘN
δ =

N−1∑
i=0

[
χτN=ti+1

(
ψδθ(ti+1, X i+1, Z

δ
i+1, Y

δ
i+1)− ψδθ(ti+1, ρ(X i+1), Z

δ
i+1, Y

δ
i+1)
)

+χτN>ti

(
uδ
(
ti+1, ρ(X i+1), Z

δ
i+1, Y

δ
i+1)− uδ

i +
d∑

k=1

∂f i

∂xk
(Z

δ
i )k

)]
+uδ(t, x, 0, 0) . (1.142)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå (1.142) îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ðàâåíñòâ

ρ(X iτ ) = X iτ−1 + hai
τ−1 +

√
h
∑
j

σi
τ−1
j ξi

τ−1
j + ni

τ

di
τ

,
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X i+1 = X i + hai +
√
h
∑
j

σijξ
i
j, ïðè ti+1 < τN ,

Z
δ
i+1 = Z i + haδZ

i
+
√
h

(
d∑
j=1

[(σδZ)
i
jξ
i
j − εejξ

i
d+j]

)
,

Y
δ
i+1 = Y i + haδY

i
+
√
h

(
d∑
j=1

(σδY )
i
jξ
i
j − εξi2d+1

)
,

ðàçëîæåíèè â ðÿä Òåéëîðà è óäàëåíèè ñëàãàåìûõ, êîòîðûå â ñóììå óäîâëåòâî-

ðÿþò óðàâíåíèþ (1.135)

ΘN
δ = uδ(t, x, 0, 0) + χτN≤tN

∑
k

(
∂ui

τ−1
δ

∂xk
− ∂ψθ
∂xk

(
τN , ρ(X iτ ), Ziτ , Y iτ

))
ni

τ

k d
iτ

+
N−1∑
i=0

χτN>ti

[
h

1
2

(∑
k

∂uiδ
∂xk

d∑
j=1

σik,jξ
i
j +
∑
k

∂uiδ
∂zk

( d∑
j=1

(
σδZ

i)
kj
ξij − εδjkξ

i
d+j

)
+
∂uiδ
∂y

( d∑
j=1

σδY
i

jξ
i
j − εξi2d+1

))
+

1

2

∑
k,l

∂2uiδ
∂xk∂xl

[
2h

3
2aik
∑
j

σiljξ
i
j

+h
(∑

j

σikjξ
i
j

)(∑
j

σiljξ
i
j

)
− h
(
σiσi

T)
kl

]
+

1

2

∑
k,l

∂2uiδ
∂xk∂zl

[
h

3
2

(
aik

( d∑
j=1

(
σδZ

i)
lj
ξij

−εξid+l
)
+ (aδZ

i
)l

d∑
j=1

σikjξ
i
j

)
+ h
( d∑
j=1

σikjξ
i
j

)( d∑
j=1

(
σδZ

i)
lj
ξij − εξid+l

)
−h
(
σi(σδZ

i
)T
)
kl

]
+

1

2

∑
k

∂2uiδ
∂xk∂y

[
h

3
2

(
aik

( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)
+aδY

i
d∑
j=1

σikjξ
i
j

)
+ h
( d∑
j=1

(
σkjξ

i
j

)( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)
− h
(
σi(σδY

i
)T
)
k

]
+
1

2

∑
k,l

∂2uiδ
∂zk∂zl

[
2h

3
2 (aδZ

i
)k

( d∑
j=1

(
σδZ

i)
lj
ξij − εξid+l

)
+h
( d∑
j=1

(
σδZ

i)
kj
ξij − εξid+k

)( d∑
j=1

(
σδZ

i)
lj
ξij − εξid+l

)
− h
(
σδZ

i
(σδZ

i
)T
)
kl
− hδlkε

2
]
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+
1

2

∑
k

∂2uiδ
∂zk∂y

[
h

3
2

(
(aδZ

i
)k

( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)
+ aδY

i
( d∑
j=1

(
σδZ

i)
kj
ξij

−εξid+k
))

+ h
( d∑
j=1

(
σδZ

i)
kj
ξij − εξid+k

)( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)
− h
(
σδZ

i
(σδY

i
)T
)
k

]
+
1

2

∂2uiδ
∂y2

[
2h

3
2aδY

i
( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)
+ h
( d∑
j=1

(
σδY

i)
j
ξij − εξi2d+1

)2

−h
(
σδY

i
(σδY

i
)T
)
− hε2

]
+
h

3
2

6

∑
k,l,r

D3
k,l,ru

i
δ(S

δ
k)
iξi(Sδl )

iξi(Sδr )
iξi

]
+O(h

1
2+α), (1.143)

ãäå D3
k,l,ruδ îáîçíà÷åíû òðåòüè ïðîèçâîäíûå uδ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-

íûì; Sδk � k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû (1.133). Èç (1.143) ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå ΘN
δ

Et,xΘ
N
δ = uδ(t, x, 0, 0) + Et,x,0,0

[
χτN≤tN

∑
k

(∂uiτ−1
δ

∂xk

−∂ψθ
∂xk

(
τN , ρ(X iτ ), Z iτ , Y iτ

))
ni

τ

k d
iτ
]
+O(h

1
2+α) . (1.144)

Òàêîå æå ðàâåíñòâî, çàïèøåì äëÿ ΘN
ε

ΘN
ε = uε(t, x, 0, 0) + χτN≤tN

∑
k

(
∂ui

τ−1
ε

∂xk
− ∂ψθ
∂xk

(
τN , ρ(X̄τN ), Z̄τN , ȲτN

))
ni

τ

k d
iτ

+
N−1∑
i=0

χτN>ti

[
h

1
2

(∑
k

∂uiε
∂xk

d∑
j=1

σik,jξ
i
j +
∑
k

∂uiε
∂zk

( d∑
j=1

(
σiZ
)
kj
ξij + εξid+k

)
+
∂uiε
∂y

( d∑
j=1

σiY jξ
i
j + εξi2d+1

))
+

1

2

∑
k,l

∂2uiε
∂xk∂xl

[
2h

3
2aik
∑
j

σiljξ
i
j

+h
(∑

j

σikjξ
i
j

)(∑
j

σiljξ
i
j

)
− h
(
σiσi

T)
kl

]
+

1

2

∑
k,l

∂2uiε
∂xk∂zl

[
h

3
2

(
aik

( d∑
j=1

(
σiZ
)
lj
ξij

+εξid+l

)
+ (aiZ)l

d∑
j=1

σikjξ
i
j

)
+ h
( d∑
j=1

σikjξ
i
j

)( d∑
j=1

(
σiZ
)
lj
ξij + εξid+l

)
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−h
(
σi(σiZ)

T
)
kl

]
+

1

2

∑
k

∂2uiε
∂xk∂y

[
h

3
2

(
aik

( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)
+aiY

d∑
j=1

σikjξ
i
j

)
+ h
( d∑
j=1

σikjξ
i
j

)( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)
− h
(
σi(σiY )

T
)
k

]
+
1

2

∑
k,l

∂2uiε
∂zk∂zl

[
2h

3
2 (aZ

i)k

( d∑
j=1

(
σiZ
)
lj
ξij + εξid+l

)
+h
( d∑
j=1

(
σiZ
)
kj
ξij + εξid+k

)( d∑
j=1

(
σiZ
)
lj
ξij + εξid+l

)
− h
(
σZ

i(σiZ)
T
)
kl

]

+
1

2

∑
k

∂2uiε
∂zk∂y

[
h

3
2

(
(aiZ)k

( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)
+ aiY

( d∑
j=1

(
σiZ
)
kj
ξij

+εξid+k

))
+ h
( d∑
j=1

(
σiZ
)
kj
ξij + εξid+k

)( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)
− h
(
σZ

i(σiY )
T
)
k

]
+
1

2

∂2uiε
∂y2

[
2h

3
2aY

i
( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)
+ h
( d∑
j=1

(
σiY
)
j
ξij + εξi2d+1

)2
−h
(
σY

i(σiY )
T
)
− hε2

]
+
h

3
2

6

∑
k,l,r

D3uiε(S
δ
k)
iξi(Sδl )

iξi(Sδr )
iξi

]
+O(h

1
2+α) .(1.145)

Èç (1.145) ïîëó÷èì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ΘN
ε

Et,xΘ
N
ε = uε(t, x, 0, 0) + Et,x,0,0

[
χτN≤tN

∑
k

(∂uiτ−1
ε

∂xk

−∂ψθ
∂xk

(
τN , ρ(X̄τN ), Z̄τN , ȲτN

))
ni

τ

k d
iτ
]
+O(h

1
2+α) . (1.146)

Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâà (1.144) è (1.146), ïîëó÷èì òðåáóåìîå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.9 ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà ìåòîäà FBVP2

Ïðîâåðêà àëãîðèòìà FBVP2 îñóùåñòâëÿëàñü íà ïîëó÷åíèè îöåíîê ðåøåíèèÿ

è åãî ïðîèçâîäíûõ êðàåâîé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííîé íà ñòð.53.
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Ïîñêîëüêó ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà FBVP2 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ g è

åå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îáðàùàëèñü â íóëü íà ãðàíèöå îáëàñòè, òî â âû÷èñëåíè-

ÿõ äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíîé ∂u/∂θ èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ g = exp(t− T )(1−

x21 − x22)
2. Ïðè ýòîì áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê:

íà÷àëüíîå âðåìÿ t0 = 0.2; êîíåö èíòåðâàëà âðåìåíè T = 3.5; çíà÷åíèå ïàðàìåòðà

β = 5 · 107; çíà÷åíèå ïàðàìåòðà çàäà÷è θ = 0.5; îáúåì âûáîðêè 2 · 105. Îöåí-

êè u è ∂u/∂θ áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ñëåäóþùèõ òî÷åê â G: (0.50; 0.0), (0.75; 0.0),

(0.95; 0.0). Ðåçóëüòàòû ýòèõ âû÷èñëåíèé äëÿ ðàçìåðîâ øàãà h = 10−5 è h = 10−6

ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ íèæå.

Òàáëèöà 7. Îöåíêè u(t, x)

x1 Îöåíêà u (h = 10−5) Îöåíêà u (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå u

0.50 1.4024 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3954 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3934 · 10−1

0.75 8.176 · 10−2 ± 3.8 · 10−4 8.137 · 10−2 ± 3.8 · 10−4 8.1282 · 10−2

0.95 1.878 · 10−2 ± 1.9 · 10−4 1.843 · 10−2 ± 1.9 · 10−4 1.8114 · 10−2

Òàáëèöà 8. Îöåíêè ∂u
∂θ
(t, x)

x1 Îöåíêà ∂u
∂θ (h = 10−5) Îöåíêà ∂u

∂θ (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ

0.50 2.774 · 10−1 ± 2.2 · 10−3 2.767 · 10−1 ± 2.2 · 10−3 2.7868 · 10−1

0.75 1.585 · 10−1 ± 1.6 · 10−3 1.590 · 10−1 ± 1.6 · 10−3 1.6256 · 10−1

0.95 3.594 · 10−2 ± 7.4 · 10−4 3.594 · 10−2 ± 7.4 · 10−4 3.6229 · 10−2

Ïðè îïðåäåëåíèè îöåíîê u(t, x) è ∂u/∂θ âû÷èñëÿëèñü 95% äîâåðèòåëüíûå èíòåð-

âàëû. Íèæå â òàáë. 9 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

Et,x(
∂τ
∂θf(τ, y(τ), θ)). Èç òàáë. 9 âèäíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ, âíîñÿò ñóùåñòâåííûé

âêëàä â îöåíêó ∂u/∂θ. Â òàáë. 10 � 12 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ ïî âàðèàíòó àëãîðèòìà àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ïëîñêîñòüþ èç [80]

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì FBVP2 ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ëî-
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Òàáëèöà 9. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Et,x

[
∂τ
∂θ
f(τ,X(τ))

]
x1 Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−5) Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−6)

0.50 0.786 · 10−1 0.779 · 10−1

0.75 0.429 · 10−1 0.423 · 10−1

0.95 0.958 · 10−2 0.876 · 10−2

Òàáëèöà 10. Îöåíêè u(t, x)

x1 Îöåíêà u (h = 10−5) Îöåíêà u (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå u

0.50 1.3891 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3950 · 10−1 ± 4.6 · 10−4 1.3934 · 10−1

0.75 8.080 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.136 · 10−2 ± 3.7 · 10−4 8.1282 · 10−2

0.95 1.782 · 10−2 ± 1.9 · 10−4 1.819 · 10−2 ± 1.9 · 10−4 1.8114 · 10−2

Òàáëèöà 11. Îöåíêè ∂u
∂θ
(t, x)

x1 Îöåíêà ∂u
∂θ (h = 10−5) Îöåíêà ∂u

∂θ (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ

0.50 2.775 · 10−1 ± 2.2 · 10−3 2.779 · 10−1 ± 2.2 · 10−3 2.7868 · 10−1

0.75 1.565 · 10−1 ± 1.6 · 10−3 1.588 · 10−1 ± 1.6 · 10−3 1.6256 · 10−1

0.95 3.405 · 10−2 ± 7.1 · 10−4 3.559 · 10−2 ± 7.4 · 10−4 3.6229 · 10−2
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Òàáëèöà 12. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ Et,x

[
∂τ
∂θ
f(τ,X(τ))

]
x1 Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−5) Et,x

[
∂τ
∂θ f(τ,X(τ))

]
(h = 10−6)

0.50 0.759 · 10−1 0.766 · 10−1

0.75 0.433 · 10−1 0.419 · 10−1

0.95 0.919 · 10−2 0.851 · 10−2

êàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ïëîñêîñòüþ òî÷íîñòü îöåíîê u íåçíà÷èòåëüíî

óëó÷øàåòñÿ, íî ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îöåíîê ïðîèçâîä-

íîé ∂u
∂θ .
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Ãëàâà 2

Îöåíêà ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ

îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ñ óñëîâèåì

îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îöå-

íîê ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ,

äâèæåíèå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò â îáëàñòÿõ ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè.

Ïóñòü G � çàäàííàÿ âûïóêëàÿ îáëàñòü â Rd ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂G. Ðàññìîò-

ðèì äèôôóçèîííûé ïðîöåññX� ñ îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå ∂G â íàïðàâëåíèè âíóò-

ðåííåé íîðìàëè, êîòîðûé íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç òî÷êè (t, x) ∈ [0, T ) × G.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû âåêòîðíîãî ÑÄÓ, êîòîðîå çàäàåò ýòîò ïðî-

öåññ, åñòü ôóíêöèè a : Rd+2 → Rd, σ : Rd+2 → Rd2, çàâèñÿùèå îò ñêàëÿðíîãî

ïàðàìåòðà θ ∈ (θ1, θ2). Ïðîöåññ X� îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ÑÄÓ

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv, θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv, θ)dWv + ks, (2.1)

ks =

s∫
t

n(Xv)d|kv|, |ks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|kv|, (2.2)

ãäå n(y) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè â òî÷êå y ∈ ∂G; |k�| � ñêà-

ëÿðíûé âîçðàñòàþùèé ïðîöåññ, êîòîðûé ðàñòåò òîëüêî òîãäà, êîãäà X� ∈ ∂G.
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Ïðîöåññ |k�| íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì âðåìåíåì ïðîöåññà X� íà ∂G, è îí ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ïîëíóþ âàðèàöèþ ôóíêöèè k� íà îòðåçêå [t, s].

Óðàâíåíèå (2.1) íîñèò íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Ñêîðîõîäà, êîòîðûé âïåðâûå ðàñ-

ñìîòðåë îòðàæåííîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íà ïîëóïðÿìîé [54]. Òåîðåòè÷åñêîå

îáîñíîâàíèå óðàâíåíèÿ (2.1), òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ (2.1) ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [102], [110], [116]. Èññëåäîâàíèÿì ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïîñâÿùåíû ðàáîòû [69], [74], [48], [112], [113].

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ îöåíîê, íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû òèïà (2.1), (2.2), ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è èõ

ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì âèäà

u(t, x, θ) = Et,x
(
φ(XT , θ)YT (θ) + ZT (θ)

)
. (2.3)

Â (2.3) YT (θ), ZT (θ) � çíà÷åíèÿ ïðè s = T ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

Ys(θ) = exp(

s∫
t

c(v,Xv, θ)dv +

s∫
t

η(v,Xv, θ)d|kv|), (2.4)

Zs(θ) =

s∫
t

f(v,Xv, θ)Yvdv +

s∫
t

γ(v,Xv, θ)Yvd|kv|. (2.5)

Çíà÷åíèå u(t, x, θ) ïðè ëþáîì θ ∈ (θ1, θ2) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [21])

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x, θ)
∂u

∂xi

+c(t, x, θ)u+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ G, (2.6)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (2.7)

∂u

∂n
+ η(t, x, θ)u+ γ(t, x, θ) = 0, x ∈ ∂G. (2.8)

Çàäà÷è òàêîãî òèïà ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæå-

íèÿõ. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ àâèàöèîííîé òåõíèêîé, ãðàíè÷íûìè
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óñëîâèÿìè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà. Â ðàáîòå [49]

ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ îïðåäåëÿëèñü ãðàäèåíòû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííèõ òåïëîâûõ ïîòîêîâ. Ïðè ýòîì

ïàðàìåòðàìè ñëóæèëè êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè ÑÄÓ. Â ðàáîòå [92] íà îñ-

íîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ÑÄÓ ðåøàëàñü çàäà÷à òåïëîîáìåíà

â ñîòîâîé òåïëîçàùèòíîé ïàíåëè îáøèâêè ôþçåëÿæà ñàìîëåòà. Ïðè ýòîì ðåøà-

ëàñü êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (2.6) � (2.8) èìååò ðåøåíèå, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ïî t è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî x íåïðåðûâíû âïëîòü äî ãðàíèöû.

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî âûïîëíÿåòñÿ äàíû â [44].

Îáîçíà÷èì ḠT = Ḡ × [0, T ]. Ïóñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.6) �(2.8) ïðè-

íàäëåæèò äëÿ íåêîòîðîãî íåöåëîãî α > 0 ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà

H2+α,1+α
2 (ḠT ) (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ñì.

[44], ñòð.364).

Â äàëüíåéøåì, â çàïèñè ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò òðåõ àðãóìåíòîâ v, Xv, θ,

èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè, â âèäå íèæíåãî èíäåêñà áóäåì óêàçûâàòü òîëüêî îäèí

àðãóìåíò v.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

À2) îáëàñòü G âûïóêëàÿ, îãðàíè÷åííàÿ êëàññà C3. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ôóíê-

öèÿ Γ(x) ∈ C3 òàêàÿ, ÷òî Γ(x) > 0 ïðè x ∈ G, Γ(x) = 0 ïðè x ∈ ∂G è

inf
x∈∂G

| ▽ Γ| > 0 (çäåñü, êàê è ðàíüøå, | · | � åâêëèäîâà íîðìà â Rd);

Á2) ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ θ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ B(t, x, θ) =

(bij(t, x, θ)) óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíî ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì óñëîâèþ ðåãó-
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ëÿðíîñòè:

B(t, x, θ) ≥ α0I

äëÿ íåêîòîðîãî α0 > 0;

Â2) ôóíêöèè a, σ îãðàíè÷åííûå è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ

θ ∈ (θ1, θ2), v ≥ 0, x, y ∈ Rd, i, j ∈ {1, . . . , d} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ai(v, x, θ)− ai(v, y, θ)|+ |σij(v, x, θ)− σij(v, y, θ)| ≤ K|x− y|.

Ã2) ïðîèçâîäíûå ∂ai/∂xk, ∂σij/∂xk, ∂ai/∂θ, ∂σij/∂θ (i, j, k = 1, . . . , d) îãðàíè÷å-

íû íà [0, T ]× Ḡ× (θ1, θ2).

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2, Á2, Â2, òî ìîæíî ïîêàçàòü [110], ÷òî ñóùå-

ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ÑÄÓ (2.1), (2.2). Ïîñêîëüêó îáëàñòü G

âûïóêëàÿ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x /∈ G îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ρ(x) ∈ G � åå

îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà Ḡ, è ôóíêöèÿ d(x) ≤ 0 òàêàÿ, ÷òî

x = ρ(x) + d(x)n(ρ(x)).

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, åñëè x /∈ Ḡ âìåñòî n(ρ(x)) áóäåì ïèñàòü n(x).

Ïðè x ∈ Ḡ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d(x) = 0 è x = ρ(x). Ôóíêöèè ρ(x), n(x), åñòü

ôóíêöèè êëàññà C2, d(x) � êëàññà C3 (ñì., íàïðèìåð, [16], ñòð. 326).

2.1 Ìîäåëèðîâàíèå äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà â îáëàñòè ñ

îòðàæàþùåé ãðàíèöåé

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ÑÄÓ (2.1), (2.2) ïðåäëà-

ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âàðèàíò ñõåìû Ýéëåðà ñ îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòèðîâàíèåì

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íà Ḡ. Â ðàáîòàõ [69], [74] áûëà èññëåäîâàíà ïîãðåøíîñòü

îöåíêè ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ áåç èñòî÷íèêà, ïîëó÷àåìàÿ íà îñ-

íîâå ýòîãî ìåòîäà, è áûë óñòàíîâëåí ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(h
1
2 ). Ïðè ýòîì
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ðàññìàòðèâàëñÿ äðóãîé âèä ôóíêöèîíàëà, ò.å. òàêîé, â êîòîðîì îòñóòñòâóåò èí-

òåãðàë îò èñòî÷íèêà.

Â ðàáîòå [69] áûë òàêæå èññëåäîâàí òàê íàçûâàåìûé ñèììåòðèçîâàííûé ìå-

òîä, â êîòîðîì ïðè âûõîäå òðàåêòîðèè èç îáëàñòè íà êàêîì-ëèáî øàãå ÷èñëåí-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, î÷åðåäíàÿ òî÷êà íà äàííîì øàãå áåðåòñÿ âíóòðè îáëàñòè

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû. Äëÿ ñèììåòðèçîâàííîãî ìåòîäà óñòàíîâëåí

ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè. Íî ïðè ýòîì îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ îá îöåíêå

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëû ïî ëîêàëüíî-

ìó âðåìåíè.

Ïóñòü h � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ è ïîëîæèì N = (T − t)/h. Íà îòðåçêå [t, T ]

çàäàäèì ñåòêó ñ óçëàìè ti = t + ih, (i = 0, . . . , N). Ñâÿæåì ñ óçëàìè ýòîé ñåò-

êè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: X i, ki � àïïðîêñèìàöèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû ÑÄÓ

(2.1)-(2.2) â òî÷êå ti;∆i+1X,∆i+1K � èçìåíåíèå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèéX�,K�,

çà îäèí øàã ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ; gi � çíà÷åíèå g(ti, X i) äëÿ íåêîòîðîé

ôóíêöèè g(t, x); ni � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè â òî÷êå ρ(X∆
i+1).

Äàëåå, äëÿ óêàçàíèÿ k-é êîìïîíåíòû âåêòîðà v áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷å-

íèå (v)k .

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû ÑÄÓ (2.1), (2.2) â óçëàõ çà-

äàííîé ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

X∆
i+1 = X i + hai +

√
hσiξi, (2.9)

X i+1 = X∆
i+1 + (∆i+1K)ni, (2.10)

ki+1 = ki +∆i+1K, (2.11)

ãäå ξi � íîðìàëüíûå N(0, 1) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; ∆i+1K = [d(X∆
i+1)]

−.

Çàìåíèâ â ôóíêöèÿõ (2.4), (2.5) èíòåãðèðîâàíèå ñóììèðîâàíèåì ïî óçëàì



83

ñåòêè, îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñåòî÷íûå ôóíêöèè Y i, Z i, çàäàííûå â óçëàõ

(ti, X i) (i = 0, . . . , N),

Y i =


1, i = 0,

exp(
i−1∑
k=0

(hck + ηkχ∂G(Xk)∆k+1K)), i = 1, . . . , N,
(2.12)

Zi =


0, i = 0,
i−1∑
k=0

(hfk + γkχ∂G(Xk)∆k+1K)Y k, i = 1, . . . , N.
(2.13)

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.6) � (2.8) ïðèíèìàåòñÿ

îöåíêà

uh(t, x) = Et,x(φ(XN)Y N + ZN), (2.14)

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (2.1), (2.2)

ïî ôîðìóëàì (2.9) � (2.13). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îöåíêà

(2.14) èìååò ïîðÿäîê òî÷íîñòè O(h
1
2 ) .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2, Á2, Â2. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ h ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, çàâèñÿùàÿ îò T − t, a, σ, f òàêàÿ, ÷òî

|uh(t, x)− u(t, x)| ≤ Ch
1
2 . (2.15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

uh(t, x)− u(t, x) = Et,x(φ(XN)Y N + ZN)− u(t, x)

= Et,x(u(tN , XN)Y N + ZN)− u(t, x)

=
N−1∑
i=0

(
Et,x(u(ti+1, X i+1)Y i+1 + Zi+1 − u(ti, X i)Y i − Zi)

)
. (2.16)



84

Íàéäåì îöåíêó âûðàæåíèÿ∣∣∣Et,x (ui+1Y i+1 + Zi+1 − uiY i − Zi

) ∣∣∣. (2.17)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ui+1 â òî÷êå (ti, X i) â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ, ñîäåð-

æàùèõ ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u, âêëþ÷èòåëüíî è îïðåäåëåíèå

Y i, Z i, ïîëó÷èì

ui+1Y i+1 + Z i+1 =
(
ui +

∂ui
∂t
h+

∑
k

∂ui
∂xk

(∆i+1X)k +
1

2

(
h2
∂2ui
∂t2

+2h
∑
k

∂2ui
∂t∂xk

(∆i+1X)k +
∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

(∆i+1X)k(∆i+1X)l
))
Y i exp(hci

+ηiχ∂G(xi)∆i+1K) + Zi + (hfi + γiχ∂G(xi)∆i+1K)Y i. (2.18)

Ïî ïîñòðîåíèþ, ∆i+1K åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(h
1
2 ). Çàïèøåì ðàâåíñòâî, êîòî-

ðîå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû ïðè äîñòàòî÷íî

ìàëûõ h

exp(hci + ηiχ∂G(X i)∆i+1K) = 1 + hci + ηiχ∂G(X i)∆i+1K

+
1

2
(hci + ηiχ∂G(X i)∆i+1K)2 +O(h

3
2 ). (2.19)

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè (2.15) ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì h0 > 0

âûïîëíÿåòñÿ [112]

sup
h≤h0

Et,x((kN)
q) <∞ ∀q ∈ N, (2.20)

è, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûõîäà ìîäåëèðóåìîé òðàåêòîðèè èç îáëàñòè åñòü âåëè÷èíà

ïîðÿäêà O(h
1
2 ) [79]

P{X i ∈ G,X∆
i+1 /∈ Ḡ} ≤ Ch

1
2 . (2.21)

Èç (2.18), (2.19) ñ ó÷åòîì (2.20), (2.21) è òîãî, ÷òî â òî÷êå (ti, X i) âûïîëíÿåòñÿ
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óðàâíåíèå (2.6), ïîëó÷èì

Et,x
(
ui+1Y i+1 + Zi+1 − uiY i − Z i

)
= Et,x

[(∂ui
∂t
h+

∑
k

∂ui
∂xk

(∆i+1X)k

+
1

2

∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

(∆i+1X)k(∆i+1X)l

)
Y i + Y iciuih+ Y iηiuiχ∂G(X i)∆i+1K

+Y ifih+ Y iγiχ∂G(X i)∆i+1K + Y i

∑
k

∂ui
∂xk

(∆i+1X)kηiχ∂G(X i)∆i+1K]

+O(h
3
2 ) = Et,x

[
Y i∆i+1K

(∑
k

∂ui
∂xk

(ni)kχRd\Ḡ(X
∆
i+1) + ηiuiχ∂G(X i)

+γiχ∂G(X i)
)]

+O(h
3
2 ). (2.22)

ßñíî, ÷òî ïðè X i ∈ Ḡ è X∆
i+1 ∈ Ḡ, âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (2.22) ðàâíî íóëþ, à ïðè X i ∈ ∂G è X∆
i+1 /∈ Ḡ îíî

îáðàùàåòñÿ â íîëü â ñèëó âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.8). Â ñëó÷àå, êîãäà

X i ∈ G è X∆
i+1 /∈ Ḡ ýòî âûðàæåíèå ðàâíî

Y i∆i+1K
(∑

k

∂ui
∂xk

(ni)kχRd\Ḡ(X
∆
i+1)
)
.

Íî çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣N−1∑
i=0

Et,x
(
Y i∆i+1K

∑
k

∂ui
∂xk

(ni)kχRd\Ḡ(X
∆
i+1)
)∣∣∣ ≤ CEt,x(kN)h

1
2 , (2.23)

êîòîðàÿ ñëåäóåò èç (2.20) è (2.21).

Èç (2.22) è (2.23) ñëåäóåò, ÷òî |uh(t, x)− u(t, x)| < Ch
1
2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

2.2 Äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ñêîðîõîäà

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà äåòåðìèíèðîâàííûé ñëó÷àé. Ïóñòü äàíà íåñëó÷àéíàÿ

ôóíêöèÿ r(t, θ) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ [0, T ]×[θ1, θ2], ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â
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Rd, è r(0, θ) ∈ Ḡ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ ∈ [θ1, θ2] . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî äëÿ ôóíêöèè r âûïîëíåíî óñëîâèå

Ä2) ôóíêöèÿ r íåïðåðûâíà ïî t íà îòðåçêå [0, T ] è èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî θ

â êàæäîé òî÷êå èíòåðâàëà (θ1, θ2), íåïðåðûâíóþ ïî t è ïî θ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ñêîðîõîäà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

µ : [0, T ]×[θ1, θ2] → Ḡ è ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè k : [0, T ]×[θ1, θ2] → Rd

òàêèõ, ÷òî ki(0, θ) = 0 (i = 1, . . . , d) ïðè âñåõ θ ∈ [θ1, θ2], è k èçìåíÿåòñÿ òîëüêî

êîãäà µ ∈ ∂G. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ (t, θ) ∈ [0, T ] × [θ1, θ2] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâà:

µ = r + k, (2.24)

|k(t, θ)| =
t∫

0

χ∂G(µ(s, θ))d|k(s, θ)|, (2.25)

k(t, θ) =

t∫
0

n(µ(s, θ))d|k(s, θ)|, (2.26)

ãäå |k(t, θ)| ïðè ôèêñèðîâàííîì θ åñòü ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè k(t, θ) íà îòðåç-

êå [0, t]. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëíîé âàðèàöèè |k(t, θ)| = sup
∑
k

|k(ti, θ)− k(ti−1, θ)|,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì âèäà 0 = t0 < t1 < · · · < tn = t.

Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (2.24) äàíû

â ðàáîòàõ [102], [110], [116].

Â ðàáîòàõ [110], [116] äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.24) ïðîâîäèëîñü ñíà÷àëà äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèè è çàòåì

îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä ê ïðåäåëó. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî

ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.24) òîæå áóäåì ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàòü ñòó-

ïåí÷àòûå ôóíêöèè.

Çàäàäèì ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T îòðåçêà [0, T ]
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ñ øàãîì h = ti − ti−1 = 1/2m, (i = 1, . . . , N − 1), ãäå ÷èñëî óçëîâ ðàçáèåíèÿ

N = [2mT ], åñëè 2mT − [2mT ] = 0 è N = [2mT ] + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íåïðå-

ðûâíàÿ ôóíêöèÿ r(t, θ) íà îòðåçêå [0, T ] ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ [θ1, θ2] ìîæåò áûòü

àïïðîêñèìèðîâàíà ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâè-

ëó: rm(t, θ) = r(k2−m, θ) ïðè k2−m ≤ t < (k + 1)2−m, k = 0, . . . , N − 1.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ñêîðîõîäà äëÿ rm:

µm = rm + km. (2.27)

Äëÿ ôóíêöèè rm ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.27) çàïèñûâàåòñÿ ÿâíî [110]

µm(t, θ) =

 rm(0, θ), 0 ≤ t < 1
2m ,

ρ
(
µm(

i−1
2m , θ) + ∆rm(

i
2m )
)
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(2.28)

km(t, θ) =


0, 0 ≤ t < 1

2m ,

km(
i−1
2m , θ) + ρ

(
µm(

i−1
2m , θ) + ∆rm(

i
2m , θ)

)
−µm( i−1

2m , θ)−∆rm(
i
2m , θ),

i
2m ≤ t < i+1

2m ,

(2.29)

ãäå ∆rm( i
2m , θ) = rm(

i
2m )− rm(

i
2m − 0).

Â äàëüíåéøåì, ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó θ íåêîòîðîé ôóíêöèè α(θ) áóäåì

îáîçíà÷àòü êàê ∂θα. Èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî θ ôóíêöèè r, äèôôåðåíöèðóå-

ìîñòè ïî x ôóíêöèè ρ(x) è ôîðìóë (2.28), (2.29) ÿñíî, ÷òî ôóíêöèè rm, km äèô-

ôåðåíöèðóåìû ïî θ. Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ρ(x) ( ïðîåêöèè òî÷êè x íà

Ḡ) è ôóíêöèè r ïî θ ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà ðàçáèåíèÿ

îòðåçêà [0, T ] ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî θ ðàâåíñòâà (2.28), (2.29). Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé rm, km ïî ïàðàìåòðó
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∂θµm(t, θ) =


∂θrm(0, θ), 0 ≤ t < 1

2m ,

∂ρ
∂x

∣∣∣
µm( i−1

2m ,θ)+∆rm( i
2m ,θ)

·
[
∂θµm(

i−1
2m , θ)

+∂θ∆rm(
i
2m , θ)

]
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(2.30)

∂θkm(t, θ) =


0, 0 ≤ t < 1

2m ,

∂θkm(
i−1
2m , θ) +

(
∂ρ
∂x

∣∣∣
µm( i−1

2m ,θ)+∆rm( i
2m ,θ)

− I

)
·
[
∂θµm(

i−1
2m , θ) + ∂θ∆rm(

i
2m , θ)

]
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(2.31)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè (2.30), (2.31) óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ

∂θµm = ∂θrm + ∂θkm. (2.32)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

dkm

( i

2m
, θ
)
= ρ
(
µm
(i− 1

2m
, θ
)
+∆rm

( i
2m
, θ
))

− µm

(i− 1

2m
, θ
)
−∆rm

( i

2m
, θ
)
,

d
∣∣∣km( i

2m
, θ)
∣∣∣ = ∣∣∣ρ(µm(i− 1

2m
, θ
)
+∆rm

( i
2m
, θ
))

− µm

(i− 1

2m
, θ
)
−∆rm

( i

2m
, θ
)∣∣∣.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (2.25), (2.26) ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:

∣∣km(t, θ)∣∣ = jm∑
i=1

χ∂G

(
µm

( i

2m
, θ
))

d

∣∣∣∣km( i

2m
, θ
)∣∣∣∣ , (2.33)

km(t, θ) =

jm∑
i=1

dkm

(
i

2m
, θ

)
=

jm∑
i=1

n

(
µm

( i

2m
, θ
))

d
∣∣∣km( i

2m
, θ
)∣∣∣, (2.34)

ãäå jm � íîìåð óçëà òàêîé, ÷òî jm
2m ≤ t < jm+1

2m .

Èçìåíåíèå ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè |km(·, θ)| â òî÷êå i
2m ðàâíî d|km( i

2m , θ)|. Â

ñòàòüå Y. Saisho [110] ïîêàçàíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé µm, km ñõî-

äÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè m → ∞ ê íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì µ, k ñîîòâåòñòâåííî,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.24). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
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ôóíêöèÿ r, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà è èìååò ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïðîèçâîäíûõ ∂θµm, ∂θkm ïðè

m→ ∞.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2, Ä2, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∂pµm, ∂pkm ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè m → ∞ ê ôóíêöèÿì ∂θµ, ∂θk ñîîòâåò-

ñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∂θµ = ∂θr + ∂θk, (2.35)

∂pk(t, θ) =

t∫
0

∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)d|k(s, θ)|+

t∫
0

χ∂G(µ(s, θ))n(µ(s, θ))d(∂θ|k(s, θ)|).

(2.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ψm,n(t, θ) = µm(t, θ) − µn(t, θ). Ïðè êàæäîì

θ ∈ [θ1, θ2] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µm ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè µ íà [0, T ] [110], [116]. Â ðàáîòå [116] (Ëåììà 2.2) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ôóíê-

öèé r(t), r̃(t) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.24) äîêàçàíî ñëåäóþùåå

íåðàâåíñòâî :

|µ(t)− µ̃(t)|2 ≤ |r(t)− r̃(t)|2

+2

t∫
0

(r(t)− r̃(t)− r(s) + r̃(s), dk(s)− dk̃(s)). (2.37)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé k, k̃, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

|µ(t)− µ̃(t)|2 ≤ |r(t)− r̃(t)|2 + C sup
0≤s≤t

|r(s)− r̃(s)|, (2.38)

ãäå C > 0 � êîíñòàíòà. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (2.38) ê ôóíêöèÿì rm(t, θ+ δθ) è
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rm(t, θ)

|µm(t, θ + δθ)− µm(t, θ)|2 ≤ |rm(t, θ + δθ)− rm(t, θ)|2

+C sup
0≤s≤t

|rm(s, θ + δθ)− rm(s, θ)|. (2.39)

Îáîçíà÷èì ωtr(θ, δ) ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè r ïî ïåðåìåííîé t ïðè çà-

äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ.

Çàïèøåì íåðàâåíñòâî äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (2.39)

|rm(t, θ + δθ)− rm(t, θ)|2 ≤ 3|rm(t, θ + δθ)− r(t, θ + δθ)|2

+3|r(t, θ + δθ)− r(t, θ)|2 + 3|r(t, θ)− rm(t, θ)|2 ≤

3(ωtr(θ + δθ, 2−m))2 + 3( sup
t∈[0,T ],θ∈(θ1,θ2)

∂θr(t, θ)δθ)
2 + 3(ωtr(θ, 2

−m))2. (2.40)

ãäå δθ > 0 è θ ∈ (θ1, θ2) òàêèå, ÷òî θ + δθ ∈ [θ1, θ2]. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî

ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (2.39)

C sup
0≤s≤t

|rm(s, θ + δθ)− rm(s, θ)| ≤ C1 sup
θ∈(θ1,θ2)

ωtr(θ, 2
−m) + C2δθ, (2.41)

ãäå C1, C2 � êîíñòàíòû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò t, θ, m. Ïîêàæåì, ÷òî ∂θψm,n → 0

ïðè m,n→ ∞ äëÿ ëþáûõ (t, θ) ∈ [0, T ]× (θ1, θ2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψmk,nk} è (t′, θ′) ∈ [0, T ]×(θ1, θ2), äëÿ

êîòîðûõ ïðè mk, nk → ∞

|∂θψmk,nk(t
′, θ′)| > δ > 0. (2.42)

Èç (2.40), (2.41) ñëåäóåò, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè θ′ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ

mk, nk âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

ψmk,nk(t
′, θ′ + δθ) ≈ ψmk,nk(t

′, θ′) + ∂θψmk,nk(t
′, θ′)δθ. (2.43)

Ïðè mk, nk → ∞ ëåâàÿ ÷àñòü (2.43) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè rm, à ïðàâàÿ íåò èç-çà (2.42). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Îòñþäà ñëåäóåò,
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÷òî äëÿ ∀(t, θ) ∈ [0, T ]× [θ1, θ2] ñóùåñòâóåò ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

∂θµm(t, θ) ïðè m → ∞. È, çíà÷èò, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ∂pkm(t, θ) òîæå

èìååò ïðåäåë. Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè îáîçíà÷èì ∂θµ, ∂θk è áóäåì

ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíûìè ïî ïàðàìåòðó ôóíêöèé µ, k ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî

∂θµ, ∂θk îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2.35).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.24) íåîá-

õîäèìî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî ïàðàìåòðó óðàâíåíèÿ (2.25), (2.26). Ðàññìîòðèì

äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó ýòèõ óðàâíåíèé, êîãäà îíè çàïèñàíû äëÿ ñòó-

ïåí÷àòûõ ôóíêöèé. Ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî (2.34) â âèäå

km(t, θ) =

jm∑
i=1

n
(
µm
( i
2m
, θ
))
d
∣∣km( i

2m
, θ
)∣∣∣, jm

2m
≤ t <

jm + 1

2m
, (2.44)

à òàêæå â âèäå èíòåãðàëà

km(t, θ) =

t∫
0

n(µm(s, θ))d|km(s, θ)|. (2.45)

Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (2.44) ïî θ ïîëó÷èì

∂θkm(t, θ) =

j∑
i=1

∂n

∂x

(
µm
( i
2m
, θ
))
∂θµm

( i
2m
, θ
)
d
∣∣km( i

2m
, θ)
∣∣

+

j∑
i=1

χ∂G

(
µm
( i
2m
, θ
))
n
(
µm(

i

2m
, θ)
)(

n
(
µm
( i
2m
, θ)
)
, ∂θdkm

( i
2m
, θ
))
. (2.46)

Ðàññìîòðåíèå ñõîäèìîñòè ïðèm→ ∞ âûðàæåíèé â ïðàâîé ÷àñòè (2.46) áîëåå

óäîáíî ïðîâîäèòü, êîãäà ïåðâàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì

∂θkm(t, θ) =

t∫
0

∂n

∂x
(µm(s, θ))∂θµm(s, θ)d|km(s, θ)|

+

j∑
i=1

χ∂G

(
µm
(i− 1

2m
, θ
))
n
(
µm
(i− 1

2m
, θ
))dkm( i−1

2m , θ)∂θ(dkm(
i−1
2m , θ))

d|km( i−1
2m , θ)|

, (2.47)
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà â (2.47) íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ∂θkm

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó

Ëåììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2, Ä2. Òîãäà ôóíêöèè ∂θkm ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíû, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà L > 0, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò m,

òàêàÿ, ÷òî ∀(t, θ) ∈ [0, T ]× (θ1, θ2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |∂θkm(t, θ)| < L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì ñêàëÿðíî ðàâåíñòâî

µm(s, θ + δθ)− µm(s, θ) = rm(s, θ + δθ)− rm(s, θ) + km(s, θ + δθ)− km(s, θ)

íà dk(s, θ + δθ)− dk(s, p) è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t

t∫
0

(
µm(s, θ + δθ)− µm(s, θ), dk(s, θ + δθ)− dk(s, θ)

)

=

t∫
0

(
rm(s, θ + δθ)− rm(s, θ), dk(s, θ + δθ)− dk(s, θ)

)

+

t∫
0

(
km(s, θ + δθ)− km(s, θ), dk(s, θ + δθ)− dk(s, θ)

)
. (2.48)

Èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (2.48) íåïîëîæèòåëåí. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íàïðàâ-

ëåíèÿ âåêòîðîâ dk(s, θ+ δθ) è dk(s, θ) ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ âåêòîðîâ âíóòðåííèõ íîðìàëåé, à èç âûïóêëîñòè îáëàñòè G ñëåäóåò, ÷òî

âåêòîðû dk(s, θ+δθ), −dk(s, θ) îáðàçóþò ñ âåêòîðîì µm(s, θ+δθ)−µm(s, θ) óãëû

áîëüøèå ÷åì π
2 .

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà è ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

t∫
0

(
km(s, θ+ δθ)− km(s, θ), dk(s, θ+ δθ)− dk(s, θ)

)
≥ 1

2
|
(
km(t, θ+ δθ)− km(t, θ)|2.

(2.49)
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Òîãäà èç (2.48), (2.49) ñëåäóåò

|km(t, θ + δθ)− km(t, θ)|2 ≤ 2

t∫
0

(
rm(s, θ)− rm(s, θ + δθ), dk(s, θ + δθ)− dk(s, θ)

)
.

(2.50)

Ðàçäåëèâ íà δθ, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè δθ → 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

|∂θkm(t, θ)| ≤ C sup
0≤s≤T

|∂θrm(s, θ)| ≤ C sup
0≤s≤T

|∂θr(s, θ)|. (2.51)

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.47)

t∫
0

∂n

∂x
(µm(s, θ))∂θµm(s, θ)d|km(s, θ)| =

t∫
0

∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)d|km(s, θ)|

+

t∫
0

(∂n
∂x

(µm(s, θ))∂θµm(s, θ)−
∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)

)
d|km(s, θ)|. (2.52)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µm è ∂θµm ñõîäÿòñÿ ïðè m → ∞ ðàâíîìåðíî, è

ôóíêöèÿ ∂n
∂x íåïðåðûâíà, òî ∀ε > 0 íàéäåòñÿ íîìåð Nε òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ

m > Nε

sup
0<s<T

∣∣∣∂n
∂x

(µm(s, θ))∂θµm(s, θ)−
∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)

∣∣∣ < ε (2.53)

Ïåðâûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.52) ñõîäèòñÿ ê èíòåãðàëó

t∫
0

∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)d|k(s, θ)|

â ñèëó èçâåñòíîé òåîðåìû Õåëëè î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëîâ Ñòèëüòüåñà (ñì., íà-

ïðèìåð, [55]). Èç ñõîäèìîñòè ∂θkm è èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (2.47) ñëåäóåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïðè m→ ∞ èíòåãðàëüíûõ ñóìì â ïðàâîé ÷àñòè (2.47) è, çíà-

÷èò, èõ íîðì. Îáîçíà÷èì ïðåäåë íîðì ýòèõ èíòåãðàëüíûõ ñóìì êàê |∂θk(t, θ)|
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ïðè 0 ≤ t ≤ T . Âåëè÷èíà |∂θk(t, θ)| ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé âàðèàöèåé ïðîèçâîä-

íîé ∂θk(t, θ). Òîãäà ñàìè èíòåãðàëüíûå ñóììû â (2.47) ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó
t∫
0

χ∂G(µ(s, θ))n(µ(s, θ))d|∂θk(s, θ)|.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Çàìå÷àíèå 2.1. Âðåìÿ âûõîäà ôóíêöèè r(·, θ) íà ãðàíèöó îáëàñòè çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà θ. Ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî θ èíòåãðàëîâ (2.25), (2.26)

äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ ñëàãàåìûå, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàâåí ïðîèçâîäíîé ïî θ

âðåìåíè âûõîäà, óìíîæåííîé íà ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Òàê êàê â ìî-

ìåíò äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû d|k| ðàâíî íóëþ, òî ýòè ñëàãàåìûå íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ñêîðîõîäà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé. Â ñòàòüå [116] Õ. Òàíàêà äîêàçàë (ïîòðàåêòîðíî) , ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ Â2, òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ âåêòîðíîãî ÑÄÓ

â âûïóêëîé îáëàñòè

Xt = x+

t∫
0

a(s,Xs)ds+

t∫
0

σ(s,Xs)dWs + kt (2.54)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

X(0)(t) = x,

X
(n)
t = x+

t∫
0

a(s,X(n−1)
s )dv +

t∫
0

σ(s,X(n−1)
s )dWs + k

(n)
t . (2.55)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ, ò.å. â ïðåäåëå ïîëó÷à-

åòñÿ óðàâíåíèå (2.54). Â íàøåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû a , σ â (2.55) çàâèñÿò îò

θ, è, åñëè ðàññìàòðèâàòü äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ÑÄÓ âûðàæåíèå â

(2.54) x+
t∫
0

a(s,Xs)ds+
t∫
0

σ(s,Xs)dWs êàê ôóíêöèþ r(t, θ), òî ïðè äèôôåðåíöè-

ðîâàíèè ïî ïàðàìåòðó ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàçäåëå 2.2
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äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ∂θXt:

∂θXt =

t∫
0

(∂a
∂x

(s,Xs, θ)∂θXs +
∂a

∂θ
(s,Xs, θ)

)
ds+

t∫
0

(∂σ
∂x

(s,Xs, θ)∂θXs

(2.56)

+
∂σ

∂θ
(s,Xs, θ)

)
dWs +

t∫
0

∂n

∂x
(Xs)∂θXsd|k(s, θ)|

+

t∫
0

χ∂G(Xs)n(Xs)d|∂θk(s, θ)|, (2.57)

d|∂θk(s, θ)| =
dk(s, θ)∂θ(dk(s, θ))

d|k(s, θ)|
, (2.58)

|∂θk(t, θ)| =
t∫

0

χ∂G(Xs)d|∂θk(s, θ)|. (2.59)

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ïðîèçâîäíîé ∂θX�. Åñ-

ëè ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç (2.57) äëÿ ðàçíîñòè (∂θX�)
′ −

(∂θX�)
′′ äâóõ ðåøåíèé ýòîãî ÑÄÓ ïðè îäíîì ω è îäíèì è òåì æå X�, òî èç-çà

ëèíåéíîñòè ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ó êîòîðîãî â ïðàâîé ÷àñòè âî âñåõ ïîäûíòå-

ãðàëüíûõ âûðàæåíèÿõ ðàçíîñòü ïðîèçâîäíûõ (∂θX�)
′−(∂θX�)

′′ âõîäèò êàê ñîìíî-

æèòåëü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ïîýòîìó, ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò, ìîæíî

ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî:

|(∂θXt)
′ − (∂θXt)

′′|2 ≤ C

∫ t

0

|(∂θXs)
′ − (∂θXs)

′′|2ds, (2.60)

ãäå C > 0 � êîíñòàíòà. Èç íåðàâåíñòâà (2.60) ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (2.57). Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.57) ïðè çàäàííîì X� ðàññìîòðåòü èòå-

ðàöèè, ïîäîáíûå (2.55), òî ñ èñïîëüçîâàíèåì (2.60) òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ
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ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.57). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-

ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A2, Á2 ,Â2, Ã2. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.54), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà îä-

íîçíà÷íî è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.57) � (2.59).

2.3 Îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (2.6) � (2.8). Ïîëó÷àåìàÿ îöåíêà ∂u/∂θ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðå-

çóëüòàò ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííîãî â ðå-

çóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó óðàâíåíèÿ (2.3)

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

((∂φ
∂x

(XT )∂θXT +
∂φ

∂θ
(XT )

)
YT + φ(XT )∂θYT + ∂θZT

)
, (2.61)

ãäå ∂θX·, ∂θY·, ∂θZ· îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó îò X·, Y·, Z·. Ïðè÷åì

çíà÷åíèÿ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

∂θXs =

s∫
t

(∂av
∂x

∂θXv +
∂av
∂θ

)
dv +

s∫
t

(∂σv
∂x

∂θXv +
∂σv
∂θ

)
dWv

+

s∫
t

∂n(Xv)

∂x
∂θXvd|kv|+

s∫
t

n(Xv)d|∂θkv|, (2.62)

∂θYs = Ys

[ s∫
t

(
∂cv
∂x

∂θXv +
∂cv
∂θ

)
dv

+

s∫
t

(
∂ηv
∂x

∂θXv +
∂ηv
∂θ

)
d|kv|

)
+

s∫
t

ηvd|∂θkv|
]
, (2.63)
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∂θZs =

s∫
t

[(
∂fv
∂x

∂θXv +
∂fv
∂θ

)
Yv + fv∂θYv

]
dv +

s∫
t

[(∂γv
∂x

∂θXv

+
∂γv
∂θ

)
Yv + γv∂θYv

]
d|kv|+

s∫
t

γvYvd|∂θkv|, (2.64)

|∂θks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|∂θkv|. (2.65)

Îáîçíà÷èì (∂θX)i, (∂θY )i, (∂θZ)i (i = 0, . . . , N) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ

ïðîèçâîäíûõ ∂θXs, ∂θYs, ∂θZs (s ∈ [t, T ]) â óçëàõ ñåòêè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå

ðàñ÷åòîâ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ (∂θX)i, (∂θY )i, (∂θZ)i èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà

(∂θX)∆i+1 = (∂θX)i + h

(
∂ai
∂x

(∂θX)i +
∂ai
∂θ

)
+
√
h

(
∂σi
∂x

(∂θX)i +
∂σi
∂θ

)
ξi, (2.66)

(∂θX)i+1 = (∂θX)∆i+1 + (∆i+1K)

(
∂ni
∂x

(∂θX)i

)
+ ∂θ(∆i+1K)ni,

(∂θY )i+1 = (∂θY )i(1 + hci + ηiχ∂G(xi)∆i+1K) + yi

[
h

(
∂ci
∂x

(∂θX)i +
∂ci
∂θ

)
+χ∂G(xi)

((
∂ηi
∂x

(∂θX)i +
∂ηi
∂θ

)
∆i+1K + ηi∂θ(∆i+1K)

)]
, (2.67)

(∂θZ)i+1 = (∂θZ)i + (∂θY )i(hfi + γiχ∂G(xi)∆i+1K) + yi

[
h

(
∂fi
∂x

(∂θX)i +
∂fi
∂θ

)
+

(
∂γi
∂x

(∂θX)i +
∂γi
∂θ

)
χ∂G(xi)∆i+1K + γiχ∂G(xi)∂θ(∆i+1K)

]
, (2.68)

(∂θK)i+1 = (∂θK)i + ∂θ(∆i+1K), (2.69)

ãäå ∂θ(∆i+1K) = ∂(∆i+1K)
∂θ . Â êà÷åñòâå îöåíêè ∂u/∂θ(t, x) ïî ðåçóëüòàòàì ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå âåëè÷èíû

∂u

∂θ

h

(t, x) = Et,x

((∂φ
∂x

(XN)(∂θX)N +
∂φ

∂θ
(XN)

)
Y N + φ(XN)(∂θY )N + (∂θZ)N

)
.

(2.70)
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Ïîêàæåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü îöåíêè (2.70) åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(h
1
2 ).

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû À2, Á2, Â2, Ã2. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

h ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C, çàâèñÿùàÿ îò T − t, a, σ, f òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣∂uh∂θ (t, x)− ∂u

∂θ
(t, x)

∣∣∣∣ ≤ Ch
1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

∂uh

∂θ
(t, x)− ∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

((∂φ
∂x

(XN)(∂θX)N +
∂φ

∂θ
(XN)

)
Y N

+φ(XN)(∂θY )N + (∂θZ)N

)
− ∂u

∂θ
(t, x)

=
N−1∑
i=0

Et,x

[(∂u
∂x

(ti+1, X i+1)(∂θX)i+1 +
∂u

∂θ
(ti+1, X i+1)

)
Y i+1

+u(ti+1, X i+1)(∂θY )i+1 + (∂θZ)i+1 −
(∂u
∂x

(ti, X i)(∂θX)i +
∂u

∂θ
(ti, X i)

)
Y i

−u(ti, X i)(∂θY )i − (∂θZ)i

]
. (2.71)

Äåéñòâóåì êàê â òåîðåìå 6, ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ê ôóíêöèÿì

u, ∂u/∂x è ∂u/∂θ.

Òàê êàê â òî÷êå (ti, X i) äëÿ ôóíêöèè u âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (2.6) , òî â

ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ïðîïàäóò ñëàãàåìûå, êîòîðûå â ñóì-

ìå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ, óìíîæåííîìó íà (∂θY )i. Òàêèì æå

îáðàçîì ïðîïàäóò ñëàãàåìûå, êîòîðûå â ñóììå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì,

ïîëó÷åííûì èç (2.6) â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî θ è óìíîæåíèÿ íà

Y i è â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (2.6) ïî Xk è óìíîæåíèÿ íà

Y i(∂θXk)i äëÿ âñåõ k = 1, . . . , d. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Et,x

[(∂u
∂x

(ti+1, X i+1)(∂θX)i+1 +
∂u

∂θ
(ti+1, X i+1)

)
Y i+1 + u(ti+1, X i+1)(∂θY )i+1
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+(∂θZ)i+1 −
(∂u
∂x

(ti, X i)(∂θX)i +
∂u

∂θ
(ti, X i)

)
Y i − u(ti, X i)(∂θY )i − (∂θZ)i

]
= Et,x

[
Y i
∂2ui
∂x2

(∂θX)i(
√
hσiξi + (∆i+1K)niχRd\Ḡ(X

∆
i+1))

+Y i
∂ui
∂x

(∂θX)iηiχ∂G(X i)(∆i+1K) + Y i
∂ui
∂x

[√
h
(∂σi
∂x

(∂θX)i +
∂σi
∂θ

)
ξi

+
(
(∆i+1K)

∂ni
∂x

(∂θX)i + ∂θ(∆i+1K)ni
)
χRd\Ḡ(X

∆
i+1)
]

+Y i
∂2ui
∂θ∂x

[√
hσiξi + (∆i+1K)niχRd\Ḡ(X

∆
i+1)
]
+ Y i

(∂ui
∂θ

ηiχ∂G(X i)(∆i+1K)
)

+
[
(∂θY )iγi(∆i+1K) + Y i

(
γi∂θ(∆i+1K) +

(∂γi
∂x

(∂θX)i

+
∂γi
∂θ

)
(∆i+1K)

)]
χ∂G(X i) +

∂ui
∂x

(∂θY )i

(√
hσiξi + (∆i+1K)niχRd\Ḡ(X

∆
i+1)
)

+ui

[(
(∂θY )iηi + Y i

(∂ηi
∂x

(∂θX)i +
∂ηi
∂θ

))
(∆i+1K)

+Y iηi∂θ(∆i+1K)
]
χ∂G(X i)

]
+O(h

3
2 ). (2.72)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.72) ðàâíî

íóëþ, åñëè X i ∈ Ḡ è X∆
i+1 ∈ Ḡ. Åñëè X i ∈ ∂G è X∆

i+1 /∈ Ḡ, òî îíî òîæå ðàâ-

íî íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (2.72) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàå-

ìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî íóëþ. Ïåðâîå åñòü ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.8),

óìíîæåííàÿ íà (∂θY )i(∆i+1K) + Y i∂θ(∆i+1K). Âòîðîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâîä-

íàÿ ïî x ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8), óìíîæåííàÿ íà (∂θX)i(∆i+1K)Y i. Òðåòüå

� ïðîèçâîäíàÿ ïî θ ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.8), óìíîæåííàÿ íà Y i(∆i+1K).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà X i ∈ G è X∆
i+1 /∈ G. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü

(2.72) ðàâíà

Et,x

(
Y i
∂2ui
∂x2

(∂θX)i(∆i+1K)ni + Y i
∂ui
∂x

∂θ(∆i+1K)ni

+Y i
∂2ui
∂θ∂x

(∆i+1K)ni + (∂θY )i
∂ui
∂x

(∆i+1K)ni

)
. (2.73)
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Èñïîëüçóÿ òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ êàê è äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû (6), ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî i âûðàæåíèÿ (2.73) ïîëó÷èòñÿ âåëè÷èíà,

àáñîëþòíîå çíà÷åíèå êîòîðîé ≤ Ch
1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî. �

2.4 Ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ ðàñ÷åòà áûëà âçÿòà ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

∂u

∂t
+ 0.5

(
θ1
∂2u

∂x21
+ θ2

∂2u

∂x22

)
+
∂u

∂x1
+
∂u

∂x2
− (x21 + 0.5)u

+exp(−0.3(T − t)) · [(x21 + 0.2)(1− θ1x
2
1 − θ2x

2
2)

+θ21 + 2θ1x1 + θ22 + 2θ2x2)] = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ G, (2.74)

G = {(x1, x2)| x21 + x22 < 1}, θ1, θ2 ∈ [10−3, 1.0], (2.75)

u(T, x1, x2, θ1, θ2) = (1− θ1x
2
1 − θ2x

2
2), (2.76)

∂u

∂n

∣∣∣
∂G

− 2 exp(−0.3(T − t))(θ1x
2
2 + θ2x

2
2) = 0 ïðè t ∈ [0, T ]. (2.77)

Òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x1, x2, θ1, θ2) = exp(−0.3(T − t))(1− θ1x
2
1 − θ2x

2
2). (2.78)

Â ðàñ÷åòàõ áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè:

T = 0.5; t = 0.2; θ1 = 0.05, θ2 = 0.15; îáú¼ì âûáîðêè 105.

Îöåíêà çíà÷åíèé u, ∂u
∂θ1
, ∂u
∂θ2

ïðîèçâîäèëàñü â òðåõ òî÷êàõ x(1) = (0.332, 0.500),

x(2) = (0.559, 0.500), x(3) = (0.808, 0.500) ñ ðàññòîÿíèÿìè äî ãðàíèöû 0.60, 0.75.,

0.95, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è u è åãî ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θi,

i = 1, 2 äëÿ h = 1 · 10−5, h = 1 · 10−6 äàíû â òàáë. 1 � 3.
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Òàáëèöà 1. Îöåíêè u(t, x)

x Îöåíêà u (h = 10−5) Îöåíêà u (h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå u

x(1) 0.8747± 3.5 · 10−4 0.8748± 3.5 · 10−4 0.8746

x(2) 0.8655± 3.4 · 10−4 0.8655± 3.4 · 10−4 0.8654

x(3) 0.8501± 3.1 · 10−4 0.8500± 3.1 · 10−4 0.8498

Òàáëèöà 2. Îöåíêè ∂u
∂θ1

(t, x)

x Îöåíêà ∂u
∂θ1

(h = 10−5) Îöåíêà ∂u
∂θ1

(h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ1

x(1) −0.1014± 1.5 · 10−3 −0.1014± 1.5 · 10−3 −0.1007

x(2) −0.2890± 2.1 · 10−3 −0.2873± 2.1 · 10−3 −0.2856

x(3) −0.6061± 2.5 · 10−3 −0.6003± 2.5 · 10−3 −0.5967

Òàáëèöà 3. Îöåíêè ∂u
∂θ2

(t, x)

x Îöåíêà ∂u
∂θ2

(h = 10−5) Îöåíêà ∂u
∂θ2

(h = 10−6) Òî÷íîå çíà÷åíèå ∂u
∂θ2

x(1) −0.2308± 3.5 · 10−3 −0.2279± 3.5 · 10−3 −0.2285

x(2) −0.2331± 3.3 · 10−3 −0.2287± 3.3 · 10−3 −0.2285

x(3) −0.2363± 3.0 · 10−3 −0.2297± 2.9 · 10−3 −0.2285
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Çàìåòèì, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïî θ2 ôóíêöèè (2.78) îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå: − exp(−0.3(T − t))x22. Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè x(i), i = 1, 2, 3 èìåþò

îäíó è òó æå âòîðóþ êîîðäèíàòó, òî âñå çíà÷åíèÿ ∂u/∂θ2 â ïîñëåäíåì ñòîëáöå

òàáë. 3 ñîâïàäàþò.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â òàáë. 1�3 ïîêàçàëè, ÷òî íàèáîëåå òî÷íûå îöåíêè ïîëó-

÷èëèñü äëÿ òî÷êè x(1), íàèáîëåå óäàëåííîé îò ãðàíèöå. Íàèìåíåå òî÷íûå îöåíêè

ïîëó÷èëèñü äëÿ òî÷êè x(3), êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà âáëèçè ãðàíèöû. Ýòî ñîãëàñó-

åòñÿ ñ òåì ôàêòîì, ÷òî íàèáîëüøàÿ ïîòåðÿ òî÷íîñòè ìåòîäà ïðîèñõîäèò, êîãäà

ìîäåëèðóåìàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ãðàíèöó.
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Ãëàâà 3

Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì

îöåíîê ∂u
∂θ

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè, â êîòîðûõ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè

èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè ∂u
∂θ .

3.1 Îïðåäåëåíèå íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â êðàåâîé çàäà÷å äëÿ

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

ñ çàäàííûì êîíå÷íî-âðåìåííûì óñëîâèåì

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x, θ)
∂u

∂xi

+c(t, x, θ)u+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ G, (3.1)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (3.2)

∂u

∂n
+ η(t, x, θ)u+ γ(t, x, θ) = 0, x ∈ ∂G, (3.3)

ãäå G � îáëàñòü â Rd ñ ãðàíèöåé ∂G; n - åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè

â òî÷êå x ∈ ∂G; θ = (θ1, . . . , θm) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (3.1) � (3.3) èìååò ðåøåíèå, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ïî t è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî x íåïðåðûâíû âïëîòü äî ãðàíèöû.

Óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòî âûïîëíÿåòñÿ äàíû â [44].

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (3.1) � (3.3) ìîæåò áûòü ëåãêî ïðåîáðàçîâàíà

ê çàäà÷å ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííîé τ = T − t.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à (3.1) � (3.3), îïèñûâàåò íåêîòîðûé

ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, íàïðèìåð, ïðîöåññ ïåðåäà÷è òåïëà â òâåðäîì îäíîðîäíîì

òåëå.

Â ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü

âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ íåèçâåñòåí, íî èçâåñòíû èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû âî âíóò-

ðåííèõ òî÷êàõ òåëà íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè [0, T ]. Òðåáóåòñÿ íà îñíîâå

äàííûõ èçìåðåíèé ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷è òà-

êîãî òèïà íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè çàäà÷àìè. Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâ-

íåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè íàõîäèò ïðèìåíåíèå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ

òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ïðîöåññàìè òåï-

ëîîáìåíà. Íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïðè ñîçäàíèè àýðî-

êîñìè÷åñêîé òåõíèêè, ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ, ðàêåòíûõ äâèãàòåëåé è äâèãàòåëåé

âíóòðåííåãî ñãîðàíèÿ, à òàêæå â ìåòàëëóðãèè, ñîçäàíèè òåïëîçàùèòíûõ ïîêðû-

òèé, èññëåäîâàíèè òåïëîôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ è äð. (ñì., íàïðèìåð,

[2], [7]).

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ î÷åíü âàæíî ïîñòðîèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ òàê,

÷òîáû ïîëó÷åííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ áûëè óñòîé÷èâû ê íåáîëüøèì ïîãðåø-

íîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþòñÿ àëãîðèòìû ðåãóëÿðèçàöèè. Â

äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ ïðèíàäëå-

æèò èçâåñòíîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó â Rm è â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçà-
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öèè âûáðàí ìåòîä δ-êâàçèðåøåíèé [6].

Îáîçíà÷èì ḠT = Ḡ × [0, T ]. Ïóñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1) �(3.3) ïðè-

íàäëåæèò äëÿ íåêîòîðîãî íåöåëîãî α > 0 ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà

H2+α,1+α
2 (ḠT ) (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, ñì.

[44], ñòð.364).

Çàäàäèì îïåðàòîð A : Rm → H2+α,1+α
2 (ḠT ), êîòîðûé êàæäîìó âåêòîðó θ ∈

Rm ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ u(·, ·, θ) ∈ H2+α,1+α
2 (ḠT ), ÿâëÿþùóþñÿ ðå-

øåíèåì çàäà÷è (3.1) � (3.3) ïðè äàííîì θ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ïàðàìåòðà θi, (i = 1, . . . ,m) èçâåñòåí îòðåçîê [ai, bi], êîòîðîìó îí ïðèíàäëåæèò,

ò.å. âåêòîð θ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P ≡
m∏
i=1

[ai, bi].

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî îòîáðàæåíèå A : P → AP , êîòîðîå êàæäîìó âåêòî-

ðó θ ∈ P ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ u � ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) � (3.3), âçà-

èìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî. Òîãäà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ êîì-

ïàêòîì â Rm, èç èçâåñòíîé ëåììû À.Í. Òèõîíîâà î íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî

îïåðàòîðà [58], [59] ñëåäóåò, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå A−1 : AP → P ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ ū ∈ AP òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ̄, ò.å. íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

Aθ = ū. (3.4)

Íî âìåñòî ū èçâåñòíî uδ ∈ AP òàêîå, ÷òî ∥uδ − ū∥ ≤ δ, ãäå δ äîñòàòî÷íî ìà-

ëîå ÷èñëî. Òîãäà, ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå A−1 íåïðåðûâíî, â êà÷åñòâå ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ìîæíî âçÿòü θδ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (3.4) ñ uδ â ïðàâîé ÷àñòè.

Êàê ïðàâèëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé uδ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó AP , è âûðàæåíèå A−1uδ íå âñåãäà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî. Â ýòîì ñëó÷àå â
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êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.4) ìîæíî ïðèíÿòü âåêòîð θ⋆δ ∈ P ,

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò íîðìó íåâÿçêè ∥Aθ − uδ∥. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âèäà

θ⋆δ íàçûâàþò êâàçèðåøåíèåì [59]. Ïîñêîëüêó θ⋆δ , θ̄ ∈ P , à îïåðàòîð A−1 íåïðåðû-

âåí èç AP â P , òî íåòðóäíî ïîêàçàòü [6], ÷òî

∥θ⋆δ − θ̄∥ → 0 ïðè δ → 0. (3.5)

Îáîçíà÷èì R îïåðàòîð, êîòîðûé êàæäîé ïàðå (uδ, δ) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå θ⋆δ ∈

P . Îïåðàòîðû òàêîãî òèïà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì (3.5), íàçâàíû â [6] ðåãóëÿ-

ðèçèðóþùèìè àëãîðèòìàìè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ θ⋆δ áóäåì íàõîäèòü ìèíèìóì ôóíêöèè Φ(θ) ≡ ∥Aθ − uδ∥2

ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè, èñïîëüçóþùåãî ïðîèçâîä-

íûå ôóíêöèè Φ(θ). Äëÿ ýòîé öåëè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âàðèàíò ñòîõà-

ñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé [61], â êîòîðîì

ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà ñòðîÿòñÿ ïî ïðàâèëó

θk+1 = θk − ρkH
k∇kΦ, k = 0, 1, . . . , (3.6)

ãäå Hk � ñëó÷àéíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà l× l; ∇kΦ � ãðàäèåíò öåëåâîé

ôóíêöèè â òî÷êå θk; ρk � ïàðàìåòð øàãà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Hk âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñõåìå: H0 = I, Hk+1 =
(
I −

µk∇k+1Φ·(∆k+1θ)T
)
Hk,∆k+1θ = θk+1−θk. Ïàðàìåòð µk âûáèðàåòñÿ èç ðàâåíñòâà

µk = µ/
(
|∇k+1Φ| · |∆k+1θ|

)
, ãäå µ � êîíñòàíòà òàêàÿ, ÷òî 0 < µ < 1.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêàÿ ïîäñòðîéêà ïàðàìåò-

ðà øàãà ρk. Åñëè Φ(θk+1) > Φ(θk), òî ρk+1 = ρk/γ, ãäå γ > 1 - ôèêñèðîâàííûé

ïàðàìåòð. Åñëè Φ(θk+1) < Φ(θk), òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèé: ρk,i = ρkγ
i, θk+1,i = θk−ρk,iHk∇kΦ è âû÷èñëåíèå Φ(θk+1,i), i = 0, 1, . . . .

Ýòè äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà óáûâàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè Φ è ïðè
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ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: ρmin ≤ ρk,i ≤ ρmax (ρmin, ρmax � ìèíèìàëüíàÿ, ìàêñè-

ìàëüíàÿ äëèíà øàãà, ñîîòâåòñòâåííî) è i < imax (imax � çàäàííîå ìàêñèìàëüíîå

÷èñëî èòåðàöèé ïî óâåëè÷åíèþ øàãà). Çíà÷åíèÿ θk+1, ρk+1 ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè

ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì θk+1,i, ρk,i, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíîìó èç

ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèé Φ.

Êàê ïðàâèëî, èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè íå äàþò òî÷íûé ìè-

íèìóì öåëåâîé ôóíêöèè çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé. Â êíèãå [6] äàíà ìîäè-

ôèêàöèÿ ìåòîäà êâàçèðåøåíèé, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (3.4). Ñóòü ìîäèôèêàöèè â òîì, ÷òî çàäàííîé ïàðå (uδ, δ) ñòàâèòñÿ â

ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð θδ òàêîé, ÷òî

∥Aθδ − uδ∥ ≤ δ. (3.7)

Ïðè òàêîì ïîäõîäå θδ → θ̄ ïðè δ → 0 è òàêîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðè-

çèðóþùèì. Ðåãóëÿðèçèðóþùèé àëãîðèòì òàêîãî òèïà íàçâàí â [6] àëãîðèòìîì

δ-êâàçèðåøåíèÿ.

Ïóñòü uδij (i = 1, . . . , KT ; j = 1, . . . , LG) � èçìåðåíèÿ òåìïåðàòóðû ñ ïî-

ãðåøíîñòüþ δ, ñäåëàííûå â ìîìåíòû âðåìåíè ti (i = 1, . . . , KT ) â òî÷êàõ xj ∈ G

(j = 1, . . . , LG). Îöåíêè ïàðàìåòðîâ áóäåì íàõîäèòü êàê ðåçóëüòàò ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè:

Φ̃(θ) =

KT∑
i=1

LG∑
j=1

(u(ti, xj, θ)− uδij)
2. (3.8)

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì ðàíåå, â êà÷åñòâå îöåíêè âåêòîðà θ ïðèíèìàåòñÿ

ëþáîé âåêòîð θ̂, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Φ̃(θ̂) ≤ δ2.

Âû÷èñëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿåòü íà

îñíîâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â âèäå ôóíêöèî-

íàëà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ îòðàæåíèåì îò ãðàíèöû. Âåðîÿòíîñòíûå ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ õîðîøî èçâåñòíû (ñì., íà-

ïðèìåð, [43], [64]), îíè ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ è ïîçâîëÿþò îöåíèòü

ðåøåíèå â îòäåëüíî âçÿòîé òî÷êå âíóòðè îáëàñòè. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ õîðîøî ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ò.ê.

ðåøåíèå ìîæíî îöåíèâàòü íå âî âñåé îáëàñòè, à òîëüêî â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ

äàò÷èêîâ òåìïåðàòóðû. Ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿòíîñò-

íûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîæíî ñ÷èòàòü áîëüøóþ òðóäîåìêîñòü. Íî ýòè òðóäíîñòè

ìîãóò áûòü ïðåîäîëåíû ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Ê òî-

ìó æå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòìû íà îñíîâå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî õîðîøî

ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ.

Êðàåâîé çàäà÷å (3.1) � (3.3) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó ÑÄÓ, êîòîðàÿ

îïèñûâàåò äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ñ îòðàæåíèåì íà ãðàíèöå â íàïðàâëåíèè âíóò-

ðåííåé íîðìàëè

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv, θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv, θ)dWv + ks, (3.9)

ks =

s∫
t

n(Xv)d|kv|, |ks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|kv|, (3.10)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè (3.8) èñïîëüçóåì îöåíêó ðåøåíèÿ çàäà÷è

(3.1)� (3.3) êàê ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ñëåäóþùåãî ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííîå â

ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.9), (3.10) (ñì. ãëàâó 2)

u(t, x, θ) = Et,x
(
φ(XT , θ)YT (θ) + ZT (θ)

)
, (3.11)

ãäå YT (θ), ZT (θ) � çíà÷åíèÿ ïðè s = T ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

Ys(θ) = exp(

s∫
t

cvdv +

s∫
t

ηvd|kv|), (3.12)
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Zs(θ) =

s∫
t

fvYvdv +

s∫
t

γvYvd|kv|. (3.13)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2 � Ã2, ñôîðìóëèðîâàííûå â ãëàâå

2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè (3.8) íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè u ïî ïàðàìåòðàì. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå

â ãëàâå 2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì

âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (3.11).

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

((∂φ
∂x

(XT )∂θXT +
∂φ

∂θ
(XT )

)
YT + φ(XT )∂θYT + ∂θZT

)
. (3.14)

∂θXs =

s∫
t

(∂av
∂x

∂θXv +
∂av
∂θ

)
dv +

s∫
t

(∂σv
∂x

∂θXv +
∂σv
∂θ

)
dWv

+

s∫
t

∂n(Xv)

∂x
∂θXvd|kv|+

s∫
t

n(Xv)d|∂θkv|, (3.15)

∂θYs = Ys

[ s∫
t

(
∂cv
∂x

∂θXv +
∂cv
∂θ

)
dv

+

s∫
t

(
∂ηv
∂x

∂θXv +
∂ηv
∂θ

)
d|kv|

)
+

s∫
t

ηvd|∂θkv|
]
, (3.16)

∂θZs =

s∫
t

[(
∂fv
∂x

∂θXv +
∂fv
∂θ

)
Yv + fv∂θYv

]
dv +

s∫
t

[(∂γv
∂x

∂θXv

+
∂γv
∂θ

)
Yv + γv∂θYv

]
d|kv|+

s∫
t

γvYvd|∂θkv|, (3.17)
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|∂θks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|∂θkv|. (3.18)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u è åå ãðàäèåíòà, îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè (3.8) è (3.14) �

(3.18), âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà, îïèñàííîãî

â ãëàâå 2.

Åñëè èçâåñòíû ïðîèçâîäíûå ∂u(ti,xj)
∂θk

(i = 1, . . . , KT ; j = 1, . . . , LG; k = 1, . . . ,m),

âû÷èñëåííûå äëÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θδ èç (3.7), òî ìîæíî ïðèáëèæåí-

íî îïðåäåëèòü îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò èñòèííûé

âåêòîð ïàðàìåòðîâ θ̄.

Çàïèøåì èçìåðåíèÿ uδij â âèäå ñóììû çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1)

� (3.3) äëÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ θ̄ è ïîãðåøíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé

óðîâíþ δ

uδij = u(ti, xj, θ̄) + rδij. (3.19)

Âûðàçèì óðîâåíü ïîãðåøíîñòè ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå åìó îøèáêè èçìåðåíèÿ

ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

δ2 =
∑
ij

(rδij)
2. (3.20)

Çàïèøåì âîçâåäåííîå â êâàäðàò íåðàâåíñòâî (3.7), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè îïðå-

äåëåíèè êâàçèðåøåíèÿ â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷è (3.1) � (3.3)∑
i,j

(u(ti, xj, θδ)− uδij)
2 ≤ δ2. (3.21)

Îáîçíà÷èì ∆θδk ≡ (θδ − θ̄)k, k = 1, . . . ,m. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðîâåíü ïîãðåø-

íîñòè èçìåðåíèé äîñòàòî÷íî ìàë. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà

èìååì u(ti, xj, θ̄) = u(ti, xj, θδ) −
m∑
k=1

∂u(ti,xj ,θδ)
∂θk

∆θδk. Âûðàçèì èç ýòîãî ðàâåíñòâà



111

u(ti, xj, θδ) è ïîäñòàâèì â (3.21). Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.20) ïîëó÷èì∑
i,j

( m∑
k=1

∂uij(θδ)

∂θk
∆θδk − rδij

)2
≤
∑
ij

(rδij)
2, (3.22)

ãäå uij(θδ) = u(ti, xj, θδ). Èç (3.22) ñëåäóåò∑
i,j

(( m∑
k=1

∂uij(θδ)

∂θk
∆θδk

)2
− 2
( m∑
k=1

∂uij(θδ)

∂θk
∆θδk

)
rδij

)
≤ 0. (3.23)

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èç (3.23) ïîëó÷èì∑
i,j

( m∑
k=1

∂uij(θδ)

∂θk
∆θδk

)2
≤ 4

∑
i,j

(
rδij
)2
. (3.24)

Îêîí÷àòåëüíî èç (3.24) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò òðåáóåìóþ

îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
m∑
k=1

∑
i,j

(∂uij(θδ)
∂θk

)2(
∆θδk

)2
+

m∑
k1,k2=1
k1 ̸=k2

∑
i,j

∂uij(θδ)

∂θk1

∂uij(θδ)

∂θk2
∆θδk1∆θ

δ
k2
≤ 4δ2. (3.25)

3.2 Ðåøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàëàñü ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

∂u

∂t
+
θ21
2

(
x41
∂2u

∂x21
+ x42

∂2u

∂x22

)
+ θ1(x

2
1 + x22)

∂u

∂x1
+ θ1x

2
1

∂u

∂x2
− (x21 + 0.5)u

+
1

2
exp(−θ2(T − t)) · [(θ1θ2(x21 + x22 − 1) + 2θ21x1(x

2
1 + x22) + θ31(x

4
1 + x42)

+2θ21x
3
2 − θ1(x

2
1 + x22 − 1)(2x21 + 1) = 0, t ∈ (t0, T ), x ∈ G,

G = {(x1, x2)| x21 + x22 < 1}, θ1, θ2 ∈ [10−3, 0.5],

u(T, x1, x2, θ1, θ2) = exp(−θ2(T − t))(1− x21 − x22)θ1,

∂u

∂n

∣∣∣
∂G

− 2θ1 exp(−θ2(T − t))(x21 + x22) = 0 ïðè t ∈ [0, T ].

Òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x1, x2, θ1, θ2) = exp(−θ2(T − t))(1− x21 − x22)θ1. (3.26)
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Çàäà÷à ðåøàëàñü ñî ñëåäóþùèìè ÷èñëîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè:

T = 3.5; t0 = 0.2; h = 10−5.

Â òàáë. 1 � 2 äàíû ðåçóëüòàòû îöåíêè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è u è åãî ïðîèç-

âîäíûõ ∂u/∂θi, i = 1, 2, ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ îáúåìà âûáîðêè N=300 è N=1000 íà

ðàçëè÷íîì óäàëåíèè îò ãðàíèöû îáëàñòè, à èìåííî, â òî÷êàõ (0.0;0.25), (0.0;0.75),

ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â òàáë. 1 � 2 ïîêàçàëè, ÷òî îöåíêè ðåøå-

Òàáëèöà 1. Îöåíêè u(t, x) è ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ1, ∂u/∂θ2 â

òî÷êå x = (0.00; 0.25)

ïîëó÷åííàÿ ïîëó÷åííàÿ òî÷íîå

îöåíêà, N=300 îöåíêà, N=1000 çíà÷åíèå

u 3.5998 · 10−2 ± 1.94 · 10−4 3.5999 · 10−2 ± 1.99 · 10−4 3.5999 · 10−2

∂u
∂θ1

0.7197± 7.98 · 10−3 −0.7197± 8.16 · 10−3 0.7200

∂u
∂θ2

−0.1188± 4.71 · 10−4 −0.1188± 4.83 · 10−4 −0.1188

íèÿ êðàåâîé çàäà÷è è åãî ïðîèçâîäíûõ ïîëó÷àþòñÿ ëó÷øå äëÿ áîëåå óäàëåííîé

òî÷êè îò ãðàíèöû. Ïðè x = (0.00; 0.25) íè îäíà ìîäåëèðóåìàÿ òðàåêòîðèÿ íå

äîñòèãëà ãðàíèöû, ïîýòîìó òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé áûëà ïîðÿäêà O(h).

Òàáëèöà 2. Îöåíêè u(t, x) è ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ1, ∂u/∂θ2 â

òî÷êå x = (0.00; 0.75)

ïîëó÷åííàÿ ïîëó÷åííàÿ òî÷íîå

îöåíêà, N=300 îöåíêà, N=1000 çíà÷åíèå

u 1.6787 · 10−2 ± 5.88 · 10−3 1.6819 · 10−2 ± 5.85 · 10−3 1.6799 · 10−2

∂u
∂θ1

0.3283± 1.68 · 10−2 0.3293± 2.96 · 10−2 0.3360

∂u
∂θ2

−5.7766 · 10−2 ± 1.26 · 10−2 −5.7856 · 10−2 ± 2.20 · 10−2 −5.5438 · 10−2

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ðåøåíèÿ îá-

ðàòíîé çàäà÷è áûëè ðàññ÷èòàíû ïî ôîðìóëå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (3.26) ïðè çíà÷å-
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θ
1

θ 2

δ
1

δ
2

δ
3

0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07

−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Ðèñ. 2. Îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàç-

ëè÷íûì ïîãðåøíîñòÿì èçìåðåíèé

íèÿõ ïàðàìåòðîâ θ1 = 5·10−2, θ2 = 8·10−2 â òî÷êàõ, íàõîäÿùèõñÿ îò öåíòðà êðóãà

íà ðàññòîÿíèè 0.25, 0.50 è 0.75 â ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ íàïðàâëåíè-

ÿõ êàæäîé êîîðäèíàòíîé îñè è â ìîìåíòû âðåìåíè íà îòðåçêå [0.2; 3.4] ñ øàãîì

0.4. Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ â ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì äàííûå âíîñèëèñü ñ

ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë "îøèáêè èçìåðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå íîð-

ìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ñðåäíèì è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì, ðàâíûì 2%,

5% è 10% îò òî÷íûõ çíà÷åíèé äàííûõ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θ01 = 0.1, θ02 = 0.01

áûëè âçÿòû â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ. Îáúåì âûáîðêè â íà÷àëå ìèíèìèçàöèè áûë

ðàâåí 300, çàòåì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè u

è ∂u/∂θ, áûë óâåëè÷åí äî 1000. Â òàáë. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îöåíêè ïàðà-

ìåòðîâ ïðè òî÷íûõ äàííûõ è äàííûõ ñ îøèáêàìè.
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Òàáëèöà 3. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ïîãðåøíîñòÿõ â äàííûõ

Òî÷íûå Äàííûå ñ îøèáêàìè

Ïàðàìåòðû äàííûå σ = 0.02u σ = 0.05u σ = 0.1u

θ1 4.9993 · 10−2 4.9898 · 10−2 4.9824 · 10−2 4.9749 · 10−2

θ2 7.9841 · 10−2 8.0008 · 10−2 8.1162 · 10−2 8.3795 · 10−2

Ïðåäñòàâëåííûå â òàáë.3 äàííûå ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè

ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàííûõ ïîëó÷àåìûå â õîäå ìèíèìèçàöèè îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ ñõîäÿòñÿ ê èçâåñòíûì òî÷íûì çíà÷åíèÿì ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå

óðîâíÿì ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Óðîâíè δ1, δ2, δ3 çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî äëÿ

ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé σ = 0.1u, σ = 0.05u, σ = 0.02u.
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Ãëàâà 4

Ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè ôóíêöèîíàëà îò

äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Ïðåäëàãàåìûé â äàííîé ãëàâå ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îñíîâàí íà ïàðà-

ìåòðèçîâàííîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëó ñëó÷àéíîãî ïðî-

öåññà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìèíèìèçàöèÿ äèñïåðñèè

ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ìîäóëÿ êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèîíà-

ëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷å. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà äèô-

ôóçèîííîãî ïðîöåññà ïî ïàðàìåòðàì.

4.1 Âàðèàíò ìåòîäà äëÿ ïîãëîùàþùåé ãðàíèöû

Ïóñòü G ⊂ Rd � çàäàííàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé ∂G

è X� � d-ìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, êîòîðûé íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå èç

òî÷êè x ∈ G â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ (0, T ), è äëÿ êîòîðîãî íà ãðàíèöå îáëà-

ñòè çàäàíî óñëîâèå ïîãëîùåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàí ïðîöåññ X�, êîòîðûé

îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ÑÄÓ
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Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv)dv +

s∫
t

σ(v,Xv)dWv. (4.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû ôóíêöèè c, f : [0,∞) ×Rd → R. Îïðåäåëèì ñëó-

÷àéíûå ôóíêöèè Y�, Z�

Ys = exp
( s∫

t

c(v,Xv)dv
)
, Zs =

s∫
t

f(v,Xv)Yvdv, (4.2)

êîòîðûå îïðåäåëÿþò ôóíêöèîíàë

φ(XT )YTχτ>T + ZT∧τ , (4.3)

ãäå τ = min{v| v > t, Xv /∈ G} � âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà X� èç îáëàñòè.

Îáîçíà÷èì QT = (0, T )×G, ST = [0, T ]× ∂G. Ïîëîæèì

u(t, x) ≡ Et,x

(
φ(XT )YTχτ>T + ZT∧τ

)
(4.4)

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèîíàëà (4.3).

Èçâåñòíî, ÷òî (4.4) îïðåäåëÿåò ðåøåíèå â òî÷êå (t, x) ∈ QT ñëåäóþùåé êðàå-

âîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ óñëîâèåì, çàäàííûì íà êîíöå èí-

òåðâàëà âðåìåíè

Lu+ f(t, x) = 0, t ∈ (0, T ), (t, x) ∈ QT , (4.5)

u(T, x) = φ(x), x ∈ G, (4.6)

u(t, x) = 0, x ∈ ∂G, (4.7)

ãäå Lu ≡ ∂u
∂t+

1
2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂u
∂xi

+c(t, x)u; bij � ýëåìåíòû ìàòðèöû

B ≡ σσT .

Îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ôóíêöèè B(t, x) = (bij(t, x)) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíî ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì ïðè íåêîòîðîì α0 > 0
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óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè:

yTB(t, x)y > α0|y|2 (4.8)

äëÿ ëþáîãî y ∈ Rd.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü G è âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â îïðåäåëåíèå

çàäà÷è (4.5) � (4.7) òàêèå, ÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â ïðîñòðàí-

ñòâå Ãåëüäåðà H
3+α
2 ,3+α(Q̄T ) (ñì. [44], Òåîðåìà 5.2, ñòð. 364). Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ

íîðì ôóíêöèé u, f , φ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà óäîâëåòâîðÿ-

þò íåðàâåíñòâó

|u|3+αQT
< c
(
|f |1+αQT

+ |φ|3+αQT

)
.

Ïî óñëîâèþ ýòîé òåîðåìû ýòîé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

ai, bij, f ∈ H
1+α
2 ,1+α, φ ∈ H3+α(Ḡ), ∂G ∈ H3+α. (4.9)

Äîëæíû òàêæå âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè t = T ,

x ∈ ∂G. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ Ãåëüäåðà Hl+α, H
l+α
2 ,l+α (l

� íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå, 0 < α < 1) äàíî â êíèãå [44].

Òàêæå êàê è â ãëàâå 1, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x /∈ Ḡ îáîçíà÷èì ρ(x) îðòî-

ãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ íà Ḡ; n(x) åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè â òî÷êå

ρ(x); d(x) äëèíó âåêòîðà ρ(x)− x.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê x ∈ Rd ïðîåêöèÿ ρ(x)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (òàêîå âîçìîæíî, íàïðèìåð, êîãäà îáëàñòü G âûïóê-

ëàÿ). Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x = ρ(x)− d(x)n(x) .

Äëÿ x ∈ Ḡ ñ÷èòàåì ρ(x) = x è d(x) = 0.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ íåíóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-

äàíèåì µξ è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σξ ââåäåì îáîçíà÷åíèå åå êîýôôèöèåíòà
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âàðèàöèè Rξ, îïðåäåëÿåìîãî ïî ôîðìóëå Rξ =
σξ
µξ
.

Îáîçíà÷èì ϑ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ ðàâíà çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà

(4.3). Â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ äèñïåðñèè ϑ, èç êîòîðîé

ñëåäóåò, ÷òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí(
∂u(v,Xv)

∂x

)T
B(v,Xv)

∂u(v,Xv)
∂x è Yv ïðè v ∈ [t, T ]. Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû â ÷àñò-

íîñòè ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ϑ êîíå÷íà, à òàêæå, ÷òî óìåíüøåíèå çíà÷åíèé

ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) � (4.7) â ñðåäíåì â òîé ÷àñòè QT , ãäå ïðîáå-

ãàþò òðàåêòîðèè äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äèñïåðñèè

ôóíêöèîíàëà (4.3). Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ôóíêöèîíàëà

îñíîâàí íà ñëåäóþùåì ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.5)�(4.7)

u = ũV . (4.10)

Â (4.10) V (x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Çàòåì ôîð-

ìóëèðóååòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ũ è ðåøàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñè-

ñòåìà ÑÄÓ. Òàêæå âìåñòî ϑ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ϑ̃ = φ̃(X̃T )ỸT+

Z̃T , ãäå çíàê " ˜ "óêàçûâàåò íà ñîîòâåòñòâèå ũ. Ïðè ýòîì âìåñòå ñ èçìåíåíèåì

äèñïåðñèè îöåíêè, êàê ïðàâèëî, ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà

(4.3). Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Rϑ̃| < |Rϑ|. Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ũ,

îöåíêà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (4.10).

Ñóòü ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü ôóíêöèþ V , çàâèñÿ-

ùóþ îò íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ è çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà-

÷åíèå êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè ϑ̃. Äëÿ ìèíèìèçàöèè â ðàñ÷åòàõ áûë èñ-

ïîëüçîâàí âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñ ïåðåìåííîé

ìåòðèêîé [61]. Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (4.37) èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñòîõà-

ñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé [61], â êîòîðîì
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ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ìèíèìóìà ñòðîÿòñÿ ïî ïðàâèëó

αk+1 = αk − ρkH
k∇kΦ, k = 0, 1, . . . , (4.11)

ãäå Hk � ñëó÷àéíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà l× l; ∇kΦ � ãðàäèåíò öåëåâîé

ôóíêöèè â òî÷êå αk; ρk � ïàðàìåòð øàãà.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Hk âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñõåìå: H0 = I, Hk+1 =
(
I −

µk∇k+1Φ · (∆k+1α)T
)
Hk, ∆k+1α = αk+1 − αk. Ïàðàìåòð µk âûáèðàåòñÿ èç ðàâåí-

ñòâà µk = µ/
(
|∇k+1Φ| · |∆k+1α|

)
, ãäå µ � êîíñòàíòà òàêàÿ, ÷òî 0 < µ < 1.

Íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò àâòîìàòè÷åñêàÿ ïîäñòðîéêà ïàðàìåò-

ðà øàãà ρk. Åñëè Φ(αk+1) > Φ(αk), òî ρk+1 = ρk/γ, ãäå γ > 1 - ôèêñèðîâàííûé

ïàðàìåòð. Åñëè Φ(αk+1) < Φ(αk), òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü äåéñòâèé: ρk,i = ρkγ
i, αk+1,i = αk − ρk,iH

k∇kΦ è âû÷èñëåíèå Φ(αk+1,i),

i = 0, 1, . . . . Ýòè äåéñòâèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ äî òåõ ïîð ïîêà óáûâàåò çíà÷åíèå ôóíê-

öèè Φ è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: ρmin ≤ ρk,i ≤ ρmax (ρmin, ρmax � ìèíè-

ìàëüíàÿ, ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà øàãà, ñîîòâåòñòâåííî) è i < imax (imax � çàäàííîå

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé ïî óâåëè÷åíèþ øàãà). Çíà÷åíèÿ αk+1, ρk+1 ïîëà-

ãàþòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿì αk+1,i, ρk,i, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ìèíèìàëüíîìó èç ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèé Φ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îöåíêè ïà-

ðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà FBVP2, ïðåä-

ëîæåííûé â [25]. ×èñëåííîå ðåøåíèå ÑÄÓ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì Ýéëåðà.

4.1.1 Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà è äèñïåðñèÿ îöåíêè

Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíî ïîëó÷åíèå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.3) ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ ÑÄÓ è áóäåò ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè ϑ
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ïðè óìåíüøåíèè øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â ìåòîäå Ýéëåðà.

Çàäàäèì óçëû ñåòêè íà [t, T ] ti = t + hi (i = 0, . . . , N), h = T−t
N . Ñîãëàñíî

ìåòîäó Ýéëåðà ðàñ÷åò òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

X i+1 = X i + ha(ti, X i) + σ(ti, X i)dW
i . (4.12)

Çäåñü dW i = Wti+1
−Wti � ïðèðàùåíèå d-ìåðíîãî âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà íà i-ì

øàãå. Â âû÷èñëåíèÿõ ïîëàãàåì äëÿ l-é êîìïîíåíòû ïðèðàùåíèÿ (l = 1, . . . , d)

dW i
l ≡

√
hξil , ãäå ξ

i
l � íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû.

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ìåòîäîì Ýéëåðà â ñëó÷àå âûõîäà òðà-

åêòîðèè èç îáëàñòè íà íåêîòîðîì øàãå, â êà÷åñòâå êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè

áóäåì ïðèíèìàòü îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè âûõîäà íà ãðàíèöó îáëàñòè.

Â ôîðìóëàõ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ñåòêå áóäåò èíîãäà

èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè ñ èíäåêñîì, ðàâíûì íîìåðó óçëà. Íàïðè-

ìåð, ui åñòü òî æå ñàìîå, ÷òî è u(ti, X i). Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ

èñïîëüçóåì íèæíèå èíäåêñû. Îáîçíà÷èì τN = min{ti : X i /∈ G} � óçåë ñåòêè, ñî-

îòâåòñòâóþùèé ïåðâîìó âûõîäó ìîäåëèðóåìîé òðàåêòîðèè èç îáëàñòè. Ïîëüçó-

ÿñü ãåîìåòðè÷åñêèìè ïîñòðîåíèÿìè íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè

âûõîäà òðàåêòîðèè çà ãðàíèöó äî åå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà Ḡ åñòü âåëè÷èíà

ïîðÿäêà O(
√
h).

Çàìåíèâ â ôóíêöèÿõ (4.2) èíòåãðèðîâàíèå ñóììèðîâàíèåì ïî óçëàì ñåòêè,

îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñåòî÷íûå ôóíêöèè Y i, Z i, çàäàííûå â óçëàõ (ti, X i)

(i = 0, . . . , N),

Y i =


1, i = 0,

exp(h
i−1∑
k=0

ck), i = 1, . . . , N,
(4.13)
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Z i =


0, i = 0,

h
i−1∑
k=0

fkY k, i = 1, . . . , N.
(4.14)

Äëÿ âñåõ (t, x) ∈ [0, T ) × G ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ u(t, x), ïîëó÷àåìûå íà

îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà, îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå:

uN(t, x) = Et,x
[
φ(XN)Y NχτN>tN + hZN∧iτ

]
. (4.15)

Èçâåñòíî (ñì.,íàïðèìåð, [82]), ÷òî îöåíêà (4.15) ñõîäèòñÿ ïðè N → ∞ ê òî÷-

íîìó çíà÷åíèþ u(t, x) ñ ïîðÿäêîì O(
√
h).

Îáîçíà÷èì ϑN âûðàæåíèå ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â (4.15).

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ uv = u(v,Xv), σv = σ(v,Xv).

Òåîðåìà 10. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ ÑÄÓ (4.1) è ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.5)

� (4.7) â êëàññå H
3+α
2 ,3+α(Q̄T ) äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑN ñõîäèòñÿ ïðè

N → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(
√
h) ê çíà÷åíèþ âåëè÷èíû

Dt,xϑ = Et,x

 T∧τ∫
t

(
∂uv
∂x

)T (
σvσ

T
v

)∂uv
∂x

Y 2
v dv

 . (4.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (4.1)

â ñëó÷àå {τN > T} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φ(XN) = u(tN , XN). Â ñëó÷àå {τN <

T} èìååì X iτ /∈ G, è â êà÷åñòâå êîíå÷íîé òî÷êè òðàåêòîðèè ïðèíèìàåòñÿ îðòî-

ãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè âûõîäà òðàåêòîðèè èç îáëàñòè íà ãðàíèöó. Ñ ó÷åòîì

ñêàçàííîãî ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâî äëÿ ϑN

ϑN =
N−1∑
i=0

χτN>ti

(
u
(
ti+1, ρ(X i+1)

)
Y i+1 − u(ti, X i)Y i + hf(ti, X i)Y i

)
+ u(t, x).

(4.17)
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Îáîçíà÷èì ∆xik k-þ êîìïîíåíòó èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ ÑÄÓ íà îäíîì øàãå. Âåëè-

÷èíà ∆xik îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

∆xik = (ρi+1 −X i)k = h(ai)k +
√
h
∑
l

(σi)k,l(ξi)l + (ni+1)kdi+1 .

Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå X i+1 ∈ G, ρi+1 = X i+1 è di+1 = 0.

Ðàññìîòðèì i-å ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì ñóììû â (4.17). Ïðåäñòàâèì Y i+1 ñ ïî-

ìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì Y i+1 = Y i(1+hci)+O(h2).

Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî,

ïîëó÷èì

u
(
ti+1, ρi+1

)
Y i+1 − uiY i + hfiY i =

(
hfi + h

∂ui
∂t

+
∑
k

∂ui
∂xk

∆xik

+
h2

2

∂2ui
∂t2

+ h
∑
k

∂2ui
∂t∂xk

∆xik +
1

2

∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

∆xik∆x
i
l

)
Y i

+
1

6
Y ih

∑
k,l

∂3u

∂t∂xk∂xl
(ti + µh,X i + µ∆xi)∆xik∆x

i
l

+
1

6
Y i

∑
k,l,r

∂3u

∂xk∂xl∂xr
(ti + µh,X i + µ∆xi)∆xik∆x

i
l∆x

i
r

+huiY ici +O(h2), (4.18)

ãäå 0 < µ < 1. Èñêëþ÷èì èç ïðàâîé ÷àñòè (4.18) ñëàãàåìûå, êîòîðûå â ñóì-

ìå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.5), óìíîæåííîìó íà hY i. Çàòåì óìíîæèì íà

χτN>ti è ïðîñóììèðóåì ïî i îò 0 äî N − 1. Èç ðàâåíñòâà, êîòîðîå òàêèì îáðàçîì

ïîëó÷àåòñÿ, è èç (4.17) âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ϑN

ϑN = u(t, x) + χτN≤tNY iτ−1

∑
k

∂uiτ−1

∂xk
(niτ )kdiτ

+
N−1∑
i=0

χτN>ti

[
h

1
2

∑
k

∂ui
∂xk

∑
j

(σi)kj(ξi)j + h
∑
k

∂2ui
∂t∂xk

∑
l

(σi)k,l(ξi)l
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+
1

2

∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

[
h

3
2 (ai)k

∑
j

(σi)lj(ξi)j + h
(∑

j

(σi)kj(ξi)j

)(∑
j

(σi)lj(ξi)j

)
−h
∑
j

(
(σi)kj(σi)lj

)]
+
h

3
2

6

∑
k,l,r

∂3ui
∂xk∂xl∂xr

·
(∑

j

(σi)kj(ξi)j

)(∑
j

(σi)lj(ξi)j

)(∑
j

(σi)rj(ξi)j

)]
Y i +O(h

1
2+α) . (4.19)

Èç (4.19) ñëåäóåò

Et,xϑ
N = u(t, x) + Et,x

[
χτN≤tNY iτ−1

∑
k

∂uiτ−1

∂xk
(niτ )kdiτ

]
+O(h

1
2+α). (4.20)

Íàéäåì òåïåðü âûðàæåíèå äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑN . Âîçâåäåì â êâàä-

ðàò ðàâåíñòâî (4.19) è âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Et,x(ϑ
N)2 = u(t, x)2 + 2u(t, x)Et,x

[
χτN≤tNY iτ−1

∑
k

∂uiτ−1

∂xk
(niτ )kdiτ

]
+2Et,x

[
χτN≤tNY iτ−1

(∑
k

∂uiτ−1

∂xk
(niτ )kdiτ

)N−1∑
i=0

χτN>tiX ih
1
2

∑
k

∂ui
∂xk

∑
j

(σi)k,j(ξi)j

]

+hEt,x

[N−1∑
i=0

χτN>tiY i

∑
k,l

∂ui
∂xk

(∑
j

(σi)k,j(σi)l,j

)∂ui
∂xl

]
+
h

3
2

2
Et,x

[ N−1∑
i,i1=0

χτN>(ti∨ti1)Y iY i1

(∑
k

∂ui
∂xk

∑
j

(σi)k,j(ξi)j

)
·
∑
k,l

∂2ui1
∂xk∂xl

((∑
j

(σi1)kj(ξi1)j

)(∑
j

(σi1)lj(ξi1)j

)
−
∑
j

(σi1)kj(σi1)lj
))]

+O(h
1
2 ) . (4.21)

Òðåòüå ñëàãàåìîå â (4.21), åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(h
1
2 ), ò.ê. ñóììà ïî i ïðè

h→ 0 ñõîäèòñÿ ê âèíåðîâñêîìó èíòåãðàëó, à diτ èìååò ïîðÿäîê O(h
1
2 ). Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ïÿòîå ñëàãàåìîå â (4.21) ðàâíî íóëþ.
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Âîçâåäåì â êâàäðàò ðàâåíñòâî (4.20)(
Et,xϑ

N
)2

= u(t, x)2 + 2u(t, x)Et,x

[
χτN≤tNY iτ−1

∑
k

∂uiτ−1

∂xk
(niτ )kdiτ

]
+O(h

1
2+α).

(4.22)

Èç (4.21), (4.22) ñëåäóåò

Dt,x(ϑ
N) = hEt,x

[N−1∑
i=0

χτN>tiY
2
i

∑
k,l

∂ui
∂xk

(∑
j

(σi)kj(σi)lj

)∂ui
∂xl

]
+O(h

1
2 ) . (4.23)

Ïåðåõîäÿ â (4.23) ê ïðåäåëó ïðè N → ∞, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

4.1.2 Ïðåîáðàçîâàíèå êðàåâîé çàäà÷è

Çàïèøåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ũ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó u(t, x) = ũ(t, x)V (x). Ýòà çàäà÷à èìååò âèä

L̃ũ+ f̃(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (4.24)

ũ(T, x) = φ̃(x), x ∈ G, (4.25)

ũ(t, x) = 0, x ∈ ∂G, (4.26)

Â óðàâíåíèÿõ (4.24) � (4.26) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L̃ũ ≡ ∂ũ

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2ũ

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ãi(t, x)
∂ũ

∂xi
+ c̃(t, x)ũ , (4.27)

ãi ≡ ai +
1

2V

(
2bii

∂V

∂xi
+
∑
i̸=j

(bij + bji)
∂V

∂xj

)
, (4.28)

c̃ ≡ c+
1

V

(∑
i

ai
∂V

∂xi
+

1

2

∑
i,j

bij
∂2V

∂xi∂xj

)
, (4.29)

f̃(t, x) ≡ f(t, x)

V (x)
, φ̃(x) ≡ φ(x)

V (x)
. (4.30)
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Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïàðàáîëè÷åñêîìó îïåðàòîðó â (4.24) äèôôóçèîííûé

ïðîöåññ X̃�, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ÑÄÓ

X̃s = x+

s∫
t

ã(v, X̃v)dv +

s∫
t

σ(v, X̃v)dWv . (4.31)

Òîãäà çíà÷åíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.24)�(4.26) â òî÷êå (t, x) ðàâíî çíà÷å-

íèþ ôóíêöèîíàëà

ũ(t, x) = Et,x
(
φ(X̃T )ỸTχτ̃>T + Z̃T∧τ̃

)
, (4.32)

ãäå

Ỹs = exp
( s∫

t

c̃(v, X̃v)dv
)
, Z̃s =

s∫
t

f̃(v, X̃v)Ỹvdv . (4.33)

Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (4.24)�(4.26) ìàòðèöà ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â ïàðà-

áîëè÷åñêîì óðàâíåíèè òàêàÿ æå êàê â çàäà÷å (4.5)�(4.7). Ïîýòîìó èç ôîðìóëû

(4.16) äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè ôóíêöèîíàëà (4.3) ñëåäóåò, ÷òî óìåíüøåíèå äèñ-

ïåðñèè îöåíêè âîçìîæíî çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

è êîýôôèöèåíòà c. Ôóíêöèÿ V äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû ïðè âûïîëíåíèè ðà-

âåíñòâà (4.10) áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∧τ̃∫
t

(∂ũ(v, X̃v)

∂x

)T
B
∂ũ(v, X̃v)

∂x
Ỹ 2
v dv

]

<
1

u(t, x)2
Et,x

[ T∧τ∫
t

(∂uv
∂x

)T
B
∂uv
∂x

Y 2
v dv

]
. (4.34)

Ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ V òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (4.34), íî ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ôóíêöèþ V â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé íèæå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Çàäàäèì ïàðàìåòðèçàöèþ ôóíêöèè V â îáëàñòè G, íàïðèìåð, â âèäå ëèíåéíîé
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êîìáèíàöèè íåêîòîðîé ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé

Vα(x) =
l∑

i=1

αiSi(x), α = (α1, . . . , αl) . (4.35)

Ïðè òàêîì çàäàíèè ôóíêöèè V ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.24)�(4.26) çàâèñèò îò

ïàðàìåòðîâ α1, . . . , αl è çàäà÷ó óìåíüøåíèÿ êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
α1,...,αl

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∧τ̃∫
t

(∂ũ(v, X̃v)

∂x

)T
B(v, X̃v)

∂ũ(v, X̃v)

∂x
)Ỹ 2

v dv

]
. (4.36)

Îáîçíà÷èì ϑ̃αi =
∂ϑ̃
∂αi

. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ũ íå èçâåñòíà, òî ðàññìàòðèâàåì ìè-

íèìèçàöèþ ôóíêöèè

Φ(α1, . . . , αl) ≡
Et,x(ϑ̃)

2 − (Et,xϑ̃)
2

(Et,xϑ̃)2
, (4.37)

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â (4.36). Ïðè ýòîì

êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè (4.37) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà

∂Φ

∂αi
= 2

Et,x
(
ϑ̃ϑ̃αi

)
Et,xϑ̃− Et,xϑ̃

2Et,xϑ̃αi

(Et,xϑ̃)3
. (4.38)

Â âû÷èñëåíèÿõ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè è åå ãðàäèåíòà áåðóòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ϑ̃

ìåòîäîì Ýéëåðà. Äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé Et,x
(
ϑ̃ϑ̃αi

)
è Et,xϑ̃αi â

(4.38), õîðîøî ïîäõîäèò ìåòîä îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíà-

ëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ïîñòðîåííûé â ðàáîòå [25]. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ

âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì αi ðåøåíèÿ ÑÄÓ (4.31). Ýòè ïðîèçâîä-

íûå îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ÑÄÓ (4.31) è ñèñòåìû ÑÄÓ, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ èç íå¼ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì

∂αiXs =

s∫
t

(∂ã
∂x
∂αiXv +

∂ã

∂αi

)
dv +

s∫
t

∂σ

∂x
∂αiXvdWv (4.39)
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Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (4.37) èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîãî êâà-

çèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé [61].

4.1.3 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ âåê-

òîðíûì ÑÄÓ

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv)dv +

s∫
t

σ(v,Xv)dWv, (4.40)

ãäå x � òî÷êà âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà ;

a =

 θ1(X
2
1,v +X2

2,v)

θ1X
2
2,v

 , σ =

 10 0

0 10

 , t, s ∈ [0, T ] .

Çàäàäèì ôóíêöèîíàë

φ(XT ) exp(−
T∫
t

(X2
1,v + 0.5)dv)χτ>T +

T∧τ∫
t

f(v,Xv) exp(−
v∫
t

(X2
1,r + 0.5)dr)dv,

(4.41)

ãäå φ(x1, x2) = (1 − x21 − x22)θ1; τ = min{v| v > t, X2
1,v + X2

2,v ≥ 1};

f(v, x1, x2) =
[
θ1θ2

(
x21 + x22 − 1

)
+ 2θ21x1(x

2
1 + x22) + 2θ21x

3
2 + θ1(200 − (x21 + x22 −

1)(2x21 + 1)/2)
]
exp(−θ2(T − v)).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèîíàëà (4.41) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñëåäó-

þùåé êðàåâîé çàäà÷è

∂u

∂t
+ 100

(
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22

)
+ θ1

(
x21 + x22

) ∂u
∂x1

+ θ1x
2
2

∂u

∂x2
− (x21 + 0.5)u+ f = 0,

ïðè t ∈ (0, T ), (x1, x2) ∈ {(x1, x2)| x21 + x22 < 1}, (4.42)

u(T, x1, x2) = (1− x21 − x22)θ1, (4.43)

u(t, x1, x2) = 0 ïðè (t, x) ∈ ST . (4.44)
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Òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.42) � (4.44) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x1, x2) = exp(−θ2(T − t))(1− x21 − x22)θ1. (4.45)

Â ðàñ÷åòàõ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è:

T = 3.5; t = 0.2; θ1 = 9, θ2 = 0.01.

Âûáîð ôóíêöèè V áûë ñäåëàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà îòðåçêå [0, 1] áûëà

çàäàíà ñåòêà {r1, r2, . . . , rl}, r1 = 0, rl = 1, ri < ri+1, i = 1, . . . , l − 1, è áûëà

îïðåäåëåíà ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ1, . . . , ϕl}:

ϕ1(x) =


r2−x
r2−r1 , x ∈ (r1, r2),

0, x /∈ (r1, r2).
ϕl(x) =


x−rl−1

rl−rl−1
, x ∈ (rl−1, rl),

0, x /∈ (rl−1, rl).

ϕi(x) =


x−ri−1

ri−ri−1
, x ∈ (ri−1, ri),

ri+1−x
ri+1−ri , x ∈ (ri, ri+1),

0, x /∈ (ri−1, ri+1).

(i = 2, . . . , l − 1).

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

S0(x) = 1, Si(x) = ϕi(|x|2), x ∈ G, i = 1, . . . , l . (4.46)

Ôóíêöèþ V ïîëîæèëè ðàâíîé Vα0,...,αl(x) = α0+
l∑

i=1

αiSi(x). Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ-

÷åòîâ áðàëè l = 3, r1 = 0, r2 = 0.5, r3 = 1. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ α0 = 0,

α1 = 100, α2 = 100, α3 = 5 áûëè ïðèíÿòû êàê íà÷àëüíûå äëÿ ìèíèìèçàöèè êâàä-

ðàòà êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü òîëüêî

äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x(1) = (0.0; 0.1).

Âû÷èñëåíèå îöåíîê ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.42) � (4.44) íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîêàçàëî, ÷òî ÷òî óìåíüøåíèå äèñïåðñèè ïðîèçîøëî òàêæå â

äðóãèõ òî÷êàõ îáëàñòè, çíà÷èòåëüíî óäàëåííûõ îò x(1).
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Â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöè-

åíòîâ ôóíêöèè V : α0 = 0.00000, α1 = 133.00144, α2 = 64.87320, α3 = 5.13470.

Ïðè ýòîì ïîëó÷èëè Rϑ̃N = 0.03421, â òî âðåìÿ êàê RϑN = 1.20025. Â ïðîöåññå ìè-

íèìèçàöèè âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü ñ øàãîì h = 10−7 â ìåòîäå Ýéëåðà è îáúåìîì

âûáîðêè 1000. Ïðè ýòîì áûëî ñäåëàíî ÷åòûðå âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà è ÷åòûðå

âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ ïîäñòðîéêè øàãà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ ïîäîáðàòü ôóíêöèþ V (èëè å¼ ïàðàìåòðû) òàê,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü äèñ-

ïåðñèþ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.3). Äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî ïðèìåðà óäà÷íûì âûáîðîì îêàçàëñÿ ñëåäóþùèé íàáîð ïàðàìåòðîâ:

α0 = 0.0, α1 = 100.0, α2 = 50.0, α3 = 0.08. Ýòèì ïàðàìåòðàì ñîîòâåòñòâóåò

Rϑ̃N = 0.01793.

Ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.42) � (4.44) è çàäà÷è, ïîëó÷åííîé èç

íåå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî äëÿ

èëëþñòðàöèè äîñòàòî÷íî äàòü èõ èçîáðàæåíèÿ âäîëü îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ

îñåé. Íà ðèñ. 1, ðèñ. 2 è ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè ðåøåíèé

ïðè t = 0.2, x1 = 0 çàäà÷è (4.42) � (4.44) è äâóõ çàäà÷, êîòîðûå èç íåå áûëè

ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå îïòèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà

âàðèàöèè è â ðåçóëüòàòå ïîäáîðà.

Íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ïðèãðàíè÷íûõ òî÷åê çíà÷åíèÿ óãëà íà-

êëîíà êðèâîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Çíà÷åíèÿ óãëà íàêëî-

íà êðèâîé íà ðèñ. 3 íà áîëüøåé ÷àñòè îáëàñòè âèçóàëüíî ðàâíû íóëþ. Òàêæå

ïðè ýòîì íà áîëüøåé ÷àñòè îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ũ çíà÷èòåëüíî

ìåíüøå u. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì ïðèãðàíè÷íûõ òî÷åê çíà÷åíèÿ ∂ũ
∂x
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Ðèñ. 1. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.42) � (4.44)

çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ∂u
∂x , ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.16) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ

çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè.

Â òàáë. 1 äàíû çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.41) äî ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.42)�(4.44)

(îáîçíà÷åíèå σ0) è äëÿ ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ îò-

êëîíåíèé îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè ôóíêöèè

V , îïðåäåëåííûìè â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè (îáîçíà÷åíèå σ1), è ïóòåì ïîäáîðà

(îáîçíà÷åíèå σ2). Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îöåíîê ñ äîâåðèòåëüíûìè èíòåð-

âàëàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè 95% óðîâíþ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ â ýòèõ òàáëèöàõ ïðèâåäåíû äëÿ òðåõ òî÷åê îáëàñòè: x(1) = (0.0; 0.1),

x(2) = (0.0; 0.5), x(3) = (0.0; 0.75). Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü, òàêæå êàê è

ïðè ìèíèìèçàöèè, ñ øàãîì h = 10−7 è îáúåìîì âûáîðêè 1000.

Ñòðîêè òàáë. 2 ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì äàííûì : û0 � îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ

áåç ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.42)�(4.44); û1 � îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.42)�(4.44) ñ ïàðàìåòðàìè αi, îïðåäåëåííûìè

â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè; û2 � îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ ñ
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Ðèñ. 3. Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è

ñ ïàðàìåòðàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå

ïîäáîðà

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.42)�(4.44) ñ ïàðàìåòðàìè αi, îïðåäåëåííûìè

â ðåçóëüòàòå ïîäáîðà; u � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4.41), ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå

(4.45).

Òàáëèöà 1. Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ îöåíîê ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.41)

x(1) x(2) x(3)

σ0 1.963443 1.258443 0.741528

σ1 0.311564 0.259965 0.208858

σ2 0.154627 0.105379 0.053354

Âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.41) ïîêàçà-

ëè, ÷òî ïîñòðîåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.42)�(4.44) äàþò çíà÷è-

òåëüíîå óìåíüøåíèå ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îöåíîê.

Òåïåðü ïðîâåäåì ñðàâíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, êîòîðûå ïîòðåáîâàëèñü

íà ïîëó÷åíèå îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.41) ñ èñïîëüçî-
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Òàáëèöà 2. Îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíê-

öèîíàëà (4.41))

x(1) x(2) x(3)

û0 8.573909± 3.9 6.597331± 2.5 3.842311± 1.5

û1 8.545510± 0.62 6.502155± 0.52 3.878340± 0.22

û2 8.625853± 0.31 6.549332± 0.21 3.826691± 0.11

u 8.620769 6.530089 3.809683

âàíèåì ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè, è âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà ïîëó÷åíèå îöåíîê

òàêîé æå òî÷íîñòè ïðîñòî óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè. Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëü-

òàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñîãëàñíî ôîðìóëàì (4.28) � (4.30) ê çàòðà-

òàì, êîòîðûå òðåáîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äî ïðåîáðàçîâàíèÿ äîáàâëÿþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì êîýôôèöèåíòà ñíîñà, êîýô-

ôèöèåíòà ïðè ũ, èñòî÷íèêà è óñëîâèÿ ïðè t = T . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äîëÿ

âû÷èñëåíèé âñåõ ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó, íåâåëèêà ïî

ñðàâíåíèþ ñ çàòðàòàìè, êîòîðûå äîáàâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé

çàäà÷è, òî ïðè ðåøåíèè ÑÄÓ çàòðàòû íà ðàñ÷åò òðàåêòîðèé ìîãóò ñóùåñòâåííî

âîçðàñòè. Åñëè âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êðàåâîé

çàäà÷è, ñóùåñòâåííî ìåíüøå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ

èñõîäíîé çàäà÷è,u òî ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ çàòðàò íà ðàñ÷åò òðàåêòîðèé

ìîæåò íå ïðîèçîéòè.

Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ

èçìåíåíèå êîýôôèöèåíòà ñíîñà â ñèñòåìå ÑÄÓ ìîæåò ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà

âðåìÿ äîñòèæåíèÿ äèôôóçèîííûì ïðîöåññîì ãðàíèöû îáëàñòè. Ïîýòîìó â ïðî-

öåññå ìèíèìèçàöèè âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è å¼ ãðàäèåíòà ìîæåò

ñèëüíî ðàçëè÷àòüñÿ íà ðàçíûõ ýòàïàõ ìèíèìèçàöèè, òàê êàê ïàðàìåòðû ïðåîáðà-
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çîâàíèÿ ìåíÿþòñÿ ïðè êàæäîì èõ âû÷èñëåíèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â îáùåì ñëó÷àå

òðóäíî îöåíèòü âûãîäó îò ìèíèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòûì

óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè.

Ìû ïðèâåäåì ñðàâíåíèå âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.41) äëÿ çàäà÷è áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ è çàäà÷è, êîòîðàÿ

ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàáîðà ïàðàìåòðîâ: α0 = 1, α1 = 0,

α2 = 0, α3 = 0. Ýòîò íàáîð ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâåííîìó ïðå-

îáðàçîâàíèþ ũ = u, íî ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè òðåáóþòñÿ çàòðàòû,

ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèåì. Âñå ðàñ÷åòû îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ôóíêöèîíàëà (4.41) ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåññîðà Intel Core 2 Duo

T7100 1.8ÃÃö.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè (ïðè îáúåìå âû-

áîðêè 1000) áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èëîñü ðàâíûì 209 ñåê., à

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ 355 ñåê. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà öåëåâîé

ôóíêöèè ÷èñëåííî ðåøàëàñü ñèñòåìà ÑÄÓ (4.40) è ñèñòåìà ÑÄÓ, êîòîðàÿ ïî-

ëó÷àåòñÿ èç íåå â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèè V .

Ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà ñîñòàâèëî 853 ñåê.

Åñëè íå èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíêè ñ òàêîé æå

òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè, íàäî óâå-

ëè÷èòü îáúåì âûáîðêè äî 39000 òðàåêòîðèé. Íà ýòè âû÷èñëåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü

8373 ñåê. Ïðè ýòîì áûëà ïîëó÷åíà áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà òîëüêî â îäíîé òî÷êå

x(1). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíêè ñ ìèíèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ ïîòðåáîâàëîñü 6388

ñåê. Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè

îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè â äðóãèõ

òî÷êàõ îáëàñòè, çíà÷èòåëüíî óäàëåííûõ îò íåå, ïðè÷åì ýòè îöåíêè áûëè ïîëó-
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÷åíû ïðè îáúåìå âûáîðêè 1000 òðàåêòîðèé.

4.2 Âàðèàíò ìåòîäà äëÿ óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå

Â äàííîì ðàçäåëå èçëîæåí âàðèàíò ìåòîäà ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè ôóíêöèî-

íàëà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ñëó÷àÿ îòðàæàþùåé ãðàíèöû îáëàñòè. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ , ÷òî çàäàíà âûïóêëàÿ îáëàñòü G ⊂ Rd ñ ãðàíèöåé ∂G, íà êîòîðîé

çàäàíî óñëîâèå îòðàæåíèÿ â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè.

Òàêæå â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî (ïðè óáûâàíèè

øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà) çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè òðåáóåìîé îöåíêè, àíàëîãè÷íàÿ ôîð-

ìóëå äëÿ äèñïåðñèè, äàííîé â ðàçäåëå 4.1.1. Äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ââîäèòñÿ

ïàðàìåòðèçîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïàðàáîëè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîñëåäó-

þùåé ìèíèìèçàöèåé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè îöåíêè. Â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè

ïîëó÷àåòñÿ íàáîð ïàðàìåòðîâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèîíàë òàêîé, ÷òî

ïðè âû÷èñëåíèè åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà ñ ãîðàçäî

ìåíüøåé äèñïåðñèåé.

4.2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíêè

Ïóñòü x ∈ G, t ∈ (0, T ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàí äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X�,

êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ÑÄÓ

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv)dv +

s∫
t

σ(v,Xv)dWv +

s∫
t

n(Xv)dKv, (4.47)

(4.48)

Ks =

s∫
t

χ∂G(Xv)dKv, (4.49)
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ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè; K� � ëîêàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà

X íà ∂G.

Ïóñòü c, η, f, γ : Q̄T → R íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Îïðåäåëèì

ôóíêöèè Y�, Z� ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ys = exp
( s∫

t

c(v,Xv)dv +

s∫
t

η(v,Xv)dKv

)
, (4.50)

Zs =

s∫
t

f(v,Xv)Yvdv +

s∫
t

γ(v,Xv)YvdKv. (4.51)

Ìû ðàññìàòðèâàåì îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëåäóþùåãî ôóíêöè-

îíàëà

φ(XT )YT + ZT . (4.52)

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè (t, x) ∈ QT ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ôóíêöèîíàëà

u(t, x) = Et,x
(
φ(XT )YT + ZT

)
(4.53)

ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ðåøåíèÿ â òî÷êå (t, x) ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ

ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûì óñëîâèåì ïðè t = T

Lu+ f(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (4.54)

u(T, x) = φ(x), x ∈ G, (4.55)

∂u

∂n
+ η(t, x)u+ γ(t, x) = 0, (t, x) ∈ ST , (4.56)

ãäå Lu ≡ ∂u
∂t +

1
2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂u
∂xi

+ c(t, x)u; ìàòðèöà B ñ ýëåìåí-

òàìè bij óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ B = σσT . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ââåäåíèè çàìåíû

ïåðåìåííîé âðåìåíè t′ = T−t çàäà÷à (4.54)�(4.56) ñòàíîâèòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé.

Îáîçíà÷èì ϑ = φ(XT )YT + ZT . Òàêæå, êàê äëÿ ñëó÷àÿ ïîãëîùàþùåé ãðàíè-

öû, â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ äèñïåðñèè ϑ, èç êîòîðîé ñëåäóåò,
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÷òî çíà÷åíèå äèñïåðñèè ϑ çàâèñèò îò
(
∂u
∂x

)T
B ∂u
∂x è Y� â òî÷êàõ (v,Xv), v ∈ [0, T ].

Óìåíüøåíèå çíà÷åíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ñðåäíåì íà òðàåêòîðèÿõ X�

ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ äèñïåðñèè ϑ. Äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (4.53)ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå êðàåâîé

çàäà÷è (4.54)�(4.56) â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïåðâîíà÷àëüíîå ðåøåíèå u è íîâîå

ðåøåíèå ũ ñâÿçàíû ñîòíîøåíèåì

u = ũV , (4.57)

ãäå V (x) > 0. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ũ è ðåøàåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñèñòåìà ÑÄÓ, ñ êîòîðîé ñâÿçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ϑ̃ = φ̃(X̃T )ỸT +Z̃T . Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè êðàåâîé çàäà÷è ïðî-

èñõîäèò èçìåíåíèå îöåíêè ôóíêöèîíàëà è åå äèñïåðñèè. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî,

÷òîáû â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî |Rϑ̃| < |Rϑ|. Ïîñëå

òîãî, êàê ïîëó÷åíà îöåíêè äëÿ ũ, îöåíêà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî

ôîðìóëå (4.57).

Ôóíêöèÿ V âûáèðàåòñÿ, çàâèñÿùåé îò íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ, ïîýòî-

ìó ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è òîæå çàâèñèò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîñêîëüêó â ôîðìóëå äëÿ äèñïåðñèè îöåíêè ïðèñóòñòâóåò ãðàäèåíò ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è, òî è äèñïåðñèÿ îöåíêè ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé êðàåâîé çàäà-

÷è òàêæå çàâèñèò îò ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî

êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé [61] îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð

ïàðàìåòðîâ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîýôôè-

öèåíòà âàðèàöèè ϑ̃. Ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ÑÄÓ (4.47), (4.49) è ñèñòåìû ÑÄÓ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç íåå â ðå-

çóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ýéëåðà.
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Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íàëàãàþòñÿ íà âñå ôóíêöèè â óðàâíåíèÿõ

(4.47) � (4.56) òàêèå æå êàê â ãëàâå 2, è îíè ñîâïàäàþò ñ óñëîâèÿìè À2 � Ã2.

Çàïèøåì ÷èñëåííóþ ñõåìó ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ðàñ÷åòà òðàåêòîðèé ïàðû ïðî-

öåññîâ X� èK�. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì h øàã ïî âðåìåíè è ïîëîæèì N = (T−t)/h.

Íà îòðåçêå [t, T ] çàäàäèì ñåòêó ñ óçëàìè ti = t + ih, (i = 0, . . . , N). Ñâÿæåì ñ

óçëàìè ýòîé ñåòêè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

X i, ki � àïïðîêñèìàöèÿ òðàåêòîðèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÄÓ (4.47)-(4.49) â òî÷êå

ti; ∆iX, ∆iK � èçìåíåíèå ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé X�, K�, íà i-ì øàãå.

Ìîäåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÄÓ (4.47), (4.49) â óçëàõ ñåòêè

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå

X∆
i+1 = X i + hai +

√
hσiξi, (4.58)

X i+1 = X∆
i+1 + (∆iK)ni, (4.59)

ki+1 = ki +∆iK, (4.60)

ãäå ∆iK = [d(X∆
i+1)]

−, [x]− = max{0,−x}, ni � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé

íîðìàëè â òî÷êå ρ(X∆
i+1).

Îïðåäåëèì ñåòî÷íûå ôóíêöèè Y i, Z i, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì (4.50), (4.51)

Y i =


1, i = 0,

exp(
i−1∑
k=0

(hck + ηkχ∂G(Xk)∆kK)), i = 1, . . . , N,
(4.61)

Zi =


0, i = 0,
i−1∑
k=0

(hfk + γkχ∂G(Xk)∆kK)Y k, i = 1, . . . , N.
(4.62)

Òîãäà àïïðîêñèìàöèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.53) íà îñíîâå ìåòîäà Ýéëåðà

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

uN(t, x) = Et,x(φ(XN)Y N + ZN). (4.63)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ϑN = φ(XN)Y N + ZN , uv = u(v,Xv), σv = σ(v,Xv).

Ôîðìóëà äëÿ äèñïåðñèè ϑ äàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå

Òåîðåìà 11. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé À2 � Ã2 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Dt,xϑ
N → Dt,xϑ ïðè N → ∞. Ïðè ýòîì

Dt,xϑ = Et,x

 T∫
t

(
∂uv
∂x

)T (
σvσ

T
v

)∂uv
∂x

Y 2
v dv

 . (4.64)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ϑN ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϑN =
N−1∑
i=0

(
u(ti+1, X i+1)Y i+1 + Zi+1 − u(ti, X i)Y i − Zi

)
+ u(t, x) . (4.65)

Êàê áûëî óêàçàíî â ãëàâå 2, âåëè÷èíà ∆iK èìååò ïîðÿäîê O(h
1
2 ).

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ui+1 â òî÷êå (ti, X i) â ðÿä Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ, ñîäåð-

æàùèõ ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè u âêëþ÷èòåëüíî, è îïðåäåëåíèå

Y i, Z i, ïîëó÷èì

ui+1Y i+1 + Z i+1 =
(
ui +

∂ui
∂t
h+

∑
k

∂ui
∂xk

(∆iX)k +
1

2

(
h2
∂2ui
∂t2

+2h
∑
k

∂2ui
∂t∂xk

(∆iX)k +
∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

(∆iX)k(∆iX)l
))
Y i exp(hci

+ηiχ∂G(X i)∆iK) + zi + (hfi + γiχ∂G(X i)∆iK)Y i +O(h
3
2 ) . (4.66)

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h èìååì

exp(hci + ηiχ∂G(X i)∆iK) = 1 + hci + ηiχ∂G(X i)∆iK

+
1

2
(hci + ηiχ∂G(X i)∆iK)2 +O(h

3
2 ). (4.67)



139

Èç (4.66), (4.67) ïîëó÷èì

ui+1yi+1 + zi+1 − uiyi − zi =
[
ui +

∂ui
∂t
h+

∑
k

∂ui
∂xk

(hai +
√
hσiξi +∆iKni)k

+
1

2

(
h2
∂2ui
∂t2

+ 2h
∑
k

∂2ui
∂t∂xk

(hai +
√
hσiξi +∆iKni)k

+
∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

(hai +
√
hσiξi +∆iKni)k(hai +

√
hσiξi +∆iKni)l

)]
yi
(
1 + hci

+ηiχ∂G(xi)∆iK
)
+
(
hfi + γiχ∂G(xi)∆iK

)
yi − uiyi +O(h

3
2 ). (4.68)

Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè, âåëè÷èíà

∆iK èìååò ïîðÿäîê O(h
1
2 ) è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åå îãðàíè÷åíî, òî ïðè

çàäàííîì h > 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
h≤h0

Et,xKN <∞ . (4.69)

Ïðè îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ∆iK ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò,

÷òî âåðîÿòíîñòü âûõîäà ìîäåëèðóåìîé òðàåêòîðèè èç îáëàñòè åñòü âåëè÷èíà ïî-

ðÿäêà O(h
1
2 ) [79]

P{xi ∈ G,X∆
i+1 /∈ Ḡ} ≤ Ch

1
2 . (4.70)

Ïåðåìíîæèì ñêîáêè â (4.68) è óäàëèì ñëàãàåìûå, êîòîðûå â ñóììå óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.54) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (4.56). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ui+1Y i+1 + Z i+1 − uiY i − Z i =
√
h
∑
k

∂ui

∂Xk

(σiξi)kY i

+
h

2

∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

[(
σiξi
)
k

(
σiξi
)
l
−
(
σiσ

T
i

)
k,l

]
Y i +O(h

3
2 ) . (4.71)

Èç (4.71) ñëåäóåò, ÷òî

ϑN = u(t, x) +
N−1∑
i=0

(√
h
∑
k

∂ui
∂xk

(σiξi)kY i

+
h

2

∑
k,l

∂2ui
∂xk∂xl

[(
σiξi
)
k

(
σiξi
)
l
−
(
σiσ

T
i

)
k,l

]
Y i

)
+O(h

1
2 ) . (4.72)
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Et,xϑN = u(t, x)+O(h
1
2 ). Ïîñëå âîçâåäåíèÿ (4.72) â êâàäðàò

ñ ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïîëó÷èì

Et,x
(
ϑN
)2 − u(t, x)2 = hEt,x

N−1∑
i=0

∑
k,l

∂ui
∂xk

∂ui
∂xl

Y
2
i

(
σiσ

T
i

)
k,l

+O(h
1
2 ) . (4.73)

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Êàê áûëî ñêàçàíî, äëÿ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ôóíêöèîíàëà (4.53)

â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü ôóíêöèþ V , çàâèñÿùóþ îò íåêîòîðîãî íàáî-

ðà ïàðàìåòðîâ ñ ïîñëåäóþùåé ìèíèìèçàöèåé R2
ϑ̃
ñ ïîìîùüþ êâàçèãðàäèåíòíîãî

àëãîðèòìà. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ âû÷èñëå-

íèå ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ôóíêöèîíàëà (4.53). Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îöåíêè ∂u
∂θ èç ãëàâû 2.

4.2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå êðàåâîé çàäà÷è

Êàê áûëî ñêàçàíî, äëÿ ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè â

ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå äåëàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå çàäà÷è (4.54)�(4.56), ïðè êîòî-

ðîì ñòàðîå è íîâîå çíà÷åíèÿ ðåøåíèé ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (4.57).

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷à (4.54)�(4.56) ïðåîáðàçóåòñÿ â êðà-

åâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî ũ

L̃ũ+ f̃(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (4.74)

ũ(T, x) = φ̃(x), x ∈ G, (4.75)

∂ũ

∂n
+ η̃(t, x)ũ+ γ̃(t, x) = 0, (t, x) ∈ ∂ST . (4.76)

Â óðàâíåíèÿõ (4.74) � (4.76) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L̃ũ ≡ ∂ũ

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2ũ

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ãi(t, x)
∂ũ

∂xi
+ c̃(t, x)ũ ,
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ãi ≡ ai+
1
2V

(
2bii

∂V
∂xi

+
∑
i ̸=j

(bij+bji)
∂V
∂xj

)
, c̃ ≡ c+ 1

V

(∑
i

ai
∂V
∂xi

+ 1
2

∑
i,j

bij
∂2V
∂xi∂xj

)
, f̃(t, x) ≡

f(t,x)
V (x) , φ̃(x) ≡

φ(x)
V (x) , η̃(t, x) ≡

(
η(t, x) + 1

V (x)
∂V (x)
∂n

)
, γ̃(t, x) ≡ γ(t,x)

V (x) .

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êðàåâîé çàäà÷å (4.74)�(4.76) äèôôóçèîííûé ïðîöåññ

X̃�, êîòîðûé çàäàåòñÿ ñèñòåìîé ÑÄÓ

X̃s = x+

s∫
t

ã(v, X̃v)dv +

s∫
t

σ(v, X̃v)dWv +

s∫
t

n(X̃v)dK̃v, (4.77)

K̃s =

s∫
t

χ∂G(X̃v)dK̃v, (4.78)

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (4.74)�(4.76) â òî÷êå (t, x) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

ũ(t, x) = Et,x
(
φ(X̃T )ỸT + Z̃T

)
, (4.79)

ãäå

Ỹs = exp
( s∫

t

c̃(v, X̃v)dv +

s∫
t

η̃(v, X̃v)dK̃v

)
, (4.80)

Z̃s =

s∫
t

f̃(v, X̃v)Ỹvdv +

s∫
t

γ̃(v, X̃v)ỸvdK̃v. (4.81)

Çàìåòèì, ÷òî â ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷å (4.74)�(4.76) ìàòðèöà ïðè âòîðûõ ïðî-

èçâîäíûõ â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè òàêàÿ æå êàê â çàäà÷å (4.54)�(4.56). Ïî-

ýòîìó èç òåîðåìû 11 ñëåäóåò, ÷òî óìåíüøåíèå äèñïåðñèè îöåíêè âîçìîæíî çà

ñ÷åò èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è êîýôôèöèåíòà c. Ôóíêöèÿ

V äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∫
t

(∂ũ(v, X̃v)

∂x

)T
B
∂ũ(v, X̃v)

∂x
Ỹ 2
v dv

]

<
1

u(t, x)2
Et,x

[ T∫
t

(∂uv
∂x

)T
B
∂uv
∂x

Y 2
v dv

]
. (4.82)
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Ìîæíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ V òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü (4.82), íî ìîæíî îïðå-

äåëèòü ôóíêöèþ V â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé íèæå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Çàäàäèì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè V â îáëàñòè G â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

íåêîòîðîé ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé

Vα(x) =
l∑

i=1

αiSi(x), α = (α1, . . . , αl) . (4.83)

Äëÿ òàêèì îáðàçîì çàäàííîé ôóíêöèè V ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.74)�(4.76)

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ α1, . . . , αl è çàäà÷ó óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ìîæíî ñôîð-

ìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

min
α1,...,αl

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∫
t

(∂ũ(v, X̃v

∂x

)T
B(v, X̃v)

∂ũ(v, X̃v)

∂x
)Ỹ 2

v dv

]
. (4.84)

Îáîçíà÷èì ϑ̃αi =
∂ϑ̃
∂αi

. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ũ íå èçâåñòíà, òî ðàññìàòðèâàåì

ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèè

Φ(α1, . . . , αl) ≡
Et,x(ϑ̃)

2 − (Et,xϑ̃)
2

(Et,xϑ̃)2
, (4.85)

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â (4.84). Ïðè ýòîì

êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè (4.85) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà

∂Φ

∂αi
= 2

Et,x
(
ϑ̃ϑ̃αi

)
Et,xϑ̃− Et,xϑ̃

2Et,xϑ̃αi

(Et,xϑ̃)3
. (4.86)

Â âû÷èñëåíèÿõ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè è åå ãðàäèåíòà áåðóòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùèå èì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ϑ̃

ìåòîäîì Ýéëåðà. Ïðè ýòîì, òàêæå êàê â ñëó÷àå ïîãëîùàþùåé ãðàíèöû, äëÿ ìè-

íèìèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ñòîõàñòè÷åñêîãî êâàçèãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà

ñ ïåðåìåííîé ìåòðèêîé [61].
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4.2.3 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë âûáðàí ôóíêöèîíàë, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å

∂u

∂t
+ 8

(
∂2u

∂x21
+
∂2u

∂x22

)
+ θ1

(
x21 + x22

) ∂u
∂x1

+ θ1x
2
2

∂u

∂x2
− (x21 + 0.5)u

+
[
θ1θ2

(
x21 + x22 − 1

)
+ 2θ21x1(x

2
1 + x22) + 2θ21x

3
2

+θ1(32− (x21 + x22 − 1)(2x21 + 1)/2)
]
exp(−θ2(T − t)) = 0,

t ∈ (0, T ), (x1, x2) ∈ G, ãäå G = {(x1, x2)| x21 + x22 < 1}, (4.87)

u(T, x1, x2) = (1− x21 − x22)θ1, (4.88)

∂u

∂n
− u+ θ1 exp(−θ2(T − t))(1− 3(x21 + x22)) = 0 ïðè (t, x) ∈ ST . (4.89)

Òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x1, x2) = exp(−θ2(T − t))(1− x21 − x22)θ1. (4.90)

Â ðàñ÷åòàõ áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè:

T = 3.5; t = 0.2; θ1 = 0.9, θ2 = 0.01.

Âûáîð ôóíêöèè V áûë ñäåëàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà îòðåçêå [0, 1] áûëà

çàäàíà ñåòêà {r1, r2, . . . , rl}, r1 = 0, rl = 1, ri < ri+1, i = 1, . . . , l − 1, è áûëà

îïðåäåëåíà ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕ1, . . . , ϕl}:

ϕ1(x) =


r2−x
r2−r1 , x ∈ (r1, r2),

0, x /∈ (r1, r2).
ϕl(x) =


x−rl−1

rl−rl−1
, x ∈ (rl−1, rl),

0, x /∈ (rl−1, rl).

ϕi(x) =


x−ri−1

ri−ri−1
, x ∈ (ri−1, ri),

ri+1−x
ri+1−ri , x ∈ (ri, ri+1),

0, x /∈ (ri−1, ri+1).

(i = 2, . . . , l − 1).
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Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

Si(x) = ϕi(|x|2), x ∈ G, i = 1, . . . , l . (4.91)

Ôóíêöèþ V ïîëîæèëè ðàâíîé Vα1,...,αl(x) =
l∑

i=1

αiSi(x). Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ

áðàëè l = 3, r1 = 0, r2 = 0.5, r3 = 1. Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ α1 = α2 = α3 = 50

áûëè ïðèíÿòû êàê íà÷àëüíûå. Îòìåòèì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü òîëüêî

äëÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé x(1) = (0.0; 0.1). Äàëüíåéøèå

ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî óìåíüøåíèå äèñïåðñèè îöåíîê ôóíêöèîíàëà ïðîèçîøëî

òàêæå â äðóãèõ òî÷êàõ îáëàñòè, çíà÷èòåëüíî óäàëåííûõ îò x(1).

Â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-

òîâ ôóíêöèè V : α1 = 80.67849, α2 = 41.07728, α3 = 0.72921. Ïðè ýòîì ïîëó÷èëè

Rϑ̃N = 3.64679 · 10−2, â òî âðåìÿ êàê RϑN = 1.05875. Â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè

âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü ñ øàãîì h = 10−5 â ìåòîäå Ýéëåðà è îáúåìîì âûáîðêè

1000.

Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà òàêæå áûëà óñïåøíîé ïîïûòêà îïðåäåëèòü ôóíêöèþ V

ïóòåì ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ. Òàê, çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà

âàðèàöèè (Rϑ̃N = 4.06345 · 10−4) ïðèâîäèò âûáîð ïàðàìåòðîâ α1 = 80, α2 = 40,

α3 = 0.01.

Íà ðèñ. 4, ðèñ. 5 è ðèñ. 6 èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðàôèêè ðåøåíèé ïðè

t = 0.2, x1 = 0 çàäà÷è (4.87) � (4.89) è äâóõ çàäà÷, êîòîðûå èç íåå áûëè ïîëó÷åíû

â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà îñíîâå îïòèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè è

â ðåçóëüòàòå ïîäáîðà.

Íà ðèñ. 5, ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè îáëàñòè (çà èñêëþ÷åíèåì ïðè-

ãðàíè÷íûõ òî÷åê) çíà÷åíèÿ ∂ũ
∂x çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ∂u

∂x . Ýòî ñîãëàñíî ôîðìóëå

(4.64) ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè.

Â òàáë. 3 äàíû çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îöåíîê ôóíêöèîíàëà (4.53)
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Ðèñ. 4. Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (4.87) � (4.89)

äî ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (4.54)�(4.56) è ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé îöå-

íîê ýòîãî ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ìèíèìèçàöèè

R2
ϑ̃N

è ïóòåì ïîäáîðà êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè V . Â òàáë. 4 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ

ýòèõ îöåíîê ñ äîâåðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè, ñîòâåòñòâóþùèìè 95% óðîâíþ äî-

âåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ýòèõ òàáëèöàõ ïðèâåäåíû äëÿ

òðåõ òî÷åê îáëàñòè: x(1) = (0.0; 0.1), x(2) = (0.0; 0.5), x(3) = (0.0; 0.8). Ïðè ýòîì

âû÷èñëåíèÿ äåëàëèñü ñ øàãîì h = 10−6 è îáúåìîì âûáîðêè 1000.

Òàáëèöà 3. Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ îöåíîê

x(1) x(2) x(3)

σ0 1.096978 1.067407 1.000170

σ1 1.100937 · 10−2 9.354682 · 10−3 1.251053 · 10−2

σ2 3.503312 · 10−4 1.269890 · 10−4 7.719738 · 10−4

Â òàáë. 3 èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: σ0 � ñòàíäàðòíîå îòêëîíå-

íèå îöåíêè ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííîå äî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.54)�(4.56); σ1,

σ2 � ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ îöåíîê ôóíêöèîíàëà, ïîëó÷åííûå ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ çàäà÷è (4.54)�(4.56) ñ ïàðàìåòðàìè αi, îïðåäåëåííûìè ñîîòâåòñòâåííî
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ũ

Ðèñ. 5. Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è ñ

ïàðàìåòðàìè, ïîëó÷åííûìè ïîñëå ìèíèìè-
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Ðèñ. 6. Ðåøåíèå ïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è

ñ ïàðàìåòðàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå

ïîäáîðà

â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè è ïóòåì ïîäáîðà. Ñòðîêè

Òàáëèöà 4. Îöåíêè ôóíêöèîíàëà

x(1) x(2) x(3)

û0 0.908964± 6.9 · 10−2 0.686924± 6.8 · 10−2 0.343715± 6.3 · 10−2

û1 0.876302± 7.0 · 10−4 0.667236± 5.9 · 10−4 0.326028± 7.9 · 10−4

û2 0.862152± 2.2 · 10−5 0.653149± 8.0 · 10−6 0.313563± 4.9 · 10−5

u 0.862077 0.653089 0.313482

òàáë. 4 ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì äàííûì : û0 � îöåíêà ôóíêöèîíàëà, ïîëó-

÷åííàÿ äî ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.54)�(4.56); û1, û2 � îöåíêè ôóíêöèîíàëà,

ïîëó÷åííûå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è (4.54)�(4.56) ñ ïàðàìåòðàìè αi, îïðå-

äåëåííûìè ñîîòâåòñòâåííî â ðåçóëüòàòå ìèíèìèçàöèè êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè è

ïóòåì ïîäáîðà; u � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (4.53), ïîëó÷åííîå ïî ôîðìóëå (4.90).

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷èòåëüíîå óìåíüøåíèå äèñïåðñèè îöåíîê ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî â

ðàñ÷åòàõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü ñòàëà çàìåòíî ìåíüøå ïîãðåøíîñòè äèñ-

êðåòèçàöèè â ìåòîäå Ýéëåðà .
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Ãëàâà 5

Îöåíêà ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ ê îöåíêå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïðîöå-

äóðû ñãëàæèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Â êîíöå ãëàâû îïèñàíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà

äëÿ îöåíêè òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîòîâîé òåïëîçàùèòíîé ïàíåëè, ÿâëÿþùåéñÿ

ñîñòàíîé ÷àñòüþ òåïëîèçîëÿöèè îáøèâêè ñàìîëåòà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ-

÷åòîâ.

5.1 Àïïðîêñèìàöèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü çàäàíà ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G ⊂ Rd ãðàíèöåé ∂G. Â äàííîé

ãëàâå, êàê è ðàíåå, ñèìâîëîì QT îáîçíà÷àåòñÿ öèëèíäð â Rd+1, ò.å. QT = (0, T )×

G. Â äàííîé ãëàâå îñíîâíûì îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå
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∂u

∂t
−

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
bi,j(t, x)

∂u

∂xj

)
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
+ f(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT . (5.1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòüG ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé G =
M∪
i=1

Gi â êàæäîé èç êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû

bij, ai óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ðàâíîìåðíî ïî t, íî ïðè ïåðåõîäå èç

îäíîé ïîäîáëàñòè â äðóãóþ ýòè êîýôôèöèåíòû ìîãóò òåðïåòü ðàçðûâ ïåðâîãî

ðîäà. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîò ñëó÷àé, êîãäà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé Gi

íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé t è îòñòîÿò îò ãðàíèöû ∂G íà íåêîòîðîì ïîëîæèòåëü-

íîì ðàññòîÿíèè. Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé

ïàðàáîëè÷íîñòè

α0

d∑
i=1

ξ2i ≤
d∑

i,j=1

bij(t, x)ξiξj ≤ α1

d∑
i=1

ξ2i , (5.2)

ãäå α0, α1 > 0 � êîíñòàíòû.

Ïóñòü ïðè t = 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(0, x) = φ(x), (5.3)

à íà ∂G ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂G. (5.4)

Íèæå ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

(ñì. [44], Ãë.I ), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ðàáîòå:

∥f∥q,G =
( ∫
G

|u(x)|qdx
) 1
q

� íîðìà ïðîñòðàíñòâà Lq(G), q ≥ 1 ;

Lq,r(QT ), q ≥ 1, r ≥ 1 � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ èçìåðèìûõ

íà QT ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥u∥q,r,QT =

( T∫
0

(∫
G

|u|qdx
) r
q

dt

) 1
r

.
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W1,0
2 (QT ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)W1,0
2 (QT )

=

∫
QT

(
uv +

d∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dxdt;

W1,1
2 (QT ) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u, v)W1,1
2 (QT )

=

∫
QT

(
uv +

d∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
+
∂u

∂t

∂v

∂t

)
dxdt;

V2(QT ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâW
1,0
2 (QT ), èìå-

þùèõ êîíå÷íóþ íîðìó

∥u∥V2(QT ) = vrai max
0≤t≤T

∥u∥2,G + ∥ux∥2,QT ,

ãäå ∥ux∥2,QT =
( ∫
QT

d∑
i=1

(
∂u
∂xi

)2
dxdt

) 1
2

;

V1,0
2 (QT ) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâV2(QT ), íåïðå-

ðûâíûõ ïî t â íîðìå L2(G), íîðìà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∥u∥V1,0
2 (QT )

= max
t∈[0,T ]

∥u(t, x)∥2,G + ∥ux∥2,QT .

Ïðè âûâîäå íåêîòîðûõ îöåíîê íèæå áóäåò èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ïðîèçâîëü-

íîé ôóíêöèè u èç V2(QT ) (ñì. [44], ñòð. 89)

∥u∥q,r,QT ≤ β∥u∥V1,0
2 (QT )

. (5.5)

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû q è r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1
r +

d
2q =

d
4 ,

r ∈ [2,∞), q ∈ [2, 2d
d−2 ] ïðè d > 2,

r ∈ [2,∞), q ∈ [2,∞) ïðè d = 2,

r ∈ [4,∞), q ∈ [2,∞] ïðè d = 1.

(5.6)
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Êîíñòàíòà β â (5.5) çàâèñèò îò d è q, åå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ d, q

äàíû â [44], Ãë. II.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäà÷à (5.1), (5.3), (5.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

â ïðîñòðàíñòâå V1,0
2 (QT ). Äîñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äàííûõ

â [44] óñëîâèé, à èìåííî: óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè (5.2), φ ∈ L2(G)

è óñëîâèé êîíå÷íîñòè íîðì∥∥∥ d∑
i=1

a2i

∥∥∥
q1,r1,QT

≤ µ1,
1

r1
+

d

2q1
= 1 , (5.7)

ãäå q1 ∈
(
d
2 ,∞

)
, r1 ∈ [1,∞) ïðè d ≥ 2; q1 ∈ [1,∞), r1 ∈ [1, 2] ïðè d = 1.∥∥f∥∥

q2,r2,QT
≤ µ2,

1

r2
+

d

2q2
= 1 +

d

4
, (5.8)

ãäå q2 ∈
[

2d
d+2 , 2

]
, r2 ∈ [1, 2] ïðè d ≥ 3; q2 ∈ (1, 2], r2 ∈ [1, 2) ïðè d = 2;

q2 ∈ [1, 2], r2 ∈ [1, 4/3] ïðè d = 1.

Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ, äàííîìó â [44], îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1),

(5.3), (5.4) â ïðîñòðàíñòâå V1,0
2 (QT ) íàçîâåì ôóíêöèþ u ∈ V1,0

2 (QT ), îáðàùà-

þùóþñÿ â íîëü íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà QT , äëÿ êîòîðîé ïðè ïî÷òè

âñåõ t1 ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫
G

u(t1, x)η(t1, x)dx−
t1∫
0

∫
G

u
∂η

∂t
dxdt+

t1∫
0

∫
G

[∑
i,j

bij
∂u

∂xj

∂η

∂xi
+
(∑

i

ai
∂u

∂xi
+ f
)
η
]
dxdt =

∫
G

φ(x)η(x, 0)dx

ïðè âñåõ η ∈ W1,1
2 (QT ), ðàâíûõ íóëþ íà [0, T ]× ∂G è ïðè t = 0.

Êàê óòâåðæäàåòñÿ â [44] (Òåîðåìà 4.5, Ãë. III), îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è

(5.1), (5.3), (5.4) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà V1,0
2 (QT ) óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âàðèà-

öèé êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (5.1). Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå,
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åñëè ïðè m → ∞ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b(m)
ij ñõîäèòñÿ

ïî÷òè âñþäó ê bij, à ôóíêöèè a
(m)
i , f (m) ñõîäÿòñÿ ê ai, f ñîîòâåòñòâåííî â íîðìàõ

(5.7), (5.8), òîãäà îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ êîýôôèöèåíòàìè b(m)
ij , a(m)

i è ïðà-

âûìè ÷àñòÿìè f (m) ñõîäÿòñÿ ñèëüíî â íîðìå V1,0
2 (QT ) ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ

çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.4).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõm ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

u(m) çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.4) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðàâîé ÷àñòüþ

ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ðåøàòü çàäà÷ó, â êîòîðîé â óðàâíåíèè (5.1) ýòè ôóíêöèè

çàìåíåíû íà èõ ãëàäêèå àïïðîêñèìàöèè b
(m)
ij , a(m)

i è f (m) ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷å-

ñòâå òàêîé çàìåíû ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü èõ ñãëàæèâà-

íèå â îêðåñòíîñòè ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ óñðåäíåíèé

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûì ôèíèòíûì ÿäðîì [56]

g(m)(x) =

∫
|x−y|<ρm

ωρm(|x− y|)g(y)dy =
1

ρdm

∫
|x−y|<ρm

ω1

( |x− y|
ρm

)
g(y)dy . (5.9)

Ïðè ýòîì ω1(|ξ|) = 0 ïðè |ξ| ≥ 1;
∫

|ξ|≤1

ω1(|ξ|)dξ = 1. Â (5.9) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ρm → 0 ïðè m→ ∞. Ôóíêöèè g(m) èìåþò âñå ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà [56],

[50]. Åñëè ôóíêöèè g ∈ Lq(G), òî äëÿ ëþáîé ïîäîáëàñòè G′ ⊂ G, îòñòîÿùåé îò

ãðàíèöû ∂G íà ðàññòîÿíèè íå ìåíüøåì ρm, óñðåäíåíèå gm ñõîäèòñÿ ê g â Lq(G′)

∥g(m) − g∥q,G′ ≤ sup
|v|≤ρm

(∫
G′

|g(x− v)− g(x)|qdx
) 1
q → 0 ïðè m→ ∞ . (5.10)

Îòìåòèì, ÷òî îäíèì èç òðåáîâàíèé ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, óêà-

çàííûõ âûøå, ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó êîýôôèöèåíòîâ b(m)
ij ê bij ïðè

m→ ∞ .

Òàê êàê ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, T ] ôóíêöèè bij åñòü ýëåìåíòû

Lq(G), òî àïïðîêñèìàöèè b
(m)
ij ñõîäÿòñÿ ê bij â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lq(G). Èçâåñò-
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íî òàêæå, ÷òî ñõîäèìîñòü â Lq(G) âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî ìåðå, à, èç ñõîäÿùåéñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ïî ìåðå ìîæíî âûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

ñõîäÿùóþñÿ ïî÷òè âñþäó [39]. Ïðè÷åì â [39] äàí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðî-

åíèÿ òàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ñâÿçè ñî ñêàçàííûì, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáðàíà è ýòî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {b(m)
ij }.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Pm äëÿ êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ïîëó-

÷àåòñÿ èç çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.4) â ðåçóëüòàòå çàìåíû êîýôôèöèåíòîâ è ôóíê-

öèè f ôóíêöèÿìè b(m)
ij , a(m)

i è f (m).

∂u(m)

∂t
−

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
b
(m)
i,j

∂u(m)

∂xj

)
+

d∑
i=1

a
(m)
i

∂u(m)

∂xi
+ f (m) = 0, (5.11)

u(m)(0, x) = φ(x), (5.12)

u(m)(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂G. (5.13)

Ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è Pm ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îöåíêó åå ðåøåíèÿ

íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ.

5.2 Ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è è åãî

ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè êðà-

åâîé çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.4) ïðè ñãëàæèâàíèè åå êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîäíûõ

÷ëåíîâ. Îáîçíà÷èì v(m) ≡ u(m)−u � ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Âçÿâ

ðàçíîñòü óðàâíåíèé (5.11) è (5.1), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ

ôóíêöèè v(m)



153

∂v(m)

∂t
−

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
b
(m)
ij

∂v(m)

∂xj

)
+

d∑
i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
+ f

(m)
0 +

d∑
i=1

∂f
(m)
i

∂xi
= 0, (5.14)

ãäå f (m)
i ≡

d∑
j=1

(bij − b
(m)
ij ) ∂u∂xj , f

(m)
0 ≡ f (m) − f .

Ôóíêöèÿ v(m) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì íà÷àëüíîìó è ãðàíè÷íîìó óñëîâèÿì

v(m)(0, x) = 0, x ∈ G (5.15)

v(m)(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂G. (5.16)

Êðàåâàÿ çàäà÷à (5.14), (5.15), (5.16) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ

îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, äàííûì â [44].

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæåñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé â äàííîì ðàçäåëå èñïîëü-

çóþòñÿ ìåòîäèêà è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ èç êíèãè [44], ãë. II, III, êîòî-

ðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ max
QT

|u|.

Çàäàäèì ôóíêöèþ v(m,k) = max{0; v(m) − k} è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ak(t) =

{x|v(m)(t, x) > k}.

Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.2), (5.7), (5.8), φ ∈ L2(G). Òîãäà èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü ∥v(m,k)∥V1,0
2 (QT )

→ 0 ïðè m→ ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà [tl−1, tl] ⊆

[0, T ] ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (5.14) àíàëîãè÷íî ðàâåíñòâó (7.6) èç [44],

Ãë.III, ñòð. 215

1

2

∫
G

[v(m,k)(t, x)]2dx
∣∣∣t=tl
t=tl−1

+

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

[ d∑
i,j=1

bij
∂v(m)

∂xj

∂v(m)

∂xi
−

d∑
i=1

f
(m)
i

∂v(m)

∂xi
+
( d∑

i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
+ f

(m)
0

)
v(m,k)

]
dxdt = 0. (5.17)
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Ñ ó÷åòîì (5.2) ïîëó÷èì èç (5.17)

1

2

∫
G

[v(m,k)(tl, x)]
2dx+ α0

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(
∂v(m)

∂xi

)2

dxdt ≤ 1

2

∫
G

[v(m,k)(tl−1, x)]
2dx+

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

[
d∑
i=1

f
(m)
i

∂v(m)

∂xi
−
( d∑

i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
+ f

(m)
0

)
v(m,k)

]
dxdt. (5.18)

Îöåíèì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (5.18).

Ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êîøè

ab ≤ κ

2
a2 +

1

2κ
b2, κ ≥ 0. (5.19)

è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
tl∫

tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

f
(m)
i

∂v(m)

∂xi
dxdt ≤

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

|f (m)
i | ·

∣∣∣∂v(m)

∂xi

∣∣∣dxdt ≤
1

α0

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(
f
(m)
i

)2
dxdt+

α0

4

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(∂v(m)

∂xi

)2
dxdt ≤

1

α0
µq,r,k(tl−1, tl) ·

d∑
i=1

∥∥(f (m)
i

)2∥∥
q̄,r̄,QT

+
α0

4

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(∂v(m)

∂xi

)2
dxdt, (5.20)

ãäå q̄ = q
q−1 ; r̄ =

r
r−1 ; µq,r,k(tl−1, tl) =

(
tl∫

tl−1

(
mesAk(t)

) r
qdt

) 1
r

; mesA � ìåðà Ëåáåãàé

ìíîæåñòâà A.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ñëàãàåìîãî, ñîäåðæàùåãî f (m)
0 , â ïðàâîé ÷àñòè

(5.18) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (5.19) ïðè íåêîòîðîì ν1 > 0

−
tl∫

tl−1

∫
Ak(t)

f
(m)
0 v(m,k)dxdt ≤

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

|f (m)
0 v(m,k)|dxdt ≤
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ν1
2

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

(f
(m)
0 )2dxdt+

1

2ν1

tl∫
tl−1

∫
G

(v(m,k))2dxdt . (5.21)

Íàéäåì îöåíêó ïåðâîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (5.21) ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

Ãåëüäåðà
tl∫

tl−1

∫
Ak(t)

(f
(m)
0 )2dxdt ≤ µq,r,k(tl−1, tl)∥(f (m)

0 )2∥q̄,r̄,QT . (5.22)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.7) èç [44] íà ñòð.91, âîçâåäåííîå â êâàäðàò, íàéäåì

îöåíêó âòîðîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè (5.21)

tl∫
tl−1

∫
G

(v(m,k))2dxdt ≤ β2(mesQ0
T ))

2
d+2∥v(m,k)∥2

V1,0
2(Qtl−1,tl

)

(5.23)

ãäå Q0
T � ìíîæåñòâî òî÷åê (t, x) ∈ QT , â êîòîðûõ |v(m,k)| > 0; Qtl−1tl ≡ [tl−1, tl]×G

.

Âûáåðåì êîíñòàíòó ν1 â (5.21) èç ðàâåíñòâà

β2(mesQ0
T )

2
d+2

2ν1
=

1

4
min(1, α0),

â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ν1 =
2β2(mesQ0

T )
2
d+2

min(1,α0)
.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Êî-

øè, íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è íåðàâåíñòâà (5.5)

−
tl∫

tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
v(m,k)dxdt ≤

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
v(m,k)

∣∣∣∣∣ dxdt ≤
tl∫

tl−1

∫
Ak(t)

(
α0

4

d∑
i=1

(∂v(m)

∂xi

)2
+

1

α0

d∑
i=1

(
a
(m)
i

)2(
v(m,k)

)2)
dxdt ≤
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α0

4

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(∂v(m)

∂xi

)2
dxdt+

1

α0

∥∥∥ d∑
i=1

(
a
(m)
i

)2∥∥∥
q̄1,r̄1,Qtl−1tl

·

·∥v(m,k)∥22q1,2r1,Qtl−1tl
≤ α0

4

tl∫
tl−1

∫
Ak(t)

d∑
i=1

(∂v(m)

∂xi

)2
dxdt+

β2

α0

∥∥∥ d∑
i=1

(
a
(m)
i

)2∥∥∥
q̄1,r̄1,Qtl−1tl

∥v(m,k)∥2
V1,0

2 (Qtl−1tl
)
, (5.24)

ãäå q1 > 1, r1 > 1 òàêèå, ÷òî 2q1, 2r1 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5.6).

Íà îñíîâå íåðàâåíñòâ (5.18) � (5.24) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

1

4
min{1, α0}∥v(m,k)∥2V1,0

2 (Qtl−1tl
)
≤ 1

2

∫
G

[v(m,k)(tl−1, x)]
2dx+

µq,r,k(tl−1, tl)

(
1

α0

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄,r̄,QT + ν1
2
∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄,r̄,QT
)

+

β2

α0

∥∥∥ d∑
i=1

(a
(m)
i )2

∥∥∥
q̄1,r̄1,Qtl−1tl

∥v(m,k)∥V1,0
2 (Qtl−1tl

). (5.25)

Âûáåðåì äëèíó îòðåçêà [tl−1, tl] òàê, ÷òîáû
β2

α0

∥∥∥ d∑
i=1

(a
(m)
i )2

∥∥∥
q̄1,r̄1,Qtl−1tl

áûëî ìåíüøå

1
4 min{1, α0}, íàïðèìåð,

β2

α0

∥∥∥ d∑
i=1

(a
(m)
i )2

∥∥∥
q̄1,r̄1,Qtl−1tl

≤ 1

8
min{1, α0} . (5.26)

Òîãäà èç (5.25) ïîëó÷èì

1

8
min{1, α0}∥v(m,k)∥2V1,0

2 (Qtl−1tl
)
≤ 1

2

∫
G

[v(m,k)(tl−1, x)]
2dx+

µq,r,k(tl−1, tl)

(
1

α0

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄,r̄,QT + ν1
2
∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄,r̄,QT
)
. (5.27)

Çàäàäèì íà îòðåçêå [0, T ] ñåòêó S = {t0, t1, . . . , tN−1, tN} òàêóþ, ÷òî t0 = 0,

tN = T è ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû ñîñåäíèõ óçëîâ âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (5.26).
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Òîãäà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî vm,k(0, x)
∣∣∣
x∈G

= 0, èç ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ (5.27)

ñëåäóåò ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∥v(m,k)∥2
V1,0

2 (QT )
≤ µq,r,k(0, T )

(
C1

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄,r̄,QT + C2∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄,r̄,QT
)
,

(5.28)

ãäå C1 =
8

α0 min{1,α0} , C2 =
4β2ν1

min{1,α0} .

Èç ñõîäèìîñòè ∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄,r̄,QT → 0, ∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄,r̄,QT → 0 ïðè m → ∞ ñëåäóåò

äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ëåììû 6. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ

ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ε ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà mε, ÷òî ïðè âñåõ m ≥ mε

vraimax
QT

|v(m)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε � çàäàííûé óðîâåíü ïîãðåøíîñòè. Çàäàäèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü óðîâíåé εl = ε
2(2− 2−l), (l = 0, 1, . . . ). Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ q, r,

êîòîðûå âîçüìåì óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (5.6), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(εl+1 − εl)µq,r,εl+1
(0, T ) ≤ ∥v(m,εl)∥q,r,QT . (5.29)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ m âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè

ïðåâûøàåò ïîðîã ε
2 , ò.å. µq,r,ε0(0, T ) ̸= 0. Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (5.29) èç íåðàâåíñòâà

(5.5) ñëåäóåò îöåíêà

∥v(m,εl)∥q,r,QT ≤ β∥v(m,εl)∥V1,0
2 (QT )

. (5.30)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà (5.28) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ q′ > 1,

r′ > 1

∥v(m,εl)∥V1,0
2 (QT )

≤ µ
1
2

q′,r′,εl
(0, T )

[
C1

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT + C2∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄′,r̄′,QT
] 1

2

,

(5.31)
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ãäå q̄′ = q′

q′−1 , r̄
′ = r′

r′−1 .

Âûáåðåì ïàðàìåòðû q′, r′ èç óñëîâèé: r
′

q′ =
r
q ,

1
2r′ =

1+ϱ
r , ãäå ϱ > 0. Ïîëó÷àåì

q′ =
q

2(1 + ϱ)
, r′ =

r

2(1 + ϱ)
. (5.32)

Èç (5.29) � (5.32) ñëåäóåò

(εl+1 − εl)µq,r,εl+1
(0, T ) ≤

(
µq,r,εl(0, T )

)1+ϱ[
C1

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT +
C2∥

(
f
(m)
0

)2∥q̄′,r̄′,QT
] 1

2

. (5.33)

Äëÿ âûðàæåíèÿ
d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT , êîòîðîå ïðèñóòñòâóåò â ïðàâîé ÷àñòè

(5.33), çàïèøåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT =
d∑
i=1

∥∥∥ d∑
j=1

(bij − b
(m)
ij )2

( ∂u
∂xj

)2∥∥∥2
q̄′,r̄′,QT

≤

d∑
i,j=1

∥∥∥(bij − b
(m)
ij )

∂u

∂xj

∥∥∥2
2q̄′,2r̄′,QT

. (5.34)

Äàëåå, ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà∥∥∥(bij − b
(m)
ij )

∂u

∂xj

∥∥∥2
2q̄′,2r̄′,QT

≤
∥∥∥bij − b

(m)
ij

∥∥∥2
2q̄′λ,2r̄′µ,QT

·
∥∥∥ ∂u
∂xj

∥∥∥2
2q̄′λ̄,2r̄′µ̄,QT

, (5.35)

ãäå 1
λ +

1
λ̄
= 1, 1

µ +
1
µ̄ = 1, λ, µ ≥ 1.

Ôóíêöèè b(m)
ij , f (m) ñõîäÿòñÿ ïðè m → ∞ ñîîòâåòñòâåííî ê bij, f â ïðîñòðàí-

ñòâàõ L2q̄′λ,2r̄′µ,QT , Lq′,r′,QT . Ïîýòîìó äëÿ δ > 0 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî mδ òàêîå,

÷òî ïðè m ≥ mδ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî[
C1

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT + C2∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄′,r̄′,QT
] 1

2

≤ δ . (5.36)
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Äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè ôîðìóë îáîçíà÷èì µ̄l = µq,r,εl(0, T ). Èç (5.33), (5.36) ïî-

ëó÷àåì ïðè m ≥ mδ

µ̄l+1 ≤ 2l+2

(
δ

ε

)(
µ̄l
)1+ϱ

. (5.37)

Íà îñíîâàíèè (5.37) èìååì

µ̄l+1 ≤ 2

l∑
j=0

(l+2−j)(1+ϱ)j
(
δ

ε

) l∑
j=0

(1+ϱ)j (
µ̄0
)(1+ϱ)l+1

. (5.38)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íàõîäèì ïîêàçà-

òåëè ñòåïåíåé 2 è
(
δ
ε

)
â (5.38)

l∑
j=0

(l+2−j)(1+ϱ)j = (1 + ϱ)l+1 − 1

ϱ
· 2ϱ+ 1

ϱ
− l + 1

ϱ
;

l∑
j=0

(1+ϱ)j =
(1 + ϱ)l+1 − 1

ϱ
.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

µ̄l+1 ≤

(
2

2ϱ+1

ϱ2

(
δ

ε

) 1
ϱ

µ̄0

)(1+ϱ)l+1

· 2
(
−2ϱ+1

ϱ2
− l+1

ϱ

)
·
(
δ

ε

)− 1
ϱ

. (5.39)

Èç (5.39) ñëåäóåò, ÷òî µ̄l → 0 ïðè l → ∞, åñëè 2
2ϱ+1

ϱ2
(
δ
ε

) 1
ϱ µ̄0 ≤ 1. Îòñþäà íà-

õîäèì óñëîâèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ÿäðà óñðåäíåíèÿ: ïðè çàäàííîì óðîâíå

ïîãðåøíîñòè ε âåëè÷èíà ρm äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-

ñòâî (5.36) äëÿ δ, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó

δ ≤ ε

(
1

µ̄02
2ϱ+1

ϱ2

)ϱ

, (5.40)

ò.å. [
C1

d∑
i=1

∥
(
f
(m)
i

)2∥q̄′,r̄′,QT + C2∥
(
f
(m)
0

)2∥q̄′,r̄′,QT
] 1

2

≤ ε

(
1

µ̄02
2ϱ+1

ϱ2

)ϱ

. (5.41)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü äëÿ ôóíêöèè −v(m). Òî åñòü, ñó-

ùåñòâóåò íîìåð mε, ñîîòâåòñòâóþùèé óðîâíþ ïîãðåøíîñòè ε òàêîé, ÷òî ïðè
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m ≥ mε vraimax
QT

|v(m)| < ε. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ íàõîæäåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ðåøåíèÿ çàäà÷è Pm c èñïîëüçîâàíèÿ

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ýòó çàäà÷ó ê çàäà÷å ñ îáðàòíûì

âðåìåíåì. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé âðåìåíè s = T −t. Îïðå-

äåëèì ôóíêöèþ ũ(s, x) ≡ u(m)(T − s, x) è ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó Pm ê êðàåâîé

çàäà÷å îòíîñèòåëüíî ũ

∂ũ

∂s
+

d∑
i,j=1

b
(m)
i,j (T −s, x) ∂2ũ

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ã
(m)
i (T −s, x) ∂ũ

∂xi
+f (m)(T −s, x) = 0, (5.42)

ã
(m)
i (T − s, x) =

d∑
j=1

∂b
(m)
ij

∂xj
(T − s, x) + a

(m)
i (T − s, x).

ũ|s=T = φ(x), ũ|∂G = 0. (5.43)

Óðàâíåíèþ (5.42) ìû ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðíîå ÑÄÓ

Xr = x+

r∫
s

ã(m)(T − v,Xv)dv +

r∫
s

σ(m)(T − v,Xv)dWv (5.44)

ãäå ã(m) � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ã
(m)
i ; σ(m) � ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî

2σ(m) ·
(
σ(m)

)T
= B(m), B(m) ≡

(
b
(m)
ij

)
; W� � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

Íàõîæäåíèå îöåíîê ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.4) îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñ-

íîâå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.42), (5.43)

ũ(s, x) = Es,x
[
φ(XT )χτ>T +

T∧τ∫
s

f (m)(T − v,Xv)dv
]
. (5.45)

5.3 Ðàñ÷åò òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîòîâîé òåïëîçàùèòíîé ïàíåëè

Ñîòîâàÿ òåïëîçàùèòíàÿ ïàíåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòðóêöèþ, ñîñòîÿùóþ

èç äâóõ òîíêèõ ïëàñòèí, ìåæäó êîòîðûìè çàêëþ÷åí êàðêàñ â âèäå ï÷åëèíûõ ñîò,
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çàïîëíåííûõ íåêîòîðîé ñóáñòàíöèåé ñ íèçêîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ñì. Ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Ñîòîâàÿ ïàíåëü

Äëÿ ðàñ÷åòà ðàññìàòðèâàëàñü ñîòî-

âàÿ ïàíåëü, êàðêàñ êîòîðîé èçãîòîâëåí

èç óãëåïëàñòèêà, à íàïîëíèòåëåì ñëóæèò

âîçäóõ. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàíå-

ëè ñëåäóþùèå: îáùàÿ òîëùèíà ïàíåëè �

0.035ì; òîëùèíà êàæäîé èç ãðàíè÷íûõ

ïëàñòèí ïàíåëè � 0.001ì; òîëùèíà ñòå-

íîê ñîòîâîãî êàðêàñà � 6.0 · 10−5ì; ñîòîâû-

ìè ÿ÷åéêàìè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûå øåñòè-

óãîëüíèêè îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ñ äëèíîé

ñòîðîíû, ðàâíîé 0.006ì; êîýôôèöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè óãëåïëàñòèêà

è âîçäóõà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 8.0 · 10−4 ì2/ñ è 2.36 · 10−5 ì2/ñ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ, ïðèìåíÿåìîé äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè íåîäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ [46] áûëà

îïðåäåëåíà ýôôåêòèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïàíåëè ïðè óñëî-

âèè, ÷òî òåïëîâîé ïîòîê âíóòðè ïëàñòèíû ïàðàëëåëåí ñîòîâîìó êàðêàñó, êîòîðàÿ

îêàçàëàñü ðàâíîé 4.11 · 10−2Âò/(ì · Ê). Â äàííîì ñëó÷àå îáúåìíûå òåïëîåìêî-

ñòè âîçäóõà è óãëåïëàñòèêà ñîâïàäàþò è ýòî çíà÷åíèå ðàâíî 103Äæ/(ì3 · Ê).

Òàêèì îáðàçîì, óñðåäíåííîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ïàíåëè ðàâíî

4.11 · 10−2ì2/c.

5.3.1 Ðàñ÷åò ìîäåëüíîãî ïðèìåðà

Äëÿ ýêñïåðèìåíòà áûëà âçÿòà ñëåäóþùàÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à. Â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû áðàëîñü îäèíàêîâîå âî âñåõ òî÷êàõ ïàíåëè
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çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû, ðàâíîå 283Ê. Çàòåì îäíó èç ñòîðîí (íàçîâåì åå âåðõíåé)

ïàíåëè ñòàëè îõëàæäàòü. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû âåðõíåé ñòîðîíû ïëà-

ñòèíû ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ðèñ. 2. Òåìïåðàòóðà íà âåðõíåé ãðà-

íèöå

Ðèñ. 3. Ðàñ÷åò òåìïåðàòóðû âíóòðè

ïëàñòèíû

Áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì ÑÄÓ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû â òî÷êå,

íàõîäÿùåéñÿ â öåíòðå øåñòèóãîëüíèêà è íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò âåðõíåé è

íèæíåé ãðàíèö ïàíåëè, íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0 äî 250ñ. Ïðè ýòîì ïàíåëü ðàñ-

ñìàòðèâàëàñü êàê íåîäíîðîäíûé ìàòåðèàë. Äëÿ ñðàâíåíèÿ áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò

çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû â òîé æå ñàìîé òî÷êå, íî ïðè ýòîì ïëàñòèíà ñ÷èòàëàñü

îäíîðîäíîé ñ óñðåäíåííûì çíà÷åíèåì òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, ïîëó÷åííûì íà

îñíîâå èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû

â âèäå ãðàôèêîâ íà ðèñ. 3.

Îòìåòèì, ÷òî â ïðîãðàììó ðàñ÷åòà áûëà çàëîæåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäè-

íàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ãðàíèöû íèæíåé ñòîðîíû ïàíåëè, îñü Z íàïðàâëåíà ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî ïàíåëè, à îñè X è Y � ïàðàëëåëüíî ïàíåëè. Ãðàíèöû øåñòèóãîëü-

íûõ ñîò îáðàçîâàíû ñåòüþ ïàðàëëåëüíûõ îñèX ïðÿìûõ è ïðÿìûõ ïîä óãëîì π/3

ê îñè X íà ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ñîò. Â õîäå
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ðàñ÷åòîâ áëàãîäàðÿ öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðå ðàñïîëîæåíèÿ ïðÿìûõ, îáðàçóþùèõ

ñîòû, íà êàæäîì øàãå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé ïðÿìîé. Òàêèì

îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ òðàåêòîðèè îòíîñèòåëüíî ðàñïîëîæåíèÿ ñîò.

Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé èñïîëüçîâàëîñü ôóíêöèÿ ñãëàæèâàíèÿ γd(
ρ2−|x|2
ρ2 ), ãäå

γd � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò. Âåëè÷èíà øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà áðàëàñü ðàâ-

íîé 10−6 ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü çà îäèí øàã èç îäíîé

ñîòû â äðóãóþ áûëà ìàëà; âåëè÷èíà ρ áûëà çàäàíà ðàâíîé 10−5. Ìîäåëèðîâà-

ëîñü 4000 òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì îáúåìå âûáîðêè øèðèíà

95% äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà íå ïðåâûøàëà 1% îò çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû âî

âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà âðåìåíè, äëÿ êîòîðîãî ïðîâîäèëñÿ ðàñ÷åò.

Èç ãðàôèêà íà ðèñ. 3 âèäíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé òåìïåðàòóð, ïîëó-

÷åííûõ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ÑÄÓ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà

ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êàê äëÿ îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà.

5.3.2 Ðàñ÷åò òåìïåðàòóðû ñîòîâîé ïàíåëè ïî äàííûì ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà

Â ðàáîòå [92] äëÿ òàêîãî æå îáðàçöà ñîòîâîé ïàíåëè ÷òî è â ïðåäûäóùåì

ïðèìåðå ïðèâåäåíû äàííûå ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðû ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðå-

òüåãî ðîäà. Äëÿ ðàñ÷åòà áûëè èñïîëüçîâàíû âõîäíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå íà

îñíîâå èçìåðåíèé ôèçè÷åñêèõ äàííûõ â òå÷åíèå ïåðâûõ 150ñ ïîëåòà ñàìîëåòà â

õîëîäíîì êëèìàòå. Íà ãðàíèöå áûëî çàäàíî óñëîâèå(∑
i,j

bi,j(t, x)ni
∂u

∂xj
+ η(t, x)u+ γ(t, x)

)∣∣∣∣∣
x∈∂G

= 0 , (5.46)

ãäå

η(t, x) =

 αout(t), åñëè x íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå,

−αin(t), åñëè x íàõîäèòñÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå
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γ(t, x) =

 −αout(t)uout(t), åñëè x íàõîäèòñÿ íà âåðõíåé ãðàíèöå,

αin(t)uin(t), åñëè x íàõîäèòñÿ íà âíóòðåííåé ãðàíèöå.

αout, αin � ñîîòâåòñòâåííî âíåøíèé è âíóòðåííèé êîýôôèöèåíòû òåïëîîáìåíà,

êîòîðûå ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ìåòîäèêàì,

îïèñàííûì â ðàáîòàõ [14], [32]; uout, uin � ôóíêöèè òåìïåðàòóðû îêðóæàþùåé

ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî ñ íàðóæíîé è âíóòðåííåé ñòîðîí îáøèâêè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åò òåìïåðàòóðû â çàäàííîé òî÷êå ñîòîâîé ïàíåëè îñó-

ùåñòâëÿëñÿ ïóòåì îöåíêè ðåøåíèÿ â ýòîé òî÷êå êðàåâîé çàäà÷è (5.1), (5.3), (5.46)

ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ÑÄÓ ñ íóëåâûì âåêòîðîì ñíîñà

Xr = x+

r∫
s

σ(m)(T − v,Xv)dWv +

r∫
s

nB(T − v,Xv)d|kv|, (5.47)

ãäå nB � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé êîíîðìàëè
(
nB = Bn

|Bn|
)
;

|kv| =
∫ v
s χ(Xr ∈ ∂G)d|kr| � íåîòðèöàòåëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé âîç-

ðàñòàåò òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîöåññ X· íàõîäèòñÿ íà ãðàíèöå.

Îöåíêà òåìïåðàòóðû âíóòðè ïëàñòèíû â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè s îïðåäå-

ëÿëàñü ïî ôîðìóëå

ũ(s, x) = Es,x

[
φ(XT ) exp

( T∫
s

η(T − v,Xv)dv
)
+

T∫
s

γ(T − v,Xv)dv
]
. (5.48)

Äëÿ ðàñ÷¼òà òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ïàíåëè áûëà ðàçðàáîòàíà ïàðàëëåëüíàÿ

ïðîãðàììà íà ÿçûêå Fortran 90. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå â ïðîãðàììå îñóùåñòâëÿåò-

ñÿ ïî ñõåìå âåäóùèé-âåäîìûå (Master-Slave). Â ýòîé ñõåìå îäíî âû÷èñëèòåëüíîå

ÿäðî ñ÷èòàåòñÿ ãëàâíûì, è îíî ðàñïðåäåëÿåò âåñü îáú¼ì ðàáîòû ïî ìîäåëèðîâà-

íèþ ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé ïî âñåì ÿäðàì, ó÷àñòâóþùèì â ðàáîòå. Ïî îêîí÷àíèè

ìîäåëèðîâàíèÿ âñåõ òðàåêòîðèé âñå ÿäðà ïåðåäàþò âåäóùåìó ÿäðó ïîëó÷åííûå
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ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíà-

ëà, äàþùåãî îöåíêó òåìïåðàòóðû. Ïðè íàïèñàíèè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû èñ-

ïîëüçîâàëîñü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå Intel MPI, Version 4.1. Ìîäåëèðîâàíèå

òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëü-

íîãî äàò÷èêà ãàóññîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç áèáëèîòåêè Intel MKL [15]. Âû-

÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â Ñèáèðñêîì Ñóïåðêîìïüþòåðíîì öåíòðå íà ãèáðèäíîì

êëàñòåðå HKC-30T+GPU ñ èñïîëüçîâàíèåì 36 4-õ ÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ E5540

2,53 GHz. Ðàñ÷åòû òåìïåðàòóðû ïðîâîäèëèñü âáëèçè íèæíåãî êðàÿ ïàíåëè â òî÷-

êå (x0, y0, z0) ñ êîîðäèíàòàìè x0 = y0 = 0, z0 = 0, 0001ì. Âåëè÷èíà øàãà â ìåòîäå

Ýéëåðà áðàëàñü ðàâíîé 5 · 10−7 è îáúåìîì âûáîðêè 4000 ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé.

Ðèñ. 4. Òåìïåðàòóðà íà âíóòðåííåé ñòîðîíå îáøèâêè

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà òåìïåðàòóðû ñîòîâîé êîíñòðóê-

öèè íå ïðåâûøàëà 1, 2 â íåñòàöèîíàðíûõ è 0,7 Ê â ñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ ïðè

äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè 95%. Íà ïåðâîì ýòàïå áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ òåì-
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ïåðàòóðû ñîòîâîé êîíñòðóêöèè ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî â äàííîé ðàáîòå ìåòî-

äà. Çàòåì àíàëîãè÷íûå ðàñ÷¼òû áûëè âûïîëíåíû äëÿ îäíîðîäíîé (ãîìîãåííîé)

ñòðóêòóðû ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûìè çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîé òåïëî-

ïðîâîäíîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ðèñ. 4 ïîêàçû-

âàþò, ÷òî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû äëÿ ñîòîâîé êîíñòðóêöèè è îäíîðîäíîé ñòðóê-

òóðû íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè, êîãäà ïðîöåññ ïåðåäà÷è òåïëà áëèçîê ê

ñòàöèîíàðíîìó.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

1. Ïîëó÷åíû äâå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìà-

òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ

ñ óñëîâèÿìè ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå. Íà îñíîâå ýòèõ ôîðìóë ïîñòðîåíû äâà

ìåòîäà îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöè-

îíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

2. Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ëîêàëüíî-

ãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå. Ïîñòðîåí ìåòîä

îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ

îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå.

3. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè óáûâàíèè

äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà.

4. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçîâàíèè

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè òåïëîâîãî

ñîñòîÿíèÿ ñîòîâûõ êîíñòðóêöèé ôþçåëÿæà ñàìîëåòà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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