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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Çàäà÷è ýâîëþöèîííîãî òèïà ñî ñëó-

÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò ñëó-

÷àéíûå ïðîöåññû äèôôóçèîííîãî òèïà, âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ

íàóêè è òåõíèêè. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, çàäà÷è àâòîìàòè-

÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè íàäåæíîñòè, ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè è äð. Èõ

ðåøåíèå îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå òðåáóåìûõ óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê,

íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòåé êàêèõ-ëèáî ñîáûòèé, îöåíîê ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëå-

íèé ôóíêöèîíàëîâ îò ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Êàê ïðàâèëî, óñïåøíîå ðåøå-

íèå òàêîãî òèïà çàäà÷ âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñòàòèñòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÄÓ).

Èçâåñòíû òàêæå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-

øåíèÿ ÑÄÓ è äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ òàêèõ

êàê, íàïðèìåð, ëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà

îñíîâå âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé èõ ðåøåíèé. Ýòè âåðîÿòíîñòíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ âûðàæàþòñÿ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò

ðåøåíèé ÑÄÓ (Äûíêèí Å.Á. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû. Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.

860ñ.). Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî â ê ðåøåíèþ äåòåðìèíèðîâàííûõ

çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî ïðè èõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ò.ê. äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-

øåíèÿ íå òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì,

è ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ðàñòóò íåçíà÷èòåëüíî.

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â

çàäà÷àõ ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè (Øèðÿåâ À.Í. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôè-

íàíñîâîé ìàòåìàòèêè. Ò.1. Ì.: Ôàçèñ, 1998. 489ñ.) è â çàäà÷àõ äèôôóçè-

îííîé äèíàìèêè íàíî÷àñòèö è ìàêðîìîëåêóë (Mikkelsen A. et al. Brownian

dynamics symulation of needle spring chains. Physica A. 1998. 253. P. 66�76.).

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî ìîæåò áûòü òàêæå ïîëåçíûì, êîãäà

òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå è åãî ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì èëè ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ òî÷êàõ îáëàñòè, à äëÿ

ðåøåíèÿ ñåòî÷íûì ìåòîäîì, â ñèëó îñîáåííîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è, òðåáó-

åòñÿ î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî óçëîâ. Ñóùåñòâåííûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó

ìåòîäîâ Ìîíòå-Êàðëî ÿâëÿåòñÿ èõ îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè è
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õîðîøàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.

Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè ÿâëÿåòñÿ åå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ

âîçìîæíû êàê ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû íà îñíîâå ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ, òàê è ìàòåìàòè÷åñêèå, òðåáóþùèå îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïà-

ðàìåòðàì ðåøåíèé óðàâíåíèé ìîäåëè. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìåòîäû ìåíåå äîðîãîñòîÿùèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè,

íî îíè òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ïîñòðîåíèÿ

àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà.

Â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, îïðå-

äåëåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò ýòèõ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè ýòîì, åñëè ïî óñëîâèÿì çàäà÷è òðåáóåòñÿ, ÷òî-

áû ñëó÷àéíûé ïðîöåññ íàõîäèëñÿ â çàäàííîé â îáëàñòè, âàæíîå çíà÷åíèå

èìåþò çàäàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè íà ãðàíèöå çà-

äàíî óñëîâèå ïîãëîùåíèÿ, òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ñëåäóåò ó÷èòû-

âàòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðàì âðåìåíè ïåðâîãî âûõîäà äèôôóçèîííîãî

ïðîöåññà èç îáëàñòè. Åñëè íà ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå îòðàæåíèÿ, òî ñëåäó-

åò ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ ëîêàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ

äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå.

Îñíîâíûå öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû:

• Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â

îáëàñòÿõ ñ ïîãëîùàþùèìè è îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè.

• Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ îöåíêè ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ è

èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé, ìåòîäû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà ñòîõàñòè-

÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîäû îïòèìèçàöèè, ìåòîäû ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà, ìåòîäû òåîðèè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷, ìåòîäû èñ-

ñëåäîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íî-
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âûìè. Â ðàáîòå âïåðâûå íàéäåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðà-

ìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðî-

öåññîâ, ñîäåðæàùèõ âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà ïðîöåññà èç îáëàñòè, íà îñíîâå

êîòîðîãî ïîñòðîåíû äâà ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðà-

ìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðî-

öåññîâ â îáëàñòÿõ ñ ïîãëîùàþùèìè ãðàíèöàìè. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðî-

öåññîâ ñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå è ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä

äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-

äàíèé òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ

äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçè-

îííîãî ïðîöåññà ïðè óáûâàíèè äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà. Ðàçðàáîòàí

ìåòîä óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ,

èñïîëüçóþùèé ïðåîáðàçîâàíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè, îñíîâàííûé íà ÷èñëåííîì ðå-

øåíèè ÑÄÓ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Â äèññåð-

òàöèè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìà-

òè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ

ñ óñëîâèÿìè ïîãëîùåíèÿ è îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå. Â ñëó÷àå ïîãëîùàþùèõ

ãðàíèö ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåò-

ðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ, ñîäåðæàùèõ âðåìÿ ïåðâî-

ãî âûõîäà äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòè

ôîðìóëû íå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì îò âðåìåíè ïåðâîãî âûõî-

äà ïðîöåññà èç îáëàñòè. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè äèôôå-

ðåíöèðîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ â ñëó÷àå îòðàæà-

þùèõ ãðàíèö, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì

ëîêàëüíîãî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå. Àâ-

òîðîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è

òàêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå âîçìîæíî. Íà ýòîé îñíîâå áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ

â ñëó÷àå, êîãäà íà ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå îòðàæåíèÿ.
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Â äèññåðòàöèè íà îñíîâå ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèè ôóíêöèî-

íàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ ïîñòðîåí ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè

òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ðàçðàáîòàííûå àâòîðîì ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåò-

ðàì ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè. Â ðàáîòå òàêàÿ îïòèìèçàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðå-

øåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è â çàäà÷å ìèíè-

ìèçàöèè äèñïåðñèè.

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàí ìåòîä íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëÿòü ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðà-

áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè â çàäàííûõ òî÷êàõ

îáëàñòè. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåïëîâî-

ãî ñîñòîÿíèÿ òåïëîçàùèòíûõ ïîêðûòèé ôþçåëÿæåé ñàìîëåòîâ, ñîäåðæàùèõ

òåïëîçàùèòíûå ïàíåëè ñîòîâîãî òèïà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Ïîëó÷åíû äâå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ, ñî-

äåðæàùèõ âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà èç îáëàñòè. Íà îñíî-

âå ýòèõ ôîðìóë ïîñòðîåíû äâà ìåòîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ

ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ

ïðîöåññîâ ñ óñëîâèåì ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå.

2. Ïîñòðîåí ìåòîä îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ óñëîâè-

åì îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöå.

3. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè óáû-

âàíèè äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà.

4. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííûé íà ïðåîá-

ðàçîâàíèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

6. Ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîòîâûõ êîíñòðóêöèé ôþ-

6



çåëÿæà ñàìîëåòà íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû íåîä-

íîêðàòíî äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñåìèíàðå "Ìåòîäû Ìîíòå-

Êàðëî â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå"ïîä ðó-

êîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ã.À. Ìèõàéëîâà â ÈÂÌèÌÃ ÑÎÐÀÍ, äîêëà-

äûâàëèñü íà ñåìèíàðå êàôåäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÌÀÈ ïîä ðóêîâîä-

ñòâîì ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.È. Êèáçóíà, äîêëàäûâàëèñü íà ÷åòâåðòîì , ïÿ-

òîì è øåñòîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèõ ñåìèíàðàõ ïî ñòîõàñòè÷åñêîìó ìî-

äåëèðîâàíèþ (Ñàíêò Ïåòåðáóðã, 2001, 2005, 2009 ãã.); íà ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíûì ìåòîäàì "International Conference

on Computational Methods in Science and Engeneering CMMSE -(CMMSE-

2002)"(Àëèêàíòå, Èñïàíèÿ, 2002 ã.); íà ÷åòâåðòîì ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíà-

ðå ïî ìåòîäàì Ìîíòå-Êàðëî "IVth IMACS Seminar on Monte Carlo methods

September 15-19, 2003, Berlin"(Áåðëèí, Ãåðìàíèÿ, 2003 ã.); íà ìåæäóíàðîä-

íîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ àêàäåìèêà È.È. Âåêóà "Äèô-

ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, òåîðèÿ ôóíêöèé è ïðèëîæåíèÿ"(Íîâîñèáèðñê,

2007 ã.); íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Ñ.Ë.

Ñîáîëåâà "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà,

òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé"(Íîâîñèáèðñê, 2008 ã.); íà âîñüìîì Âñåìèðíîì êîí-

ãðåññå ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå "8th World Congress on Computational

Mechanics WCCM8"è ïÿòîì Åâðîïåéñêîì êîíãðåññå ïî âû÷èñëèòåëüíûì

ìåòîäàì â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ è òåõíèêå "5th European Congress on

Computational Methods in Applied Sciences and Engineering ECCOMAS

2008"(Âåíåöèÿ, Èòàëèÿ, 2008 ã.); íà ïÿòîé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè

ïî ìàøèíîñòðîåíèþ è àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêå "The 5th International

Conference on Mechanical and Aerospace Engineering (ICMAE 2014)"(Ìàä-

ðèä, Èñïàíèÿ, 2014 ã.); íà ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ "Àêòóàëü-

íûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè": ÀÏÂÌ2014,

ÀÏÂÌ2015 (Íîâîñèáèðñê, 2014, 2015 ãã.); íà 19-é êîíôåðåíöèè ïî ñè-

ñòåìîòåõíèêå è êîìïüþòåðíûì òåõíîëîãèÿì "19th International Conference

on Circuits, Systems, Communications and Computers, (CSCC 2015)"

(Çàêèíòîñ, Ãðåöèÿ, 2015 ã.); ïî ïðèêëàäíûì ìåòîäàì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà "AMSA 2015"(Íîâîñèáèðñê, 2015 ã.).
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 21 ðàáîò. Èç íèõ 12

ðàáîò îïóáëèêîâàíî â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ. Ñïèñîê ðàáîò àâ-

òîðà ïî òåìå äèññåðòàöèè ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

5 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Îáùèé îáúåì ðïáîòû

ñîñòàâëÿåò 188 ñòðàíèö.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè ñîäåðæèòñÿ ââîäíàÿ èíôîðìàöèÿ ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ, ñôîð-

ìóëèðîâàíû îñíîâíûå öåëè èññëåäîâàíèÿ, äàíî îïèñàíèå ñòðóêòóðû äèññåð-

òàöèè, âêëþ÷àÿ êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæàíèÿ ïî ãëàâàì.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåò-

ðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ

â îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå. Ðåçóëüòàòû ïåðâîé ãëàâû

îïóáëèêîâàíû è èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà 1 � 3, 6 � 8, 10 � 17, 19, 21.

Â ï. 1.1 äàíû îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, è ñäåëàíû îñíîâíûå

ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíûõ äàííûõ.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ:

G ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé ∂G;

(Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî;

Ft ⊆ F , t ≥ 0 � íå óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü σ-àëãåáð Ft ⊆ F ,
t ≥ 0;

W�� d-ìåðíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, ñîãëàñîâàííûé ñ {Ft}t≥0;

Et,x � îáîçíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñò-

íîé ìåðû Pt,x, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó, èñõîäÿùåìó â ìîìåíò

âðåìåíè t èç òî÷êè x;

QT ≡ (0, T )×G; ST ≡ [0, T ]× ∂G.

Ïóñòü çàäàí d-ìåðíûé äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X�, çàâèñÿùèé îò âåê-

òîðíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ U ⊂ Rm (U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî), êîòîðûé ïðè

(t, x) ∈ QT îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ÑÄÓ

Xs(θ) = x+

s∫
t

a(v,Xv(θ), θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv(θ), θ)dWv, (1)
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ãäå a : [0,∞) ×Rd × U → Rd è σ : [0,∞) ×Rd × U → Rd×d � èçìåðèìûå

ôóíêöèè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû ÑÄÓ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

À) ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ θ ∈ U , v ≥ 0, x, y ∈ Rd,

i, j ∈ {1, . . . , d} âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ai(v, x, θ)
2 + σij(v, x, θ)

2 ≤ K2(1 + |x|2),

|ai(v, x, θ)− ai(v, y, θ)|+ |σij(v, x, θ)− σij(v, y, θ)| ≤ K|x− y|.

Â ãëàâå 1 ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî θ ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ îæèäàíèé âèäà

u(t, x, θ) = Et,x
[
φ(XT (θ), θ)χτ>T + ψ(τ,Xτ , θ)χτ<T +

T∧τ∫
t

f(v,Xv(θ), θ)dv
]
,

(2)

ãäå τ = inf{v| v > t, Xv /∈ G} � âðåìÿ ïåðâîãî âûõîäà X� èç îáëàñòè, χA �

èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A.

Ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì θ ∈ U çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ â (2) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì â òî÷êå (t, x) ∈ QT ñëåäóþùåé êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Lu+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ (0, T ), (t, x) ∈ QT , (3)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (4)

u(t, x, θ) = ψ(t, x, θ), (t, x) ∈ ST , (5)

ãäå L � îïåðàòîð

L ≡ ∂t +
1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)∂
2
xi,xj

+
d∑
i=1

ai(t, x, θ)∂xi, (6)

bij � ýëåìåíòû ìàòðèöû B ≡ σσT.

Äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ À ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

Á) ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ B(t, x, θ) = (bij(t, x, θ)) â ðàññìàòðèâàåìîì ïà-

ðàáîëè÷åñêîì îïåðàòîðå óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ (t, x) ∈ QT , θ ∈ U óñëîâèþ:

B(t, x, θ) > α0I (7)
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äëÿ íåêîòîðîãî α0 > 0;

Â) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂φ
∂x è ∂φ

∂θ ïðè ëþáûõ (x, θ) ∈
Q× U ;

Ã) ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà [0, T ]×QT ïðè ëþáîì θ ∈ U è ñóùåñòâóþò

íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå ∂f
∂x è

∂f
∂θ ïðè ëþáûõ (t, x, θ) ∈ QT × U .

Ä) ïðîèçâîäíûå

∂a

∂x
,
∂a

∂θi
,
∂σ

∂x
,
∂σ

∂θi
,
∂a

∂t
,
∂σ

∂t

íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åííû â [0,∞)×Rd × U ;

Å) ãðàíèöà ∂G êëàññà C3.

Â ï. 1.2 ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé òèïà (2).

Â ï. 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ñêàëÿðíîìó ïàðà-

ìåòðó θ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ òèïà (2). Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè âû÷èñ-

ëåíèè ïðîèçâîäíûõ (2) ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü τ

îò θ è äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà

Φ(θ) :=lim
∆θ→0

Et,x

(τ(θ +∆θ)− τ(θ)

∆θ

(
f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ

∂t
(τ,Xτθ)

)
χτ<T

)
. (8)

Â ï. 1.4 èçëîæåí ìåòîä FBVP11 äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ âèäà

∂u/∂θ. Ìåòîä FBVP1 îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Èòî ê íåêîòîðîé

äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè g(x) è ïîñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ

ïî θ ïîëó÷àþùåãîñÿ ðàâåíñòâà.

Ïîñêîëüêó ôîðìóëà Èòî ñîäåðæèò íåäèôôåðåíöèðóåìûé èíòåãðàë Èòî

ïî âåðõíåìó ïðåäåëó, òî ïðåäëàãàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü ïðèðàùåíèÿ âè-

íåðîâñêîãî ïðîöåññà ñ ïîìîùüþ ñòàöèîíàðíîãî ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà λ ñ

ýêñïîíåíöèàëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

Rλ(t1, t2) = D · exp(−β|t2 − t1|). (9)

Ïðîöåññ λ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

1FPVP � �rst boundary value problem
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öèåé (9) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

dλ = −βλdv + ϑdW (v) , (10)

ãäå λ(0) = λ0 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èç N(0, ϑ√
2β
). Ïðè òàêîì âûáîðå λ0

ïðîöåññ λ èìååò ïîñòîÿííóþ äèñïåðñèþ D = ϑ2

2β . Òî÷íîå ðåøåíèå ÑÄÓ (10)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

λ(t) = e−βtλ0 + e−βt
t∫

0

eβsϑdW (s). (11)

Ïóñòü äëÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè f îïðåäåëåí ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë

Èòî. Ïðè ýòîì ëèáî f(t0) � äåòåðìèíèðîâàííàÿ âåëè÷èíà, ëèáî ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò λ0. Îáîçíà÷èì IhW (f) ≡
N−1∑
n=0

f(tn)∆Wtn, ãäå

∆Wtn = W (tn+1)−W (tn), è I
h
λ(f) ≡ h

N−1∑
n=0

f(tn)λ(tn+1) � èíòåãðàëüíûå ñóì-

ìû íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì h = T
N .

Òåîðåìà 1 Ïóñòü ïðîöåññ λ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

dλ = −βλdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dW (v). (12)

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì h > 0 äëÿ çíà÷åíèé ïðîöåññà λ â óçëàõ ñåòêè
ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

λ(tn+1) = εn +
1√
h
ξn, n = 0, . . . , N,

ãäå εn � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòå-

ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé exp(−2βh)

h
(
1−exp(−2βh)

); ξn � âçàèìíî íåçà-

âèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé.

Ïóñòü f � ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì v ∈ [0, T ] îíà
Fv-èçìåðèìà, è â êàæäîé òî÷êå îòðåçêà [0, T ] ôóíêöèÿ f ñ.ê. íåïðåðûâ-
íà. Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ihλ(f) → Ihw(f) ïðè
β → ∞.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå

λ((n+ 1)h) = εn + γn, ãäå (13)
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εn = e−β(n+1)hλ0 + e−β(n+1)h

nh∫
0

eβsϑdW (s), γn = e−β(n+1)h

(n+1)h∫
nh

eβsϑdW (s),

ϑ =

(
2β

h
(
1−e−2βh

)) 1
2

. Ïðè÷åì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû εn êîððåëèðîâàíû, íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåíû è èìåþò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-

ïåðñèþ Dεn = e−2βh

h(1−e−2βh)
, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû γn âçàèìíî íåçàâèñèìû è

íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåð-

ñèåé Dγn = 1
h . Cëó÷àéíûå âåëè÷èíû hγn èìåþò òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå, êàê

è ïðèðàùåíèÿ íà îòðåçêå äëèíîé h âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, êîòîðûé îáîçíà-

÷àåòñÿ W γ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåííûé â íåé ïðîöåññ

λ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðèðàùåíèé âèíåðîâñêîãî

ïðîöåññà íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ äëèíîé øàãà h. Ïðè ýòîì èç ôîðìóëû (11)

òî÷íîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ (10) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çíà÷åíèÿ

ïðîöåññà λ â äâóõ ïîñëåäóþùèõ óçëàõ

λ(tn+1) = e−βhλ(tn) + ϑhe
−βtn+1

tn+1∫
tn

eβsdWs, (14)

ãäå ϑh =
√

2β
h(1−e−2βh)

, λ(tn) ∈ N(0, ϑh√
2β
).

Ïî èìåþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé {fm}, çàäàí-
íûõ íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèí øàãà {hm}, â ðà-
áîòå ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ýòîé æå ñåòêå

fλm(t, ω) =

nt−1∑
n=0

f(tn, ω)λ
hm(tn, ω)χt∈[tn,tn+1) + f(tnt, ω)λ

hm(tnt, ω)χt≥tnt , (15)

ãäå nt = [ t
hm

].

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ Èòî ïî ïðîöåññó W γ ñ.ê. èíòåãðàëàìè,

ñîäåðæàùèìè ïðîöåññ λ â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð ñäâèãà Θh â ïðî-

ñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω (Âåíòöåëü À.Ä. Êóðñ òåîðèè ñëó÷àéíûõ

ïðîöåññîâ. Ì.: Íàóêà, 1996. 400ñ.). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω è

ëþáîãî h ∈ R1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω+
h ∈ Ω òà-

êîå, ÷òî ω+
h = Θh(ω) . Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ v ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
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λ(v, ω+
h ) = λ(v + h, ω). Ïðèìåíåíèå îïåðàòîðà ñäâèãà â ðàáîòå ñîïðîâîæäà-

åòñÿ îáîçíà÷åíèåì λh(v, ω) ≡ λ(v, ω+
h ).

Òåîðåìà 2 Ïóñòü f � ñ.ê. íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, T ], è λ
� ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

dλ = −βλdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dW (v).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî çàäàòü ïàðàìåòðû h, β è ôóíêöèþ fλm âèäà
(15) òàêèå, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

E
∣∣∣ t∫
0

f(v)dW γ(v)−
t∫

0

fλm(v)dv
∣∣∣ ≤ ε. (16)

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî p ≥ 1 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

Et,x|τ(θ +∆θ)− τ(θ)|p → 0 ïðè ∆θ → 0 . (17)

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K > 0, òàêàÿ, ÷òî ïðè ∆θ > 0

Et,x

∣∣∣τ(θ +∆θ)− τ(θ)
∣∣∣ < K∆θ. (18)

Ëåììà 3. Ïóñòü f(t, x) ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà QT , äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x è îäèí ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ïî t. Òîãäà ìîæíî çàäàòü ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ fλm âèäà (15) è çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà β òàêîå, ÷òî ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣E[

t∫
0

f(v,Xv)λ
hm(v)dv −

t∫
0

fλm(v,Xv)dv
]∣∣∣∣∣ ≤ Ch

1
2
m . (19)

äëÿ íåêîòîðîãî C > 0.

Òåîðåìà 3 Ïóñòü çàäàíû ñëó÷àéíûå ïðîöåññû λj(v), j = 1, . . . , d (v ≥ t),
ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ÑÄÓ

dλj = −βλjdv +

√
2β

h(1− e−2βh)
dWj(v), λj(t) ∈ N

(
0,

ϑ√
2β

)
, (20)

ãäå Wj � âçàèìíî íåçàâèñèìûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî x è

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî t, ôóíêöèÿ g(t, x), êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ
íà ãðàíèöå ∂G, à ôóíêöèè Lg è

∑
ij

∂g
∂xi
σij íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî ïðè
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ëþáûõ (t, x, θ) ∈ ST×U . Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è ôóíêöèè φ,
f óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì À � Å. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî ε > 0 íàéäóòñÿ
òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ β, h ÑÄÓ (20), ÷òî äëÿ ∂u

∂θ ïðè (t, x) ∈ QT

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∂u∂θ (t, x)− Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv

−
(f(τ,Xτ , θ) +

∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

R(τ,Xτ , θ)

τ∫
t

d

dθ
R(v,X(v), θ)dv

)
χτ<T

]∣∣∣∣∣ ≤ ε, (21)

ãäå

R(v,X(v), θ) =
(
Lg +

∑
ij

∂g

∂xi
σijλ

h
j

)∣∣∣
(v,X(v),θ),

. (22)

Â ï. 1.5 äàíû ôîðìóëû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-

ñîâ X, λj

X tn+1
= X tn + han +

d∑
j=1

σnj∆nW
γ
j , ∆nW

γ
j =

√
hξnj , (23)

ãäå ξnj ∈ N(0, 1) � âçàèìíî íåçàâèñèìûå;

λj,tn+1
= e−βhλj,tn+

∆nW
γ
j

h
, λj,t0 ∈ N

(
0,

ϑ√
2β

)
, ϑ =

√
2β

h(1− e−2βh)
. (24)

Â ï. 1.6 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì

îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà FBVP1 îöåíêè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ

ïî ïàðàìåòðàì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûì

òî÷íûì ðåøåíèåì.

Â ï. 1.7 äàíî îïèñàíèå ìåòîäà FBVP2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê ïðîèçâîäíûõ

âèäà ∂u/∂θ

Ìåòîä FBVP2 òàê æå êàê è ìåòîä FBVP1 îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè ôîð-

ìóëû Èòî ê ôóíêöèè g, ðàâíîé íóëþ íà ãðàíèöå. Ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî
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òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëè ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíê-

öèè g ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äëÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ∂u/∂θ

ìåòîäîì FBVP2 òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé Ä′, E′

Ä′) ïðîèçâîäíûå

∂a

∂x
,
∂2a

∂x2
,
∂a

∂θi
,

∂2a

∂x∂θi
,
∂σ

∂x
,
∂2σ

∂x2
,
∂σ

∂θi
,

∂2σ

∂x∂θi
,
∂a

∂t
,
∂σ

∂t
;

íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åííû â [0,∞)×Rd × U ;

Å′) ãðàíèöà ∂G êëàññà C4.

Òåîðåìà 4 . Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è ôóíêöèè φ, ψ, f óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì À � Ã, Ä′, E′. Òîãäà äëÿ ∂u

∂θ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

[(∂φ
∂x

(XT , θ)ZT +
∂φ

∂θ
(XT , θ)

)
χτ>T

+
(∂ψ
∂x

(τ,Xτ , θ)Zτ +
∂ψ

∂θ
(τ,Xτ , θ)

)
χτ<T

+

T∧τ∫
t

(∂f
∂x

(v,Xv, θ)Zv +
∂f

∂θ
(v,Xv, θ)

)
dv

]
+ Φ(θ) , (25)

ãäå Φ(θ) åñòü ïðåäåë â (8) è îí îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

Φ(θ) = −Et,x

[
χτ<T

f(τ,Xτ , θ) +
∂ψ
∂t (τ,Xτ , θ)

(Lg)τ

( τ∫
t

d

dθ

(
Lg

)
v
dv

+

τ∫
t

d

dθ

(∑
l,j

∂g

∂xl
σlj

)
v
dWj(v)

)]
, (26)

â êîòîðîì â êà÷åñòâå g ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ ôóíêöèþ êëàññà C4(Rd),
ðàâíóþ íóëþ íà ∂G âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, íî ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ Lg íå îáðàùàþòñÿ â íîëü íà ∂G äëÿ âñåõ θ ∈ U .

Ïðåäëîæåííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû FBVP1 è FBVP2 ðàçëè÷àþòñÿ

óêàçàííûìè â òåîðåìàõ 3 è 4 ñïîñîáàìè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà (8).

Â ï. 1.8 äàí àíàëèç ïîãðåøíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìåòîäîì Ýéëåðà çíà-

÷åíèÿ ∂u
∂θ , êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëàì (25), (26) â òåîðåìå 4.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îöå-

íîê ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåñ-

ñîâ â îáëàñòÿõ ñ îòðàæàþùèìè ãðàíèöàìè. Ðåçóëüòàòû âòîðîé ãëàâû îïóá-
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ëèêîâàíû è èñïîëüçîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà 4, 5, 9, 12, 17, 18, 20. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî G � âûïóêëàÿ îáëàñòü â Rd, â êîòîðîé çàäàí çàâèñÿùèé îò

ïàðàìåòðà θ ∈ (θ1, θ2) äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X� ñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ íà

ãðàíèöå ∂G â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè. Ïðîöåññ X� îïèñûâàåòñÿ

ñèñòåìîé ÑÄÓ

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv, θ)dv +

s∫
t

σ(v,Xv, θ)dWv + ks, (27)

ks =

s∫
t

n(Xv)d|kv|, |ks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|kv|, (28)

ãäå n(y) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè â òî÷êå y ∈ ∂G; |k�| �
ëîêàëüíîå âðåìÿ ïðîöåññà X� íà ∂G. Âî âòîðîé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïîëó-

÷åíèÿ îöåíîê ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

âèäà

u(t, x, θ) = Et,x
(
φ(XT , θ)YT (θ) + ZT (θ)

)
, (29)

ãäå YT (θ), ZT (θ) � çíà÷åíèÿ ïðè s = T ôóíêöèé

Ys(θ) = exp(

s∫
t

c(v,Xv, θ)dv +

s∫
t

η(v,Xv, θ)d|kv|), (30)

Zs(θ) =

s∫
t

f(v,Xv, θ)Yvdv +

s∫
t

γ(v,Xv, θ)Yvd|kv|. (31)

Çíà÷åíèå u(t, x, θ) ïðè ëþáîì θ ∈ (θ1, θ2) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé

êðàåâîé çàäà÷è

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x, θ)
∂u

∂xi

+c(t, x, θ)u+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ G, (32)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (33)
∂u

∂n
+ η(t, x, θ)u+ γ(t, x, θ) = 0, x ∈ ∂G. (34)
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Âî âòîðîé ãëàâå äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

À2) îáëàñòü G âûïóêëàÿ, îãðàíè÷åííàÿ êëàññà C3. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ Γ(x) ∈ C3 òàêàÿ, ÷òî Γ(x) > 0 ïðè x ∈ G, Γ(x) = 0 ïðè x ∈ ∂G è

inf
x∈∂G

| ▽ Γ| > 0 (çäåñü | · | � åâêëèäîâà íîðìà â Rd);

Á2) ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ θ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ B(t, x, θ) =

(bij(t, x, θ)) óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíî ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì óñëîâèþ

ðåãóëÿðíîñòè:

B(t, x, θ) ≥ α0I

äëÿ íåêîòîðîãî α0 > 0;

Â2) ôóíêöèè a, σ îãðàíè÷åííûå è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà K òàêàÿ, ÷òî äëÿ

âñåõ θ ∈ (θ1, θ2), v ≥ 0, x, y ∈ Rd, i, j ∈ {1, . . . , d} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|ai(v, x, θ)− ai(v, y, θ)|+ |σij(v, x, θ)− σij(v, y, θ)| ≤ K|x− y|.

Ã2) ïðîèçâîäíûå ∂ai/∂xk, ∂σij/∂xk, ∂ai/∂θ, ∂σij/∂θ (i, j, k = 1, . . . , d)

îãðàíè÷åíû íà [0, T ]× Ḡ× (θ1, θ2).

Â ï. 2.1 ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (29). Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññàX� ÷èñëåííàÿ

ñõåìà ìåòîäà Ýéëåðà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

X∆
i+1 = X i + hai +

√
hσiξi, (35)

X i+1 = X∆
i+1 + (∆i+1K)ni, (36)

ki+1 = ki +∆i+1K, (37)

ãäå ξi � íîðìàëüíûå N(0, 1) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû; ∆i+1K = [d(X∆
i+1)]

−.

Ôóíêöèÿì (30), (31) ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå èõ ñåòî÷íûå àíàëîãè Y i, Z i

Y i =


1, i = 0,

exp(
i−1∑
k=0

(hck + ηkχ∂G(Xk)∆k+1K)), i = 1, . . . , N,
(38)

Zi =


0, i = 0,
i−1∑
k=0

(hfk + γkχ∂G(Xk)∆k+1K)Y k, i = 1, . . . , N.
(39)
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Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ (29) ïðèíèìàåòñÿ çíà÷åíèå

uh(t, x) = Et,x(φ(XN)Y N + ZN), (40)

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ (40) åñòü âåëè÷èíà ïî-

ðÿäêà O(
√
h).

Â ï. 2.2 ðàññìîòðåíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó óðàâíåíèÿ Ñêî-

ðîõîäà (27). Çàäà÷à äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó ñíà÷àëà ðàññìàòðè-

âàåòñÿ äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü äàíà íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ

r : [0, T ]× [θ1, θ2] → Rd. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ r âûïîëíåíî óñëîâèå:

Ä2) ôóíêöèÿ r íåïðåðûâíà ïî t íà [0, T ] è èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî θ â êàæäîé

òî÷êå èíòåðâàëà (θ1, θ2), íåïðåðûâíóþ ïî t è ïî θ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ñêîðîõîäà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîé

ôóíêöèè µ : [0, T ] × [θ1, θ2] → Ḡ è ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè

k : [0, T ] × [θ1, θ2] → Rd òàêèõ, ÷òî ki(0, θ) = 0 (i = 1, . . . , d) ïðè âñåõ

θ ∈ [θ1, θ2], è k èçìåíÿåòñÿ òîëüêî êîãäà µ ∈ ∂G. Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ

(t, θ) ∈ [0, T ]× [θ1, θ2] äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

µ = r + k, (41)

|k(t, θ)| =
t∫

0

χ∂G(µ(s, θ))d|k(s, θ)|, k(t, θ) =

t∫
0

n(µ(s, θ))d|k(s, θ)|, (42)

ãäå |k(t, θ)| ïðè ôèêñèðîâàííîì θ åñòü ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè k(t, θ) íà

îòðåçêå [0, t].

Îáîñíîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(41) ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé. Çàäàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíîå ðàçáèåíèå 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T îòðåçêà [0, T ] ñ øàãîì

h = ti−ti−1 = 1/2m, (i = 1, . . . , N−1), ãäå ÷èñëî óçëîâ ðàçáèåíèÿN = [2mT ],

åñëè 2mT − [2mT ] = 0 è N = [2mT ] + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ r(t, θ) íà îòðåçêå [0, T ] ðàâíîìåðíî ïî θ ∈ [θ1, θ2] ìîæåò áûòü àï-

ïðîêñèìèðîâàíà ñòóïåí÷àòûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðà-

âèëó: rm(t, θ) = r(k2−m, θ) ïðè k2−m ≤ t < (k + 1)2−m, k = 0, . . . , N − 1.
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Äëÿ óðàâíåíèÿ Ñêîðîõîäà µm = rm + km ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ ÿâíî

µm(t, θ) =

{
rm(0, θ), 0 ≤ t < 1

2m ,

ρ
(
µm(

i−1
2m , θ) + ∆rm(

i
2m )

)
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(43)

km(t, θ) =


0, 0 ≤ t < 1

2m ,

km(
i−1
2m , θ) + ρ

(
µm(

i−1
2m , θ) + ∆rm(

i
2m , θ)

)
−µm( i−1

2m , θ)−∆rm(
i
2m , θ),

i
2m ≤ t < i+1

2m ,

(44)

ãäå ∆rm(
i
2m , θ) = rm(

i
2m )− rm(

i
2m − 0).

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè rm, km äèôôåðåíöèðóþòñÿ ïî ïàðàìåò-

ðó è ýòè ïðîèçâîäíûå èìåþò âèä

∂θµm(t, θ) =


∂θrm(0, θ), 0 ≤ t < 1

2m ,
∂ρ
∂x

∣∣∣
µm( i−1

2m ,θ)+∆rm( i
2m ,θ)

·
[
∂θµm(

i−1
2m , θ)

+∂θ∆rm(
i
2m , θ)

]
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(45)

∂θkm(t, θ) =


0, 0 ≤ t < 1

2m ,

∂θkm(
i−1
2m , θ) +

(
∂ρ
∂x

∣∣∣
µm( i−1

2m ,θ)+∆rm( i
2m ,θ)

− I

)
·
[
∂pµm(

i−1
2m , θ) + ∂θ∆rm(

i
2m , θ)

]
, i

2m ≤ t < i+1
2m ,

(46)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ôóíêöèè (45), (46) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

∂θµm = ∂θrm + ∂θkm. (47)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

dkm

( i

2m
, θ
)
= ρ

(
µm

(i− 1

2m
, θ
)
+∆rm

( i

2m
, θ
))

− µm

(i− 1

2m
, θ
)
−∆rm

( i

2m
, θ
)
,

d
∣∣∣km( i

2m
, θ)

∣∣∣ = ∣∣∣ρ(µm(i− 1

2m
, θ
)
+∆rm

( i

2m
, θ
))

− µm

(i− 1

2m
, θ
)
−∆rm

( i

2m
, θ
)∣∣∣,

ãäå ρ � ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ãðàíèöó âäîëü íîðìàëè. Òîãäà óðàâíåíèÿ (42)

ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:
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∣∣km(t, θ)∣∣ = jm∑
i=1

χ∂G

(
µm

( i

2m
, θ
))

d

∣∣∣∣km( i

2m
, θ
)∣∣∣∣ , (48)

km(t, θ) =

jm∑
i=1

dkm

(
i

2m
, θ

)
=

jm∑
i=1

n

(
µm

( i

2m
, θ
))

d
∣∣∣km( i

2m
, θ
)∣∣∣, (49)

ãäå jm � íîìåð óçëà òàêîé, ÷òî jm
2m ≤ t < jm+1

2m .

Òåîðåìà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ À2, Ä2, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ∂pµm, ∂pkm ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè m → ∞ ê ôóíêöèÿì ∂θµ, ∂θk
ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∂θµ = ∂θr + ∂θk, (50)

∂pk(t, θ) =

t∫
0

∂n

∂x
(µ(s, θ))∂θµ(s, θ)d|k(s, θ)|+

t∫
0

χ∂G(µ(s, θ))n(µ(s, θ))d(∂θ|k(s, θ)|).

Òåîðåìà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ A2, Á2 ,Â2, Ã2. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (27), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî è óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂θXt =

t∫
0

(∂a
∂x

(s,Xs, θ)∂θXs +
∂a

∂θ
(s,Xs, θ)

)
ds+

t∫
0

(∂σ
∂x

(s,Xs, θ)∂θXs

+
∂σ

∂θ
(s,Xs, θ)

)
dWs +

t∫
0

∂n

∂x
(Xs)∂θXsd|k(s, θ)|

+

t∫
0

χ∂G(Xs)n(Xs)d|∂θk(s, θ)|,

d|∂θk(s, θ)| =
dk(s, θ)∂θ(dk(s, θ))

d|k(s, θ)|
, |∂θk(t, θ)| =

t∫
0

χ∂G(Xs)d|∂θk(s, θ)|.

Â ï. 2.3 ðàññìîòðåíî îïðåäåëåíèå îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (32) � (34), êîòîðàÿ åñòü ðåçóëüòàò ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ

çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

∂u

∂θ
(t, x) = Et,x

((∂φ
∂x

(XT )∂θXT +
∂φ

∂θ
(XT )

)
YT + φ(XT )∂θYT + ∂θZT

)
, (51)
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ãäå ∂θX·, ∂θY·, ∂θZ· � ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó îò X·, Y·, Z·, êîòîðûå íà-

õîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

∂θXs =

s∫
t

(∂av
∂x

∂θXv +
∂av
∂θ

)
dv +

s∫
t

(∂σv
∂x

∂θXv +
∂σv
∂θ

)
dWv

+

s∫
t

∂n(Xv)

∂x
∂θXvd|kv|+

s∫
t

n(Xv)d|∂θkv|,

∂θYs = Ys

[ s∫
t

(
∂cv
∂x

∂θXv +
∂cv
∂θ

)
dv

+

s∫
t

(
∂ηv
∂x

∂θXv +
∂ηv
∂θ

)
d|kv|

)
+

s∫
t

ηvd|∂θkv|
]
,

∂θZs =

s∫
t

[(
∂fv
∂x

∂θXv +
∂fv
∂θ

)
Yv + fv∂θYv

]
dv +

s∫
t

[(∂γv
∂x

∂θXv

+
∂γv
∂θ

)
Yv + γv∂θYv

]
d|kv|+

s∫
t

γvYvd|∂θkv|,

|∂θks| =
s∫
t

χ∂G(Xv)d|∂θkv|.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèéÀ2,Á2,Â2, Ã2 ïîãðåøíîñòü ìåòîäà

Ýéëåðà ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ∂uh

∂θ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(
√
h).

Â ï. 2.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, â êîòîðîì ïî-

ëó÷åíû îöåíêè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì, äâóìåðíîé êðàå-

âîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-

âîäíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê ∂u
∂θ , ïîëó÷àåìûõ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ ÑÄÓ. Ðåçóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà 3, 5.

Â ï. 3.1 ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è è äàíî îïèñàíèå ìå-

òîäà åå ðåøåíèÿ.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x, θ)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x, θ)
∂u

∂fxi

+c(t, x, θ)u+ f(t, x, θ) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ G, (52)

u(T, x, θ) = φ(x, θ), x ∈ G, (53)
∂u

∂n
+ η(t, x, θ)u+ γ(t, x, θ) = 0, x ∈ ∂G, (54)

ãäå G � îáëàñòü â Rd ñ ãðàíèöåé ∂G; n - åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé

íîðìàëè â òî÷êå x ∈ ∂G; θ = (θ1, . . . , θm) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ.

Çàäà÷ó (52) � (54) ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííîé âðåìåíè ëåãêî ìîæíî ïðå-

îáðàçîâàòü ê çàäà÷å ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà çàäà÷à

îïèñûâàåò íåêîòîðûé ôèçè÷åñêèé ïðîöåññ, íàïðèìåð, ïðîöåññ ïåðåäà÷è òåï-

ëà â òâåðäîì îäíîðîäíîì òåëå, à ôóíêöèÿ u � òåìïåðàòóðà.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ θ ïî èìåþùèìñÿ èçìåðåíèÿì u â çàäàííûõ òî÷êàõ îáëàñòè. Âû-

÷èñëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (52) � (54) è åãî ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ïðåä-

ëàãàåòñÿ îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ.

Â ï. 3.2 íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì ÷èñëåí-

íî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ê åå òî÷íîìó

ðåøåíèþ ïðè óìåíüøåíèè îøèáîê â èñõîäíûõ äàííûõ.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòàííîìó â äèññåðòàöèè ìåòîäó ìèíèìèçà-

öèè äèñïåðñèè ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà îñíîâå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòû ÷åòâåðòîé ãëàâû

îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ àâòîðà 7, 8, 17. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè

äèñïåðñèè îñíîâàí íà ïàðàìåòðèçîâàííîì ïðåîáðàçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé

ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìè-

íèìèçàöèÿ äèñïåðñèè ôóíêöèîíàëà ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè àáñîëþòíîé

âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåãî ïðåîáðàçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷å. Ïðè ýòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà

öåëåâîé ôóíêöèè èñïîëüçóþòñÿ ïðîèçâîäíûå ôóíêöèîíàëà äèôôóçèîííîãî

ïðîöåññà ïî ïàðàìåòðàì.

Â ï. 4.1 ïðåäñòàâëåí âàðèàíò ìåòîäà äëÿ ñëó÷àÿ ïîãëîùàþùåé ãðàíèöû.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ⊂ Rd ñ ðåãóëÿðíîé ãðàíè-

öåé ∂G çàäàí äèôôóçèîííûé ïðîöåññ X� ñ óñëîâèåì ïîãëîùåíèÿ íà ∂G, è

îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ÑÄÓ

Xs = x+

s∫
t

a(v,Xv)dv +

s∫
t

σ(v,Xv)dWv. (55)

Ïðè íåêîòîðûõ çàäàííûõ c, f : [0,∞)×Rd → R ðàñìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèî-

íàë

ϑ ≡ φ(XT )YTχτ>T + ZT∧τ , (56)

ãäå

Ys = exp
( s∫

t

c(v,Xv)dv
)
, Zs =

s∫
t

f(v,Xv)Yvdv . (57)

Äëÿ (t, x) ∈ QT îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

u(t, x) ≡ Et,x

(
φ(XT )YTχτ>T + ZT∧τ

)
. (58)

Èçâåñòíî, ÷òî çíà÷åíèå u(t, x) ïðè (t, x) ∈ QT ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì êðàåâîé

çàäà÷è

Lu+ f(t, x) = 0, t ∈ (0, T ), (t, x) ∈ QT , (59)

u(T, x) = φ(x), x ∈ G, (60)

u(t, x) = 0, x ∈ ∂G, (61)

ãäå Lu ≡ ∂u
∂t +

1
2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂u
∂xi

+ c(t, x)u; bij � ýëåìåíòû

ìàòðèöû B ≡ σσT. Îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íîé ôóíêöèè B(t, x) = (bij(t, x))

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîìåðíî ïî âñåì ñâîèì àðãóìåí-

òàì ïðè íåêîòîðîì α0 > 0 óñëîâèþ

yTB(t, x)y > α0|y|2 (62)

äëÿ ëþáîãî y ∈ Rd. Ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè ôóíêöèî-

íàëà îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â êðàåâîé çàäà÷å (59)�(61) â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ

u = ũV . (63)
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Â (63) V (x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðóþ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü. Ôóíêöèÿ

ũ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

L̃ũ+ f̃(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT , (64)

ũ(T, x) = φ̃(x), x ∈ G, (65)

ũ(t, x) = 0, x ∈ ∂G. (66)

Â (64) � (66) èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

L̃ũ ≡ ∂ũ

∂t
+

1

2

d∑
i,j=1

bij(t, x)
∂2ũ

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

ãi(t, x)
∂ũ

∂xi
+ c̃(t, x)ũ , (67)

ãi ≡ ai +
1

2V

(
2bii

∂V

∂xi
+
∑
i̸=j

(bij + bji)
∂V

∂xj

)
, (68)

c̃ ≡ c+
1

V

(∑
i

ai
∂V

∂xi
+

1

2

∑
i,j

bij
∂2V

∂xi∂xj

)
, (69)

f̃(t, x) ≡ f(t, x)

V (x)
, φ̃(x) ≡ φ(x)

V (x)
. (70)

Â ðàáîòå îöåíêà ũ îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé çàäà÷å (64) � (66) ñèñòåìû ÑÄÓ. Ïðè ýòîì âìåñòî ϑ ðàññìàòðèâàåòñÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ϑ̃ = φ̃(X̃T )ỸT + Z̃T , ãäå çíàê " ˜ "óêàçûâàåò íà ñîîòâåò-

ñòâèå ũ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû îíè

ïðèâîäèëè ê óìåíüøåíèþ ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè1 |Rϑ̃| < |Rϑ|.
Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíà îöåíêà äëÿ ũ ñ ìåíüøåé äèñïåðñèåé, îöåíêà äëÿ

èñõîäíîé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (63).

Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü ôóíêöèþ V , çàâèñÿùóþ îò íåêî-

òîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ è çàòåì ìèíèìèçèðîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå

êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà âàðèàöèè ϑ̃.

Äëÿ äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑN , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìà-

öèåé ϑ, ïîëó÷åííîé ìåòîäîì Ýéëåðà, äîêàçàíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 10 . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ÑÄÓ (55) è ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çà-

äà÷è (59) � (61) â êëàññå H
3+α
2 ,3+α(Q̄T ) äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑN

1Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì µξ ̸= 0 è ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σξ
êîýôôèöèåíò âàðèàöèè Rξ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê Rξ =

σξ

µξ
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ñõîäèòñÿ ïðè N → ∞ ñ ïîðÿäêîì O(
√
h) ê çíà÷åíèþ âåëè÷èíû

Dt,xϑ = Et,x

 T∧τ∫
t

(
∂uv
∂x

)T (
σvσ

T
v

)∂uv
∂x

Y 2
v dv

 . (71)

Â (71) uv = u(v,Xv), σv = σ(v,Xv). Ôóíêöèÿ V äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû

ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà (63) áûëî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∧τ̃∫
t

(∂ũ(v, X̃v)

∂x

)T

B
∂ũ(v, X̃v)

∂x
Ỹ 2
v dv

]

<
1

u(t, x)2
Et,x

[ T∧τ∫
t

(∂uv
∂x

)T

B
∂uv
∂x

Y 2
v dv

]
. (72)

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âàðèàíòîâ ïàðàìåòðèçàöèè V ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü

åå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðîé ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé

Vα(x) =
l∑

i=1

αiSi(x), α = (α1, . . . , αl) . (73)

Ïðè òàêîì çàäàíèè ôóíêöèè V ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (64)�(66) çàâèñèò

îò ïàðàìåòðîâ α1, . . . , αl è çàäà÷ó óìåíüøåíèÿ êâàäðàòà êîýôôèöèåíòà âà-

ðèàöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü êàê çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ

min
α1,...,αl

1

ũ(t, x)2
Et,x

[ T∧τ̃∫
t

(∂ũ(v, X̃v)

∂x

)T

B(v, X̃v)
∂ũ(v, X̃v)

∂x
)Ỹ 2

v dv

]
. (74)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ũ íå èçâåñòíà, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ôóíê-

öèè

Φ(α1, . . . , αl) ≡
Et,x(ϑ̃)

2 − (Et,xϑ̃)
2

(Et,xϑ̃)2
, (75)

çíà÷åíèÿ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè â (74). Ïðè

ýòîì êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ôóíêöèè (75) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàâåíñòâà

∂Φ

∂αi
= 2

Et,x

(
ϑ̃ϑ̃αi

)
Et,xϑ̃− Et,xϑ̃

2Et,xϑ̃αi

(Et,xϑ̃)3
, (76)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ϑ̃αi
= ∂ϑ̃

∂αi
.
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Â ï.4.2 ïðåäñòàâëåí âàðèàíò ìåòîäà ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè ôóíêöèîíà-

ëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íà ãðàíèöå çàäàíî óñëîâèå îòðàæåíèÿ â íàïðàâëåíèè

âíóòðåííåé íîðìàëè.

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà îïðåäåëåíèþ îöåíîê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ. Ðåçóëüòàòû ïÿòîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû è èñïîëüçî-

âàëèñü â ðàáîòàõ àâòîðà 11, 12, 18, 20. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè

êîýôôèöèåíòàìè ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ñî

ñãëàæåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ íàõîäèòü îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ ðàç-

ðûâíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðàëüíîãî óñðåäíåíèÿ.

Â ï. 5.1 äàíà ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ

ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è îïðåäåëåíà îáùàÿ ñõåìà åå ðåøåíèÿ. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíà ñâÿçíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü G ⊂ Rd ãðàíèöåé ∂G.

Îñíîâíûì îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

∂u

∂t
−

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
bi,j(t, x)

∂u

∂xj

)
+

d∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
+f(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT . (77)

Îáëàñòü G ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ ïîäîáëàñòåé G =
M∪
i=1

Gi â êàæäîé èç êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû bij, ai

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ðàâíîìåðíî ïî t, íî ïðè ïåðåõîäå èç îä-

íîé ïîäîáëàñòè â äðóãóþ ýòè êîýôôèöèåíòû ìîãóò òåðïåòü ðàçðûâ ïåðâîãî

ðîäà. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîäîáëàñòåé Gi íå

çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé t è îòñòîÿò îò ãðàíèöû ∂G íà íåêîòîðîì ïîëîæè-

òåëüíîì ðàññòîÿíèè, è âûïîëíåíî óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè

α0

d∑
i=1

ξ2i ≤
d∑

i,j=1

bij(t, x)ξiξj ≤ α1

d∑
i=1

ξ2i , (78)

ãäå α0, α1 > 0 � êîíñòàíòû.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðè t = 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

u(0, x) = φ(x), (79)
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à íà ∂G ïåðâîå êðàåâîå óñëîâèå

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂G. (80)

Èçâåñòíî (Î.À. Ëàäûæåíñêàÿ, Â.À. Ñîëîííèêîâ, Í.Í. Óðàëüöåâà Ëèíåé-

íûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ì.: Íàóêà, 1967.

736ñ.), ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (77), (79), (80) â íîðìå ïðîñòðàí-

ñòâà V1,0
2 (QT ) óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî âàðèàöèé êîýôôèöèåíòîâ è ñâîáîä-

íûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (77). Ïðè ýòîì, åñëè ïðèm→ ∞ ðàâíîìåðíî îãðàíè-

÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b
(m)
ij ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó ê bij, à ôóíêöèè a

(m)
i ,

f (m) ñõîäÿòñÿ ê ai, f â íîðìàõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ îíè îïðåäåëåíû ïî

óñëîâèÿì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, òîãäà îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè b
(m)
ij , a

(m)
i è ïðàâûìè ÷àñòÿìè f (m) ñõîäÿòñÿ ñèëüíî â íîðìå

V1,0
2 (QT ) ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (77), (79), (80). Òàêèì îáðàçîì,

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå u(m) çàäà÷è

(77), (79), (80) ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ðåøàòü çàäà÷ó, â êîòîðîé â óðàâíåíèè

(77) ðàçðûâíûå ôóíêöèè çàìåíåíû íà èõ ãëàäêèå àïïðîêñèìàöèè.

Â ï. 5.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è è ïîëó÷åíèÿ åãî ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè. Ôóíêöèÿ v(m) ≡
u(m) − u ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, è îíà

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è

∂v(m)

∂t
−

d∑
i,j=1

∂

∂xi

(
b
(m)
ij

∂v(m)

∂xj

)
+

d∑
i=1

a
(m)
i

∂v(m)

∂xi
+ f

(m)
0 +

d∑
i=1

∂f
(m)
i

∂xi
= 0, (81)

v(m)(0, x) = 0, x ∈ G (82)

v(m)(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂G, (83)

ãäå f
(m)
i ≡

d∑
j=1

(bij − b
(m)
ij ) ∂u∂xj , f

(m)
0 ≡ f (m) − f .

Çàäà÷à (81), (82), (83) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ôóíêöèé v(m) è v(m,k) = max{0; v(m) − k} äîêàçàíû äâà ñëåäóþùèõ

óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
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çàäà÷è (77), (79), (80) â ïðîñòðàíñòâå V1,0
2 (QT ); φ ∈ L2(G). Òîãäà èìååò

ìåñòî ñõîäèìîñòü ∥v(m,k)∥V1,0
2 (QT )

→ 0 ïðè m→ ∞.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 6. Òîãäà äëÿ çàäàííîãî
óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ε ñóùåñòâóåò òàêîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà mε, ÷òî ïðè âñåõ m ≥ mε

vraimax
QT

|v(m)| < ε.

Â ýòîì ðàçäåëå äàíî îïèñàíèå ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùåé ÷èñ-

ëåííîå ðåøåíèå ÑÄÓ ìåòîäîì Ýéëåðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíêè ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè.

Â ï. 5.3 ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè ê ðàñ÷åòó òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ

òåëîçàùèòíîãî ïîêðûòèÿ ôþçåëÿæà ñàìîëåòà, ñîäåðæàùåãî ñîòîâûå òåïëî-

çàùèòíûå ïàíåëè.

Â ïðèëîæåíèè íàõîäèòñÿ êîïèÿ àêòà î âíåäðåíèè ðåçóëüòàòîâ äèññåð-

òàöèè.

Â çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

1. Ïîëó÷åíû äâå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â

îáëàñòÿõ ñ óñëîâèÿìè ïîãëîùåíèÿ íà ãðàíèöå. Íà îñíîâå ýòèõ ôîðìóë ïî-

ñòðîåíû äâà ìåòîäà îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ

îæèäàíèé ôóíêöèîíàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ.

2.Îáîñíîâàíà âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðàì ëîêàëüíîãî

âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà íà ãðàíèöå. Ïîñòðîåí ìåòîä

îöåíêè ïðîèçâîäíûõ ïî ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ôóíêöèî-

íàëîâ îò äèôôóçèîííûõ ïðîöåññîâ â îáëàñòÿõ ñ óñëîâèåì îòðàæåíèÿ íà

ãðàíèöå.

3. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìà-

òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà ïðè óáûâà-

íèè äëèíû øàãà â ìåòîäå Ýéëåðà.

4. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ìèíèìèçàöèè äèñïåðñèè îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
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äàíèÿ ôóíêöèîíàëà îò äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííûé íà ïðåîáðàçî-

âàíèè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

5. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îöåíêè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëî-

ïðîâîäíîñòè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøåíà çàäà÷à îöåíêè òåïëî-

âîãî ñîñòîÿíèÿ ñîòîâûõ êîíñòðóêöèé ôþçåëÿæà ñàìîëåòà íà îñíîâå ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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