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Введение

Актуальность исследования.

Стохастическое моделирование получило широкое распространение при изу-

чении проблем в океанологии, гидрологии, гидромеханике, судостроении и дру-

гих областях, см., например, [4, 13, 35, 45, 47–49, 76, 103]. При решении многих

задач важно учитывать динамику и статистические свойства поверхности мор-

ского волнения.

В общем случае морское ветровое волнение является сложным неоднород-

ным процессом. Однако на практике распространение получили линейные моде-

ли, поскольку они с достаточной точностью описывают вероятностные свойства

волнения, требуя меньшие вычислительные мощности. Наиболее полно изучена

модель, представляющая морскую поверхности в виде суперпозиции элементар-

ных гармонических волн случайных амплитуд и фаз. Лонге-Хиггинс показал,

что полученная суперпозиция является случайным гауссовским процессом [31].

Такая модель морской поверхности применяется, например, в работе [52] для

изучения влияния спектральной плотности волнения на амплитуду колебаний

опорных блоков морских стационарных платформ.

При изучении взаимодействия света с водной средой широкое распростране-

ние получила «фацетная» модель Кокса-Манка для моделирования поверхно-

сти морского волнения [65], в которой граница раздела вода-воздух представля-

ет собой случайную поверхность, составленную из набора элементарных площа-

док, центры которых лежат в одной плоскости, а нормали к ним распределены

в соответствии с заданной функцией распределения. Однако данная модель

не учитывает явления затемнения и переотражения излучения элементами по-

верхности. В работе [74] рассматривается пространственная модель поверхности

морского волнения, которая используется для вычисления характеристик поля

отраженного оптического излучения с учетом эффектов затемнения и переот-

ражения излучения элементами поверхности. Впоследствии для решения этой
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задачи в работе [58] была рассмотрена пространственно-временная модель.

Одной из актуальных проблем является изучение природного явления, по-

лучившего название «волны-убийцы». Аномально высокие волны представляют

собой серьезную угрозу для судов и морских сооружений. Такие волны могут

встречаться как на глубокой, так и на мелкой воде, как при сильном, так и

слабом волнении. Основной особенностью данных волн является их внезапное

появление «из неоткуда». Все это осложняет изучение описанного явления.

В последние десятилетия идет интенсивное изучение волн-убийц, см., напри-

мер, [56, 59–62, 66, 67, 69, 71–73, 75, 93, 94, 96, 105]. Большое количество проектов

направленно на изучение проблемы аномально высоких волн: «MAXWAVE»,

«DEROGUE WAVES», «HANDLING WAVES», «EXTREME SEAS» и другие.

Однако многие вопросы до сих пор остаются нерешенными и единой теории

экстремально высоких волн не существует.

Степень разработанности темы исследования, научная и практи-

ческая значимость.

Спектральные модели получили широкое распространение для исследова-

ния различных стохастических объектов и явлений, таких как турбулентность,

атмосферная облачность, поверхность морского волнения. Подходу, основанно-

му на спектральном разложении, посвящено большое количество публикаций.

Отметим наиболее ранние работы [76,88,95,104], работы [33,34], в которых было

предложено комбинировать разбиение спектрального пространства с рандоми-

зацией спектра и работы [78, 79], в которых получены интересные результаты

о сходимости. При этом проблема погрешности приближенных спектральных

моделей остается недостаточно изученной. Часто количество случайных гармо-

ник модели определяется лишь «правдоподобностью» результатов вычислений,

либо возможностью вычислительной техники. Поэтому вопрос подбора опти-

мальной спектральной модели до сих пор остается открытым.

В диссертационной работе показаны и опробованы методики, позволяющие

оптимизировать спектральную модель и выбрать наиболее подходящую среди



6

множества моделей. Отметим, что применение данных методик не ограничива-

ется моделями поверхности морского волнения, и они могу быть использованы

при моделировании различных стохастических объектов и явлений.

Для изучения аномально высоких волн-убийц применяются различные под-

ходы, основанные как на линейной теории, так и на нелинейных динамиче-

ских эффектах. Например, подход, основанный на геометрической фокусиров-

ке [59,73], моделирование нелинейной динамики поверхностных волн на основе

нелинейного уравнения Шредингера [71, 72, 94], двумерного уравнения Навье-

Стокса [96], уравнения Диста [105], нелинейного уравнения потенциального по-

тока со свободной поверхностью [69] и т.д. Однако, на сегодняшний день нет

удовлетворительного инструмента для прогнозирования и изучения механиз-

мов возникновения таких волн.

В диссертационной работе предлагается подход к моделированию морского

волнения и гигантских волн-убийц, основанный на условных спектральных мо-

делях. Разработанные модели позволяют воспроизводить поверхность морского

волнения с аномально высокой волной. При этом спектры волнения, заложен-

ные в модели, могут быть оценены по натурным данным.

Целью данной работы является разработка и исследование свойств чис-

ленных моделей морской поверхности и аномально высоких волн-убийц.

Для достижения указанной цели необходимо решить следующие задачи:

– Разработать временные, пространственные и пространственно-временные

спектральные модели поверхности морского волнения, позволяющие учи-

тывать данные наблюдений.

– Изучить влияние выбора спектральной области модели на точность вос-

произведения дисперсии случайной поверхности морского волнения.

– Исследовать погрешность спектральных моделей морской поверхности и

точность воспроизведения корреляционных структур случайных полей.
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– Исследовать эффективность спектральных моделей морского волнения,

проведя сравнение оценок для тестовых функционалов.

– Разработать алгоритм численного моделирования спектральных моделей

морской поверхности с аномально высокими волнами.

– Разработать методику оценки частоты появления высоких волн на основе

анализа спектра морского волнения.

– Изучить сходимость спектральных моделей поверхности морского волне-

ния и аномально высоких волн в различных функциональных простран-

ствах.

Научная новизна работы определяется совокупностью полученных ре-

зультатов:

– разработан класс численных стохастических моделей поверхности мор-

ского волнения, основанных на спектральном представлении случайных

функций и полей;

– изучена точность спектральных моделей поверхности морского волнения,

приведены методики вычисления погрешности моделей, основанные на

оценке точности воспроизведения корреляционных структур и с исполь-

зованием функционалов с известными аналитическими выражениями;

– разработаны стохастические модели морского волнения с аномально вы-

сокими волнами, основанные на условных спектральных моделях;

– доказана сходимость спектральных и условных спектральных моделей по-

верхности морского волнения;

– предложен подход к оценке частоты появления высоких волн на основе

анализа спектра волнения.



8

Методология и методы исследования.

В диссертационной работе для решения поставленных задач использова-

лись:

– аппарат теории методов Монте-Карло, математического анализа, теории

вероятностей;

– спектральный метод моделирования однородных гауссовских случайных

процессов и полей;

– численный алгоритм, позволяющий моделировать гауссовские однород-

ные случайные поля с учетом известных значений поля в фиксированных

точках;

– методЮла-Уокера для оценки параметров авторегрессионной модели слу-

чайных процессов;

– алгоритмы оценивания среднего числа выбросов случайного процесса вы-

ше заданного уровня и средней длительности интервалов между выбро-

сами случайного процесса;

– языки программирования Pascal и Matlab для написания вычислительных

программ.

Основные положения, выносимые на защиту:

– семейство численных алгоритмов моделирования поверхности морского

волнения, основанных на спектральном разложении;

– результаты исследований точности спектральных моделей поверхности

морского волнения;

– результаты численного стохастического моделирования поверхности мор-

ского волнения с аномально высокими волнами;
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– результаты исследования сходимости спектральных и условных спектраль-

ных моделей морской поверхности.

Личный вклад автора состоит в участии в постановке задач, решаемых

в диссертации, исследовании свойств рассматриваемых процессов, разработке

комплекса вычислительных программ для проведения численных эксперимен-

тов и обсуждении полученных результатов. Автор участвовал в подготовке на-

учных публикаций, выступал на научных семинарах и конкурсах с материалами

работы.

Достоверность полученных результатов.

В диссертационной работе использованы научные методы обоснования по-

лученных результатов и выводов. Проведены теоретические исследования и со-

ответствующие численные эксперименты. Результаты прошли научное рецензи-

рование в процессе публикации в ведущих отечественных журналах. Материа-

лы работы докладывались и обсуждались со специалистами в области модели-

рования стохастических процессов на ведущих российских и международных

конференциях.

Апробация результатов.

Полученные результаты исследовательской работы докладывались и обсуж-

дались на:

– Всероссийской конференции «Актуальные проблемы вычислительной ма-

тематики и математического моделирования» (Новосибирск, 2012 г.),

– 50-ой и 51-ой Международных научных студенческих конференциях «Сту-

дент и научно-технический прогресс» (Новосибирск, 2012, 2013 гг.),

– конференциях молодых ученых ИВМиМГ СО РАН (Новосибирск, 2013,

2014 гг.),

– The Seventh International Workshop on Simulation (Римини, 2013 г.),
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– The Second International Workshop «Applied Methods of Statistical Analysis.

Applications in Survival Analysis, Reliability and Quality Control» (Новоси-

бирск, 2013),

– The Eight International Workshop on Simulation (Вена, 2015 г.)

– The Third International Workshop «Applied Methods of Statistical Analysis.

Nonparametric Approach - AMSA’2015» (Белокуриха, 2015),

– Международной научной конференции «Вычислительная и прикладная

математика 2017» (Новосибирск, 2017),

– The Ninth International Workshop on Simulation (Барселона, 2018),

– Международной конференции «Вычислительная математика и математи-

ческая геофизика», появященной 90-летию со дня рождения академика А.

С. Алексеева (Новосибирск, 2018),

– Международной конференции «Актуальные проблемы вычислительной и

прикладной математики 2019» (Новосибирск, 2019).

По материалам диссертации опубликовано 16 работ [23–25, 27–30, 43, 80–84,

99–101], из них 4 статьи в журналах из списка ВАК, зарегистрирован «Про-

граммный комплекс для численного моделирования стохастической структуры

морской поверхности» [26] и разработан электронный ресурс [36].

Структура и объем работы.

Диссертационная работа состоит из введения, 3 глав, заключения, списка

обозначений, списка использованной литературы и приложений. Объем диссер-

тационной работы – 102 страницы, в том числе 28 рисунков, 9 таблиц. В списке

литературы содержится 110 наименований на русском и английском языках.

В первой главе диссертационной работы разрабатываются и изучаются спек-

тральные модели поверхности морского волнения, особое внимание уделено про-

странственным и пространственно-временным моделям.
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В п. 1.1 приводится общая информация о спектральных моделях гауссов-

ских однородных случайных полей и их свойствах, рассматриваются три вида

спектральных моделей, которые используются в работе для численного моде-

лирования поверхности морского волнения.

В п. 1.2 предлагается алгоритм моделирования пространственной структу-

ры поверхности морского волнения в фиксированный момент времени, которая

может быть описана однородным гауссовским случайным полем возвышений

относительно среднего уровня u(x, y), однозначно задаваемым спектральной

плотностью

fλν(λ, ν) =
1

2ρ

√
g

ρ
S(µ)Q(φ, µ),

где g – ускорение свободного падания, S(µ) – частотный спектр и Q(φ, µ) –

угловой спектр волнения,

µ =
√
gρ, ρ=

√
λ2 + ν2, φ = arg(λ+ iν).

Будем предполагать, что спектральная плотность поля u(x, y) сосредоточена в

области Λ = (0, A) × (−B,B). Пространственную спектральную модель поля

u(x, y) вида

umn(x, y) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(λijx+ νijy) + ηij sin(λijx+ νijy)] ,

где ξij, ηij – независимые стандартные нормальные случайные величины, со

спектральной областью, в которой сосредоточена спектральная плотность поля

umn(x, y),

Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn) ⊆ Λ

будем называть пространственной моделью СММП. В диссертационной работе

исследуются модели трех видов:

СММП-Н: векторы (λij, νij), выбираются в центрах прямоугольных областей

Λmn
ij и

a2
ij =

∫∫
Λmn
ij

fλν(λ, ν)dλdν, i = 1, .., n, j = 1, ...,m;
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СММП-P1: векторы (λij, νij) моделируются независимо по распределениям,

индуцированным спектральной плотностью fλν(λ, ν) в соответствующих мно-

жествах Λmn
ij и

a2
ij =

∫∫
Λmn
ij

fλν(λ, ν)dλdν, i = 1, .., n, j = 1, ...,m;

СММП-P2: векторы (λij, νij) независимы в совокупности, одинаково рас-

пределены в области Λmn по распределению с плотностью, пропорциональной

fλν(λ, ν), и

a2
ij =

∫∫
Λmn

fλν(λ, ν)dλdν

mn
, i = 1, .., n, j = 1, ...,m.

В п. 1.3 изучаются пространственно-временные спектральные модели СММП

wmn(x, y, t) поля w(x, y, t). Для перехода от пространственной к пространственно-

временной модели используется дисперсионное соотношение, которое для глу-

бокой воды имеет вид:

µ2 = g
√
λ2 + ν2,

где µ – временная частота, λ, ν – пространственные частоты монохроматической

морской волны, g – ускорение свободного падения.

Во второй главе проводится исследование спектральных моделей поверхно-

сти морского волнения. В п. 2.1 исследуются свойства спектральных моделей

морской поверхности в зависимости от выбранного размера спектральной об-

ласти.

В п. 2.2 изучается точность спектральных моделей поверхности морского

волнения методом, основанным на вычислении погрешности воспроизведения

корреляционной функции

R(x, y, t) =

∫
R2

cos(λx+ νy +

√
g
√
λ2 + ν2t)fλν(λ, ν)dλdν

для нерандомизированных моделей и оценке «среднего отклонения» корреля-

ционных функций для рандомизированных моделей. В п. 2.3 проводится срав-
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нение оценок функционала для моделей поверхности морского волнения. В ка-

честве функционала рассматривается средняя длительность интервалов между

выбросами случайного процесса выше заданного уровня.

В п. 2.4 изучается сходимость моделей семейства СММП. Основные резуль-

таты представлены в теореме.

Теорема. Предположим, что для спектрального пространства Λ случайного

поля u(x, y) и спектральных областей Λmn пространственных моделей СММП

umn(x, y) выполняется условие: Λmn = Λ. Тогда для пространственных и соот-

ветствующих им пространственно-временных моделей СММП-Н, СММП-Р1 и

СММП-Р2 при n→∞ и m→∞ справедливо:

1. конечномерные распределения пространственных и

пространственно-временных моделей СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2

сходятся в смысле сходимости конечномерных распределений;

2. пространственные и пространственно-временные модели

СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 слабо сходятся в пространстве Cp(K),

где K – компакт в R2 и p ∈ {0, 1, ...};

3. пространственные и пространственно-временные модели

СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 слабо сходятся в пространстве Lp(K),

где K – компакт в R2 и p ≥ 1.

В главе 3 диссертационной работы для моделирования поверхности морско-

го волнения с аномально высокими волнами применяются условные спектраль-

ные модели. В п. 3.1 приводятся общие сведения об условных спектральных

моделях гауссовских полей и их свойствах.

В п. 3.2. описывается применение условных спектральных моделей для мо-

делирования морской поверхности с гигантскими океаническими волнами. До-

пустим, что поле u(x, y) проходит через фиксированные точки:

u(xl, yl) = bl, l = 1, ..., L.
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Тогда условная спектральная модель поля u(x, y) принимает вид:

umn(x, y) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(λijx+ νijy) + ηij sin(λijx+ νijy)] ,

где величины ξj и ηj построены при линейном условии

n∑
i=1

m∑
j=1

pijξij + qijηij = bul , l = 1, ..., Lu,

pij = aij cos(λijx+ νijy), qij = aij sin(λijx+ νijy).

По аналогии с моделями СММП в диссертационной работе рассматривается

три вида условных спектральных моделей морской поверхности УСММП.

В п. 3.3 изучается сходимость моделей УСММП. Доказана сходимость ко-

нечномерных распределений и слабая сходимость рассматриваемых моделей в

функциональных пространствах Lp и Cp.

В п. 3.4. оценивается частота возникновения аномально высоких волн. При-

меняемый здесь подход основан на анализе спектра волнения и позволяет ис-

пользовать как теоретические данные, так и данные наблюдений.

Заключение содержит перечень основных результатов диссертационной ра-

боты.

В дополнение к основному материалу диссертационная работа содержит

приложения. В приложении А приводятся сведения об аппроксимациях ча-

стотных и угловых спектров морского волнения, используемых в работе для

построения и изучения моделей морской поверхности. В приложении Б приве-

дены краткие сведения о природном явлении, получившем название «волны-

убийцы», для моделирования которого в диссертационной работе используются

условные спектральные модели. В приложении В приведена шкала Бофорта,

которая в диссертационной работе используется для обсуждения адекватности

полученных результатов моделирования поверхности морского волнения.

Диссертационная работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ,

гранты 15-01-01458, 18-31-00159.
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1 Спектральные модели морской поверхности

Экспериментальные данные о статистических свойствах ветрового волнения

водной поверхности свидетельствуют о том, что оно с высокой точностью может

быть описано однородным гауссовским случайным полем возвышений относи-

тельно среднего уровня, см. [12,17,46]. В диссертационной работе для построе-

ния гауссовских случайных полей используются спектральные модели. Поэтому

для начала приведем общие сведения о применении спектрального разложения

для моделирования случайных гауссовских полей. А далее продемонстрируем

описанный подход в применении к задаче моделирования поверхности морского

волнения.

Основные результаты, представленные в этом разделе, опубликованы в [27,

81,84,99,100].

1.1 Общая информация о спектральных моделях гауссов-

ских полей

В этом пункте приведены основные принципы применения спектрально-

го разложения для моделирования случайных гауссовских процессов и полей.

Данному подходу посвящено множество публикаций. Отметим некоторые из

них [33,34,42,76–79,88,95,98,104].

Предположим, что w(x), x ∈ Rk - вещественное однородное гауссовское слу-

чайное поле с нулевым средним, единичной дисперсией и корреляционной функ-

цией R(x) = Mw(x + y)w(y). Тогда спектральные представления случайного

поля и корреляционной функции имеют следующий вид [7, 44]:

w(x)=

∫
P

cos〈x, λ〉ξ(dλ) +

∫
P

sin〈x, λ〉η(dλ), (1)

R(x) =

∫
P

cos〈x, λ〉χ(dλ), (2)
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где χ(dλ) – спектральная мера случайного поля w(x), ξ(dλ), η(dλ) – веществен-

ные ортогональные стохастические гауссовские меры на измеримом множестве

P в Rk таком, что:

P ∩ (−P)={0}, P ∪ (−P) = Rk.

Будем называть P спектральным пространством.

Обозначим через A и B измеримые подмножества множества P. Тогда вы-

полнено:
Mξ2(A) = Mη2(A) = χ(A),

Mξ(A) = Mη(B) = 0,

Mξ(A)η(B) = 0.

Кроме того, если множества A и B не пересекаются, то

Mξ(A)ξ(B) = Mη(A)η(B) = 0,

ξ(A+B) = ξ(A) + ξ(B),

η(A+B) = η(A) + η(B).

Отметим, что в этой главе и далее 〈., .〉 означает скалярное произведение в

рассматриваемом пространстве.

В основе спектрального метода лежит идея использования аппроксимации

стохастического интеграла (1). Очевидно, что для каждого случайного поля

w(x) можно построить множество спектральных моделей. Для эффективного

решения поставленной задачи важно удачно подобрать приближенную модель.

Ниже приведены краткие сведения о некоторых спектральных моделях, кото-

рые мы будем использовать в работе, и о способах вычисления погрешности

этих моделей.

Простейшей спектральной моделью служит аппроксимация интеграла (1)

конечной суммой гармоник. Выберем некоторое разбиение спектрального про-

странства P множествами Qj такое, что

P =
n∑
j=1

Qj, Qi ∩Qj = ∅, где i 6= j.
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В качестве аппроксимации случайного поля (1) рассмотрим

wn(x) =
n∑
j=1

χ1/2(Qj)
[
ξj cos〈λj, x〉+ ηj sin〈λj, x〉

]
, (3)

где n – число гармоник, ξj, ηj – независимые гауссовские величины, для которых

выполняются соотношения:

Mξj = Mηj = Mξjηk = 0,

Mξ2
j = Mη2

j = 1.

В случае нерандомизированной модели для построения аппроксимации (3)

векторы λj ∈ P выбираются в соответствующих множествах Qj неслучайным

образом. Корреляционная функция однородного гауссовского случайного поля

(3) имеет следующий вид:

Rn(x) =
n∑
j=1

χ(Qj) cos〈λj, x〉. (4)

Для оценки «близости» аппроксимации (3) интеграла (1) в нерандомизиро-

ванном случае можно использовать величину [42]:

∆(wn, w) = ‖q(x) · [R(x)−Rn(x)]‖F , (5)

где q(x) – неотрицательная весовая функция, ‖.‖F – норма в некотором функ-

циональном пространстве F. Величину (5) будем называть корреляционной по-

грешностью нерандомизированной модели.

Перейдем к рандомизированной схеме приближенного моделирования. В об-

щем случае рандомизированную спектральную модель можно представить в

следующем виде [42]:

wn(x) =
n∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj, x〉+ ηj sin〈λj, x〉

]
, (6)

где n – число гармоник, ξj, ηj – стандартные нормальные случайные величины,

λj - случайные векторы, распределенные по вероятностным мерам χj таким,
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что

χ(dλ) =
n∑
j=1

a2
jχj(dλ),

n∑
j=1

a2
j = 1. (7)

Отметим, что в случае рандомизированных моделей условие (7) гарантирует

совпадение ковариационных функций случайного поля (1) и модели (6). Реа-

лизации рандомизированных спектральных моделей можно интерпретировать

как однородные случайные поля с дискретным спектром, сосредоточенным в

точках λj, выбранных случайным образом. Поэтому в качестве корреляционной

погрешности рандомизированной модели (6) будем рассматривать следующую

величину [42]:

M∆(wn, w), (8)

где

∆(wn, w) =
∥∥q(x) · [R(x)−Rn(x)]

∥∥
F,

Rn(x) =
n∑
j=1

a2
j cos〈λj, x〉

и математическое ожидание берется по совместному распределению векторов

λj.

Рассмотрим два примера рандомизированных спектральных моделей, кото-

рые будем использовать в дальнейшем.

Первая модель была предложена в работе [33] и объединяет в себе прин-

цип рандомизации спектра и принцип разбиения спектрального пространства.

Моделирующая формула в этом случае будет аналогична формуле (3), однако

векторы λj выбираются в соответствующих множествах Qj случайным образом

согласно распределениям, порожденным спектральной мерой χ.

Вторая модель была рассмотрена в работе [55]:

wn(x) =
1√
n

n∑
j=1

[
ξj cos〈λj, x〉+ ηj sin〈λj, x〉

]
, (9)

где n – число гармоник, ξj, ηj - независимые стандартные гауссовские случай-

ные величины. Отличие этой модели от предыдущей в том, что спектральное
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пространство не разбивается на подмножества, а случайные векторы λj распре-

делены по мере χ.

В общем случае для спектральных моделей (3) и (6) векторы λj принад-

лежат спектральному пространству P. Более эффективной может оказаться

спектральная модель wn(x) для которой векторы λj принадлежат меньшему

множеству Λn ⊂ P, содержащему основную «массу» спектральной меры. Это

множество Λn далее будем называть спектральной областью.

Замечание 1. Запись формул (3), (6), (9) является в некотором смысле упро-

щенной, так как формально значения aj, ξj, ηj, λj и множества Qj в этих фор-

мулах зависят от n. Далее в работе мы также будем опускать этот индекс для

краткости записи.

Замечание 2. В литературе можно встретить различные определения ко-

вариационной и корреляционной функций. В данной работе ковариационной

функцией будем называть функцию вида:

B(s1, s2) = Mx(s1)x(s2),

корреляционной будем называть функцию

R(s1, s2) = M
[
x(s1)−Mx(s1)

][
x(s2)−Mx(s2)

]
,

а под нормированной корреляционной будем понимать функцию

R(s1, s2)√
R(s1, s1)R(s2, s2)

.

1.2 Пространственные спектральные модели морской по-

верхности

Морская поверхность может быть описана однородным гауссовским случай-

ным полем возвышений относительно среднего уровня w(x, y, t), которое одно-

значно задается спектральной мерой

F (dλ, dν, dµ) = f(λ, ν, µ)dλdνdµ
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с плотностью f(λ, ν, µ) и корреляционной функцией

R(x, y, t) =

∫
R3

cos(λx+ νy + µt)f(λ, ν, µ)dλdνdµ.

Далее будет показано, что плотность f(λ, ν, µ) является обобщенной и сосредо-

точена на некоторой поверхности.

Рассмотрим поверхность морского волнения w(x, y, t) в фиксированный мо-

мент времени t0:

u(x, y) = w(x, y, t)|t=t0. (10)

Тогда u(x, y) - однородное гауссовское случайное поле со спектральной плотно-

стью

fλν(λ, ν) =

∫
R

f(λ, ν, µ)dµ (11)

и корреляционной функцией

Rxy(x, y) =

∞∫
0

∞∫
−∞

cos(λx+ νy)fλν(λ, ν)dνdλ.

Наряду с параметрами λ и ν часто удобно рассматривать полярные коорди-

наты ρ и φ:
ρ2=λ2 + ν2, φ = arg(λ+ iν);

λ = ρ sin(φ), ν = ρ cos(φ).
(12)

При этом спектральные плотности связаны соотношениями [58]:

fλν(λ, ν) =
fρφ (ρ, φ)

ρ
,

fρφ(ρ, φ) = ρfλν (λ, ν) .

Спектральную плотность поля u(x, y) можно представить следующим обра-

зом [42]:

fλν(λ, ν) =
fρφ(ρ, φ)

ρ
=

1

2ρ

√
g

ρ
S(µ)Q(φ, µ), µ =

√
gρ, (13)
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где g – ускорение свободного падания, ρ и φ определяются выражениями (12),

S(µ) – частотный спектр и Q(φ, µ) – угловой спектр волнения. Для аппроксима-

ции частотных и угловых спектров морского волнения используются различные

выражения, см. приложения А.1 и А.2.

Далее в работе мы будем использовать аппроксимацию частотного спектра,

предложенную в работе [9]:

S(µ)=


6m0

(
µmax

µ

)5

µ−1 exp

{
−1.2

[(
µmax

µ

)5

−
(
µmax

µ1

)5
]}

, µ ∈ (0, µ1],

S(µ1) + (S(µ2)− S(µ1)) · µ−µ1

µ2−µ1
, µ ∈ (µ1, µ2),

0.0078g2µ−5, µ ∈ [µ2, µ3),

(14)

где
µ1 = 1.8µmaxµ̃

−0.7, µ2 = 2.0µmaxµ̃
−0.7, µ3 ≈ 30 с−1,

m0 = 0.00127g−2v4µ̃−3.19, µ̃ = vµmaxg
−1,

v – это скорость ветра на высоте 10 м над уровнем моря, µmax – частота спек-

трального максимума спектра, и аппроксимацию углового спектра, представ-

ленную в работе [41], которая предполагает независимость углового распреде-

ления энергии от частоты µ:

Q(φ) =
2

π
· cos2(φ), φ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
. (15)

В приведенных выше формулах предполагается, что направление ветра совпа-

дает с осью OX.

Замечание. В работе [9] приведены данные наблюдений за поверхностью

морского волнения более чем за 5 лет. В приведенных данных скорость ветра

v принимает значения от 5 м/с и превышает 25 м/c. Частота спектрального

максимума µmax колеблется от 0,4 с−1 до 4 с−1. В диссертационной работе при

выборе параметров морского волнения для проведения вычислительных экспе-

риментов мы опираемся на эти данные.

Рассмотрим пространственную спектральную модель поля u(x, y), имею-
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щую следующий вид:

umn(x, y) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(λijx+ νijy) + ηij sin(λijx+ νijy)] , (16)

где ξij, ηij – независимые стандартные нормальные случайные величины, aij

определяются далее конкретным численным алгоритмом построения спектраль-

ной модели.

Будем предполагать, что спектральная плотность поля u(x, y) сосредоточе-

на в области Λ = (0, A) × (−B,B). В качестве спектральной области модели

umn(x, y) рассмотрим прямоугольную область Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn) ⊆

Λ.

Пространственную спектральную модель вида (16) со спектральной обла-

стью Λmn будем называть пространственной моделью СММП (спектральная

модель морской поверхности).

Если при построении модели СММП используется принцип разбиения спек-

трального пространства, то область Λmn будем разбивать на подобласти Λmn
ij ,

размером
Amn

n
на

2Bmn

m
, где i = 1, ..., n, j = 1, ...,m, m – четное число, n×m =

N – число гармоник, см. рисунок 1.

Точность моделей СММП зависит от размеров спектральной области Amn,

Bmn и от количества используемых гармоникN . Отметим, что выбор оптималь-

ных параметров модели определяется как структурой моделируемого случайно-

го поля, так и задачей, которую нужно решить. Далее в главе 2 мы рассмотрим

некоторые подходы к определению параметров модели.

Введем некоторые виды спектральных моделей морской поверхности. Рас-

смотрим нерандомизированную спектральную модель (16), где

a2
ij =

∫∫
Λmn
ij

fλν(λ, ν)dλdν, i = 1, .., n, j = 1, ...,m. (17)

Спектр модели сосредоточен в точках (λij, νij), которые мы будем выбирать

в центрах прямоугольных областей Λmn
ij . Такую модель будем называть про-

странственной моделью СММП-Н.
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Рис. 1: Спектральная область Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn) модели (16) поля

u(x, y) и ее разбиение на подобласти.
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Рандомизированную спектральную модель (16), в которой векторы (λij, νij),

в отличие от пространственной СММП-Н, моделируются независимо по распре-

делениям, индуцированным спектральной плотностью fλν(λ, ν) в соответству-

ющих множествах Λmn
ij , будем называть пространственной моделью СММП-Р1.

Как и в случае пространственной модели СММП-Н, для модели СММП-P1 име-

ет место (17).

И, наконец, рассмотрим рандомизированную спектральную модель без раз-

биения спектральной области. В этом случае векторы (λij, νij) независимы в

совокупности, одинаково распределены в области Λmn по распределению с плот-

ностью, пропорциональной fλν(λ, ν), и

a2
ij =

∫∫
Λmn

fλν(λ, ν)dλdν

mn
, i = 1, .., n, j = 1, ...,m. (18)

Обозначим такую модель как пространственную модель СММП-P2.

Сходимость каждой из рассмотренных моделей будет подробно рассмотрена

в пункте 2.4.

Отметим, что каждая из рассматриваемых моделей показывает себя наилуч-

шим образом в своем классе задач. Так далее будет показано, что рандомизиро-

ванные модели, построенные с применением принципа разбиения спектральной

области, могут быть точнее, например, в задачах оценки значений функциона-

лов. Однако рандомизированые модели без разбиения спектра проще и поэтому

приоритетнее в ряде задач. Нерандомизированные же модели хорошо себя про-

являют при построении небольшого числа реализаций случайных полей.

Предположим, что волнение морской поверхности описывается частотным

спектром (14) и угловым спектром (15) с параметрами:

v = 15 м/c, µmax = 0.5 с−1. (19)

Рассмотрим пример реализации пространственной модели СММП-Н. Выберем

следующие параметры модели:

Amn = 0.1 м−1, Bmn = 0.07 м−1, n = 100, m = 150. (20)



26

Для вычисления интегралов (17) использовался метод прямоугольников. Каж-

дая область Λmn
ij , i = 1, .., n, j = 1, ...,m разбивалась на 100 прямоугольных

подобластей.

На рисунке 2 представлена спектральная плотность (13) с параметрами (19).

Соответствующее гауссовское однородное случайное поле u(x, y) имеет диспер-

сию 1.55 м2. Реализация пространственной модели СММП-Н, соответствующая

указанным параметрам, представлена на рисунке 3.

В работе [10] приведены данные, согласно которым, средняя высота волн

полностью развитого волнения при скорости ветра 15 м/с составляет 3.1 м.

Согласно шкале Бофорта скорость v = 15 м/с соответствует крепкому ветру, а

высота волн может превышать 5 м, см. приложение В. Приведенные описания

волнения хорошо согласуются друг с другом и с представленными результатами

моделирования.

1.3 Пространственно-временные спектральные модели по-

верхности морского волнения

Для морского волнения выполняется соотношение, называемое дисперсион-

ным, см., например, [14]:

µ2 = g
√
λ2 + ν2 · th(H

√
λ2 + ν2), (21)

где µ – временная частота и λ, ν – пространственные частоты монохроматиче-

ской морской волны, g – ускорение свободного падения, H – глубина водоёма.

Из дисперсионного соотношения следует, что спектральная мера поля w(x, y, t)

сосредоточена на поверхности, описываемой уравнением:

g
√
λ2 + ν2 · th(H

√
λ2 + ν2)− µ2 = 0. (22)

На рисунке 4 приведены изображения поверхности (22) при различных значе-

ниях параметра H:

H = 0.5 м и H = 15 м.
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Рис. 2: Спектральная плотность (13) поля umn(x, y), построенная с

использованием аппроксимаций (14), (15) с параметрами (19).
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Рис. 3: Реализация пространственной модели СММП-Н. Параметры волнения

указаны в тексте. Значения по всем трем осям приведены в метрах.

Физический смысл соотношения (21) состоит в следующем: волна длиной

L =
2π√
λ2 + ν2

на водной поверхности распространяется с фиксированной ско-

ростью

V =

√
gL · th(

√
λ2 + ν2H)

2π
.

В случае глубокой воды, то есть
√
λ2 + ν2 ·H >> 1, дисперсионное соотно-

шение (21) упрощается, принимая вид [14]

µ2 = g
√
λ2 + ν2 (23)

и спектральная мера поля w(x, y, t) сосредоточена на поверхности

g
√
λ2 + ν2 − µ2 = 0, (24)

изображение которой приведено на рисунке 5.

В случае глубокой воды волна длинной L =
2π√
λ2 + ν2

на водной поверхности

бежит с фиксированной скоростью V =

√
gL

2π
.
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Рис. 4: Поверхность g
√
λ2 + ν2 · th(

√
λ2 + ν2 ·H)− µ2 = 0, на которой

сосредоточена спектральная мера поля w(x, y, t) пространственно-временной

модели поверхности морского волнения. На верхнем рисунке представлено

изображение поверхности при H = 0.5 м, на нижнем рисунке - при H = 15 м.
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Рис. 5: Поверхность g
√
λ2 + ν2 − µ2 = 0, на которой сосредоточена

спектральная мера поля w(x, y, t) пространственно-временной модели

поверхности морского волнения в случае глубокой воды.

В данной работе рассматриваются задачи, связанные с моделированием мор-

ской поверхности вдалеке от берега, поэтому далее все результаты приведены

для случая глубокой воды.

Дисперсионное соотношение обеспечивает относительно простой переход от

пространственной спектральной модели к пространственно-временной, посколь-

ку λ, ν и µ связаны соотношением (23). Пространственно-временная модель

морской поверхности, соответствующая пространственной модели (16), прини-

мает вид:

wmn(x, y, t) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(θij) + ηij sin(θij)] ,

θij = λijx+ νijy + µijt, µ2
ij = g

√
λ2
ij + ν2

ij,

(25)

где ξij, ηij – независимые стандартные нормальные случайные величины.

Пространственно-временную модель (25), полученную из пространственной

СММП (16), будем называть пространственно-временной СММП.

Корреляционную функцию поля w(x, y, t) в случае глубокой воды можно
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представить в виде

R(x, y, t) =

∫
R2

cos(λx+ νy + µ(λ, ν)t)fλν(λ, ν)dλdν, (26)

где

fλν(λ, ν) =
1

2
√
λ2 + ν2

√
g√

λ2 + ν2
S(µ)Q(φ), µ =

√
g
√
λ2 + ν2, (27)

g – ускорение свободного падения, S(µ) – частотный спектр, Q(φ) – угловой

спектр морского волнения.

Таким образом, для описания пространственно-временной СММП, также

как и для пространственных моделей, достаточно задать частотный S(µ) и уг-

ловой Q(φ) спектры.

По аналогии с пространственными моделями СММП в работе рассматрива-

ется три пространственно-временных модели. Модели, полученные из простран-

ственных СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 будем называть пространственно-

временными моделями СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 соответственно. Для

пространственно-временных моделей СММП-Н и СММП-Р1 имеет место (17),

а для пространственно-временной СММП-Р2 - (18).

Рассмотрим пространственно-временную модель СММП-Н. Предположим,

что морская поверхность описывается гауссовским однородным случайным по-

лем со спектральной плотностью, которая определяется аппроксимацией (14)

частотного спектра S(µ) с параметрами

v = 7 м/с, µmax = 0.4 с−1 (28)

и аппроксимацией (15) углового спектра Q(φ), см. рисунок 6. Возьмем следую-

щие параметры спектральной модели:

Amn = 0.08 м−1 , Bmn = 0.04 м−1, n = 50, m = 50. (29)

На рисунке 7 представлены изображения корреляционной функции (26): на

верхнем рисунке изображение корреляционной функции при фиксированном

значении y = 0 м, на нижнем рисунке - при фиксированном значении t = 0 с.
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Рис. 6: Спектральная плотность (27), построенная с использованием

аппроксимаций (14), (15) с параметрами (28).

На рисунке 8 представлены изображения реализации пространственно- вре-

менной модели СММП-Н. Реализация были построены при фиксированном зна-

чении y = 0 м. Изображения профилей морского волнения по координате x

приведены в последовательные моменты времени с интервалом 3 секунды.



33

Рис. 7: Корреляционная функция (26) пространственно-временной СММП-Н,

параметры волнения приведены в тексте. На верхнем рисунке изображение

корреляционной функции при фиксированном значении y = 0 м, на нижнем

рисунке - при фиксированном значении t = 0 с. На верхнем рисунке значения

по оси t приведены в секундах, по остальным осям - в метрах. На нижнем

рисунке значения по всем трем осям приведены в метрах.
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Рис. 8: Реализация пространственно-временной СММП-Н. Профили морской

поверхности по координате x представлены с интервалом 3 секунды.

Направление движения волн - справа налево. Параметры волнения указаны в

тексте. По осям значения приведены в метрах.
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2 Исследование спектральных моделей морской

поверхности

Для одного и того же случайного поля можно построить множество спек-

тральных моделей, многообразие которых обусловлено, например, размерами

спектральной области, способами её разбиения и вариантами выбора частот

в соответствующих множествах. Проблема выбора оптимальной модели часто

оказывается сложно формализуемой весьма трудоемкой задачей. В этой главе

мы изучим влияние размеров спектральной области на точность воспроизведе-

ния дисперсии поля возвышений морского волнения, рассмотрим два подхода

к сравнению эффективности спектральных моделей и исследуем функциональ-

ную сходимость пространственных и пространственно-временных спектраль-

ных моделей морской поверхности.

Основные результаты, представленные в этом разделе, опубликованы в [28,

30,81–84].

2.1 Влияние размеров спектральной области на точность

воспроизведения дисперсии

При построении спектральных моделей значительную роль играет выбран-

ная спектральная область. Рассмотрим влияние размеров спектральной области

моделей семейства СММП (16), (17), (18) на точность воспроизведения диспер-

сии поля.

Рассмотрим вещественное однородное гауссовское случайное поле u(x, y) с

нулевым средним. Будем предполагать, что спектральная плотность fλν(λ, ν)

поля u(x, y),

fλν(λ, ν) =
1

2
√
λ2 + ν2

√
g√

λ2 + ν2
S(µ)Q(φ), µ =

√
g
√
λ2 + ν2, (30)

сосредоточена в ограниченной области Λ = (0, A) × (−B,B) и описывается
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аппроксимацией частотного спектра (14):

S(µ)=


6m0 (µmax/µ)5 µ−1 exp

{
−1.2

[
(µmax/µ)5 − (µmax/µ1)

5
]}

, µ ∈ (0, µ1],

S(µ1) + (S(µ2)− S(µ1)) (µ− µ1)/(µ2 − µ1), µ ∈ (µ1, µ2),

0.0078g2µ−5, µ ∈ [µ2, µ3);

где
µ1 = 1.8µmaxµ̃

−0.7, µ2 = 2.0µmaxµ̃
−0.7, µ3 ≈ 30 с−1,

m0 = 0.00127g−2v4µ̃−3.19, µ̃ = vµmaxg
−1,

с параметрами

v = 5 м/с, µmax = 0.4 с−1

и аппроксимацией углового спектра (15):

Q(φ) =
2

π
· cos2(φ), φ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

В качестве спектральной модели поля u(x, y) рассмотрим модель СММП со

спектральной областью Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn) ⊂ Λ. Обозначим модель

СММП поля u(x, y) через umn(x, y). Напомним, что m× n – число гармоник.

Рассмотрим, насколько существенно отличается дисперсия Dmn спектраль-

ной модели umn(x, y),

Dmn =

∫
Λmn

fλν(λ, ν)dλdν, (31)

от дисперсии D случайного поля u(x, y),

D =

∫
Λ

fλν(λ, ν)dλdν, (32)

в зависимости от выбранной спектральной области.

Предположим, что спектральное пространство Λ случайного поля u(x, y)

имеет размеры:

A = 0.6 м−1, B = 0.3 м−1. (33)

Такое спектральное пространство охватывает диапазон волн длиной более 9.4

м (которые распространяются со скоростью более 4.7 м/с). Значение частоты
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спектрального максимума µmax = 0.4 c−1 соответствует волнению с наиболее

вероятной длиной волн, равной 384.8 м. Поэтому мы можем пренебречь волнами

длиной менее 9.4 м.

Вычислив значение интеграла (32), получим:

D = 1.316 м2.

Теперь, постепенно уменьшая размеры Amn и Bmn спектральной области Λmn,

вычислим значения дисперсий модели (31). Полученные результаты приведены

в таблице 1.

Таблица 1: Значения дисперсии Dmn поля umn(x, y), вычисленные при

различных размерах Amn и Bmn спектральной области Λmn.

Amn, м−1 Bmn, м−1 Dmn, м2 D / Dmn, %

0.6 0.3 1.316 100

0.3 0.15 1.314 99.85

0.15 0.075 1.306 99.24

0.1 0.05 1.290 98.02

0.075 0.0375 1.263 95.97

0.05 0.025 1.178 89.51

На рисунке 9 приведены изображения спектральных плотностей модели

СММП с различными значениями параметров Amn и Bmn.

Из таблицы 1 видно, что при выборе спектральной области достаточного

размера, то есть содержащего основную «массу» спектральной плотности, дис-

персия ненамного изменяет свое значение (менее, чем на 5%). Однако, в кон-

кретной ситуации выбор размеров спектральной области определяется решае-

мой задачей и требуемой точностью.

Замечание 3. При проведении расчетов значения интегралов (31) и (32) вы-

числялись методом прямоугольников. Значения дисперсий (31) для различных
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Рис. 9: Спектральные области модели umn(x, y) для различных размеров: на

верхнем рисунке Amn = 0.6 м−1, Bmn = 0.3 м−1; на среднем рисунке

Amn = 0.15 м−1, Bmn = 0.075 м−1; на нижнем рисунке Amn = 0.075 м−1,

Bmn = 0.0375 м−1. Параметры спектральной плотности указаны в тексте.
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размеров спектральных областей вычислялись с одинаковым фиксированным

шагом h = 0.0001. Это обеспечивает хорошую точность вычислений. Действи-

тельно, приведем оценку погрешности δ вычисления интеграла (32) по правилу

Рунге:

δ =
|D(h)−D(h/2)|

2p − 1
,

где p = 2 – порядок точности метода, D(h) – численная аппроксимация ин-

теграла (32) методом прямоугольников с шагом сетки h. Вычислим значения

интеграла (32) с шагом h = 0.0001 и шагом h/2 = 0.00005:

D(h) = 1, 315949297, D(h/2) = 1, 315950023.

Тогда

δ = 2, 42 · 10−7.

Такой точности для нашей задачи вполне достаточно.

2.2 Изучение корреляционных погрешностей спектраль-

ных моделей морской поверхности

Предположим, что поле возвышения морского волнения относительно сред-

него уровня описывается гауссовским однородным по пространству и стацио-

нарным по времени случайным полем w(x, y, t) с нулевым средним и корреля-

ционной функцией (26):

R(x, y, t) =

∫
R2

cos(λx+ νy + µt)fλν(λ, ν)dλdν,

µ2 = g
√
λ2 + ν2, (34)

где fλν(λ, ν) – спектральная плотность случайного поля u(x, y) = w(x, y, 0),

которая описывается частотным спектром (14) с параметрами

v = 5 м/с, µmax = 0.4 с−1, (35)
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угловым спектром (15) и сосредоточена на множестве Λ = (0, A)× (−A,A), то

есть B = A, где

A = 0.1 м−1. (36)

Рассмотрим пространственно-временные модели СММП (17), (18), (25) поля

w(x, y, t) со спектральной областью Λmn = (0, A) × (−A,A), представимые в

виде суммы 2n2 гармоник, то есть m = 2n.

Корреляционные функции рандомизированных моделей СММП-Р1 и СММП-

Р2 совпадают с корреляционной функцией поля w(x, y, t) . Спектральное пред-

ставление корреляционной функции нерандомизированной модели СММП-Н

имеет вид:

Rn(x, y, t) =
n∑
i=1

2n∑
j=1

a2
ij cos(λijx+ νijy + µijt),

где
µ2
ij = g

√
λ2
ij + ν2

ij,

a2
ij =

∫∫
Λmn
ij

fλν(λ, ν)dλdν, i = 1, .., n, j = 1, ..., 2n.

Введем обозначения:

RT (t) = R(0, 0, t), RX(x) = R(x, 0, 0), RY (y) = R(0, y, 0),

RT
n (t) = Rn(0, 0, t), RX

n (x) = Rn(x, 0, 0), RY
n (y) = Rn(0, y, 0).

На рисунке 10 представлены одномерные нормированные корреляционные

функции по времени RT
n и по пространственным координатам RX

n и RY
n

пространственно-временной СММП-Н при n = 25. Корреляционные функции

СММП-Н хорошо аппроксимируют корреляционные функции поля морского

волнения только на начальных участках. С увеличением расстояния, там где

корреляционные функции поля морского волнения близки к нулю, корреля-

ционные функции спектральной модели существенно отклоняются от нулевых

значений. Для увеличения расстояния, на котором сохраняется воспроизводи-

мость корреляционных функций, необходимо увеличивать число гармоник. В

таблице 2 приведены расстояния, на которых нормированные корреляционные
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Рис. 10: Нормированные корреляционные функции нерандомизированной

пространственно-временной СММП-Н поля w(x, y, t) при n = 25 . Верхний

рисунок – нормированная корреляционная функция по времени RT
n (по

горизонтальной оси значения даны в секундах), средний рисунок –

нормированная корреляционная функция RX
n (по горизонтальной оси

значения даны в метрах), нижний рисунок – нормированная корреляционная

функция RY
n (по горизонтальной оси значения даны в метрах). Направление

ветра совпадает с осью OX.
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функции моделей СММП-Н адекватно (с абсолютной погрешностью не более

0.02) передают корреляционные функции случайного поля, в зависимости от n.

Таблица 2: Расстояния DT , DX , DY , на которых пространственно-временные

СММП-Н воспроизводят нормированные корреляционные функции

случайного поля w(x, y, t) с абсолютной погрешностью не боле 0.02, в

зависимости от параметра n.

n DT , с DX , м DY , м

25 90 1000 1300

50 180 2550 2750

100 420 5750 6000

Описанное поведение корреляционных функций объясняется тем, что корре-

ляционные функции RX
n и RY

n модели СММП-Н представляются в виде суммы

гармоник и являются почти периодическими функциями (о почти периодиче-

ских функциях см., например, [20, 40]). В таблице 3 представлены значения

полупериодов PX и P Y спектральных моделей СММП-Н, то есть расстояния

до ближайших отрицательных пиков нормированных корреляционных функ-

ций RX
n и RY

n , приближающихся к значению -1 (см. рисунок 10).

Таблица 3: Значения полупериодов PX и P Y пространственно-временной

модели СММП-Н поля w(x, y, t) в зависимости от параметра n.

n PX , м P Y , м

25 1570 1510

50 3150 3150

100 6300 6300

Что касается временной корреляционной функции RT
n , то с увеличением

числа гармоник увеличивается расстояние до участка со значительными откло-
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нениями от нулевых величин, а сами отклонения уменьшаются по абсолютному

значению, см. рисунки 10 (верхний) и 11. Отметим, что в случае пространствен-

Рис. 11: Нормированная корреляционная функция нерандомизированной

пространственно-временной модели СММП-Н поля w(x, y, t) при n = 100 (по

горизонтальной оси значения даны в секундах).

ных корреляционных функций Rn
x и Rn

y сетки для λ и ν задаются равномерно.

Сетка же для µ получается автоматически, и равномерность пропадает. На ри-

сунке 12 изображена гистограмма значений µij =

√
g
√
λ2
i + ν2

j , полученных

из λi = 0 : 0.0042 : 0.1 и νj = 0 : 0.0042 : 0.1 при n = 25. При построении

гистограмма разбивалась на 60 интервалов.

В пункте 1.1 были введены понятия корреляционной погрешности для неран-

домизированных и рандомизированных спектральных моделей. Рассмотрим кор-

реляционную погрешность (5) нерандомизированной пространственно-временной

СММП-Н в виде:

∆T
N = sup

t∈(0,Tmax)

|RT (t)−RT
n (t)|,

∆X
N = sup

x∈(0,Xmax)

|RX(x)−RX
n (x)|,

∆Y
N = sup

y∈(0,Ymax)

|RY (y)−RY
n (y)|.

Корреляционные погрешности рандомизированных моделей (8) примут вид:

∆T
j = M sup

t∈(0,Tmax)

|RT (t)−RT
n (t)|,
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Рис. 12: Гистограмма значений µij, полученных из λi = 0 : 0.0042 : 0.1 и

νj = 0 : 0.0042 : 0.1 с помощью дисперсионного соотношения (23) для глубокой

воды при n = 25. Гистограмма разбита на 60 интервалов. По оси абсцисс

значения приведены в с−1.

∆X
j = M sup

x∈(0,Xmax)

|RX(x)−RX
n (x)|,

∆Y
j = M sup

y∈(0,Ymax)

|RY (y)−RY
n (y)|,

где индекс j принимает значение R1, если мы рассматриваем погрешность мо-

дели СММП-Р1, и значение R2 для модели СММП-Р2.

В таблице 4 приведены значения корреляционных погрешностей простран-

ственно - временных моделей СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 для различных

значений Tmax, Xmax, Ymax. Для рандомизированных моделей каждое значение

вычислялось методом Монте-Карло с использованием 100 000 независимых ре-

ализаций спектральной модели.

Нетрудно заметить, что отклонения корреляционных функций для нерандо-

мизированной модели СММП-Н существенно меньше соответствующих усред-

ненных отклонений рандомизированных моделей. Однако, рандомизированные

модели позволяют точно воспроизводить спектр и корреляционную структуру

моделируемого поля «по ансамблю реализаций», что при решении прикладных



45

Таблица 4: Корреляционные погрешности пространственно-временных

спектральных моделей СММП-Р1, СММП-Р2 и СММП-Н поверхности

морского волнения w(x, y, t) по времени и пространственным переменным в

зависимости от n при Amn = 0.1 м−1.

n Tmax, с ∆T
R1(Tmax), м

2 ∆T
R2(Tmax), м

2 ∆T
N(Tmax), м2

25 60 0.082 0.174 0.016

50 120 0.049 0.103 0.016

100 240 0.028 0.058 0.015

n Xmax, м ∆X
R1(Xmax), м2 ∆X

R2(Xmax), м2 ∆X
N(Xmax), м2

1250 750 0.081 0.170 0.017

5000 1500 0.048 0.102 0.017

20000 3000 0.029 0.058 0.016

n Ymax, м ∆Y
R1(Ymax), м

2 ∆Y
R2(Ymax), м

2 ∆Y
N(Ymax), м2

1250 750 0.081 0.156 0.011

5000 1500 0.046 0.094 0.011

20000 3000 0.026 0.054 0.011

задач часто оказывается полезным.

Что касается рандомизированных моделей, из таблицы видно, что рандоми-

зированная модель СММП-Р1 с разбиением спектра «в среднем» воспроизво-

дит корреляционную структуру моделируемого поля более точно, чем модель

СММП-Р2.
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2.3 Сравнение оценок функционалов для различных спек-

тральных моделей

Проведем сравнение спектральных моделей поверхности морского волнения

на тестовой задаче. Рассмотрим задачу оценки функционала от случайного про-

цесса. Нам понадобится точное значение функционала, поэтому будем исполь-

зовать функционал с известным аналитическим выражением.

Рассмотрим wt(t) – вещественный стационарный гауссовский дифферен-

цируемый процесс с нулевым средним и дисперсией σ2
0, который описывает

морское волнение в фиксированной точке пространства. Обозначим через σ2
1

дисперсию производной процесса wt(t). Будем предполагать, что спектральная

плотность процесса сосредоточена на отрезке M = (0, L), где

L = 2 с−1,

и описывается аппроксимацией (14) частотного спектра S(µ) с параметрами

v = 10 м/с, µmax = 0.3 с−1. (37)

На рисунке 13 представлено изображение спектральной плотности S(µ).

Будем рассматривать временные спектральные модели процесса wt(t) в ви-

де:

wt
n(t) =

n∑
j=1

aj [ξj cos(µjt) + ηj sin(µjt)] , (38)

где ξj, ηj – независимые стандартные нормальные случайные величины. В каче-

стве спектральной области модели возьмем отрезок Mn = M . При использова-

нии принципа разбиения спектрального пространства спектральная областьMn

разбивается на отрезки Mn
j равной длины

L

n
, j = 1, ..., n. В случае нерандоми-

зированной спектральной модели частоты µj выбираются как центры отрезков

Mn
j и

a2
j =

∫
Mn

j

S(µ)dµ, j = 1, .., n.
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Рис. 13: Спектральная плотность S(µ) процесса ветрового волнения wt(t).

Параметры спектральной плотности указаны в тексте.

Обозначим описанную нерандомизированную модель как модель N . В случае

рандомизированной спектральной модели aj вычисляются также как и для мо-

дели N , а частоты µj выбираются в подобластяхMn
j случайно, согласно распре-

делениям, индуцированным плотностью S(µ) в соответствующих множествах

Mn
j . Такую модель обозначим через R1. А рандомизированню модель постро-

енную без разбиения спектрального пространства обозначим через R2. В этом

случае частоты µj распределены во всей области Mn с плотностью, пропорци-

ональной S(µ), независимы в совокупности и

a2
j =

∫
Mn

S(µ)dµ

n
, j = 1, . . . , n.

Будем говорить, что имеет место выброс процесса wt(t) за уровень C, если

случайный процесс пересек уровень C снизу вверх. На рисунке 14 представлена

траектория случайного процесса. Серым цветом закрашены области, соответ-

ствующие выбросам выше уровня C, Θ(C) – длительность интервала между

выбросами.

В работе [37] представлено аналитическое выражение для средней длитель-
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Рис. 14: Траектория случайного процесса. Серым цветом отмечены выбросы

случайного процесса выше уровня C, Θ(C) – длительность интервала между

выбросами за уровень C.
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ности интервалов Θ(C) между выбросами процесса за уровень C:

Θ(C) = 2π · σ0

σ1
· Φ
(
C

σ0

)
· exp

(
C2

2σ2
0

)
, (39)

где Φ – функция стандартного нормального распределения.

Для волнения, которое описывается спектральной плотностью (14) с пара-

метрами (37), мы можем вычислить теоретическое значение функционала Θ(C)

по формуле (39). Возьмем C = 1 м и получим следующее значение функционала

(39):

Θ(C) = 11.6806 с.

Обозначим через Θn(C) среднюю длительность интервалов между выбросами

процесса за уровень C, вычисленную для спектральных моделей wt
n(t) морской

поверхности.

Для стационарного гауссовского процесса справедливо [42]:

σ2
0 = R(0) =

∞∫
0

S(µ)dµ,

σ2
1 = −R′′(0) =

∞∫
0

µ2S(µ)dµ.

Поэтому для нерандомизированной модели мы можем вычислить значения σ2
0

и σ2
1 для различного числа гармоник и, подставив их в формулу (39), получим

значения Θn(C) для модели N .

В случае рандомизированных моделей R1 и R2 значения Θn(C) оценивались

методом Монте-Карло по 100 000 реализаций длиной 1000 с.

В таблице 5 представлены значения Θn(C), вычисленные для моделей N , R1

и R2 для C = 1 м при различном числе гармоник n. Отметим, что малое число

гармоник было выбрано намеренно: при этом более ощутима разница между

точностью моделей. Из результатов вычислений видно, что среди рандомизи-

рованных модель R1 с разбиением спектральной области дает более точные

результаты.

Замечание 4. В данном пункте для сравнения спектральных моделей был ис-

пользован функционал с известным аналитическим выражением. В общем слу-
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Таблица 5: Оценки Θn(C) функционала Θ(C), вычисленные для моделей N ,

R1 и R2, и их абсолютные погрешности для заданного числа гармоник n.

n = 4 N R1 R2

Θn(C), с 13.6927 10.6711 10.2013

|Θ(C)−Θn(C)|, с 2.0121 1.0094 1.4793

n = 8 N R1 R2

Θn(C), с 12.1867 11.3017 10.7361

|Θ(C)−Θn(C)|, с 0.5061 0.3789 0.9445

n = 16 N R1 R2

Θn(C), с 11.6299 11.5129 10.8987

|Θ(C)−Θn(C)|, с 0.0507 0.1677 0.7819

чае точное значение функционала не известно. В такой ситуации можно взять

заведомо большое число гармоник и вычислить «точное» значение функциона-

ла. Число гармоник будет определяться размером спектрального пространства

и точностью решаемой задачи. После вычисления «точного» значения функци-

онала для анализа эффективности спектральных моделей можно использовать

описанный выше подход.

2.4 Сходимость спектральных моделей поверхности мор-

ского волнения

Далее мы будем предполагать, что спектральное пространство случайно-

го поля ограничено. Для моделей поверхности морского волнения это означает,

что нас интересуют достаточно крупные волны, например, волны, которые ока-

зывают заметное влияние на морские сооружения или движение морских судов,

и можно игнорировать наличие волн пренебрежимо малой длины.
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Пусть поверхность морского волнения описывается гауссовским однородным

случайным полем u(x, y) с нулевым средним и со спектральной плотностью,

сосредоточенной в области Λ = (0, A) × (−B,B). Обозначим через umn(x, y)

пространственную модель СММП поля u(x, y), рассмотренную в главе 1, где

Λ ⊃ Λmn = (0, Amn) × (−Bmn, Bmn) – спектральная область модели и n ×m –

число гармоник.

Ниже получены достаточные условия сходимости моделей СММП (16), (17),

(18), (25). Изучена сходимость конечномерных распределений, а также слабая

сходимость в пространствах Cp и Lp.

Отметим, что слабая сходимость приближенных случайных моделей (в функ-

циональном пространстве F) представляет особый интерес при решении задач

методом Монте-Карло, так как она означает сходимость средних

Mf(wmn)→Mf(w) при mn→∞ (40)

для любого измеримого (на F) функционала f такого, что случайные величины

f(wmn) равномерно интегрируемы и P(w ∈ Df) = 0, где Df – множество точек

разрыва функционала f [3].

Теорема 1. Рассмотрим пространственные спектральные модели СММП-Н,

СММП-Р1 (16), (17) и СММП-Р2 (16), (18). Предположим, что для спектраль-

ного пространства Λ случайного поля u(x, y) и спектральных областей Λmn

пространственных моделей СММП umn(x, y) выполняется условие:

Λmn = Λ (41)

Тогда при n→∞ и m→∞ справедливо:

1. конечномерные распределения пространственных моделей СММП-Н,

СММП-Р1 и СММП-Р2 сходятся к конечномерным распределениям по-

ля u(x, y);

2. пространственные модели СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 слабо сходят-

ся к u(x, y) в пространстве Cp(K), где K – компакт в R2 и p ∈ {0, 1, ...};
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3. пространственные модели СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 слабо схо-

дятся к u(x, y) в пространстве Lp(K), где K – компакт в R2 и p ≥ 1.

Доказательство. Доказательство следует из общих результатов сходимости

спектральных моделей случайных полей [42]. Приведем необходимые форму-

лировки.

Пусть U(z), z ∈ Rk – гауссовское однородное поле с нулевым средним и

спектральной мерой χ. Обозначим через UN(z) спектральную модель поля U(z):

UN(z) =
N∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj, z〉+ ηj sin〈λj, z〉

]
. (42)

Рассмотрим разбиение спектральной области ΛU модели UN(z):

ΛU =
N∑
j=1

ΛU
j , ΛU

i ∩ ΛU
j = ∅ где i 6= j.

Введем обозначения:

1. модель М1: a2
j = χ(ΛU

j ), λj ∈ ΛU
j , λj - неслучайные;

2. модель М2: a2
j = χ(ΛU

j ), λj - случайные векторы, распределения которых

сосредоточенны в соответствующих областях ΛU
j и индуцированы спек-

тральной мерой χ;

3. модель М3: a2
j =

χ(ΛU)

N
, λj - независимые случайные векторы, распреде-

ленные по спектральной мере χ.

Сформулируем ряд утверждений для моделей М1, М2 и М3, доказательства

которых можно найти в работах [18,42].

Утверждение 1. Для сходимости конечномерных распределений модели М1

к гауссовским распределениям предельного поля U(z) достаточны следующие

условия:
ΛU
N ⊂ {|λ| ≥ cN}, cN →∞,

max
j<N

diam(ΛU
j )→ 0, при N →∞.

(43)
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Для сходимости конечномерных распределений модели М2 достаточно выпол-

нение условия

max
j<N

χ(ΛU
j )→ 0 при N →∞. (44)

Для модели М3 имеет место сходимость конечномерных распределений к гаус-

совским распределениям.

Утверждение 2. Для модели М3 слабая сходимость спектральной модели

UN(z) к однородному гауссовскому полю U(z) в Cp(X) следует из условия∫
ΛU

|λ|β+2pχ(dλ) <∞, (45)

где β > 0. Для модели М1 дополнительно требуются условие (43) и ограничение

на рост λN , например, |λN | = cN . Для модели М2 кроме (45) требуются условия

(43) и (44).

Утверждение 3. Если спектральная модель UN(z) сходится к гауссовскому

полю U(z) в смысле сходимости конечномерных распределений, то она сходится

и в смысле слабой сходимости в Lp(K), где K – компакт в Rk и p ≥ 1.

Продолжим доказательство теоремы. Пространственные СММП-Н, СММП-

Р1 и СММП-Р2 являются частными случаями моделей М1, М2 и М3 соответ-

ственно. Поэтому для них справедливы все сформулированные выше утвержде-

ния. Нетрудно заметить, что ограниченность спектрального пространства Λ и

способы построения пространственных моделей СММП-Н, СММП-Р1, СММП-

Р2 и условие (41) обеспечивают выполнение (43), (44) и условия (45).

1. Согласно утверждению 1 конечномерные распределения пространствен-

ной модели СММП-Р2 сходятся. Сходимость конечномерных распределе-

ний пространственных моделей СММП-Н, СММП-Р1 следует из утвер-

ждения 1 и выполнения условий (43) и (44).

2. Из утверждения 2 следует слабая сходимость в пространстве Cp(K) про-

странственной модели СММП-Р2 . Также из утверждения 2 с учетом вы-
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полнения условий (43) и (44) следует слабая сходимость пространствен-

ных моделей СММП-Н и СММП-Р1 в пространстве Cp(K), K – компакт

в R2 и p ∈ {0, 1, ...}.

3. Согласно утверждению 3 из слабой сходимости в пространстве Cp(K) про-

странственных моделей СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 следует слабая

сходимость этих моделей в пространстве Lp(K), где K – компакт в R2 и

p ≥ 1.

Теорема доказана.

Замечание 5. Нетрудно заметить, что рассуждения в доказательстве теоре-

мы 1 справедливы и в случае, когда Λmn ⊂ Λ, если выполнено условие

Amn → A и Bmn → B при n→∞ и m→∞. (46)

Перейдем к рассмотрению пространственно-временных моделей СММП. На-

помним, в пункте 1.3 было показано, что переход от пространственной модели

к пространственно-временной обеспечивает дисперсионное соотношение (21):

µ2 = g
√
λ2 + ν2 · th(H

√
λ2 + ν2)

или соотношение (23) для случая глубокой воды:

µ2 = g
√
λ2 + ν2.

Предположим, что для описания пространственно-временного поля возвыше-

ний поверхности морского волнения относительно среднего уровня использу-

ется гауссовское вещественное однородное случайное поле w(x, y, t) с нулевым

средним и спектральной мерой, сосредоточенной на поверхности (21) или (23).

Кроме того, считаем, что спектральная плотность однородного гауссовского

случайного поля u(x, y) = w(x, y, 0) равна нулю вне ограниченного множе-

ства Λ = (0, A) × (−B,B). Обозначим через umn(x, y) пространственную мо-

дель СММП (16) поля u(x, y) со спектральной областью Λmn = (0, Amn) ×
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(−Bmn, Bmn) ⊂ Λ, а через wmn(x, y, t) соответствующую пространственно-

временную модель СММП (25) поля w(x, y, t).

Теорема 2. Предположим, что для спектрального пространства Λ случайно-

го поля u(x, y) и спектральной области Λmn пространственной модели СММП

umn(x, y) выполняется условие:

Amn → A и Bmn → B при n→∞ и m→∞.

Тогда для пространственно-временных моделей СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-

Р2 поля w(x, y, t), соответствующих пространственным моделям umn(x, y), при

n→∞ и m→∞ справедливо:

1. конечномерные распределения пространственно-временных моделей

СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 сходятся к конечномерным распреде-

лениям поля w(x, y, t);

2. пространственно-временные модели СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 сла-

бо сходятся к w(x, y, t) в пространстве Cp(K), где K – компакт в R3 и

p ∈ {0, 1, ...};

3. пространственно-временные модели СММП-Н, СММП-Р1 и СММП-Р2 сла-

бо сходятся к w(x, y, t) в пространстве Lp(K), где K – компакт в R3 и

p ≥ 1.

Доказательство. Поскольку спектр гауссовского случайного поля w(x, y, t) со-

средоточен на поверхности (21) или (23), то из ограниченности спектрального

пространства поля u(x, y) следует ограниченность спектрального пространства

поля w(x, y, t). Таким образом, для доказательства теоремы в случае, когда

Λmn = Λ, применимы утверждения 1-3. В случае же, когда Λmn ⊂ Λ, выполне-

ние утверждений теоремы обеспечивает условие (46). Теорема доказана.
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3 Условные спектральные модели морской по-

верхности и аномально высоких волн

Основные результаты, представленные в этом разделе, опубликованы в ра-

ботах [23–25,27–30,43,80,83,101].

3.1 Общая информация об условных спектральных моде-

лях гауссовских полей

В работе [42] представлен алгоритм, позволяющий при моделировании гаус-

совского однородного случайного поля учитывать известные значения поля в

фиксированных точках. Вкратце рассмотрим данный алгоритм.

Пусть w(x), x ∈ Rk – однородное вещественное гауссовское случайное по-

ле с известным математическим ожиданием и заданной спектральной мерой.

Не уменьшая общности, будем считать, что среднее значение поля w(x) рав-

но нулю. Предположим, что нам известны значения случайного поля w(x) в

фиксированных точках xl ∈ Rk, где l = 1, ...L:

w(xl) = bl, l = 1, ...L. (47)

Обозначим поле w(x), проходящее через фиксированные точки (47), через wb(x).

Спектральная модель поля wb(x) строится поэтапно. На первом этапе опре-

деляются значения aj и моделируются векторы λj согласно выбранной спек-

тральной модели случайного поля w(x):

wn(x) =
n∑
j=1

aj [ξj cos〈λj, x〉+ ηj sin〈λj, x〉] ,

где aj > 0 и ξj, ηj - стандартные нормальные случайные величины. На втором

этапе гауссовские случайные величины ξj и ηj моделируются при линейном

условии
n∑
j=1

pljξj + qljηj = bl, l = 1, ..., L, (48)
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где

plj = aj cos〈λj, xl〉, qlj = aj sin〈λj, xl〉.

Отметим, что условное распределение вектора ζ =
(
ξT , ηT

)T , где ξT = [ξ1, ..., ξn]

и ηT = [η1, ..., ηn], при ограничении (48) будет гауссовским с математическим

ожиданием

µ = A+b (49)

и корреляционной матрицей

K = I − A+A, (50)

где

A =


p11, . . . , p1n, q11, . . . , q1n

...

pL1, . . . , pLn, qL1, . . . , qLn

 ,
A+ – псевдообратная матрица к матрице A, I – единичная матрица.

Таким образом, условная спектральная модель поля wb(x) имеет вид

wb
n(x) =

n∑
j=1

aj [ξj cos〈λj, x〉+ ηj sin〈λj, x〉] , (51)

где вектор ζ =
(
ξT , ηT

)T является гауссовским с математическим ожиданием

(49) и корреляционной матрицей (50).

Описанный алгоритм построения условной спектральной модели минимизи-

рует функционал

||Aζ − b||2 =
L∑
l=1

(w(xl)− bl)2, (52)

гарантируя, что полученное поле wb
n(x) пройдет через заданные значения bl,

l = 1, ..., L, если существует решение системы линейных уравнений Aζ = b.

Спектральную модель (51) при условии (48) будем называть условной спек-

тральной моделью.
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Отметим, что в работе [42] описано несколько способов моделирования век-

тора ζ: «прямой» метод моделирования, ускоренный вариант алгоритма, учиты-

вающий, что корреляционная матрица является проектором, а также алгоритм

итерационного моделирования вектора, что позволяет эффективно строить мо-

дели для большого числа гармоник.

В диссертационной работе при проведении вычислительных экспериментов

используется следующий алгоритм: вектор ζ моделируется по формуле

ζ = µ+Gε,

где ε – вектор независимых стандартных нормальных случайных величин и

GGT = K. Так как K является протектором, то есть KT = K и K2 = K, то

при моделировании мы выбираем G = K.

Для «поэтапного» моделирования представим вектор ζ в виде

ζ =

 ζ1

ζ2

 ,
где ζ1 и ζ2 – стандартные нормальные векторы меньшей размерности. На первом

этапе моделируется гауссовский вектор ζ1 при условии

Aζ = A1ζ1 + A2ζ2 = b, A = [A1|A2].

Вектор ζ1 имеет гауссовское распределение с математическим ожиданием µ1 и

корреляционной матрицей K1:

µ1 = AT
1 (AAT )+b, K1 = I − AT

1 (AAT )+A1.

Далее моделируется вектор ζ2 при условии

A2ζ2 = b− A1ζ1.

Для того, чтобы избежать трудоемкой процедуры факторизации на каждом

шаге, целесообразно брать вектор ζ1 размерностью, равной единице. Тогда ал-
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горитм моделирования вектора

ζ =


ζ1

...

ζ2n

 ,
при условии Aζ = b представим в виде:

ζ i = µi +K
1/2
i εi,

µ1 = aT1 (AAT )+b,

µi = aTi (AiA
T
i )+[b− a1ζ

1 − ...− ai−1ζ
i−1], i > 1,

Ki = 1− aTi (AiA
T
i )+ai,

где ai – i-ый столбец матрицы A, Ai – матрица, полученная из матрицы A

удалением первых i − 1 столбцов, εi – независимые стандартные нормальные

случайные величины.

3.2 Условные спектральные модели морской поверхности

и аномально высоких волн

Рассмотрим применение условных спектральных моделей к моделированию

морской поверхности с экстремально высокими волнами (подробнее про ано-

мально высокие волны или волны-убийцы см. приложение Б).

Предположим, что отклонение поверхности морского волнения от среднего

уровня в фиксированный момент времени описывается вещественным однород-

ным гауссовским случайным полем u(x, y) с нулевым средним и спектральной

плотностью fλν(λ, ν),

fλν(λ, ν) =
1

2
√
λ2 + ν2

√
g√

λ2 + ν2
S(µ)Q(φ), µ =

√
g
√
λ2 + ν2,

которая сосредоточена в ограниченной области Λ = (0, A)× (−B,B) и описы-



60

вается аппроксимацией частотного спектра (14):

S(µ)=


6m0 (µmax/µ)5 µ−1 exp

{
−1.2

[
(µmax/µ)5 − (µmax/µ1)

5
]}

, µ ∈ (0, µ1],

S(µ1) + (S(µ2)− S(µ1)) (µ− µ1)/(µ2 − µ1), µ ∈ (µ1, µ2),

0.0078g2µ−5, µ ∈ [µ2, µ3);

где
µ1 = 1.8µmaxµ̃

−0.7, µ2 = 2.0µmaxµ̃
−0.7, µ3 ≈ 30 с−1,

m0 = 0.00127g−2v4µ̃−3.19, µ̃ = vµmaxg
−1,

с параметрами

v = 7 м/с, µmax = 0.4 с−1 (53)

и аппроксимацией углового спектра (15):

Q(φ) =
2

π
· cos2(φ), φ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
.

Допустим, что поле u(x, y) проходит через фиксированные точки:

u(xl, yl) = bul , l = 1, ..., Lu. (54)

Условную спектральную модель поля u(x, y) при условии (54), назовем про-

странственной моделью УСММП (условная спектральная модель морской по-

верхности) и обозначим через ubmn(x, y):

ubmn(x, y) =
n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(λijx+ νijy) + ηij sin(λijx+ νijy)] , (55)

где величины ξj и ηj построены при линейном условии
n∑
i=1

m∑
j=1

pijξij + qijηij = bul , l = 1, ..., Lu,

pij = aij cos(λijx+ νijy), qij = aij sin(λijx+ νijy).

В качестве спектральной области модели УСММП будем рассматривать прямо-

угольную область Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn) ⊂ Λ. По аналогии с моделями

семейства СММП, при использовании принципа разбиения спектрального про-

странства, область Λmn разбивается на равные подобласти размером
Amn

n
на

2Bmn

m
, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m, m – четное число.
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Предположим, что поле u(x, y) в фиксированной точке пространства дости-

гает значения 10 метров:

u(x0, y0) = 10 м, x0 = 1000 м, y0 = 1000 м. (56)

Рассмотрим нерандомизированную модель УСММП. В этом случае точки

(λij, νij) выбираются в центрах прямоугольных областей Λmn
ij и имеет место

a2
ij =

∫∫
Λmn
ij

fλν(λ, ν)dλdν, i = 1, .., n, j = 1, ...,m.

Выберем

Amn = 0.1, Bmn = 0.05, n = 100, m = 100. (57)

На рисунке 15 представлена реализация пространственной нерандомизирован-

ной модели УСММП поля u(x, y), проходящего через фиксированную точку

(56).

Рис. 15: Реализация нерандомизированой модели УСММП поля u(x, y),

проходящего через фиксированную точку (56). Параметры волнения и модели

указаны в тексте. Значения по всем трем осям приведены в метрах.
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Как и в случае моделей СММП переход от пространственной к

пространственно-временной модели обеспечивает дисперсионное соотношение

(21) или (23). Рассмотрим морское волнение, которое описывается веществен-

ным однородным гауссовским случайным полем w(x, y, t) с частотным спектром

(14) с параметрами (53) и угловым спектром (15). Предположим, нам известно,

что поле w(x, y, t) проходит через некоторые фиксированные точки:

w(xl, yl, tl) = bwl , l = 1, ..., Lw.

Пространственно-временная модель УСММП поля w(x, y, t) принимает вид:

wb
mn(x, y, t) =

n∑
i=1

m∑
j=1

aij [ξij cos(θij) + ηij sin(θij)] ,

θij = λijx+ νijy + µijt, µ2
ij = g

√
λ2
ij + ν2

ij,

(58)

где величины ξj и ηj строятся при линейном условии

n∑
i=1

m∑
j=1

pijξij + qijηij = bwl , l = 1, ..., Lw,

pij = aij cos(λijx+ νijy + µijt),

qij = aij sin(λijx+ νijy + µijt).

Рассмотрим пространственно-временную модель СММП-Н (17), (25)

wmn(x, y, t) поля w(x, y, t) с параметрами (57). На рисунке 16 слева представле-

ны профили морской поверхности модели wmn(x, y, t) в последовательные мо-

менты времени с интервалом 5 секунд.

Предположим, в фиксированной точке пространства (x0, y0) в момент вре-

мени t0 поле w(x, y, t) достигает значения 10 метров:

w(x0, y0, t0) = 10 м, x0 = 1000 м, y0 = 1000 м, t0 = 0 c. (59)

Построим пространственно-временную модель УСММП. На рисунке 16 справа

представлены профили поля wb
mn(x, y, t) в последовательные моменты време-

ни с интервалом 5 секунд. Верхнее изображение соответствует начальному мо-

менту времени -10 секунд. На 3-ем изображении сверху представлен профиль
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морской поверхности в момент времени t0 = 0 с. Видно, что волна достигает

пикового значения 10 метров. Отметим, что на изображениях рисунка 16 от-

четливо видны две «впадины»: до и после гигантской волны. Такое описание

волнения совпадает с показаниями очевидцев, наблюдающих аномально высо-

кие волны.

Несмотря на то, что при построение пространственно-временной модели

УСММП было зафиксировано лишь одно значение на высоте 10 метров в точке

(x0, y0, t0), кроме основной гигантской волны возникают еще две экстремально

высоких волны чуть меньшего размера до и после основной с промежутком

примерно 20 секунд, см. рисунок 17. Такое поведение волнения соответствует

природному явлению, известному как «три сестры».

3.3 Сходимость условных спектральных моделей поверх-

ности морского волнения

Рассмотрим сходимость условных спектральных моделей морской поверх-

ности.

Теорема 3. Пусть u(x, y) – однородное вещественное гауссовское случай-

ное поле с нулевым средним и с ограниченным спектральным пространством

Λ = (0, A)× (−B,B), umn(x, y) – модель семейства СММП поля u(x, y) со спек-

тральной областью Λmn = (0, Amn)× (−Bmn, Bmn). Предположим, что

Amn → A и Bmn → B при n→∞ и m→∞,

где n×m – число гармоник. Обозначим через ub(x, y) поле u(x, y) при условии,

что оно проходит через фиксированные точки (xl, yl) ∈ R2:

u(xl, yl) = bl, l = 1, ...L,

причем корреляционная матрица случайного вектора (u(x1, y1), ..., u(xL, yL)) яв-

ляется невырожденной. Через ubmn(x, y) обозначим пространственную модель

УСММП поля ub(x, y). Тогда
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Рис. 16: Слева представлены реализации модели СММП с параметрами

спектра (14): v = 7 м/с, µmax = 0.4 и параметрами модели: Amn = 0.1,

Bmn = 0.05, n = 100, m = 100. Справа - реализации модели УСММП с

аналогичными параметрами и дополнительным условием: w(x0, y0, t0) = 10м,

подробности см. в тексте. Профили морской поверхности с интервалом 5

секунд. Направление движения волн - справа налево. По осям значения

приведены в метрах.
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Рис. 17: Гигантская волна «три сестры». Пространственно-временная условная

спектральная модель использовалась для моделирования волны с

возвышением 10 м над средним уровнем (центральный рисунок в 3-ем ряду).

Кроме основной гигантской волны наблюдаются две другие: до и после

основной. В правом верхнем углу для каждого профиля морской поверхности

дано его смещение по времени. Параметры модели указаны в тексте.

Направление движения волн - справа налево. По осям значения приведены в

метрах.
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1. конечномерные распределения пространственной модели УСММП

ubmn(x, y) сходятся к конечномерным распределениям случайного поля

ub(x, y) при n→∞ и m→∞;

2. пространственная модель УСММП ubmn(x, y) сходится к гауссовскому по-

лю ub(x, y) в смысле слабой сходимости в Lp(K) при n → ∞ и m → ∞,

где K – компакт в R2 и p = 0, 1, ...;

3. пространственная модель УСММП ubmn(x, y) слабо сходится в Cp(K) к

гауссовскому полю ub(x, y) при n → ∞ и m → ∞, где K – компакт в R2

и p ≥ 1.

Доказательство. В начале рассмотрим ряд вспомогательных утверждений, до-

казательства которых можно найти в работе [42]. Пусть U(z), z ∈ Rk – гауссов-

ское однородное поле с нулевым средним и спектральной мерой χ. Обозначим

через UN(z) спектральную модель поля U(z):

UN(z) =
N−1∑
j=1

aj
[
ξj cos〈λj, z〉+ ηj sin〈λj, z〉

]
. (60)

Рассмотрим разбиение спектрального пространства ΛU модели UN(z):

ΛU =
N∑
j=1

ΛU
j , ΛU

i ∩ ΛU
j = ∅ где i 6= j, (61)

где

a2
N = χ(ΛU

j ), λj ∈ ΛU
j . (62)

Зададим дополнительные условия:

ΛU
N ⊂ {|λ| ≥ cN}, cN →∞,

max
j<N

diam(ΛU
j )→ 0, при N →∞.

(63)

Поле U(z) при условии, что оно проходит через фиксированные точки b̃l:

U(zl) = b̃l, l = 1, ..., L̃, (64)
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будем обозначать через U b(z). А условную спектральную модель поля U b(z)

обозначим через U b
N(z).

Справедливы следующие утверждения.

Утверждение 4. Конечномерные распределения условной спектральной мо-

дели U b
N(z) сходятся к конечномерным распределениям случайного поля U b(z).

Утверждение 5. Если конечномерные распределения условной спектраль-

ной модели U b
N(z) сходится к конечномерным распределениям гауссовского по-

ля U b(z), то модель U b
N(z) сходится и в смысле слабой сходимости в Lp(K), где

K – компакт в Rk и p ≥ 1.

Утверждение 6. Условная спектральная модель U b
N(z) сходится к гауссов-

скому полю U b(z) в смысле слабой сходимости в Cp(K), если∫
Λu

|λ|β+2pχ(dλ) <∞,

для некоторого β > 0, где K – компакт в Rk и p ∈ {0, 1, ...}.

Перейдем к доказательству теоремы 2. Заметим, что модель ubmn(x, y) яв-

ляется частным случаем условной спектральной модели U b
N(z). А выполнение

условий теоремы 2 обеспечивает выполнение условий (61)–(63). Поэтому спра-

ведливо утверждение 4, т.е. конечномерные распределения модели ubmn(x, y)

сходится к конечномерным распределениям поля ub(x, y) в R3. Тогда, соглас-

но утверждению 5, модель ubmn(x, y) сходится к гауссовскому полю ub(x, y) в

смысле слабой сходимости в Lp(K), где K – компакт в R2 и p ≥ 1;

И, наконец, условия теоремы 2 обеспечивают выполнение условий утвер-

ждения 6, поэтому модель ubmn(x, y, t) сходится к гауссовскому полю ub(x, y)

в смысле слабой сходимости в Cp(K), где K – компакт в R2 и p ∈ {0, 1, ...}.

Теорема доказана.

Замечание. Предположение в условиях теоремы о том, что корреляцион-

ная матрица случайного вектора (u(x1, y1), ..., u(xL, yL)) является невырожден-

ной вполне естественно для моделей морской поверхности. Это предположение
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означает, что нет каких-либо «жестких» ограничений на возможные значения

поля возвышений b1, ..., bL морского волнения в точках (x1, y1), ..., (xL, yL).

Следствие. Нетрудно заметить, что к пространственно-временной модели

УСММП wb
mn(x, y, t) однородного вещественного гауссовского случайного по-

ля wb(x, y, t) применимы выкладки, приведенные в теореме 3. Таким образом,

справедливы следующие утверждения:

1. конечномерные распределения пространственно-временной модели

УСММП wb
mn(x, y, t) сходятся к конечномерным распределениям случай-

ного поля wb(x, y, t) при n→∞ и m→∞;

2. пространственно-временная модель УСММП wb
mn(x, y, t) сходится к гаус-

совскому полю wb(x, y, t) в смысле слабой сходимости в Lp(K) при n→∞

и m→∞, где K – компакт в R3 и p = 0, 1, ...;

3. пространственно-временная модель УСММП wb
mn(x, y, t) слабо сходится в

Cp(K) к гауссовскому полю wb(x, y, t) при n → ∞ и m → ∞, где K –

компакт в R3 и p ≥ 1.

3.4 Применение моделей морской поверхности для оцен-

ки частоты появления аномально высоких волн

3.4.1 Оценка частоты появления высоких волн различной высоты

Результаты теории выбросов гауссовских случайных процессов и полей поз-

воляют вычислять среднее число выбросов за заданный уровень на определен-

ном участке или за фиксированный промежуток времени. В нашей работе мы

будем использовать эти результаты для оценки появления аномально высоких

волн.

Рассмотрим поверхность морского волнения, построенную по модели СММП.

Пусть wmn(x, y, t) – пространственно-временная спектральная модель поля
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w(x, y, t) с нулевым средним. В качестве частотного спектра выберем аппрок-

симацию (14) с параметрами

v = 7 м/с, µmax = 0.4. (65)

В качестве углового спектра используем аппроксимацию (15). Соответствующее

поле w(x, y, t) имеет дисперсию σ0, равную 1.74 м2.

Среднее число волн вышеNt(C) заданного уровня C в фиксированной точке

(x, y) за интервал времени ∆T можно вычислить по формуле [51]:

Nt(C) =
σ1

σ0
·

exp
(
− C2/(2σ2

0)
)

2π
·∆T, (66)

где σ2
0 – дисперсия случайного поля w(x, y, t), σ2

1 – дисперсия производной слу-

чайного поля w(x, y, t) по t и C > 0. В нашем случае

σ2
1 = 0.53 м2/с2. (67)

Среднее число волн Nxy(C) выше уровня C на фиксированном участке про-

странства ∆S определяется соотношением [37]:

Nxy(C) =
C

2π
√

2πK11

√
K22K33 −K2

23

K11
· exp

(
− C2

2K11

)
·∆S, (68)

где C > 0,

K11 = σ2
0 = 1.74 м2,

K22 =

∞∫
0

∞∫
−∞

λ2fλν(λ, ν)dλdν = 8.40 · 10−4,

K33 =

∞∫
0

∞∫
−∞

ν2fλν(λ, ν)dλdν = 2.27 · 10−4,

K23 =

∞∫
0

∞∫
−∞

λνfλν(λ, ν)dλdν = 1.17 · 10−20.

В таблице 6 приведены значения Nt(C) и Nxy(C) для модели морского вол-

нения СММП со спектром (14), (15), (65).
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Таблица 6: Среднее число волн Nt(C) выше уровня C за год и среднее число

волн Nxy(C) выше уровня C на площади 100 км2 в фиксированный момент

времени для модели СММП с параметрами частотного спектра (65).

C, м Nt(C) Nxy(C)

5.0 2.162× 103 1.306× 101

5.5 4.799× 102 3.162× 100

6.0 9.230× 101 6.571× 10−1

6.5 1.538× 101 1.174× 10−1

7.0 2.221× 100 1.805× 10−2

7.5 2.778× 10−1 2.391× 10−3

8.0 3.011× 10−2 2.730× 10−4

8.5 2.828× 10−3 2.687× 10−5

9.0 2.301× 10−4 2.282× 10−6

9.5 1.622× 10−5 1.673× 10−7

10.0 9.911× 10−7 1.058× 10−8

В таблице 7 приведены значения Nt(C) и Nxy(C) для более сильного волне-

ния с параметрами

v = 10 м/с, µmax = 0.3. (69)

Дисперсия соответствующего поля в этом случае равна 5.84 м2.

Будем предполагать, что высота волны h соответствует уровню C = h
/

2.

Можно дать следующую интерпретацию результатам, представленным в табли-

це 7. Предположим, что 100 морских судов находятся в плавании на достаточно

большом расстоянии друг от друга в условиях морского волнения со спектром

(14), (15), (69). Тогда в среднем за год произойдет примерно одна встреча с

гигантской волной выше 30 м, что соответствует уровню C = 15 м, 11 встреч

с волнами выше 28 м и 109 встреч с волнами высотой выше 26 м, что соответ-
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Таблица 7: Среднее число волн Nt(C) выше уровня C за год и среднее число

волн Nxy(C) выше уровня C на площади 100 км2 в фиксированный момент

времени для модели СММП с параметрами частотного спектра (69).

C, м Nt(C) Nxy(C)

5.0 2.484× 105 7.439× 102

6.0 9.681× 104 3.475× 102

7.0 3.179× 104 1.330× 102

8.0 8.795× 103 4.200× 101

9.0 2.050× 103 1.099× 101

10.0 4.027× 102 2.395× 100

11.0 6.663× 101 4.351× 10−1

12.0 9.291× 100 6.604× 10−2

13.0 1.091× 100 8.385× 10−3

14.0 1.081× 10−1 8.915× 10−4

15.0 9.009× 10−3 7.944× 10−5

16.0 6.329× 10−4 5.936× 10−6

ствует уровням C = 14 м и C = 13 м соответственно.

3.4.2 Оценка частоты появления высоких волн для моделей, постро-

енных по натурным данным

Одной из наиболее известных аномально высоких волн-убийц, зафиксиро-

ванной приборами, является «Новогодняя волна», чья высота достигла 25.6 м,

подробнее см. приложение Б. На рисунке 18 представлена волнограмма «Ново-

годней волны». Наибольший уровень волнения - 18.5 м зафиксирован в момент

времени 265 с. Мы оценили характеристики волнения по участку записи, на-

чиная с момента времени 270 с, предполагая, что он является стационарным.
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Рис. 18: Волнограмма «Новогодней волны». По оси абсцисс значения

приведены в секундах, по оси ординат - в метрах.

Обозначим этот участок записи через wt(n), n = 0, ..., N . Дисперсия процесса

wt(n) равна 8.1678 м2, а дисперсия производной процесса - 2.6985 м2/с2. Для

оценки автокорреляционной функции и спектральной плотности мы использо-

вали следующие соотношения:

Rt
n =

1

N

N−k∑
k=0

wt(k + n)wt(k), Rt
n = Rt

−n, n = 0, ..., N,

St(µ) =
1

π

N∑
n=−N

exp(−iµn)Rt
n, µ ∈ [0, π).

(70)

На рисунках 19 и 20 приведены автокорреляционная функция и спектральная

плотность соответственно.

Отметим, что при построении численных моделей предполагается, что вол-

нение морской поверхности описывается гауссовским распределением. На ри-

сунке 21 представлена гистограмма участка «Новогодней волны», не содержа-

щего аномально высокую волну. Видно, что экспериментальная гистограмма

хорошо согласуется с теоретическим гауссовским распределением.

Для моделирования случайных процессов хорошо себя зарекомендовала ав-
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Рис. 19: Автокорреляционная функция «Новогодней волны».

Рис. 20: Спектральная плотность «Новогодней волны».
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Рис. 21: Гистограмма возвышений, построенная по записи «Новогодней

волны» (сплошная линия) и её аппроксимация гауссовским распределением

(штриховая линия).

торегрессионная модель:

w(tn) =
P∑
j=1

ajw(tn−j) + εn, (71)

где P – порядок авторегрессии, aj – коэффициенты авторегресии, j = 1, ..., P ,

εn – белый шум. Мы оценивали коэффициенты авторегрессии, используя метод

Юла-Уокера, по участку записи Новогодней волны, не содержащей аномально

высокой волны, порядок авторегресии выбрали равным

P = 1990. (72)

На рисунке 22 представлены примеры морского волнения с аномально вы-

сокими волнами, полученными по модели (70)-(72).

В таблице 8 представлено среднее число волн (66), превышающих заданный

уровень, для морского волнения, соответствующего модели (71)-(72). Предпо-

ложим, что нефтяная платформа расположена в фиксированной точке океана

с постоянным волнением, соответствующим модели (70)-(72), в течение одного

года. Тогда в среднем на платформу обрушится 93 волны, превышающие 26 м,

18 волн, превышающих 28 м, и 3 волны высотой 30 м и выше.
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Рис. 22: Примеры морского волнения с аномально высокими волнами,

полученными по модели авторегрессии (71)-(72). Коэффициенты

авторегрессии оценены по участку волнограммы «Новогодней волны» методом

Юла-Уокера. По оси абсцисс значения приведены в секундах, по оси ординат -

в метрах.

Таблица 8: Среднее число волн Nt(C) выше уровня C за год для морского

волнения, соответствующего авторегрессионной модели (70)-(72).

Коэффициенты авторегрессии оценены по участку волнограммы «Новогодней

волны» методом Юла-Уокера.

C (м) Nt(C)

5.0 6.2479× 105

6.0 3.1865× 105

7.0 1.4379× 105

8.0 5.7407× 104

9.0 2.0278× 104

10.0 6.3378× 103

11.0 1.7526× 103

12.0 4.2879× 102

13.0 9.2810× 101

14.0 1.777× 101

15.0 3.0126× 100



76

Заключение

Ниже приведены основные результаты, представленные в диссертационной

работе.

1. Разработаны пространственные, пространственно-временные модели по-

верхности морского волнения и соответствующие алгоритмы численно-

го моделирования, основанные на спектральном разложении случайных

функций и полей. Разработан и зарегистрирован «Программный ком-

плекс для численного моделирования стохастической структуры морской

поверхности». Спектры моделей могут быть оценены по натурным запи-

сям волнений, либо могут быть использованы известные теоретические

аппроксимации.

2. Изучено влияние размеров выбираемой спектральной области на точность

воспроизведения дисперсии моделируемых случайных полей. Исследова-

ны погрешности спектральных моделей, основанные на оценке точности

воспроизведения корреляционных структур для нерандомизированных мо-

делей и среднего отклонения корреляционных функций в рандомизиро-

ванном случае. Проведено сравнение оценок изучаемых функционалов

для различных спектральных моделей морской поверхности.

3. Предложены алгоритмы численного моделирования случайной поверхно-

сти с аномально высокими волнами на основе условных спектральных

моделей. Изучены подходы к оценке частоты появления выбросов слу-

чайных полей различной высоты, в том числе и аномально высоких, на

основе изучения свойств спектра моделей. Разработана методика оценки

частоты возникновения высоких волн на заданном участке или за фикси-

рованный промежуток времени.

4. Изучена сходимость рассматриваемых вычислительных моделей случай-

ной поверхности, в том числе и моделей с аномально высокими волнами.
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Доказана сходимость конечномерных распределений для соответствую-

щих спектральных моделей и условных спектральных моделей. Доказа-

ны слабая сходимость рассматриваемых моделей в функциональных про-

странствах Lp и Cp.
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Список обозначений

СММП спектральная модель морской поверхности;

СММП-Н нерандомизированная спектральная модель морской

поверхности;

СММП-Р1 рандомизированная спектральная модель морской

поверхности с разбиением спектрального пространства;

СММП-Р2 рандомизированная спектральная модель морской

поверхности без разбиения спектрального пространства;

УСММП условная спектральная модель морской поверхности;

A+ псевдообратная матрица;

AT транспонированная матрица;

diam(A) диаметр множества A;

Mξ математическое ожидание случайной величины ξ;

P(A) вероятность события A;

〈a, b〉 скалярное произведение векторов a и b;
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Приложение А. Аппроксимации спектров поверх-

ности морского волнения

Определяющую роль в исследованиях поверхности морского волнения иг-

рают экспериментальные данные и способы их интерпретации.

Большое количество экспериментальных записей морского волнения полу-

чено с помощью волнографов, которые регистрируют во времени изменение

морской поверхности в фиксированной точке. Статистической характеристикой

такого волнения является частотный спектр, который характеризует распреде-

ление дисперсий волновых аппликат по частотам колебаний [9,10].

Другим распространенным способом записи волнения являются планшеты

аэрофотосъемки волн, которые дают нам представление о поверхности морско-

го волнения в фиксированный момент времени. В этом случае волнение ха-

рактеризуется функцией углового распределения энергии, которая определяет

распространение волновой энергии по направлениям [9, 10]. Функцию углового

распределения энергии будем называть угловым спектром.

В данном пункте мы рассмотрим наиболее распространенные аппроксима-

ции частотного и углового спектров волнения, большинство из которых были

реализованы в «Программном комплексе для численного моделирования сто-

хастической структуры морской поверхности» [26].

А.1 Аппроксимации частотных спектров морской поверх-

ности

Ветровое волнение морской поверхности образуется под действием сил тя-

жести и поверхностного натяжения. Если в образовании волн основную роль

играют силы поверхностного натяжения, то такие волны называются капилляр-

ными. Если же определяющей силой является сила тяжести - гравитационными

волнами. С уменьшением длины волны силы поверхностного натяжения оказы-
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вают все большее влияние. Интервал длин волн, в котором сила тяжести и сила

поверхностного натяжения – величины примерно одного порядка, называется

гравитационно-капиллярным [16].

Частотный спектр ветровых волн можно разделить на ряд областей с раз-

личными свойствами [11]. К основным областям относят:

1. гравитационную область, на которую падает преобладающая часть вол-

новой энергии,

2. гравитационно-капиллярную область,

3. капиллярную область,

4. вязкий интервал.

Отметим, что последние три интервала играют большую роль, например, в

задачах рассеяния и отражения электромагнитных волн. В данной работе нас

интересуют волны со значительной длиной волны, поэтому сосредоточимся на

гравитационной части спектра. Высокочастотные области спектра рассматри-

ваются, например, в работах [21,64,89, 97, 109]. Далее под частотным спектром

понимается именно гравитационная область.

По приборным записям волн получено большое количество аппроксимаций

частотных спектров морского волнения. Хорошо согласуются с эксперименталь-

ными данными спектры экспоненциального вида. Для моделирования частот-

ного спектра ветровых волн часто используется аппроксимация, называемая в

судостроении формулой Барлинга [9, 11,39]:

S(µ) = Aµ−k exp(−Bµ−n). (73)

Значения параметров A, B, k, n зависят от условий волнообразования. Кро-

ме того, на параметры накладываются определенные условия, связывающие

частоту спектрального максимума и дисперсию волнового процесса.

По своей сути морское волнение является сложным нестационарным про-

цессом. Однако, если рассматривать большую акваторию с постоянно дующим

ветром в течение продолжительного времени, то для простоты можно говорить
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о полностью развитом волнении - некое равновесное состояние, при котором

энергия, передаваемая ветром волнам, равна энергии, теряемой при разруше-

нии волн.

Для полностью развитого волнения наибольшее распространение получила

модификация спектра (73), известная как спектр Пирсона-Московица [107]:

S(µ) =
αg2

µ5
exp

(
− 0.6768

( g
vµ

)4
)
, (74)

где α = 8.1 · 10−3, g – ускорение свободного падения, v – скорость ветра (в

м/с) на высоте 10 м над уровнем моря. На рисунке 23 представлена динамика

аппроксимации спектра Пирсона-Московица при изменяющемся параметре v.

Рис. 23: Аппроксимация частотного спектра Пирсона-Московица (74) с

параметром v, равным 4 м/с, 5 м/с и 6 м/с (сплошная линия, штриховой

пунктир и точечный пунктир, соответственно). По горизонтальной оси

значения даны в с−1.

Анализ данных в рамках международного эксперимента JONSWAP (Joint

North Sea Wave Observation Project) показал, что в действительности волнение

не может достигнуть состояния полностью развитого [70]. Причинами этого яв-

ляются непостоянство ветрового потока над обширной акваторией, сложность

процессов образования и распространения волн и прочее. В результате, для
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учета этого факта Хассельман с соавторами предложили дополнить аппрокси-

мацию (74) «искусственным» множителем γβ(µ) [70, 107]:

S(µ) =
αg2

µ5
exp

(
− 5µ4

0

4µ4

)
γβ(µ), (75)

где

α = 0.076

(
v2

Fg

)0.22

, β(µ) = exp

(
− (µ− µ0)

2

2σ2(µ)µ2
0

)
, µ0 = 22

(
g2

vF

) 1
3

,

γ – отношение основного спектрального максимума к его значению по аппрок-

симации (74), F – расстояние, над которым ветер дует с постоянной скоростью,

σ – параметр формы, принимающий следующие значения:

σ(µ)=

 0.07, µ ≤ µ0,

0.09, µ > µ0.

Параметр γ зависит от скорости ветра и его разгона. С увеличением скорости

ветра параметр γ уменьшается, что объясняется приближением спектра штор-

мового волнения к спектру полностью развитого волнения. Среднее значение

γ, полученное в эксперименте JONSWAP, оказалось равным 3.3 [11].

На рисунках 24 и 25 представлена зависимость аппроксимации спектра

JONSWAP от изменения параметров скорости ветра на высоте 10 м над уровнем

моря v и длины разгона F соответственно. Параметр γ был выбран постоянным

со значением равным 3.3.

Рассмотрим еще один спектр, применяемый для моделирования волнения,

близкого к полностью развитому. В работе [9] рассматривается аппроксимация

частотного спектра, учитывающая разделение гравитационной области на три

интервала: область основного максимума спектра, переходный и равновесный

интервалы спектра.
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Рис. 24: Аппроксимация частотного спектра JONSWAP (75) при

фиксированных параметрах γ = 3.3, F = 37, 8 · 103 м и различном параметре

v: v = 8 м/с (сплошная линия), v = 5 м/с (штриховой пунктир), v = 2 м/с

(точечный пунктир). По горизонтальной оси значения даны в с−1.

Рис. 25: Аппроксимация частотного спектра JONSWAP (75) при

фиксированных параметрах γ = 3.3, v = 7 м/с и различным параметром F :

F = 66.5 · 103 м (сплошная линия), F = 109.8 · 103 м (штриховой пунктир),

F = 21.3 · 103 м (точечный пунктир). По горизонтальной оси значения даны в

с−1.
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Запишем аналитический вид спектра:

S(µ)=


6m0

(
µmax

µ

)5

µ−1 exp

{
−1.2

[(
µmax

µ

)5

−
(
µmax

µ1

)5
]}

, µ ∈ (0, µ1],

S(µ1) + (S(µ2)− S(µ1)) · µ−µ1

µ2−µ1
, µ ∈ (µ1, µ2),

0.0078g2µ−5, µ ∈ [µ2, µ3),

(76)

µ1 = 1.8µmaxµ̃
(−0.7), µ2 = 2.0µmaxµ̃

(−0.7),

µ̃ = vµmax/g, m0 = 0.00127g−2v4µ̃(−3.19).

Здесь µ3 ≈ 30 sec−1 – верхняя граница частотного спектра гравитационных

волн, µmax – частота спектрального максимума частотного спектра S(µ), v –

скорость ветра (в м/с) на высоте 10 м над уровнем моря, g – ускорение свобод-

ного падения.

Статистические свойства морского волнения, описанного спектром (76), опре-

деляются двумя параметрами: скоростью ветра на высоте 10 м над уровнем

моря v и частотой спектрального максимума µmax.

Рассмотрим динамику вида спектра в зависимости от изменения парамет-

ров. На рисунке 26 представлены виды спектра при фиксированной скорости

ветра и различном параметре µmax. А на рисунке 27 представлены спектры при

фиксированном значении µmax и изменяемой скорости ветра.

А.2 Аппроксимации угловых спектров морской поверхно-

сти

Изучению аппроксимации функции углового распределения энергии посвя-

щено большое количество исследований, см., например, [2,63,68,86]. Рассмотрим

некоторые из них.

В 1971 году проводилось исследование, в ходе которого было изучено шесть-

десят шесть планшетов стереофотосъемки волнения. Выявленные особенности
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Рис. 26: Аппроксимация частотного спектра, учитывающего разделение

гравитационной области на три интервала, (76) при фиксированном

параметре v = 7 м/с и различным параметром µmax: µmax = 0.9 c−1 (сплошная

линия), µmax = 1.1 c−1 (штриховой пунктир) и µmax = 1.3 c−1 (точечный

пунктир). По горизонтальной оси значения даны в с−1.

Рис. 27: Аппроксимация частотного спектра (76) с фиксированным значением

параметра µmax = 1.1 c−1 и различным параметром v: v = 5 м/с (сплошная

линия), v = 7 м/с (штриховой пунктир), v = 3 м/с (точечный пунктир). По

горизонтальной оси значения даны в с−1.
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углового распределения энергии были учтены в аппроксимации, представлен-

ной в работе [12]:

Q(µ, φ) =

0.5k · µ̃

(µ̃+ 1)2

1− exp

(
−kπ

2
· µ̃

(µ̃+ 1)2

) · exp

(
−k|φ| µ̃

(µ̃+ 1)2

)
, (77)

где параметр k изменяется от 3 до 8 в зависимости от волнения, µ̃ =
µ

µmax
, µmax

- частота спектрального максимума.

Исследования показывают, что аппроксимация (77) дает результаты, хорошо

согласующиеся с натурными данными, по крайней мере в пределах углов ±35◦

[9].

Позднее в работе [9] представлена аппроксимация, которую можно исполь-

зовать во всем диапазоне углов φ:

Q(µ, φ) = 2k ·
Γ2

(
k + 1

2

)
Γ(k + 1)

· cosk(φ), (78)

где параметр k зависит от µ, Γ – гамма-функция Эйлера.

Однако для простоты часто переходят к упрощенному виду углового спек-

тра, предложенному Пирсоном, Нейманом и Джеймсом [41]. В этой аппрокси-

мации спектра не учитывается зависимость углового распределения энергии от

частоты:

Q(φ) =
2

π
· cos2(φ), (79)

где φ ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

Отметим, что об угловом спектре значительно меньше сведений, чем о ча-

стотном. Это связано со сложностью получения натурных данных для изучения

углового спектра.
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Приложение Б. Информация о волнах-убийцах

За тысячи лет мореплавания люди научились бороться с различными опас-

ностями водной стихии. Но до сих пор некоторые явления остаются малоизучен-

ными. Одно из таких – «волны-убийцы» (в англоязычной литературе встреча-

ются названия «rogue waves» и «freak waves»). С незапамятных времен моряки

рассказывали истории о «девятом вале» – огромной волне, разрушающей суда

и несущей гибель. Но всерьез такое явление стали воспринимать только в конце

XX века. В 2000-2003 годах в рамках проекта «MaxWave» проводилось наблю-

дение за поверхностью Мирового океана с помощью методов дистанционного

зондирования. Было показано, что аномально высокие волны возникают чаще,

чем это предсказано классической теорией Релея, [102]. В работе [85] в хро-

нологическом порядке описаны наиболее известные случаи встреч с волнами-

убийцами вплоть до 2007 года, а в работе [91] можно найти данные за период с

2006 по 2010 гг.

В настоящее время не существует единого мнения относительно природы

возникновения и механизма действия таких волн. Не существует и единого

определения волн-убийц. Обычно под волной-убийцей понимают волну, кото-

рая в два и более раз превышает основное волнение, точнее «значительную»

высоту волн, то есть среднюю высоту одной трети наибольших волн.

По внешнему виду выделяют три типа волн-убийц: одиночная гигантская

волна, «белая стена» и «три сестры». В частности, одна из самых известных

фотографий волны «белая стена» была опубликована в журнале «Mariners

Weather Log» в 1993 году [102].

Из-за внезапности этого явления существует достаточно мало натурных за-

писей волн-убийц. Самая известная из них - «Новогодняя волна». 1 января

1995 года на нефтяную платформу «Draupner» в Северном море обрушилась

26-метровая волна, в то время как значительная высота волн была менее 12

метров. Приборы, установленные на нефтяной платформе, смогли зафиксиро-
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вать волнение. На рисунке 28 представлена волнограмма «Новогодней волны».

Рис. 28: Волнограмма «Новогодней волны». По оси абсцисс значения

приведены в секундах, по оси ординат - в метрах.

Аномально высокие волны-убийцы представляют серьезную угрозу морским

судам и сооружениям, поскольку современные конструкции не предполагают

встреч с такими волнами. На сегодняшний день к основным можно отнести за-

дачи прогнозирования волн-убийц и задачи внедрения и использования знаний

о механизмах возникновения и развития гигантских волн при конструировании

морских единиц.

Приложение В. Шкала Бофорта

Для приближенной оценки скорости ветра по его воздействию на наземные

предметы или по волнению в открытом море используется шкала Бофорта,

разработанная английским адмиралом Фрэнсисом Бофортом в 1806 году [38].

С 1874 года принята для использования в международной синоптической прак-

тике. Средняя скорость ветра указывается на стандартной высоте 10 м над

открытой ровной поверхностью. В таблице 9 приведена шкала Бофорта и соот-

ветствующее описание поведения водной поверхности.
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Таблица 9: Шкала Бофорта.

Балл Скорость (м/с) и

характеристика

силы ветра

Состояние водной поверхности Высота

волн, м

0 0-0.2

штиль

зеркально-гладкая 0

1 0.3-1.5

тихий

заметная рябь, но без образования гребней 0.25

2 1.6-3.3

легкий

небольшая рябь с ровными, не разорванными

гребнями

0.25-0.75

3 3.4-5.4

слабый

крупная рябь, гребни начинают разрываться,

появляются редкие барашки

0.75-1.25

4 5.5-7.9

умеренный

небольшие волны с довольно частыми барашка-

ми

1.25-2

5 8.0-10.7

свежий

протяженные волны среднего размера с много-

численными барашками и мелкими брызгами

1.25-2.1

6 10.8-13.8

сильный

начинают образовываться крупные волны, ба-

рашки везде, брызги

2-3.5

7 13.9-17.1

крепкий

белая пена срывается ветром с гребней волн 3.5-6

8 17.2-20.7

очень крепкий

волны средней высоты, но большой длины,

гребни разбиваются в брызги, пена сдувается

хорошо заметными полосами

6-8.5

9 20.8-24.4

шторм

высокие волны, начинающие закручиваться,

плотные потоки пены, брызги ухудшают види-

мость

8.5-11

10 24.5-28.4

сильный шторм

очень высокие волны с нависающими гребнями,

вода белая из-за мощных потоков пены, види-

мость уменьшена

8.5-11

11 28.5-32.6

жестокий шторм

исключительно высокие волны, вода покрыта

клочьями белой пены, видимость плохая

больше 11

12 32.7-36.9

ураган

воздух насыщен водными брызгами, вода белая

из-за потоков пены, видимость очень плохая

больше 11


