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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè òðåõìåðíûõ íåëè-

íåéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàí ðÿä ÷èñëåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà (òî÷íîñòü, ñõî-

äèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü) è îáëàñòè èõ ïðèìåíåíèÿ. Íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ ãèäðîäè-

íàìè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçðàáîòàíû

ïðîìûøëåííûå ïðîãðàììíûå ïàêåòû. Ñðåäè íàèáîëåå èçâåñòíûõ � ýòî èíîñòðàííûå

ïàêåòû Ansys, Fluent, STAR-CD, à òàêæå ðîññèéñêèå ïàêåòû Flow Vision, Ýãèäà. Â

ýòèõ ïàêåòàõ ðåàëèçîâàíû ìîäåëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ãàçîäèíàìè÷å-

ñêèå è ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêèå ìîäåëè, à òàêæå íåîáõîäèìàÿ ïîäñåòî÷íàÿ ôèçèêà

(õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, èçëó÷åíèå, îõëàæäåíèå/íàãðåâàíèå è ò. ä.). Îäíàêî, îñòàåòñÿ

îòêðûòûì âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ðåàëèçîâàííûõ â ïàêåòàõ ìîäåëåé ê ðÿäó ïðèêëàä-

íûõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷. Òàêæå îòêðûò âîïðîñ î òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

è îá èõ ýôôåêòèâíîñòè.

Òàê â çàäà÷àõ î �ñâàðêå âçðûâîì� íå ðåøåíà ïðîáëåìà ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû è íå èññëåäîâàíà îáëàñòü åãî ïðèìåíèìîñòè.

Äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàåò ïðè

ó÷åòå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, êîòîðûå èìåþò ìåñòî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñâàðèâàåìûõ

ïëàñòèí. Çàäà÷à ïî èçó÷åíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò íà

ðàííåé ñòàäèè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì çàäà÷è î �ñâàðêå âçðûâîì� è îñîáåííî àêòó-

àëüíà â ñâÿçè ñ ñîáûòèÿìè 2013 ãîäà. Êàê è â ñëó÷àå �êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ î ñâàðêå

âçðûâîì� îñòàåòñÿ ïðîáëåìîé ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû ñ

ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è îáëàñòè åãî ïðèìåíèìîñòè ïðè äî- è ñâåðõçâóêîâûõ

ñîóäàðåíèÿõ ìåòåîðèòà ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû. Ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ àñòðî-

íîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ (îò ïëàíåòíîé ñèñòåìû äî êðóïíî-ìàñøòàáíûõ êîñìîëîãè÷å-

ñêèõ ñòðóêòóð) âàæíóþ ðîëü èãðàåò ãðàâèòàöèÿ, êîòîðàÿ âìåñòå ñ ñèëàìè äàâëåíèÿ

îïðåäåëÿåò äâèæåíèå ãàçà.

Ïðåäìåòîì ñîâðåìåííîé àñòðîôèçèêà ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-

ñîâ âî Âñåëåííîé, èõ âëèÿíèå íà ñàìîîðãàíèçàöèþ è ýâîëþöèþ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáú-

åêòîâ, à òàêæå íà äàëüíåéøóþ èõ äèíàìèêó è âçàèìîäåéñòâèå. Íåñìîòðÿ íà óñïåõè

ñîâðåìåííîé íàáëþäàòåëüíîé àñòðîíîìèè, áîëüøèíñòâî àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

ñóùåñòâóþò ëèøü â âèäå ñòàòè÷åñêîé êàðòèíû. Íà îñíîâå íàáëþäàåìîé èíôîðìàöèè
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è èçâåñòíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (èëè òåîðèÿ)

ýâîëþöèè àñòðîíîìè÷åñêîãî îáúåêòà äî íàáëþäàåìîãî ìîìåíòà è/èëè ïîñëå íåãî.

Ñóùåñòâåííîñòü ó÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, à òàêæå ñëîæíîñòü âîñ-

ïðîèçâåäåíèÿ óñëîâèé êîñìîñà â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ íàêëàäûâàþò çíà÷èòåëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ íà ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå � ýòî îñíîâíîé, à ÷àñòî è åäèíñòâåííûé, ïîä-

õîä ê òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è àñòðîíîìè÷åñêèõ

îáúåêòîâ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ìîäåëèðîâàíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ÿâëÿåò-

ñÿ ñîîòíîøåíèå ìàñøòàáîâ. Òàê ìàññà îäíîé ãàëàêòèêè ñîñòàâëÿåò 107 � 1013 ìàññ

ñîëíö è ðàçìåð 103 � 105 ïàðñåê, ÷òî ïðèâîäèò ê ðàçðûâó â 13 ïîðÿäêîâ äëÿ ìàññû

è 14 ïîðÿäêîâ äëÿ ðàçìåðà ïî ñðàâíåíèþ ñî çâåçäîé. Ïîýòîìó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

òàêèõ îáúåêòîâ â âûñîêîì ïðîñòðàíñòâåííîì ðàçðåøåíèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

íàèáîëåå ìîùíûå èç äîñòóïíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Äâà èç Top3 ñóïåðêîìïüþòåðîâ â

íîÿáðüñêîé âåðñèè 2015 ãîäà ñïèñêà Top500 îñíàùåíû ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè

è óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi. Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ãèáðèä-

íûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé ñëîæíîé íàó÷íîé çàäà÷åé, òðåáóþùåé

ñî-äèçàéíà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà âñåõ ñòàäèÿõ åå ðåøåíèÿ � îò ôèçè÷å-

ñêîé ïîñòàíîâêè äî èíñòðóìåíòàðèåâ ðàçðàáîòêè.

Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðî-

âàíèþ òðåõìåðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîí-

íîì ïîëå íà ñóïåðÝÂÌ. Èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé àêöåíò

ñäåëàí íà ìîäåëÿõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ãàçîäèíàìè÷åñêèõ è ìàãíèòíî-

ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, à òàêæå áåññòîëêíîâèòåëüíûõ ìîäåëÿõ è èõ ïðèëîæåíèé

äëÿ çàäà÷ ãåîôèçèêè è àñòðîôèçèêè. Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìîñòüþ ôîðìóëèðîâêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ

ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ðàçðàáîòêè, îáîñíîâàíèÿ è âåðèôèêàöèè âû÷èñëè-

òåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ èõ ðàçðåøåíèÿ, à òàêæå ýôôåêòèâíîé ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçà-

öèè ìåòîäîâ íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðÝÂÌ è êîìïëåêñíîãî èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íàó÷íûõ ïðîáëåì óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé,

àñòðîôèçèêè è ãåîôèçèêè. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû � íåñòàöè-

îíàðíûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ó÷åòîì ñàìîãðàâèòàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ

è èññëåäîâàíèÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòêè âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì äëÿ

èõ ðàçðåøåíèÿ, ðåàëèçîâàííûå íà ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóðàõ.
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Öåëü èññëåäîâàíèÿ � ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàä-

íûõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, àñòðîôèçèêè è

ãåîôèçèêè íà îñíîâå ñîâðåìåííûõ êîíå÷íî-îáúåìíûõ ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ ãèäðî-

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîçäàíèå íà èõ îñíîâå íàóêîåìêîãî ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ñóïåðÝÂÌ è åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ïðîâåäåíèÿ êðóïíî-ìàñøòàáíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíî ìîäåëüíîå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè-

÷åñêèõ ñðåä, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîðìóëèðîâîê óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è

óñëîâèé èõ êîððåêòíîñòè, êîòîðûå âûðàáîòàëèñü â ðåçóëüòàòå îðèãèíàëüíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì íà çàäà÷å î ñâàðêå âçðû-

âîì ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí [7, 8], à òàêæå íà çàäà÷àõ ðàçðóøåíèÿ ìàòåðèàëà [92] è

òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû ïî ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ

ñòðóêòóð [228]. Âûáèðàÿ ìîäåëüíûå çàäà÷è, ìû ñòðåìèëèñü, íà îñíîâå íàáëþäåíèÿ çà

ðàññ÷èòûâàåìûìè ïðîöåññàìè, âûðàáîòàòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàêèå îáñòîÿòåëü-

ñòâà ïðèâîäÿò ê âîëíîîáðàçîâàíèþ ïðè ñâàðêå âçðûâîì ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí è

âìåñòå ñ ýòèì ñôîðìóëèðîâàòü îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ýòîé ìîäåëè.

Ïðîáëåìà âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðè ñâàðêå âçðûâîì áûëà ïîñòàâëåíà Ì.À. Ëàâðåíòüå-

âûì åù¼ â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü

ââåäåíèÿ ïëàñòè÷íîñòè, ÷òî âíîñèò äîïîëíèòåëüíûå îñîáåííîñòè â ôîðìóëèðîâêó

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, íàêëàäûâàåò áîëåå æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ íà

óñëîâèå êîððåêòíîñòè[7]. Â îáùåì âèäå óñëîâèå êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå èíòåðâàëà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ òåðìîäèíàìè-

÷åñêîãî ïîòåíöèàëà � ôóíêöèè ýíòðîïèè. Äîñòèæåíèå íèæíåé ãðàíèöû òàêîãî èí-

òåðâàëà ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòèæåíèè �áîëüøèõ� îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí íåñèììåò-

ðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàçðóøåíèÿ ìàòå-

ðèàëà [92] èëè îòêîëîì [8]. Íà âåðõíåé ãðàíèöå òàêîãî èíòåðâàëà äîñòèãàþòñÿ �áîëü-

øèå� êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðîéêè

ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà è äëÿ ýòîãî ââîäÿòñÿ ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè [8], êîòîðûå

óìåíüøàþò äåâèàòîð íåñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðÿæåíèé, òàêèì îáðàçîì ïðîèñ-

õîäèò �ðàçãðóçêà� íàïðÿæåíèÿ ìàòåðèàëà. Âòîðûì ïîäõîäîì ê óìåíüøåíèþ äåâèà-

òîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïîìîùüþ

ââåäåíèÿ ýôôåêòèâíîé ñêîðîñòè çâóêà ïîïåðå÷íûõ âîëí [8] èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì

èíâàðèàíòîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äåâèàòîðíîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ [92]. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ïðî-
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èñõîäèò ïåðåôîðìóëèðîâêà äåâèàòîðíîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì ñèì-

ìåòðèé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè [228]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, â áîëüøèíñòâå ðàáîò

ìàëî îáðàùàþò âíèìàíèå íà ó÷åò ïëàñòè÷íîñòè è êîððåêòíîñòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ-

íèÿ. Òàê â ðàáîòå, ïîñâÿùåííîé çàïàêîâêå ãðóíòà Ìàðñà ñ ïîìîùüþ ñâàðêè âçðûâîì

[115], ìîäåëü ïëàñòè÷íîñòè íå áûëà èñïîëüçîâàíà è íå ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå êîð-

ðåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Â èññëåäîâàíèè ìåõàíèçìà âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðè

ñâàðêå âçðûâîì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñãëàæåííûõ ÷àñòèö [268] òàêæå íå ñôîðìóëèðî-

âàíî óñëîâèå êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ êàê è íå ââåäåí ó÷åò ïëàñòè÷íîñòè.

Õîòÿ îí íåÿâíî áûë èñïîëüçîâàí ïðè ôîðìóëèðîâêå òåðìà èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì àòðèáóòîì ëþáîé ðåàëèçàöèè SPH ìåòîäà. Òàêæå

óñëîâèå êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íå ñôîðìóëèðîâàíî â ðàáîòå [15], ÷òî ïî

âñåé âèäèìîñòè ñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûìè óïðîùåíèÿìè â ìîäåëè óïðóãîé ñðåäû.

Â ñâÿçè ñ ñîáûòèÿìè 2013 ãîäà ïîä ×åëÿáèíñêîì [58] îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-

þò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé ìåòåîðèòîâ, êîòîðûå, ôðàãìåíòèðóÿñü â àòìîñôå-

ðå Çåìëè [165, 215], ÿâëÿþòñÿ íàèìåíüøèìè àñòðîíîìè÷åñêèìè îáúåêòàìè [193]. Èñ-

ñëåäîâàíî ïîâåäåíèå ìåòåîðèòîâ â èõ ïîòîêå (ìåòåîðèòíûé äîæäü) îò êîìåò 15p/�nlay

[277], 209p/linear [126], D/1819 W1 (Blanpain) [130]. Òàêèå ïîòîêè ìîãóò îáðóøèâàòüñÿ

è íà äðóãèå ïëàíåòû è ñïóòíèêè, êàê íàïðèìåð íà Ëóíó [188]. Çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ

ìåòåîðèòà ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû èëè ñïóòíèêà ïëîòíî ïðèìûêàåò ê çàäà÷àì ñâàð-

êè ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ âçðûâà [7, 8, 92, 115, 268], â êîòîðûõ ðàáîòàþò èäåíòè÷íûå

ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû.

Â êîíòåêñòå êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð [278]

(ñì. íàïðèìåð îáçîð [57]) â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ñòàíäàðòíîé êîñìîëîãè÷åñêîé

ìîäåëè ΛCDM íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàíèå ïðåæäå âñåãî õîëîäíîé òåìíîé ìàòåðèè,

äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîäåëü N-òåë. Çà ïîñëåäíèå

ãîäû â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí ðÿä ãëîáàëüíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëè-

ðîâàíèé [141, 235, 245], à òàêæå êðóïíåéøåå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü êîñìîëîãè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå Q Continuum [121] ñ ðåêîðäíûì ðàçðåøåíèåì äëÿ ÷àñòèö ïîðÿäêà

108M⊙. Îäíàêî, äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåìó óðîâíþ äåòàëèçàöèè � ê îòäåëüíûì ãà-

ëàêòèêàì, òàêîé ïîäõîä èìååò çíà÷èòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ èç-çà íåâîçìîæíîñòè ïî-

ëó÷åíèÿ ðÿäà ýëëèïòè÷åñêèõ ãàëàêòèê. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü òàêæå

áàðèîííóþ ìàòåðèþ â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè è ïðîâîäèòü ñîâìåñòíîå êîñìîëî-

ãè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, òàêîå êàê áûëî ñäåëàíî â ïðîåêòàõ �Bolshoi� [144], �Illustris�

[104, 256, 257] è �Eagle� [82, 222].
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Â çàäà÷àõ êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàåò çàäàíèå íà÷àëü-

íûõ äàííûõ, òàê êàê îíè â îñíîâíîì è îïðåäåëÿþò äèíàìèêó ðàçâèòèÿ êðóïíîìàñ-

øòàáíûõ ñòðóêòóð [210]. Óòî÷íåíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò íå òîëüêî â

ñòîðîíó èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîôàçíîé ìîäåëè, íî è â ñòîðîíó óñëîæíåíèÿ òàê íàçû-

âàåìîé ïîäñåòî÷íîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòî ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ íîâûìè áîëåå

äåòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè êàê êàòàëîãà ñêîïëåíèé ãàëàêòèê [56], òàê è îòäåëüíûõ

ñêîïëåíèé [142]. Ìàãíèòíîå ïîëå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè è äèíàìèêè

àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàê íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ èññëåäîâàíî âëèÿíèå

ñëàáîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà µG íà äèíàìèêó ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íåóñòî÷èâî-

ñòåé è ram-pressure ìåõàíèçìà â ãàëàêòè÷åñêèõ êëàñòåðàõ [63], îïðåäåëåíà ïðåèìóùå-

ñòâåííî ðàäèàëüíàÿ îðèåíòàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñêîïëåíèè Äåâà âíå öåíòðàëüíîé

îáëàñòè [197], ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ðàäèîíàáëþäåíè-

ÿìè [275] è ñìîäåëèðîâàíà ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòü íà ìàñøòàáàõ ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê

[50].

Ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííî ñàìè ãàëàê-

òèêè. Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ãàëàêòèê ìîæíî ðàçäåëèòü ïî âðåìåíè èõ

äèíàìèêè. Òàê ýâîëþöèÿ îòäåëüíîé ãàëàêòèêè ñîñòàâëÿåò äî íåñêîëüêèõ ìèëëèàð-

äîâ ëåò, â òî âðåìÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå îòäåëüíûõ ãàëàêòèê ñîñòàâëÿåò íåñêîëüêî

ñîòåí ìèëëèîíîâ ëåò. Äâèæåíèå ãàëàêòèê â ïëîòíûõ ñêîïëåíèÿõ ïðåâðàùàåò ñòîëê-

íîâåíèÿ ìåæäó íèìè â âàæíûé ýâîëþöèîííûé ôàêòîð, ïîñêîëüêó çà õàááëîâñêîå

âðåìÿ ðÿäîâàÿ ãàëàêòèêà ìîæåò èñïûòàòü äî äåñÿòêà ñòîëêíîâåíèé ñ äðóãèìè ãà-

ëàêòèêàìè ñâîåãî ñêîïëåíèÿ [21]. Èçîëèðîâàííûå ãàëàêòèêè èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå

â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè ìåíüøå âñåãî ïîñòðàäàëè îò âçàèìîäåéñòâèÿ íà ïðîòÿæåíèè

ïîñëåäíèõ ìèëëèàðäîâ ëåò è èõ ìîðôîëîãèÿ ñâÿçàíà ñ ðàçâèòèåì ãðàâèòàöèîííîé

íåóñòîé÷èâîñòè [139]. Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå îáîèõ ìåõàíèçìîâ äèíàìèêè ãàëàê-

òèê ïîçâîëÿåò íàì îáúÿñíèòü âñ¼ èõ ìíîãîîáðàçèå (èëè â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå

�Galaxy Zoo�, ñ îäíîèìåííûì ïðîåêòîì [271]). Òàê â ðàìêàõ ýòîãî ïðîåêòà èçó÷åíî

âëèÿíèå àêòèâíîãî ãàëàêòè÷åñêîãî ÿäðà íà îáðàçîâàíèå ãàëàêòèê ñ áàðîì [101], à

òàêæå ïðîöåññû çâåçäîîáðàçîâàíèÿ [231] è ðàñïðåäåëåíèÿ çâåçäíîé ìàññû [272].

Îñíîâíûì ïðîáëåìàì ìîäåëèðîâàíèÿ ýâîëþöèè ãàëàêòèê ïîñâÿùåíû äâà îáçîðà

ðàçíûõ ëåò [170, 240]. Îñíîâíûìè ïðîáëåìàìè, êîòîðûå ïîäíèìàþòñÿ â îáçîðàõ, ÿâ-

ëÿþòñÿ âîïðîñû î ïðîôèëå ïëîòíîñòè â ãàëàêòèêàõ, ñêîðîñòè ïðîöåññà çâåçäîîáðàçî-

âàíèÿ, à òàêæå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ãàëàêòèê. Ïðîáëåìà ïðîôèëÿ ñêîðîñòè âðàùåíèÿ

ïîäíèìàåòñÿ â ñâÿçè ñ àíàëèçîì îòíîøåíèÿ Òàëëè-Ôèøåðà è ðàñïðåäåëåíèåì òåìíîé
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ìàòåðèè â ãàëàêòèêàõ è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà [174]. Â èññëåäîâàíèè ñòîëêíî-

âåíèÿ ãàëàêòèê îòäåëüíî ñòîèò âûäåëèòü ïðîåêò GALMER ïàðèæñêîé îáñåðâàòî-

ðèè � áàçó äàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [74] ïî ñòîëêíîâåíèþ ðàçëè÷íûõ

òèïîâ ãàëàêòèê. Â çàäà÷àõ ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê [21] ïðîöåññû (çâåçäîáðàçîâàíèå

[225], AGN [232], îáðàçîâàíèå ñâåðõìàññèâíûõ äâîéíûõ ÷åðíûõ äûð [55, 216], õè-

ìîêèíåòèêà [79]) çíà÷èòåëüíî óñêîðÿþòñÿ è íåîáõîäèì ÿâíûé ó÷åò ýòèõ ïðîöåññîâ

â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Àíàëîãè÷íûé ó÷åò íóæíî äåëàòü è â çàäà÷àõ ýâîëþöèè

ãàëàêòèê, òàê, íàïðèìåð, ïðîáëåìå ó÷åòà ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ â êîíòåêñòå çàäà÷è

�ãàëàêòè÷åñêîé àðõåîëîãèè� Ìëå÷íîãî Ïóòè áûë ïîñâÿùåí îòäåëüíûé ñáîðíèê òðó-

äîâ [30]. Â ðàìêàõ ÌÃÄ ìîäåëåé áûëà èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â

ñïèðàëüíûõ ðóêàâàõ ãàëàêòèêè M51 [98] è ñìîäåëèðîâàíà ýâîëþöèÿ äèñêîâîé ãàëàê-

òèêè ïðè âëèÿíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ [191, 192].

Ñòîèò ïðåäâàðèòü çàäà÷è äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ ïðîáëåìîé èõ õèìè÷å-

ñêîé ýâîëþöèè [108, 109] è õèìè÷åñêîé ýâîëþöèè êàðëèêîâûõ ãàëàêòèê [200, 201, 212],

êîòîðûå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â îäíîì êîíòåêñòå. Òàêæå áûëà ñìîäåëèðîâàíà

õèìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ äèñêîâûõ ãàëàêòèê â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ìàññû [97], â ýâîëþöèè Ìëå÷íîãî Ïóòè [179, 180], â èññëåäîâàíèè ìåòàëëè÷íî-

ñòè äèñêîâûõ ãàëàêòèê [198], â ýâîëþöèè ãàëàêòèê ñ ãàëàêòè÷åñêèì âåòðîì [211], â

ãàëàêòè÷åñêîì ãàëî [64]. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò õèìè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ìîëå-

êóëÿðíûõ îáëàêîâ è îáðàçîâàíèå ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ âïëîòü äî âîäû è ñïèðòîâ â

ìàçåðàõ [112, 119, 133, 134]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåäåíèå ðÿäà õèìè÷åñêèõ ðåàê-

öèé íåâîçìîæíî áåç íàëè÷èÿ ïûëåâîé êîìïîíåíòû.

Â êîíòåêñòå ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ

òàêæå çàäà÷è ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé è ìàãíèòíî-ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè

[143], äèíàìèêè ïàäåíèÿ îáëàêà íà ÷åðíóþ äûðó [27], à òàêæå êîëëàïñà îáëàêà è åãî

ôðàãìåíòàöèè [199]. Âàæíóþ ðîëü ó÷åò âëèÿíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îêàçûâàåò íà ðàç-

âèòèå ìåæçâåçäíûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, ãäå ìàãíèòíîå ïîëå äîñòàòî÷íî ñèëüíîå

[49, 166, 196]. Â çàäà÷àõ ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè áûëè èññëåäîâàíû ýíåðãåòè-

÷åñêèé ñïåêòð [51], ñóáàëüôâåíîâñêèå òå÷åíèÿ [172], ñêîðîñòü çâåçäîîáðàçîâàíèÿ [93]

è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ êîäîâ íà çàäà÷å ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíòíîñòè

[146].

ßâëåíèå êîëëàïñà èìååò ìåñòî êàê íà íà÷àëüíîé òàê è íà êîíå÷íîé ñòàäèè ýâîëþ-

öèè îòäåëüíûõ çâåçä [31]. Òàê â ðàìêàõ èçó÷åíèÿ ýâîëþöèè çâåçä èçó÷àþòñÿ ìåõàíèç-

ìû âûáðîñà ðåëÿòèâèñòñêèõ äæåòîâ [177], àêêðåöèÿ ãàçà íà çàìàãíè÷åííóþ çâåçäó

11



è ìåõàíèçì ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ [218], îáðàçîâàíèå ìèêðîêâàçàðîâ [267], ýâîëþöèÿ

íåéòðîííûõ çâåçä [66], à òàêæå çàäà÷è âëèÿíèÿ ñîëíå÷íîãî âåòðà íà ìàãíèòîñôåðó

Çåìëè [187, 276] è îêîëîçåìíîå ïðîñòðàíñòâî [203]. Â ýòèõ çàäà÷àõ áîëüøîå âëèÿíèå

îêàçûâàåò íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå ïðîÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû.

Íåîáõîäèìî ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèå è â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ñîëíå÷íûì âåòðîì.

Òàê áûëà èññëåäîâàíà òóðáóëåíòíîñòü â ñîëíå÷íîì âåòðå [102], ïîñòðîåíà îäíîìåðíàÿ

ÌÃÄ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëíå÷íîãî âåòðà ñ êîìåòîé 67P/Churyumov-Gerasimen-

ko [173] è ñ êîìåòîé Ãàëëåÿ [186], à òàêæå ðåøåíû çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ãàçîâîé

ïëàíåòû ñî çâåçäíûì âåòðîì [131, 229]. Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü àíàëîãè÷íûå çàäà÷è

î âçàèìîäåéñòâèè ìåæçâåçäíîãî âåòðà ñî çâåçäàìè [255].

Îñòàåòñÿ îòêðûòûì îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì ñ áîëåå

îäíîé ïëàíåòîé [239]. Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ïðîáëåìà ïëàíåòîîáðàçîâàíèÿ âîêðóã

äâîéíûõ çâåçä [117], ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 20 % îò ÷èñëà âñåõ ïëàíåòíûõ ñèñòåì.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñöåíàðèåâ ïðîöåññà ôîðìèðîâàíèÿ ïëàíåò â ñèñòåìàõ äâîé-

íûõ çâåçä. Íàïðèìåð, â ñèñòåìå èç äâóõ çâåçä, îäíà èç êîòîðûõ êðàñíûé ãèãàíò, à

äðóãàÿ áåëûé êàðëèê, ìîæåò ïðîèñõîäèòü ñáðîñ âåùåñòâà ïåðâîé çâåçäîé, ÷àñòü êî-

òîðîãî çàòåì ïðèòÿãèâàåòñÿ ê áåëîìó êàðëèêó, îáðàçóÿ ïðîòîïëàíåòíûé äèñê. Êðî-

ìå ýòîãî, ïëàíåòíûå ñèñòåìû ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ â õîäå ýâîëþöèè òåñíûõ äâîéíûõ

çâåçä. Îòäåëüíî ñòîèò âîïðîñ ïîëó÷åíèÿ ãàçîâûõ ãèãàíòîâ [226], òâåðäîòåëüíûõ ïëà-

íåò è àòìîñôåð âîêðóã òàêèõ ïëàíåò [227]. Â 2012 ãîäó ïðîôåññîðîì Òóòóêîâûì

À.Â. èç Èíñòèòóòà àñòðîíîìèè ÐÀÍ áûëà ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ ñöåíàðèåâ îáðà-

çîâàíèÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì [22], â êîòîðîé ðàçîáðàíû, â òîì ÷èñëå, âñå îïèñàííûå

âûøå ñöåíàðèè. Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñöåíàðèåâ îáðàçî-

âàíèÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì � ýòî ñîõðàíåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà, ÷òî âàæíî è â ñëó÷àå

àêêðåöèè âåùåñòâà íà çâåçäó [183]. Â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîòîïëàíåòíûõ ñèñòåì

îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîöåññ êîàãóëÿöèè ïûëè è å¼ ýëåêòðèçàöèÿ [168].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ

íàì íåîáõîäèìî êîððåêòíî îïèñûâàòü, à òàêæå ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü:

• ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ êîìïîíåíòó äëÿ îïèñàíèÿ áàðèîííîé ìàòåðèè â êîñìîëîãè-

÷åñêèõ çàäà÷àõ, ãàçîâîé êîìïîíåíòû ãàëàêòèê, ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ è çâåçä;

• áåññòîëêíîâèòåëüíóþ êîìïîíåíòó äëÿ îïèñàíèÿ òåìíîé ìàòåðèè â êîñìîëîãè-

÷åñêèõ çàäà÷àõ, òåìíîé ìàòåðèè è çâåçäíîé êîìïîíåíòû â ãàëàêòèêàõ, ïûëåâîé

êîìïîíåíòû â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ è ïðîòîïëàíåòíûõ ñèñòåìàõ;
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• óïðóãî-ïëàñòè÷åñêóþ ñðåäó ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (òâåðäîå òåëî � æèä-

êîñòü � ãàç) äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåòû;

• ïðîöåññ ïåðåõîäà ãàçîâîé êîìïîíåíòû â áåññòîëêíîâèòåëüíóþ è íàîáîðîò â êîí-

òåêñòå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýâîëþöèè çâåçä â ãàëàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ è â ìîëå-

êóëÿðíûõ îáëàêàõ;

• õèìè÷åñêóþ ýâîëþöèþ â êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóðàõ, ãàëàêòèêàõ è ìîëå-

êóëÿðíûõ îáëàêàõ;

• âëèÿíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äèíàìèêó ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ è çâåçä;

• îïèñàíèå ðàâíîâåñíûõ è äèíàìè÷åñêèõ ïðîôèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â

ãàëàêòèêàõ, ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ è çâåçäàõ;

• îïèñàíèå ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ â ãàëàêòèêàõ è ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ òàêèå

êàê èçëó÷åíèå è íàãðåâàíèå.

Êîíå÷íî, èññëåäóåìûå ïðîöåññû èìåþò ðàçíóþ ïðèðîäó, ñëåäîâàòåëüíî è ìàòåìà-

òè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ, à òåì áîëåå è ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ñôîðìóëèðîâàí åäèíûé óíèâåðñàëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé

ïîäõîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè òðåõìåðíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ

îáúåêòîâ íà ñóïåðÝÂÌ, êîòîðûé ïîçâîëèò ýôôåêòèâíî ðàçðåøàòü áîëüøóþ ÷àñòü

îïèñàííûõ çäåñü ïðîáëåì, íà÷èíàÿ îò ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è è çàêàí÷èâàÿ

å¼ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèåé íà êîíêðåòíîé àðõèòåêòóðå ñóïåðêîìïüþòåðà.

Â ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ èç øèðîêîãî äèàïàçîíà ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ÷èñëåí-

íûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ òðåõìåðíûõ àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ èñ-

ïîëüçóþòñÿ äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà. Ýòî ëàãðàíæåâ ïîäõîä, â îñíîâíîì ïðåäñòàâëåí-

íûé SPH-ìåòîäîì [105, 163] (Smoothed Particle Hydrodynamics) è ýéëåðîâ ïîäõîä

ñ èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê èëè AMR [190] (Adaptive Mesh Re�nement). Â

ïîñëåäíèå ïÿòü ëåò ïîÿâèëñÿ ðÿä ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáè-

íàöèè ëàãðàíæåâà è ýéëåðîâà ïîäõîäîâ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé SPH ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ

ïîèñê ñîñåäåé è îðãàíèçàöèÿ èõ ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ýôôåêòèâ-

íîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ðàçðàáîòàíû ðÿä àëãîðèòìîâ. Íàïðèìåð, particle-

particle/particle-mesh èëè P3M ìåòîä [123], àäàïòàöèÿ P3M ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì

èåðàðõè÷íîñòè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè AP3M [80], tree àëãîðèòì [46], êîìáèíàöèÿ tree àëãî-

ðèòìà è particle-mesh ïîäõîäà Tree-PM ìåòîä [87].
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Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èë

ìåòîä Ãîäóíîâà [5], îñíîâíûì ñòðóêòóðíûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î

ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷à Ðèìàíà) ñ ïàðàìåòðàìè ãàçà â ñîñåäíèõ ÿ÷åé-

êàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Êàê ïðàâèëî, ïàðàìåòðû ãàçà â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ äîñòàòî÷íî

áëèçêè, ÷òî ñîçäàåò áëàãîïðèÿòíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåíåíèÿ óïðîùåííîãî àëãîðèò-

ìà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà. Ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ ïðèáëè-

æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äàëè áîëüøîé êëàññ ìåòîäîâ [12, 248]. Îñíîâíûìè

ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû òèïà Êóðàíòà - Èçàêñîíà - Ðèñà [81] è Ðîó [217], êîòîðûå

ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûì îáðàçîì ëèíåàðèçîâàííûõ ãèïåðáîëè-

÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé, Îøåðà [90], ãäå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñòðîèòñÿ òîëüêî ñ

èñïîëüçîâàíèåì âîëí Ðèìàíà. Îñíîâîïîëîæíûì ïîäõîäîì ê îöåíêå ñêîðîñòåé âîëí

ÿâëÿåòñÿ äâóõâîëíîâîé ìåòîä Õàðòåíà - Ëàêñà - Âàí Ëèðà (èçâåñòíûé â ëèòåðàòóðå

êàê HLL) [118], â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ ëåâûå è ïðàâûå ðàçðûâû, áåç ðàññìîòðåíèÿ

êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. Â ñõåìå HLL èñïîëüçóþùåé êîíñåðâàòèâíûå ïåðåìåííûå, ïðåä-

ëîæåí ïðîñòîé, íî ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âûáîðà ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ýòèõ âîëí ïî

ìàêñèìàëüíûì íàêëîíàì õàðàêòåðèñòèê â ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè. Ïðè

ýòîì âååð âîëí ðàçðåæåíèÿ çàìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, íî ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàêñèìàëüíîìó íàêëîíó õàðàêòåðèñòèê â ýòîé âîëíå ðàçðåæåíèÿ.

Ïîýòîìó ýòîò âûáîð èñêëþ÷èë ïðîáëåìó ðàñ÷åòà �çâóêîâîé� òî÷êè ïðè ñìåíå çíàêà

õàðàêòåðèñòèê. Ðàñ÷åò óäàðíûõ âîëí òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé

òî÷íîå çíà÷åíèå. Â ýòîé ñâÿçè ñõåìà HLL ýôôåêòèâíà ïðè ðàñ÷åòå óäàðíûõ âîëí è

çîí ðàçðåæåíèÿ. Îäíàêî, â ðàñ÷åòå ýíòðîïèéíûõ ñêà÷êîâ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ïðè-

íÿòîå äîïóùåíèå ïðèâîäèò ê íåïðèåìëåìîìó �ðàçìàçûâàíèþ� êîíòàêòíîãî ðàçðûâà.

Ñóùåñòâóþò òàêæå ìîäèôèêàöèè HLL, òàêèå êàê HLLE [88], ãäå îñîáî ó÷èòûâàþòñÿ

êðàéíèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è, è HLLC [47], ãäå ïðîèçâîäèò-

ñÿ äîïîëíèòåëüíûé ó÷åò öåíòðàëüíîãî ðàçðûâà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ ðàâíîé

öåíòðàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è Ðèìàíà.

Îñíîâíûìè íåäîñòàòêàìè SPH ìåòîäà ÿâëÿþòñÿ ïëîõîå âîñïðîèçâåäåíèå âûñî-

êèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ è ðàçðûâîâ [148], ïîäàâëåíèå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé

[24], íåîäíîçíà÷íûé âûáîð ÿäðà ñãëàæèâàíèÿ [32] è íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ èñêó-

ñòâåííîé âÿçêîñòè [84, 230, 246]. Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ïðîáëåì

â ìåòîäå SPH ñóùåñòâóåò ðàáîòû ïî èõ ðåøåíèþ [208]. Îòäåëüíî ñòîèò ïðîáëåìà ëî-

êàëüíîãî óáûâàíèÿ ýíòðîïèè â SPH ìåòîäå [233]. Òàêàÿ æå ïðîáëåìà èìååò ìåñòî è â

ýéëåðîâûõ ìåòîäàõ òèïà Ãîäóíîâà ñ ëèíåàðèçîâàííûìè ðàñïàäàìè ðàçðûâà [17, 20].
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Âàæíîñòü îáåñïå÷åíèÿ íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè ïîäðîáíî áûëà ïîêàçàíà â [10]. Â ðàáî-

òå [6] áûëî ñôîðìóëèðîâàíî òðåáîâàíèå íà îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè, êîòîðîå ñîñòîèò â çàïðåòå óäàðíûõ âîëí ðàçðåæåíèÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

íåóáûâàíèþ ýíòðîïèè. Â ñëó÷àå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà òàêîå

ïðîñòî íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, à â ñëó÷àå ïðèáëèæåííîãî ðàñïàäà ðàçðûâà òàêîå ìî-

æåò èìåòü ìåñòî, ÷òî âåä¼ò ê ëîêàëüíîìó óáûâàíèþ ýíòðîïèè, ÷òî è áûëî ïîêàçàíî

â [17]. Îäíàêî, äàæå â ñëó÷àå ëèíåàðèçîâàííîãî ðàñïàäà ðàçðûâà ìîæíî ñêîíñòðóè-

ðîâàòü ñõåìó ñ ãàðàíòèðîâàííûì íåóáûâàíèåì ýíòðîïèè [111]. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî

ðÿä àâòîðîâ [34, 219] èñïîëüçóþò â ðàñ÷åòàõ óðàâíåíèå ýíòðîïèè âìåñòî óðàâíåíèÿ

äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè, è òàêîé ïîäõîä èìååò ïðåèìóùåñòâî ïðè áîëüøîì ÷èñëå

Ìàõà [34]. Òàêîé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ñîìíèòåëüíûì ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî â ñëó÷àå

ðàñ÷åòà óðàâíåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè â ÿâíîì âèäå íå ãàðàíòèðóåòñÿ âîçðàñòàíèå ýíòðî-

ïèè íà óäàðíûõ âîëíàõ, ÷òî êàê ðàç è äîëæíî èìåòü ìåñòî. Â òî æå âðåìÿ, èìååò

ìåñòî è íàðóøåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, â ñèëó òîãî ÷òî îíî íå èñïîëüçóåò-

ñÿ â ýòîì ñëó÷àå, à èìåííî âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ

ôóíäàìåíòàëüíûì ïðàâèëîì. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ (èëè äàâëåíèå, èëè ýíòðîïèÿ) ïî-

ëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è ïîâåäåíèÿ êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè, ÷åãî äîñòàòî÷íî äëÿ ãàðàíòèè íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè [111]. Â ñëó÷àå âû÷èñ-

ëåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè êàê ðàçíîñòè ïîëíîé è êèíåòè÷åñêîé ìîæåò âîçíèêíóòü

ïðîáëåìà å¼ íåïîëîæèòåëüíîñòè, ÷òî ìîæíî ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ

ëèìèòåðîâ äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè [39, 280], ÷òî âàæíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè îáëà-

ñòåé ñ âûñîêèì ÷èñëîì Ìàõà. Â àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ òàêàÿ ïðîáëåìà âñòàåò â

îáëàñòè íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì, ÷òî ìîæíî ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîððåêöèè ñêî-

ðîñòåé [264]. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ êîíå÷íî äà¼ò ïîãðåøíîñòü â ìîìåíò èìïóëüñà, íî

òàêàÿ ïîãðåøíîñòü â ñëó÷àå ðàçðåæåííîãî ãàçà ìàëà è êîíòðîëèðóåìà.

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ � íåèíâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ îòíîñèòåëü-

íî ïîâîðîòà èëè ãàëèëååâà íåèíâàðèàíòíîñòü [243, 266]. Îäíàêî òàêàÿ ïðîáëåìà ìî-

æåò áûòü ðåøåíà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê êîíñòðóèðîâàíèþ ÷èñ-

ëåííûõ ñõåì â ïëàíå ðàñøèðåíèÿ øàáëîíà âû÷èñëåíèé [1, 9], èñïîëüçîâàíèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [2, 7, 149] èëè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è

Ðèìàíà [38, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 59, 60].

Îäèí èç îáùèõ íåäîñòàòêîâ îáîèõ (AMR è SPH) ïîäõîäîâ � ïðîáëåìà ìàñøòàáè-

ðóåìîñòè [96, 254]. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ýòèõ ìåòîäîâ.
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Äîñòîèíñòâà SPH: Äîñòîèíñòâà AMR:

Ðîáàñòíîñòü àëãîðèòìà Àïðîáèðîâàííûå ìåòîäîëîãèÿ

Èíâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ Îòñóòñòâèå èñêóñòâåííîé âÿçêîñòè

Ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè Êîððåêòíîñòü íà óäàðíîé âîëíå

Àäàïòàöèÿ ïîä ãåîìåòðèþ çàäà÷è Âîñïðîèçâåäåíèå ðàçðûâîâ

Âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïîòåíöèàëà Âîñïðîèçâåäåíèå íåóñòîé÷èâîñòåé

Âîñïðîèçâåäåíèå òóðáóëåíòíîñòè

Íåäîñòàòêè SPH: Íåäîñòàòêè AMR:

Èñêóñòâåííàÿ âÿçêîñòü Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè

Ðàäèóñ ñãëàæèâàíèÿ Ñåòî÷íûå ýôôåêòû

Îñöèëëÿöèè íà ðàçðûâàõ Ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ ñåòêè

Ïîäàâëåíèå íåóñòîé÷èâîñòåé Ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè

Ñëàáàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü Ñëàáàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü

Òàáëèöà 1: Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè SPH è AMR ìåòîäîâ

Òàêæå íà îñíîâå ìåòîäà Ãîäóíîâà áûëè ñäåëàíû ðåàëèçàöèè âûñîêîãî ïîðÿä-

êà � ìîíîòîííàÿ ïðîòèâîïîòîêîâàÿ ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè MUSCL [158,

253], íåîñöèëëèðóþùèå ñõåìû ñ âåñàìè TVD-WENO [35, 36, 122, 128, 129], êóñî÷íî-

ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä PPM [76]. Îäíàêî, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä âûñîêèì ïîðÿäêîì

òî÷íîñòè â ñëó÷àå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé íå î÷åíü ïîíÿòíî [110]. Ãåíåðàëüíàÿ èäåÿ

òàêèõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â êîíñòðóêöèè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè â êàæ-

äîé ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ýòî ìîæåò áûòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (â ñëó-

÷àå MUSCL ñõåìû) èëè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (â ñëó÷àå PPM ñõåìû).

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîíîòîííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå

ðàçëè÷íûõ ëèìèòåðîâ [269]. Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà � ýòî

íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ ïîòîêà (�ux limiter â çàðóáåæíîé ëèòåðàòó-

ðå). Òàêîé ïîäõîä çà÷àñòóþ ïðèâîäèò ê èñêàæåíèÿì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íàïðèìåð

ê íåóñòðàíèìîé îøèáêå ñêîðîñòü óäàðíîé âîëíû. Òàêæå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì

ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ îòëè÷-

íîãî îò êîìïàêòíîãî ñåòî÷íîãî øàáëîíà âû÷èñëåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåãî ÷èñëà ñëîåâ ïåðåêðûòèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ íà-

ãðóçêè íà ñåòåâóþ èíôðàñòðóêòóðó è êàê ñëåäñòâèå ïàäåíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â

ñâÿçè ñ ýòèì áûëà ðàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà PPM � êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé

ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå (PPML) [205, 206].
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Ìåòîä Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü Ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè N3 ïðîöåññîðîâ

CGM N5 N2log(N)

SOR N5 N2

FFT N3log(N) log(N)

MG N3 log2(N)

Òàáëèöà 2: Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ìåòîä Cëîæíîñòü Êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé Îáúåì ñîîáùåíèÿ

CGM N5log(p)/p pN2 N2/p

SOR N5/p pN2 N2/p

FFT N3log(N)/p p N3/p

MG N3/p+ log(p)log(N) plog3(N) N2/p+ log(p)log(N)

Òàáëèöà 3: Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ïóàññîíà

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ðåàëè-

çîâàííûå â àñòðîôèçè÷åñêèõ ïàêåòàõ � ýòî ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (CGM);

ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè (SOR); ìåòîä, îñíîâàííûé íà áûñòðîì

ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå (FFT); ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä (MG) èëè ìåòîä Ôåäîðåíêî [94].

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíà ñðàâíèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà íà ðåãóëÿðíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêå â N3 ÿ÷ååê. Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíà âðå-

ìåííàÿ ñëîæíîñòü ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Ïðèâåäåì òàêæå äîñòîèíòñâà è íåäîñòàòêè ãèáðèäíûõ àðõèòåêòóð ñóïåðÝÂÌ,

êîòîðûå ïåðå÷èñëåíû â òàáëèöå 4.

Â ðàìêàõ ëàãðàíæåâà ïîäõîäà íà îñíîâå SPH ìåòîäà áûëè ðàçðàáîòàíû ïàêåòû

Hydra [195], Gasoline [265], GrapeSPH [169], GADGET [236]. Â ðàìêàõ ýéëåðîâà ïîä-

õîäà (â òîì ÷èñëå è ñ èñïîëüçîâàíèåì AMR) áûëè ðàçðàáîòàíû ïàêåòû NIRVANA

[281], FLASH [175], ZEUS [120], ENZO [190], RAMSES [244], ART [145], Athena [241],

Pencil Code [61], Heracles [113], Orion [147], Pluto [176], CASTRO [28]. Ýéëåðîâ ïîäõîä

ñ èñïîëüçîâàíèåì AMR áûë âïåðâûå èñïîëüçîâàí íà ãèáðèäíûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ,

îñíàùåííûõ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè, â ïàêåòå GAMER [223]. Ïàêåò BETHE-

Hydro [184], AREPO [238], CHIMERA [62], GIZMO [125] è àâòîðñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

PEGAS � GPUPEGAS �AstroPhi [150, 152, 263] îñíîâàíû íà êîìáèíàöèè ëàãðàí-

æåâà è ýéëåðîâà ïîäõîäîâ è â ðàçëè÷íîé ìåðå óñòðàíÿþò íåäîñòàòêè ïðè ñîõðàíåíèè
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Äîñòîèíñòâà NVIDIA Tesla/Kepler: Äîñòîèíñòâà Intel Xeon Phi:

Áîëüøîå ÷èñëî ÿäåð Ïðîñòîòà èñïîëüçîâàíèÿ

Ìåòîäè÷åñêàÿ ïîääåðæêà Ñòàíäàðò OpenMP

Êîíòðîëü çà îïòèìèçàöèåé Ðåàëèçàöèÿ îïåðàöèè ðåäóêöèè

Êîíòðîëü ïåðåäà÷è äàííûõ Ïåðåíîñèìîñòü

Áîëüøîå ÷èñëî áèáëèîòåê Ïîääåðæêà ñòàíäàðòà IEEE 754

Íåäîñòàòêè NVIDIA Tesla/Kepler: Íåäîñòàòêè Intel Xeon Phi:

Ñëîæíîñòü ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ìàëîå ÷èñëî ÿäåð

Îãðàíè÷åíèÿ íà àëãîðèòìû Ñëàáàÿ ìåòîäè÷åñêàÿ ïîääåðæêà

Îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðû äàííûõ Ñëàáàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ÿäåð

Îòñóòñòâèå ðåäóêöèè

Íåïåðåíîñèìîñòü êîäà

Ïîòåðÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé

Ñëàáàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ÿäåð

Òàáëèöà 4: Äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé è óñêîðèòåëåé Intel

Xeon Phi

äîñòîèíñòâ áàçîâûõ ìåòîäîâ. Äàëåå êðàòêî îïèøåì îñîáåííîñòè îñíîâíûõ èñïîëüçó-

åìûõ êîäîâ. Îñòàíîâèìñÿ íà Top-20 òàêèõ ðåàëèçàöèé, ðåàëüíîå ÷èñëî òàêèõ êîäîâ

ñîñòàâëÿåò áîëåå ñòà.

AREPO [238]. Â îñíîâå êîäà ëåæèò òåõíîëîãèÿ ïîäâèæíûõ ñåòîê, íà îñíîâå òðè-

àíãóëÿöèè Âîðîíîãî è Äåëîíå c ðåãóëÿðèçàöèåé Ëëîéäà [161]. Òàêîé ïîäõîä ïîçâî-

ëÿåò àäàïòèðîâàòü ñåòêó ïîä ðåøåíèå ïðè ýòîì â îòëè÷èå îò SPH ìåòîäîâ â îñíîâå

ìåòîäà íàõîäèòñÿ ýéëåðîâ ïîäõîä. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ êëàñ-

ñè÷åñêèé ìåòîä Ãîäóíîâà è MUSCL ñõåìà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äîñòàòî÷íî òÿæåëî

ïîñòðîèòü ñõåìó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íà ïîäâèæíîé ñåòêå. Òàêàÿ ïðîáëåìà ìîæåò

áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ôîðìóëèðîâêå �ðàç-

ðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà� [182, 221]. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ

ïîäõîä íà îñíîâå ïåðåôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè â

óðàâíåíèå äëÿ ñóììû âñåõ âèäîâ ýíåðãèè (âíóòðåííÿÿ, êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëü-

íàÿ). Òàêîå óðàâíåíèå èìååò â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïîòåíöèàëà

è åãî ãðàäèåíò, ÷òî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà ìåòîäàìè TreePM.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ èíäèâèäóàëüíûé øàã ïî âðåìåíè äëÿ

ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê. Ïðè âñåõ äîñòîèíñòâàõ òàêîãî ïîäõîäà îí äîñòàòî÷íî òÿæåëûé â

18



ïëàíå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, à òàêæå îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î êà÷åñòâå ðåøå-

íèÿ â îáëàñòÿõ, îïèñûâàåìûõ ìåíåå ïîäðîáíûìè ñåòî÷íûìè ÿ÷åéêàìè. Òåì íå ìåíåå,

êîä AREPO ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èñïîëüçóåìûõ â Ìèðå â äàííûå ìîìåíò.

ART [145]. Â îñíîâå êîäà ëåæèò òåõíîëîãèÿ àäàïòèâíûõ äåðåâüåâ ñåòîê. Òàêèì

îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà (AMR) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðåãóëÿðíîé

(îêòåò) äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ëîæèòñÿ íà êëàñ-

ñè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ, à ñëåäîâàòåëüíî ê íèì ïðèìåíèìû âñå êëàññè÷åñêèå

äðåâåñíûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåò-

ñÿ ìåòîä ðåëàêñàöèè, êîãäà óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

△Φ = 4πGρ → lim
τ→∞

(
∂Φ

∂τ
= △Φ− 4πGρ

)
à äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé

ðåëàêñàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ MUSCL ñõåìà.

ATHENA [241]. Êîä îðèåíòèðîâàí íà ÌÃÄ ïðèëîæåíèÿ è èçíà÷àëüíî íå ïðåä-

ïîëàãàåò ñàìîãðàâèòàöèè. Â îñíîâå ðåøåíèÿ ÌÃÄ çàäà÷è Ðèìàíà èñïîëüçóþòñÿ ðàç-

ëè÷íûå ñïîñîáû ëèíåàðèçàöèè (îñðåäíåíèå Ðîå, HLLC, HLLD, HLLE), à òàêæå òî÷-

íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà. Äëÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ

ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Ñòîêñà. Äëÿ ýòîãî ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñêîðîñòè è âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñåðåäèíó

ðåáåð ïðîåöèðóþòñÿ âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ çíà-

÷åíèé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ

ÿ÷ååê, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

▽ ·B = 0

Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïîìèìî êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ðåêîíñòðóêöèè èñ-

ïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ (MUSCL) è êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêàÿ (PPM) ðåêîíñòðóê-

öèè. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü î÷åíü ïîäðîáíîå òåñòèðîâàíèå êîäà.

BETHE-HYDRO [184]. Â îñíîâå äàííîãî êîäà ëåæèò ALE-ïîäõîä, ñî÷åòàþùèé

äîñòèíñòâà êàê ýéëåðîâîãî òàê è ëàãðàíæåâîãî ïîäõîäîâ. Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè

ôîðìóëèðóþòñÿ â ëàãðàíæåâîé íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå è ðåøàþòñÿ íà íåñòðóê-

òóðèðîâàííîé ñåòêå. Â îñíîâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà � îïåðàòîðíûé ïîäõîä, êîòîðûé

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü (è â ðàáîòå ýòî ïîñòðîåíî) ñîãëàñîâàííûå ñõåìû äëÿ àïïðîê-

ñèìàöèè îïåðàòîðîâ ãðàäèåíò è äèâåðãåíöèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â

îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè (èëè ìåòîä Òîìàñà â çàðóáåæ-

íîé ëèòåðàòóðå). Â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
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ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Äàëåå ïðîèñõîäèò êîððåêöèÿ ïîòåíöèàëà äëÿ ñî-

õðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè (ñóììà êèíåòè÷åñêîé, âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

ãèé) ñèñòåìû. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîëíîñòüþ ñîõðàíèòü ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

âñå ðàâíî íå óäàåòñÿ, íî îøèáêà íà çàäà÷å êîëëàïñà ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10−2 ïðî-

öåíòà, ÷òî î÷åíü íåçíà÷èòåëüíî. Ê ñîæàëåíèþ ïîäõîä íå áûë ðàçâèò íà òðåõìåðíûé

ñëó÷àé.

CAFE [162]. Êîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåëÿòèâèñòñêîé èäåàëüíîé

ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Â îñíîâå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà WENO ñõåìà ïÿ-

òîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà HLLE. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà, àíàëîãè÷íî ïîä-

õîäó, ðåàëèçîâàííîìó â êîäå Athena [241]. Ïðèâåäåíà ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà äëÿ öè-

ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.

CASTRO [28]. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ îñíîâàí íà ìåòîäàõ MUSCL è PPM ñ

èñïîëüçîâàíèåì AMR ïîäõîäà. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ ìíî-

ãîñåòî÷íûé ìåòîä, à íà êàæäîì ýòàïå öèêëà ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Âàæíîé îñîáåííî-

ñòüþ êîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäà,

îñíîâàííîãî íà ïîñòðîåíèè òðåõìåðíîé êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîé ôóíêöèè [178], ÷òî

âàæíî äëÿ èíâàðèàíòíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Êðîìå ýòîãî áûëè èñïîëüçîâàíû áî-

ëåå �ãëàäêèå� ñèììåòðè÷íûå îãðàíè÷èòåëè [78, 171].

CHOLLA [224]. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðåàëèçîâàí äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà GPU è îñíîâàí íà CTU-ìåòîäå (Corner Transport Upwind),

ñóòü êîòîðîãî � ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìû íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

[77, 103]. Äëÿ õðàíåíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè íà GPU èñïîëüçóåòñÿ ñòðóêòóðà � ÿ÷åéêà,

â êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ âñå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ

ëîêàëüíîñòü äàííûõ ïîçâîëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ãëîáàëüíóþ ïàìÿòü

ãðàôè÷åñêîé êàðòû. Âû÷èñëåíèÿ âðåìåííîãî øàãà ïðîèñõîäèò íà ãðàôè÷åñêèõ óñêî-

ðèòåëÿõ ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåíèé CUDA. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [224] äîñòà-

òî÷íî ïîäðîáíî îïèñàíû âñå èñïîëüçóåìûå ÷èñëåííûå ìåòîäû.

COSMOMHD [160]. Â êîäå, îñíîâàííîì íà TVD-ES ïîäõîäå, ÌÃÄ óðàâíåíèÿ

ðåøàþòñÿ â ðàñøèðåííîé ôîðìå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ âíóòðåííåé

ýíåðãèè è ýíòðîïèè. Ðàíåå âî ââåäåíèè áûëà îáîçíà÷åíà ïðîáëåìà êîíòðîëÿ è êîð-

ðåêöèè ýíòðîïèè, à òàêæå ïðîöåäóðà åå ðàñ÷åòà èç ïîëíîé ýíåðãèè è êèíåòè÷åñêîé.

Êîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîýòîìó òåñòîâûå çàäà÷è

ïîäîáðàíû äëÿ ïîäîáíûõ ïðîáëåì.
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COSMOS [29]. Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå êîäà � ìîäåëèðîâàíèå õèìîäèíàìè÷åñêèõ

àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé ñ ó÷åòîì èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ

óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ TVD ñõåìà. Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàñ-

ñîíà è óðàâíåíèÿ äëÿ íåðàâíîâåñíîé äèôôóçèè èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñî-

ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä. Â êîäå èñïîëüçóåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ

õèìîêèíåòèêà, ÷òî íå òðåáóåò çàòðàò íà ðåøåíèå ÎÄÓ äëÿ õèìîêèíåòèêè.

CRASH [251]. Â îñíîâå êîäà ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìè-

êè, èçëó÷åíèÿ è äèôôóçèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ïî ôèçè÷åñêèì

ïðîöåññàì. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä HLLE äëÿ

êîíñåðâàòèâíîé è íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìóëèðîâêè. Òàêîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî

ñ òåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ðÿäà óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ êîíñåðâàòèâíàÿ ôîðìóëè-

ðîâêà î÷åíü ñëîæíà, à íà ãðàíèöå äâóõ ñðåä íå âñåãäà âîçìîæíà. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ

èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ [137].

ENZO [65]. Â îñíîâå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàãíèòíîé

ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü N-òåë. Â êîä âêëþ÷åíî áîëü-

øîå ÷èñëî ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ: ïðèìîðäèàëüíàÿ õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, ôóíêöèè

îõëàæäåíèÿ/íàãðåâàíèÿ, ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ, à òàêæå ïðîöåññû çâåçäîîáðàçîâàíèÿ

è ýôôåêòû îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñ-

ïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ñîëüâåðîâ: PPM (ðåàëèçîâàí òîëüêî äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè), MUSCL è êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå. Â êîìïëåêñå

èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñòðóêòóðèðîâàííàÿ àäàïòèâíàÿ ñåòêà, îñíîâíàÿ èäåÿ

ñîñòîèò â ìèíèìàëüíîì îòëè÷èè ðàñ÷åòíîé ñåòêè ìåæäó ñîñåäíèìè ÿ÷åéêàìè. Òàêàÿ

ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðíûå äåðåâüÿ, ãäå ïîäîáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ

íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà, ÷òî ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêèõ ðàñ÷åò-

íûõ ñåòîê.

FISH [135]. Êîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÌÃÄ àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðè-

ëîæåíèé. Èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàã-

íèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðûé îñíîâàí íà ìåòîäå Ãîäóíîâà, íî ñ èíòåðåñíûì

ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Ðèìàíà. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ:

∂u

∂t
+

∂w

∂x
= 0
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ãäå w = F (u), ñòðîèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ϵ:

ϵ

(
∂w

∂t
+D2∂u

∂x

)
= F (u)− w

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ìàêñèìàëüíûì íàêëîíîì õàðàêòåðèñòèêè. Â ýòîì

ìåñòå èñïîëüçîâàíà èäåÿ HLLD ìåòîäîâ. Òàêàÿ ñèñòåìà â ïðåäåëå èìååò ïðîñòóþ

õàðàêòèðèñòè÷åñóþ ñòðóêòóðó:

∂

∂t
(w +Du) +D

∂

∂x
(w +Du) = 0

∂

∂t
(w −Du)−D

∂

∂x
(w −Du) = 0

ðàçðåøàÿ êîòîðóþ ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü íå

èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A = ∂F (u)
u

, êàê è ñàìà ìàò-

ðèöà A, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òÿæåëîé ïðîöåäóðîé. Ñëåäóþùèì íþàíñîì ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ãðàâèòàöèîííîãî òåðìà. Îñîáåííîñòü ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðàñ-

ùåïëåíèÿ ó÷åòà ãðàâèòàöèîííîãî ÷ëåíà ñõåìîé ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ãäå íà ïåðâîì

ýòàïå äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ÷ëåíà èñïîëüçóåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ðàçíîñòü, à íà âòîðîì

ýòàïå ñòðîèòñÿ ïîäïðàâêà, ïîëó÷àåìàÿ èç óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèë äàâëåíèÿ è ãðàâè-

òàöèîííîé ñèëû:
1

ρ

∂p

∂x
= −∂ϕ

∂x

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä äëÿ ó÷åòà ãðàâèòàöèîííûé ñèëû áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòå

[136].

GADGET2 [236]. Â êà÷åñòâå áàçîâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ â êîäå èñïîëüçóåòñÿ SPH

ìåòîä. Ôàêòè÷åñêè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé êîä, îñíî-

âàííûé íà SPH ïîäõîäå. Íî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ðåàëüíî èñïîëüçóåìûõ

êîäîâ, îñíîâàííûõ íà SPH ìåòîäå, ñîêðàùàåòñÿ è îñíîâíîé òðåíä óõîäèò â ñòîðîíó

ëàãðàíæåâî-ýéëåðîâûõ ïîäõîäîâ â êîìáèíàöèè ñ ñåòî÷íûìè ìåòîäàìè. Äëÿ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ÷àñòèö ìåæäó ïðîöåññàìè èñïîëüçóåòñÿ îáõîä ïî êðèâîé Ïåàíî-Ãèëüáåðòà,

òàêîé ïîäõîä ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòîì äå-ôàêòî äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè

SPH ìåòîäîâ.

GAMER [223]. Â êîäå ðåàëèçîâàíî ðåøåíèå óðàâíåíèå ãàçîâîé äèíàìèêè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì AMR ïîäõîäà íà ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ãàçîâîé äèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ TVD ïîäõîä, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñ-

ïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, è

ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Ïîæàëóé îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ äàí-

íîãî êîìïëåêñà ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ AMR ïîäõîäà íà ãðàôè÷åñêèõ êàðòàõ. Òàê ðåãó-

ëÿðíàÿ ñòðóêòóðà ñåòêè åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðîåöèðóåòñÿ íà àðõèòåêòóðó GPU,
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â òî âðåìÿ êàê äðåâåñíàÿ ñòðóêòóðà òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ ïîäõîäîâ. Òàêîé ïîäõîä

ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè îêòåòîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåòêè, êîòîðûé ïðîåöèðóåòñÿ íà

îòäåëüíûé ïîòîê ãðàôè÷åñêîé êàðòû. Ãëàâíîé ïðîáëåìîé çäåñü ÿâëÿåòñÿ ôîðìèðî-

âàíèå ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê äëÿ îêòåòà, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 63 % âðåìåíè, îäíàêî

òàêàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî îêòåòà.

GASOLINE [265]. Â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ðåàëèçîâàí ìåòîä SPH äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, â îñíîâå êîòîðîãî àäàïòèâíîå ðàçäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà

íà îêòåòû. Â îêòåòàõ ðàñïîëîæåíû SPH ÷àñòèöû. Â êîäå èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ

ôîðìóëèðîâêà SPH ìåòîäà.

GENASIS [68]. Â êîäå ðåàëèçîâàíî ðåøåíèå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-îáúåìíîé áàëàíñíîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðè-

ìàíà, êîòîðàÿ â òàêîé ïîñòàíîâêå íóæíà äëÿ àïïðîêñèìàöèè êðàåâîãî çíà÷åíèÿ íà

ãðàíèöå ÿ÷åéêè èñïîëüçóåòñÿ HLL ìåòîä.

GIZMO [125]. Â ïðîãðàììíîì êîäå ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí íîâûé áåññåòî÷íûé

ïîäõîä ê ðåøåíèþ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ïîäõîä îñíîâàí íà

êîìáèíàöèè êëàññè÷åñêèõ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà SPH. Ìåòîä ñîñòîèò â èñïîëü-

çîâàíèè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ, êîòîðûå, èñïîëüçóÿ

âàðèàöèîííûé ïðèíöèï Ãàëåðêèíà, äîìíîæàþòñÿ íà ïðîáíûå ôóíêöèè. Îñîáåííîñòü

ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíè íå ïðèâÿçàíû ê ðàñ÷åòíîé ñåòêå, êàê ýòî

ñäåëàíî â ðàáîòå [182], à ïðèâÿçàíû ê îòäåëüíûì ÷àñòèöàì [100], àíàëîãè÷íûì ïî

ñâîåé ïðèðîäå SPH ÷àñòèöàì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé íà ãðàíèöàõ îáëàñòè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì MUSCL ñõåìû.

PENCIL CODE [61]. Â îñíîâå ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñà ëåæèò ðåøåíèå óðàâíåíèé

ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåìèòî÷å÷íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

ñõåìû ñ èñêóñòâåííîé âÿçêîñòüþ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðîåêöèîííàÿ ñõåìà ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ High

Performance Fortran. Òàêàÿ ïðîñòàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ðåàëèçàöèÿ äîñòàòî÷íî ýôôåê-

òèâíà è ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè è ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â ïåðâóþ

î÷åðåäü òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé.

RAMSES [244]. Â êîäå ðåàëèçîâàíî ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîí-

íîé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ èñïîëüçîâàíèåì AMR ïîäõîäà, îñíîâàííûé íà ðàçáèåíèå íà

îêòåòû. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ ìåòîäà, îñíî-

âàííîãî íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå, è ìåòîäà Ãàóññà-Çåéäåëÿ. Äëÿ àïïðîêñè-
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ìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòàÿ ïÿòèòî÷å÷íàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ, êîòîðàÿ áûëà çàìåíåíà íà áîëåå ýôôåêòèâíóþ 19-òî÷å÷íóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ, êîòîðàÿ áûëà ðåàëèçîâàíà â âèäå ðàñøèðåíèÿ êîäà RAMSES íà ñëó÷àé

íåêëàññè÷åñêîé ãðàâèòàöèè (MOND) [67].

ZEUS [120]. Îñíîâíîå íàçíà÷åíèå êîäà � ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãà-

çîâîé äèíàìèêè. ×èñëåííûé ìåòîä îñíîâàí íà ìåòîäå ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ. Ãäå

ðàáîòà ñèë àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïÿòèòî÷å÷íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìîé ñ èñêóñòâåí-

íîé âÿçêîñòüþ â ôîðìå Íåéìàííà-Ðèõòìàéåðà. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòàïà àäâåêòèâíîãî

ïåðåíîñà èñïîëüçóåòñÿ àäàïòàöèÿ PPM ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà PPA

(Piecewise-parabolic advection) ñõåìà.
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Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíåå îáùåå ÷èñëî êîäîâ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü áîëåå ñòà.

Çäåñü áûëè âûäåëåíû äâàäöàòü íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è èíòåðåñíûõ ñ òî÷êè

çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè êîäîâ. Èç íèõ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè (è íàèáî-

ëåå èñïîëüçóåìûå) êîäàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïÿòü: AREPO, ZEUS, ENZO, ATHE-

NA, GIZMO. Îòìåòèì, ÷òî ñðåäè íèõ íåò ðåàëèçàöèé, îñíîâàííûõ íà êëàññè÷åñêîì

SPH ìåòîäå (êàê è ïî÷òè â 20 ðàññìîòðåííûõ êîäàõ). Äâà êîäà (AREPO è GIZMO)

îñíîâàíû íà ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâîì ïîäõîäàõ íà ïîäâèæíûõ ñåòêàõ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

áåçóñëîâíûì òðåíäîì ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé àñòðîôèçèêè. Â òî æå âðåìÿ è

êîä ZEUS èñïîëüçóåò ïîäîáíûé ïîäõîä, îãðàíè÷èâàÿñü ñòàòè÷íîé ýéëåðîâîé ñåòêîé,

à îñîáåííîñòè ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâà ïîäõîäà ðåàëèçîâàíû â ìåòîäå ðàçäåëåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ è ôîðìóëèðîâêè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí

àíàëîãè÷íûé ïîäõîä, äåòàëè êîòîðîãî èçëîæåíû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, à ðåçóëüòàòû

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîãî ïîäõîäà îïèñàíû â çàêëþ-

÷èòåëüíîé ãëàâå.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèè

Ãëàâíîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé ÷èñëåííîé ìî-

äåëè äëÿ îïèñàíèÿ òðåõìåðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì

ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íà ñóïåðÝÂÌ. Äëÿ ýòîãî áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîé ìîäåëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ôà-

çîâûõ ïåðåõîäîâ è îïðåäåëåíèå îáëàñòè åå ïðèìåíèìîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè

ïðîöåññà �ñâàðêè âçðûâîì� äâóõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí.

2. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè è óðàâíåíèé äëÿ

ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ó÷åòîì ñàìî-

ãðàâèòàöèè è ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ.

3. Ðàçðàáîòêà, âåðèôèêàöèÿ è ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ åäèíîãî

âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èñïîëü-

çóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ãðàâèòàöèîííîé ãèäðîäèíàìèêè.

4. Èññëåäîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ è

âðåìåííûõ ìàñøòàáàõ: êîñìîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ãàëàêòèêè, ìîëåêóëÿðíûå

îáëàêà è ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà, ïðîòîïëàíåòíûå äèñêè.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Â äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû íîâûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-

ðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: �ñâàðêà âçðûâîì� ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí,

âçàèìîäåéñòâèå ãàëàêòèê, ãðàâèòàöèîííàÿ ãèäðîäèíàìèêà ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ.

Ñîçäàíû îðèãèíàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ñ ìàëîé äèñ-

ñèïàöèåé ðåøåíèÿ è èõ ýôôåêòèâíûå ïàðàëëåëüíûå ðåàëèçàöèè. Íàó÷íàÿ íîâèçíà

ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîñòðîåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ

ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îáúÿñíåí ïðîöåññ âîëíîîáðà-

çîâàíèÿ è äèíàìèêà êóìóëÿòèâíîé ñòðóè, âîçíèêàþùåé ïðè �ñâàðêå âçðûâîì�

äâóõ ïëàñòèí. Ìîäåëü îñíîâàíà íà óðàâíåíèÿõ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â

ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ, çàìêíóòûõ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ îáùåãî âèäà äëÿ

îïèñàíèÿ âñåõ ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé ìàòåðèàëà (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû

â ìîíîãðàôèè [8] è â ðàáîòå [7]).

2. Ïîñòðîåíà íå èìåþùàÿ ìèðîâûõ àíàëîãîâ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìîäåëü îñíîâàíà íà óðàâíåíèÿõ (ìàãíèòíîé) ãàçîâîé

äèíàìèêè è óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíå-

íèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, çàïèñàííûõ â

âèäå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò òåðìîäèíà-

ìè÷åñêè ñîãëàñîâàíî îïèñàòü ïðîöåññû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ � çâåçäîîáðàçîâàíèå

è ðîëè ñâåðõíîâûõ çâåçä (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ãëàâå ìîíîãðàôèè

[151] è â ðàáîòàõ [150, 209]).

3. Äëÿ ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ðàçðàáîòàí íîâûé ÷èñëåííûé

ìåòîä âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ è ñ ìàëîé äèññèïàöèåé

ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâîâ. Ìåòîä îñíîâàí íà êîìáèíàöèè ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ

îïåðàòîðîâ, ìåòîäà Ãîäóíîâà è êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà ëîêàëüíîì

øàáëîíå (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ãëàâå ìîíîãðàôèè [151] è â ðàáîòàõ

[150, 155, 154]).

4. Âïåðâûå â ìèðîâîé ïðàêòèêå ñ ïîìîùüþ òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñìîäåëèðîâàí ïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê, ñöå-

íàðèé ñâîáîäíîãî ïðîõîæäåíèÿ ãàëàêòèê â ðåçóëüòàòå èõ öåíòðàëüíîãî ñòîëê-

íîâåíèÿ è êîëëàïñ ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà â õîäå ýâîëþöèè ìåæçâåçäíîé ñðåäû.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëåíû äèàïàçîíû

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ðàçâèâàþòñÿ ñöåíàðèè ñëèÿíèÿ,

ñâîáîäíîãî ïðîõîæäåíèÿ è äèññèïàöèè ãàëàêòèê. Îáîñíîâàíà ãèïîòåçà îá îá-

ëàñòè ïîâûøåííîé ñêîðîñòè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ çà ôðîíòîì óäàðíûõ âîëí, âîç-

íèêàþùèõ ïðè ñòîëêíîâåíèè ãàëàêòèê. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíîâàíà ãèïîòåçà

îá îáðàçîâàíèè áîëüøåãî ÷èñëà ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèêè ïðè ìåíüøåé

ìàññå äèñêà ïî îòíîøåíèþ ê ìàññå Ãàëî. Îïðåäåëåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïà-

ðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ 2, 4 è 7 ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèêè.

Îïðåäåëåíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáðàçóþòñÿ ïîëÿð-

íûå òå÷åíèÿ ïðè êîëëàïñå ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà âäîëü ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ

ëèíèé (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû â ãëàâå ìîíîãðàôèè [151] è â ðàáîòàõ

[150, 152, 155, 149, 263, 21, 154]).

5. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ÷èñëåííûõ ìîäåëåé ðåàëèçîâàí ïåðâûé â Ìèðå ïðî-

ãðàììíûé êîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îáú-

åêòîâ íà ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ ñ óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi. Äëÿ ïàðàëëåëü-

íîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ îá-

ëàñòè. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü 134-êðàòíîå óñêîðåíèå è 92 %

ýôôåêòèâíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè 64 óñêîðèòåëåé (îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðè-

âåäåíû â ðàáîòàõ [152, 154]).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ñ ïîìîùüþ äîñòèæåíèé â îáëàñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè êîíå÷íî-

îáúåìíûõ ñõåì è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äèññåðòàíòîì ïîñòðîåíà è

òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ

ìîäåëü àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ðàçðàáîòàíû è ýêñïåðèìåíòàëüíî âåðèôèöèðîâà-

íû îðèãèíàëüíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêî-

ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ðàçëè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ è íà ýòîé îñíîâå ðàçðàáîòàíî íàóêîåìêîå ïðîãðàììíîå

îáåñïå÷åíèå äëÿ ñîâðåìåííûõ ñóïåðÝÂÌ.

Â äèññåðòàöèè ðàçðàáîòàíû ñóïåðêîìïüþòåðíûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ñ îò-

êðûòûì êîäîì: Elast2d � ïðîãðàììà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äå-

ôîðìàöèé, PEGAS � ïðîãðàììà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé íà

êëàññè÷åñêèõ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ àðõèòåêòóðàõ, GPUPEGAS � ðàñøèðåíèå ïîñëåä-
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íåãî êîìïëåêñà íà ãèáðèäíûå àðõèòåêòóðû, îñíàùåííûå ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿ-

ìè, AstroPhi � ðàñøèðåíèå êîìïëåêñà PEGAS íà ãèáðèäíûå àðõèòåêòóðû ñ óñêîðèòå-

ëÿìè Intel Xeon Phi. Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû çàðåãèñòðèðîâàíû â Ôîíäå àëãîðèò-

ìîâ è ïðîãðàìì ÑÎ ÐÀÍ, ÐîñÏàòåíòå è ñïåöèàëèçèðîâàííîé áèáëèîòåêå æóðíàëà

Computer Physics Communications. Äàííûå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû èñïîëüçóþòñÿ

â èññëåäîâàíèÿõ ïî èçó÷åíèþ ïðîöåññà �ñâàðêè âçðûâîì� â ÈÒÏÌ ÑÎ ÐÀÍ, ÈÃèË

ÑÎ ÐÀÍ, ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, ÎÈÂÒ ÐÀÍ, àíàëèçå àñòðîíîìè÷åñêèõ íà-

áëþäåíèé â ÈÍÀÑÀÍ, ÞÔÓ, Èíñòèòóòå Àñòðîíîìèè óíèâåðñèòåòà ã. Âåíà, àíàëèçå

ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ â Ãðóïïå êîìïàíèé ÐÑÊ. Ýôôåêòèâíîñòü

ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ïîäòâåðæäåíà íà ðåøåíèè çàäà÷ î �ñâàðêå âçðûâîì� è àñòðîôèçèêè.

Ïðîâîäèìûå â ðàìêàõ äèññåðòàöèè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ ïëàíîâ íàó÷íî-

èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ, à èõ âûïîëíåíèå áûëî ïîääåðæàíî

Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé è Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâà-

íèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Òàê ïîä ðóêîâîäñòâîì äèññåðòàíòà áûëè âû-

ïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðîåêòû: ãðàíò Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà 2015 �

2016 ãîäû �Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ âûñîêîòî÷íûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ

ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ãàëàêòèê íà ãèáðèäíûõ ñó-

ïåðÝÂÌ, îñíàùåííûõ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè è óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi�,

ãðàíò Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà 2015 � 2017 ãîäû �Ðàç-

ðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ãèáðèäíûõ

âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ�, ãðàíò Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóí-

äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà 2015 � 2016 ãîäû äëÿ âåäóùèõ ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ

ãðóïï �Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ âûñîêî-

ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðàçíîìàñøòàáíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷å-

íèé íà ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ�, ãðàíò Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà 2013 �

2014 ãîäû, �Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ãðàâèòàöèîííûõ ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, îñíàùåííûõ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè�, ìóíèöèïàëü-

íûé ãðàíò ìýðèè ãîðîäà Íîâîñèáèðñêà â 2013 ãîäó �Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé è ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ãðàôè÷å-

ñêèõ óñêîðèòåëÿõ äèíàìèêè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà�, ìîëîäåæíûé ãðàíò Ðîññèéñêîãî

ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íà 2012 � 2013 ãîäû �Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâ-
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íûõ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ìíîãîôàçíûõ àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà ãèáðèäíûõ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-

ñòåìàõ�, ôåäåðàëüíàÿ öåëåâàÿ ïðîãðàììà �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû

èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2009 � 2013 ãîäû� íà 2011 � 2013 ãîäû �Ðàçðàáîòêà âûñî-

êîòî÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è ïðîãðàìì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íà âûñîêîïðîèç-

âîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ�. Îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ

èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ è èñïîëüçóþòñÿ êàê â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, òàê è çà ðóáåæîì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé

Ñëîæíîñòü íåñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé, èõ íåëèíåéíîñòü è ðàçíîìàñøòàáíîñòü òðåáó-

þò äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåííûõ

çíàíèé èç ðÿäà íàó÷íûõ äèñöèïëèí: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, âû÷èñëèòåëü-

íàÿ ìàòåìàòèêà, òåîðèÿ è òåõíîëîãèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ãèäðîäèíàìèêà,

àñòðîôèçèêà è àñòðîíîìèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è íàáëþäå-

íèé. Â äèññåðòàöèè ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîñîãî ñîóäàðåíèÿ ìå-

òàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí ïðè �ñâàðêå âçðûâîì�, âçàèìîäåéñòâèå è ýâîëþöèÿ ãàëàêòèê,

ýâîëþöèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ àïïàðàò ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷àñòü ïðîáëåì áûëà ðåøåíà àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîë-

íîòîé îïèñàíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ó÷åñòü ðÿä îñîáåííîñòåé, âëèÿþùèõ íà ïîâåäåíèå

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé è àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñîñòîèò â ñîâ-

ìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè êîìïëåêñíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ýôôåêòèâíûìè

ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè. ×èñëåííûå ìîäåëè è ðàçðàáîòàííûå íà

èõ îñíîâå ïðîãðàììíûå êîìïëåêñû ïðîøëè ïîëíóþ âåðèôèêàöèþ íà ðÿäå ìîäåëü-

íûõ çàäà÷, áëèçêèõ ïî ôèçè÷åñêèì ïîñòàíîâêàì ê èçó÷àåìûì ïðîöåññàì è èìåþùèõ

àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

Â äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ îðèãèíàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî òðåì íàïðàâëåíèÿì: ìàòåìà-

òè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì. Ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò òðåì ïóíêòàì ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,

÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì�.

1) Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòî-

äîâ ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé:

30



� Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ìîäåëü îñíîâàíà íà îáîáùåííîé ôîð-

ìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äåôîðìèðóåìîé ñðåäû, îïèñûâàþùåãî óïðó-

ãóþ ñðåäó, æèäêîñòü, ãàç è íàáîð ÷àñòèö [8, 7].

� Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè

äëÿ îïèñàíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìîäåëü îñíîâàíà íà óðàâíåíèÿõ (ìàã-

íèòíîé) ãàçîâîé äèíàìèêè è óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâè-

òåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåí-

òû. Òàêàÿ ìîäåëü ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,

äëÿ êîòîðîé ôîðìóëèðóåòñÿ åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä [150, 209].

� Ðàçðàáîòêà, îáîñíîâàíèå è òåñòèðîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà âû-

ñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ è ìàëîé äèññèïàöèè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ òå÷åíèé íà ñóïåðÝÂÌ. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò êîìáèíàöèÿ ìåòîäà

ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ, ìåòîäà Ãîäóíîâà è êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà

ëîêàëüíîì øàáëîíå [150, 155, 154].

2) Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåêñîâ

ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðè-

ìåíòà:

� Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåêñà

ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

äèíàìèêè êóìóëÿòèâíîé ñòðóè è ïðîöåññà âîëíîîáðàçîâàíèÿ ïðè �ñâàðêå âçðû-

âîì� äâóõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí [8, 7].

� Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåêñà

ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ýâîëþöèè è âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê [150, 155, 209, 154].

� Ðåàëèçàöèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ â âèäå êîìïëåêñà

ïðîãðàìì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ýâîëþöèè ìåæçâåçäíîé ñðåäû è êîëëàïñà ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ [152].

3) Êîìïëåêñíûå èññëåäîâàíèÿ íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ ïðèìåíåíèåì

ñîâðåìåííîé òåõíîëîãèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïå-

ðèìåíòà:
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� Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà îáúÿñíåí ïðîöåññ âîëíîîáðàçîâà-

íèÿ è ïðîöåññ ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè ýâîëþöèè êóìóëÿòèâíîé ñòðóè, âîçíèêà-

þùåé ïðè êîñîì ñîóäàðåíèè äâóõ ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí. Âîëíîîáðàçîâàíèå

ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå ñîâìåñòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåæèìà �ñêëåéêè� è �ïðî-

ñêàëüçûâàíèÿ� â îáëàñòè êîíòàêòà. Êóìóëÿòèâíàÿ ñòðóÿ îáðàçóåòñÿ ïðè ìàëîì

óãëå ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè [7].

� Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â ïîëíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìî-

äåëè îáúÿñíåí ïðîöåññ ðàçâèòèÿ öåíòðàëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê: ðàçðó-

øåíèå, ñëèÿíèå, ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå, îáðàçîâàíèå òðåòüåé ãàëàêòèêè ïîñëå

ñâîáîäíîãî ïðîõîæäåíèÿ ãàëàêòèê. Îïðåäåëåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåò-

ðû, ïðèâîäÿùèå ê ðàçâèòèþ êàæäîãî èç ñöåíàðèåâ. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòè àê-

òèâíîãî çâåçäîîáðàçîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ çà ôðîíòîì ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â ðåçóëü-

òàòå ñòîëêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí. Îáðàçîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà ïðîèñ-

õîäèò â îáëàñòè âûñîêîé ïëîòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî îáðàçóåòñÿ áîëüøåå ÷èñëî

ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèêè ïðè ìåíüøåé ìàññå äèñêà ïî îòíîøåíèþ ê ìàñ-

ñå Ãàëî. Îïðåäåëåíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ îáðàçóþòñÿ

2, 4 è 7 ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèêè [150, 155, 263, 209, 154].

� Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà îáúÿñíåí ïðîöåññ è îáðàçîâàíèå

ïîëÿðíûõ òå÷åíèé â ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêàõ ïðè ñàìîîðãàíèçàöèè ìåæçâåçäíîé

ñðåäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëÿðíûå òå÷åíèÿ îáðàçóþòñÿ âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ ïðè êîëëàïñå ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà. Ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàíî

ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîòàííîãî â äèññåðòàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà íàä ëàãðàí-

æåâûì ìåòîäîì ñãëàæåííûõ ÷àñòèö ïðè âîñïðîèçâåäåíèè âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ

ðåøåíèÿ [152, 151, 148].

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà

ñåìèíàðàõ â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè

ÑÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå

ãèäðîäèíàìèêè èì. Ì.À. Ëàâðåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíûõ òåõ-

íîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ, Èíñòèòóòå

àñòðîíîìèè óíèâåðñèòåòà ã. Âåíà, Èíñòèòóòå àñòðîíîìèè è ôèçèêè êîñìîñà óíèâåð-

ñèòåòà ã. Áóýíîñ-Àéðåñ, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ â Ðîññèè è çà ðóáå-

æîì: Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Íåëèíåéíûå âîëíû: òåîðèÿ è íîâûå ïðèëîæå-
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íèÿ� (Íîâîñèáèðñê, 2016), Ñèáèðñêèé ôîðóì èíäóñòðèè èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì

(Íîâîñèáèðñê, 2016, 2015), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ AstroNum 2015 (Ôðàíöèÿ,

2015), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �10th Marseille Cosmology Conference� (Ôðàíöèÿ,

2015), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Workshop on Non-equilibrium Flow Phenomena

in Honor of Mikhail Ivanov's 70th Birthday� (Íîâîñèáèðñê, 2015), Ìåæäóíàðîäíàÿ

êîíôåðåíöèÿ �Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè�

(Íîâîñèáèðñê, 2015, 2014), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �ISC High Performance�

(Ãåðìàíèÿ, 2015), Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïðîáëåìû ìåõàíèêè: òåîðèÿ, ýêñ-

ïåðèìåíò è íîâûå òåõíîëîãèè� (Íîâîñèáèðñê, 2014), Ìåæäóíàðîäíîå ðàáî÷åå ñî-

âåùàíèå �Workshop on Numerical and Observational Astrophysics� (Àðãåíòèíà, 2014,

2011), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Mind The Gap: from microphysics to large-scale

structure in the Universe� (Âåëèêîáðèòàíèÿ, 2013), Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñî-

âðåìåííûå ïðîáëåìû äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà� (Íîâîñèáèðñê, 2013), Ìåæäó-

íàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà. Òåîðèÿ Ïðèáëèæåíèé� (Íîâîñèáèðñê, 2013), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìà-

òåìàòè÷åñêèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè, MIT-2013� (×åðíîãîðèÿ, 2013), Ìåæ-

äóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìåòîäû ñîçäàíèÿ, èññëåäîâàíèÿ è èäåíòèôèêà-

öèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé� (Íîâîñèáèðñê, 2013), Íàöèîíàëüíûé ñóïåðêîìïüþòåð-

íûé ôîðóì (Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, 2013), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Interacting

Galaxies and Binary Quasars: A Cosmic Rendezvous� (Èòàëèÿ, 2012), Ìåæäóíàðîäíàÿ

ñóïåðêîìïüþòåðíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Íàó÷íûé ñåðâèñ â ñåòè Èíòåðíåò� (Àáðàó-Äþðñî,

2011, 2010), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Parallel Computing Technologies (PaCT-

2009)� (Íîâîñèáèðñê, 2009), Ìåæäóíàðîäíîå ðàáî÷åå ñîâåùàíèå �Ïðîèñõîæäåíèå è

ýâîëþöèÿ áèîñôåðû� (Íîâîñèáèðñê, 2005), Ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ øêîëà-êîíôåðåíöèÿ

�Òåîðèÿ è ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îáðàòíûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷� (Íîâîñè-

áèðñê, 2015, 2013, 2009), Êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ (Íîâîñè-

áèðñê, 2016, 2015, 2014, 2013, 2009, 2008, 2006), Âñåðîññèéñêàÿ ìåæâóçîâñêàÿ êîíôå-

ðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2008), Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ ñòóäåí-

÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñòóäåíò è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ� (Íîâîñèáèðñê, 2006,

2005). Âñåãî ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî áîëåå 30 ðàáîò, èç êîòîðûõ 24 â

âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ. Ñïèñîê îñíîâíûõ ïóá-

ëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Äîñòîâåðíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ

Äîñòîâåðíîñòü ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ îñíîâàíà íà ïðèìåíåíèè îáîñíîâàííûõ
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ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðîâåðåííûõ íà ñïåöèàëüíîì íàáîðå òåñòîâûõ çàäà÷ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, óñòîé÷èâîñòüþ è ñõîäèìîñòüþ èñïîëüçóåìûõ êîíå÷íî-îáúåìíûõ

ñõåì, ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ëàáîðàòîðíûìè ýêñïåðèìåíòàìè è

íàáëþäåíèÿìè, íàëè÷èåì âûñîêîðåéòèíãîâûõ ïóáëèêàöèé è äîêëàäîâ ïî òåìå äèñ-

ñåðòàöèè íà ðàçëè÷íûõ ñïåöèàëèçèðîâàííûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ïî ìîäåëèðîâàíèþ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ëè÷íûé

âêëàä äèññåðòàíòà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå è èññëåäîâàíèþ êîððåêòíîñòè óðàâ-

íåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äåôîðìèðóåìîé ñðåäû ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ, ðåàëèçàöèè ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà è ïðîâåäåíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Â ðàáîòàõ ïî ìîäå-

ëèðîâàíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ëè÷íûé

âêëàä äèññåðòàíòà çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâêå è îáîñíîâàíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

ìîäåëè àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ðàçðàáîòêå íîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà âûñîêîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè è åãî ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, à òàêæå â ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Âêëàä àâòîðà â îáñóæäåíèè ïîñòàíîâîê çàäà÷ è èíòåðïðåòàöèè

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áàë ðàâíûì âêëàäîì äðóãèõ ñîàâòîðîâ. Âñå âûíîñèìûå íà

çàùèòó ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò ëè÷íî àâòîðó. Ïðåäñòàâëåíèå èçëîæåííûõ â íàñòî-

ÿùåé äèññåðòàöèè è âûíîñèìûõ íà çàùèòó ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ñîâìåñòíûõ

èññëåäîâàíèÿõ, ñîãëàñîâàííî ñ ñîàâòîðàìè.

Îáúåì è ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Îáùèé îáúåì äèññåð-

òàöèè ñîñòàâëÿåò 275 ñòðàíèö, âêëþ÷àÿ 97 ðèñóíêîâ, 13 òàáëèö è ñïèñîê ëèòåðàòóðû

èç 281 íàèìåíîâàíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî Ââåäåíèè èçëîæåíî ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ãèäðîäèíà-

ìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ó÷åòîì ñàìîãðàâèòàöèè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ

äëÿ èõ ðàçðåøåíèÿ, à òàêæå ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ýòè ìåòîäû ðåàëèçóþùèå.

Îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü è ñôîðìóëèðîâàíû öåëè ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû çà-

ùèùàåìûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåí îáçîð ëèòåðàòóðû, ñâåäåíèÿ î íàó÷íîé

íîâèçíå, ïðàêòè÷åñêîé è íàó÷íîé öåííîñòè, ëè÷íîì âêëàäå àâòîðà, ñâåäåíèÿ î ñòðóê-

òóðå äèññåðòàöèè.

Â Ãëàâå 1 (Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé) ïðåäñòàâëåíà ÷èñ-

ëåííàÿ ìîäåëü óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Ìî-

äåëü îñíîâàíà íà ðåøåíèè óðàâíåíèé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ëàãðàíæåâûõ
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êîîðäèíàòàõ. Ñôîðìóëèðîâàíî è èññëåäîâàíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷íîé

ñðåäû, îïèñàíû ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïðè ôàçîâûõ ïåðåõî-

äàõ. Èçëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, êîòîðûé áûë âåðèôèöèðîâàí íà

çàäà÷å �î ðàñïàäå ðàçðûâà� â óïðóãîé ñðåäå. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ �î ñâàðêå âçðûâîì� è ðàííåé ñòàäèè

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò.

Â ðàçäåëå 1.1 (Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü) îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ òåíçîðà äèñ-

òîðñèè C â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ

Ci
j =

∂xi (ξ1, ξ2, ξ3)

∂ξj
,

ãäå xi � ýéëåðîâû êîîðäèíàòû, ξj � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, ïîíÿòèå óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ E(C, S) = E
(√

CCT , S
)
, ãäå S � ôóíêöèÿ ýíòðîïèè, è òåíçîð íàïðÿæåíèé

π = EC . Çàïèñàíû óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè ñ ó÷åòîì ìàêñâåëëîâñêèõ ðåëàêñàöèé

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0,

∂Ci
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0,

∂S

∂t
=

τ−1
0 c0Ec0 + τ−1

∗ c∗Ec∗ + τ−1
1 c1Ec1

ES

,

∂c0
∂t

= −c0
τ0
,

∂c1
∂t

= −c1
τ1
,

∂c∗
∂t

= −c∗
τ∗
.

Äîìíîæèâ óðàâíåíèÿ íà ui, ECj
i
, ES, Ec0 , Ec∗ , Ec1 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂

∂t

(
uiui

2
+ E

)
− ∂

∂ξj
(
uiπj

i

)
= 0,

ãäå ui � ñêîðîñòü, c0, c∗, c1 � ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå ñêîðîñòè çâóêà, τ0, τ∗, τ1

� ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè. Äëÿ âû÷èñëåíèé íàì óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ñèíãóëÿðíûé

âèä ìàòðèöû äèñòîðñèè. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé òî÷êå äåôîðìèðóåìîé ñðåäû â ðàñ-

ñìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìàòðèöû

C = UKV T , ãäå U è V � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, K = diag (k1, k2, k3) � äèàãîíàëü-

íàÿ ìàòðèöà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

E(C, S) = E
(√

CCT , S
)
= E (k1, k2, k3, S) .

Äëÿ òîãî âèäà ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà î âûïóêëîñòè (êîððåêòíîñòè)

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ, ÷òî äëÿ âû-

ïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû E = E(C, S) êàê ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ
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ìàòðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà

Ekikj > 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

Eki − Ekj

ki − kj
> 0,

Eki + Ekj

ki + kj
> 0.

Ïðèâåäåí ñïèñîê èíâàðèàíòîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ çàïèñè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ

êàæäîé ôàçû è âûïèñàíû óñëîâèÿ åãî êîððåêòíîñòè.

Â ðàçäåëå 1.2 (Ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíà-

òàõ) îïèñàí ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé

ñðåäû, ãäå ïîìèìî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

ïðîöåäóðó ïåðåìåùåíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùèõ øàãîâ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ðàñ÷åò-

íîé îáëàñòè: ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû äèñòîðñèè C, ïðè äîñòèæåíèè íåîá-

õîäèìûõ óñëîâèé ó÷åò ôàçîâîãî ïåðåõîäà è ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîí-

òðîëü êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ïîìîùüþ ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåî-

ðåìû, ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ðàñ÷åò

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, ïåðåñ÷åò ôóíêöèè ýíòðîïèè, äâèæåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íàè-

áîëåå ñëîæíûì ýòàïîì àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ

óïðóãîé ñðåäû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà

ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0,

∂Ci
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0,

∂S

∂t
= 0,

ê âèäó:
∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0,

(
ECk

j C
j
l

)−1 ∂πi
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0,

∂S

∂t
= 0,

ãäå ìàòðèöà ECk
j C

j
l
� îáðàòèìà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Â îäîìåðíîì

ñëó÷àå ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0, Λ2

∂πi
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0,

ãäå Λ2 � j-é áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû
(
ECk

j C
j
l

)−1

. Â ðåçóëüòàòå, ïå-

ðåéäÿ ê èíâàðèàíòàì Λπi ± u ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ýëåìåíòàðíî ðàçðåøàåòñÿ. Ïîñëå

ïåðåñ÷åòà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðîèñõîäèò ïåðåñ÷åò ýéëåðîâîé ñåòêè è ìàòðèöû äèñ-

òîðñèè ïî óðàâíåíèÿì:
∂Xi

∂t
= Ui, Ci

j =
∂Xi

∂ξj
.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè Ui, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è

�î ðàñïàäå ðàçðûâà�, ìû ïåðåìåùàåì ðàñ÷åòíóþ ñåòêó.
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Â ðàçäåëå 1.3 (Çàäà÷à î �ðàñïàäå ðàçðûâà� â óïðóãîé ñðåäå) íà ðåøåíèè çàäà÷è

�î ðàñïàäå ðàçðûâà� â óïðóãîé ñðåäå áûë âåðèôèöèðîâàí ÷èñëåííûé ìåòîä, èñïîëü-

çóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè.

Â ðàçäåëå 1.4 (Çàäà÷à �î ñâàðêå âçðûâîì� äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí) èññëåäî-

âàíî îáðàçîâàíèå è äèíàìèêà êóìóëÿòèâíîé ñòðóè ïðè êîñîì ñîóäàðåíèè äâóõ àëþ-

ìèíèåâûõ ïëàñòèí, à òàêæå èññëåäîâàí ïðîöåññ âîëíîîáðàçîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.5 (Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëà-

íåò) ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò íà

ðàííåé ñòàäèè: ñòîëêíîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò, èìåþùèõ àòìîñôåðó, ÷òî ïðè-

âîäèò ê ÷àñòè÷íîìó ðàçðóøåíèþ ìåòåîðèòà è ïàäåíèåì åãî ñêîðîñòè, â ýòîì ñëó÷àå

áóäåò ðàññìîòðåí óäàð ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ; ñòîëêíîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò,

íå èìåþùèõ àòìîñôåðó, ÷òî ïðèâîäèò ê óäàðó ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Áóäåì ìî-

äåëèðîâàòü äâå ïëàñòèíû. Ïåðâàÿ èç êîòîðûõ (ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû � âóëêàíîãåííî-

îñàäî÷íûé ñëîé) ðàçìåðîì 120 × 60 ñàíòèìåòðîâ ñ ïëîòíîñòüþ ρ0 = 2.3 ã/ñì3, ïðî-

äîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè çâóêà c0 = 5.0 êì/ñåê è c1 = 2.9 êì/ñåê ñîîòâåò-

ñòâåííî. Âòîðàÿ ïëàñòèíà (ìåòåîð � ìàòåðèàë îëèâèí) ðàçìåðîì 40×40 ñàíòèìåòðîâ ñ

ïëîòíîñòüþ ρ0 = 3.27 ã/ñì3, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè çâóêà c0 = 7.4 êì/-

ñåê è c1 = 5.3 êì/ñåê ñîîòâåòñòâåííî. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå îòêîëà ÷àñòèö πcr = 60

ÃÏà. Â ðåçóëüòàòå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â îáëàñòè

êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíàìè ïðîèñõîäèò ðàçîãðåâ è ïëàâëåíèå ìàòåðèàëà, òàêæå îá-

ðàçóåòñÿ íåáîëüøàÿ âîëíîâàÿ ñòðóêòóðà, à çàòåì ïðîèñõîäèò âûáðîñ ÷àñòèö. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ÷àñòèöû âûëåòàþò êàê èç ãàçîâîé ôàçû, òàê è èç òâåðäîé, ÷òî ñâÿçàíî

ñ ðåçêèì ñìåíîé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïîñëåäíèõ. Â öåëîì êàðòèíà òå÷åíèÿ íà-

ïîìèíàåò êàðòèíó ñâàðêè âçðûâîì äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí. Â òî âðåìÿ êàê ïðè

ñâåðõçâóêîâîì óäàðå îò îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíàìè âûõîäèò âîëíà ïëàâëå-

íèÿ ìàòåðèàëà , êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà âñþ îáëàñòü ìåòåîðèòà.

Îòìåòèì, ÷òî âûáðîñà ÷àñòè â âèäå êóìóëÿòèâíîé ñòðóè íå íàáëþäàåòñÿ, ÷òî ñâÿ-

çàíî ñ áûñòðûì ïëàâëåíèåì è ðàçîãðåâîì ìàòåðèàëà áåç îáðàçîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé äàâëåíèÿ.

Â ðàçäåëå 1.6 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî ïåðâîé ãëàâå.

Â Ãëàâå 2 (Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñà-

ìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå) ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àñò-

ðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïîäñåòî÷íûå ïðîöåññû, íåáõîäèìûå äëÿ ó÷åòà íà ðàçëè÷-

íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè
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(ìàãíèòíî) ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè è óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëê-

íîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû

àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåðìîäèíàìè-

÷åñêè ñîãëàñîâàííóþ ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè àñòðîôè-

çè÷åñêèõ òå÷åíèé.

Â ðàçäåëå 2.1 (Ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü) èçëîæåíà òðåõìåðíàÿ ìîäåëü ãðàâèòà-

öèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, çàìêíóòóþ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà

è äîïîëíåííóþ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = 0,

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗) = −∇p− ρ∇(Φ),

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗) = −∇ · (pu⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗),

∂ρε

∂t
+∇ · (ρεu⃗) = −(γ − 1)ρε∇ · u⃗,

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε, p = (γ − 1)ρε, ∆Φ = 4πGρ,

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, u⃗ � ñêîðîñòü ãàçà, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìå-

õàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé

ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Îïèñàíà îïåðàöèÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé

ê áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Ñôîðìóëèðîâàíû íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñôîð-

ìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, à òàêæå êîððåêöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,

ãàðàíòèðóþùàÿ íåóáûâàíèå ýíòðîïèè, ñîñòîÿùàÿ â äâóõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. Êîððåêöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (èëè ýíòðîïèè) â îáëàñòè ñ îñíîâíîé ïëîòíî-

ñòüþ ãàçà:

ρε =

(
ρE − ρu⃗2

2

)
,

ρ

ρmax

> 10−5.

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â îáëàñòè ðàçðåæåííîãî ãàçà (ãðàíèöà ãàç-

âàêóóì):

|u⃗| =

√
2(ρE − ρε)

ρ
,

ρ

ρmax

≤ 10−5.

Â îáëàñòè ìàëîé ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé ïîäõîä, òàê êàê â íåé îòñóòñòâóþò

ïðîáëåìû ñ ïàäåíèåì ýíòðîïèè. Â îñíîâíîé îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ïîäõîä,

êîòîðûé ïðè âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ýíòðîïèè, ÷òî èìååò ìåñòî äëÿ

èäåàëüíîãî ãàçà, ãàðàíòèðóåò åå íåóáûâàíèå. Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîí-

íîé ãàçîâîé äèíàìèêè ðàñøèðåíû íà óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé îäíîñêîðîñòíîé

ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ ó÷åòà õèìè÷åñêîé ýâîëþöèè ãàçîâîé êîìïîíåíòû àñòðîôèçè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, à òàêæå óðàâíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî
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ðàñøèðåíèÿ çà ñ÷åò òåìíîé ýíåðãèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ â

âèäå x = ar, ãäå r � èñõîäíûå êîîðäèíàòû, a = 1/(1 + z) � ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ,

êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

da

dt
= H

√
ΩM (a−1 − 1) + ΩΛ (a2 − 1) + 1,

ãäå ΩM = ΩB +ΩD � äîëÿ ìàòåðèè â îáùåé ìàññå, ΩB � äîëÿ âèäèìîé áàðèîííîé ìà-

òåðèè (ãàçà è çâåçä), ΩD � äîëÿ òåìíîé ìàòåðèè, ΩΛ � äîëÿ òåìíîé ýíåðãèè, H = ȧ/a

� ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, z � ïàðàìåòð êðàñíîãî ñìåùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ðàññìàò-

ðèâàåì ñïåöèôè÷íóþ ïëîòíîñòü ρc ≡ ρa3 è ñêîðîñòü u⃗c = au⃗.

Â ðàçäåëå 2.2 (Ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü) ïðèâåäåíî ðàñøèðåíèå óðàâ-

íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çà-

êîíû ñîõðàíåíèÿ, à òàêæå êîððåêöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ãàðàíòèðóþùàÿ íåóáû-

âàíèå ýíòðîïèè. Ïðîöåäóðà êîððåêöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äè-

íàìèêè ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì òàêîé ïðîöåäóðû äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè îáîáùåíà íà

ñëó÷àé êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ.

Â ðàçäåëå 2.3 (Áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîäåëü) ïðèâåäåíû ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíûõ êîìïîíåíò àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ

ìîäåëü N-òåë, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû

â çàäà÷ îá ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíûõ äèñêîâ, ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàí-

íàÿ íà óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêè ñ íóëåâûì äàâëåíèåì, è ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà

óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, äî-

ïîëíåííàÿ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

∂n

∂t
+

∂nvk
∂xk

= 0,
∂nvi
∂t

+
∂nvivk
∂xk

= −∂Πik

∂xk

− nai,

∂nWij

∂t
+

∂nEijvk
∂xk

= −∂(Πjkvi +Πikvj)

∂xk

− nviaj − nvjai,

∂Πij

∂t
+

∂Πijvk
∂xk

= −Πjk
∂vi
∂xk

− Πik
∂vj
∂xk

,

ai =
∂(Φ)

∂xi

, ∆Φ = 4πGn, nWij = Πij + nvivj,

ãäå n � ïëîòíîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, Πij � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð äèñ-

ïåðñèè ñêîðîñòåé, v⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè, nWij � òåíçîð ïîëíîé ýíåðãèè, Φ � ãðàâèòàöè-

îííûé ïîòåíöèàë. Ñôîðìóëèðîâàíû íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ñôîðìóëèðî-

âàíû îñíîâíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, à òàêæå êîððåêöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ãàðàíòè-

ðóþùàÿ íåóáûâàíèå ýíòðîïèè. Ïðîöåäóðà êîððåêöèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ
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ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì òàêîé

ïðîöåäóðû äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèé îáîáùåíà íà

ñëó÷àé êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Òàêæå ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå áåññòîëêíîèòåëü-

íûõ ìîäåëåé íà çàäà÷å ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ âîëí ïëîòíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî áåññòîëê-

íîâèòåëüíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâè-

òåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ïîçâîëÿåò òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàíî îïèñàòü

ïðîöåññû ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (çâåçäîîáðàçîâàíèå è ýôôåêòû îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ

çâåçä).

Â ðàçäåëå 2.4 (Ìîäåëü ïîäñåòî÷íîé ôèçèêè) îïèñàíà ìîäåëü ïîäñåòî÷íûõ ôèçè÷å-

ñêèõ ïðîöåññîâ, âêëþ÷àþùàÿ ñàìîñîãëàñîâàííóþ õèìîêèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü, ïðîöåññ

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêò îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ çâåçä, îõëàæäåíèå è íàãðåâàíèå

ãàçà. Ïîäñåòî÷íûå ïðîöåññû âêëþ÷åíû â âèäå ïðàâûõ ÷àñòåé â çàêîíû ñîõðàíåíèÿ.

Â ðàìêàõ ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ðàññìîòðåíû òðè ìîäåëè íà ðàçíûõ ìàñøòà-

áàõ: ïðèìîðäèàëüíàÿ õèìîêèíåòèêà îñíîâíûõ ôîðì âîäîðîäà è ãåëèÿ íà êîñìîëîãè-

÷åñêèõ ìàñøòàáàõ, ìîäåëü õèìîêèíåòèêè âîäîðîäà íà ïûëè ñ ó÷åòîì èîíèçàöèè íà

ìàñøòàáàõ ìåæçâåçäíîé ñðåäû, è àíàëèòè÷åñêóþ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíî-

ãî âîäîðîäà íà ãàëàêòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ. Ñôîðìóëèðîâàíî ïðàâèëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ýôôåêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû.

Â ðàçäåëå 2.5 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå.

Â Ãëàâå 3 (×èñëåííûå ñõåìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ãðàâèòàöèîííîé ãèä-

ðîäèíàìèêè) îïèñàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãèäðîäè-

íàìèêè, åãî âåðèôèêàöèÿ íà òåñòîâûõ çàäà÷àõ è ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ íà ðàç-

ëè÷íûõ òèïàõ ñóïåðÝÂÌ. Â îñíîâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ëåæèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ, â êîòîðîì èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ðàñùåïëÿþòñÿ íà ýéëåðîâ è ëàãðàíæåâ ýòàï.

Íà ýéëåðîâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ó÷åò ðàáîòû ñèë, à íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò

àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â îñíîâå ðåøåíèÿ êàæäîãî ýòàïà

ëåæèò êîìáèíàöèÿ ìåòîäà Ãîäóíîâà ñî ñïåöèàëüíîé ìîäèôèêàöèåé îñðåäíåíèÿ Ðîå

è êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîäà íà ëîêàëüíîì øàáëîíå, îáåñïå÷èâàþùåãî âûñîêèé

ïîðÿäîê òî÷íîñòè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ è ìàëóþ äèññèïàöèþ ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàç-

ðûâîâ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè èñïîëüçóåòñÿ â îñíîâå ïàðàëëåëüíîé

ðåàëèçàöèè.

Â ðàçäåëå 3.1 (Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ýéëåðîâûõ

êîîðäèíàòàõ) îïèñàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè (ãàçîâàÿ

äèíàìèêà, ìàãíèòíàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà, óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëê-
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íîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà). Â îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ëåæèò

ñõåìà ðàçäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì: ðàáîòà ñèë è àäâåêòèâíûé ïå-

ðåíîñ. Ôîðìàëüíî òàêîå ðàçäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàññìîòðåíèÿ îáùåãî

âèäà ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∂U
∂t

+∇ · (U u⃗) = F (U ,∇U) ,

ãäå U � âåêòîð ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, F � ðàáîòà ïîëÿ ñèë,

u⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè. Òàêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì è ðàñùåïëÿåòñÿ íà

äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèÿ:

∂U
∂t

= F (U ,∇U) , ∂U
∂t

+∇ · (U u⃗) = 0.

Äëÿ óðàâíåíèé íà êàæäîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííûå ñõåìû âèäà:

Un+1/2
i − Un

i

τ
=

Fi+1/2 − Fi−1/2

h
,

Un+1
i − Un+1/2

i

τ
+

Gi+1/2 −Gi−1/2

h
= 0,

ãäå F � ïîòîê âåêòîðà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí U íà ýéëåðîâîì ýòàïå, G � ïîòîê

âåêòîðà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí U ñî ñêîðîñòüþ u⃗. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä Ãîäóíîâñêîãî òèïà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü ëèíåàðèçîâàííûé îäíîìåðíûé âàðèàíò óðàâíåíèé íà êàæäîì ýòàïå:

∂U
∂t

+ B∂U
∂x

= 0,

ãäå B = −∂F/∂U èëè B = −∂G/∂U â çàâèñèìîñòè îò ýòàïà ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Äàëåå

ðàññìîòðèì èíòåðôåéñ ìåæäó ëåâîé L è ïðàâîé R ÿ÷åéêàìè, â êîòîðûõ ïîñòðîåíû

êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ îïðåäåëèì ìàòðèöó B ñ

ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè îñðåäíåíèÿ Ðîå, ãäå âìåñòî ñðåäíåãåîìåòðè÷åñêîãî îñðåäíå-

íèÿ ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Òàê êàê ñèñòåìà ãè-

ïåðáîëè÷åñêàÿ, òî ìàòðèöó B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ëåâûì L è

ïðàâûì R ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, ãäå LR = RL = I è B = RΛL. Ñ ó÷åòîì òàêîãî

ðàçëîæåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂U
∂t

+RΛL∂U
∂x

= 0.

Äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñëåâà íà ìàòðèöó L è ïðîèçâåäÿ çàìåíó W = LU ,

ïîëó÷èì íàáîð óðàâíåíèé ïåðåíîñà âèäà:

∂W
∂t

+ Λ
∂W
∂x

= 0.
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Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå òîëüêî íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè íà íåêîòîðîì øàãå

τ , êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ êàê:

Wk(τ) = Wk
0 (−τλk) =

 Wk,L
0 (−τλk), λk < 0

Wk,R
0 (−τλk), λk > 0

,

ãäå λk � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû B, íóëåâûì èíäåêñîì îáîçíà÷åíî íà÷àëüíîå

óñëîâèå, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîé ôóíêöèè â êàæäîé

ÿ÷åéêå ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ. Ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó U = RW ïîëó÷èì

ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ Fi±1/2 è Gi±1/2 ÷åðåç ãðàíèöû. Äëÿ

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà èëè ñõåìà Ðóíãå-

Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Ïîñëå ýéëåðîâà è ëàãðàíæåâà ýòàïîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ

êîððåêöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.2 (Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà) îïèñàí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ Ïóàññîíà. Ìåòîä îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè ïðàâîé ÷àñòè â âèäå ñóïåðïîçè-

öèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà, äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäó-

ðà ïðÿìîãî áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, çàòåì ïðîèñõîäèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíèê, ïîñëå ÷åãî îñóùåñòâëÿåòñÿ îáðàòíîå áûñòðîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ðåøåíèÿ. Äëÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ ïåðâûå

ìîìåíòû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.3 (Âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ) ïðèâåäåíî òåñòèðîâàíèå ÷èñ-

ëåííûõ ìåòîäîâ. Íà îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ îá óäàðíîé òðóáå ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü

÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîððåêòíî âîñïðîèçâîäèòü

âñå âèäû âîëí, â òîì ÷èñëå ñèëüíûå óäàðíûå âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñòàíäàðòíîì òå-

ñòå Ñîäà óäàðíàÿ âîëíà ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ðåøåíèÿ ðàçìàçûâàåòñÿ íà äâå ÿ÷åéêè, â òî âðåìÿ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-

ïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ íà äåñÿòü ÿ÷ååê. Íà çàäà÷å Àêñåíîâà, èìåþùåé áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìîå ãëàäêîå ðåøåíèå, èññëåäîâàí ïîðÿäîê òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìå-

òîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ. Íà ýòîé

çàäà÷å áûë äîñòèãíóò 1.713 ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíî äî-

êàçàíî, ÷òî ÷èñëåííûé ìåòîä èìååò âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ

è ìàëóþ äèññèïàöèþ ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâîâ. Íà îäíîìåðíîé çàäà÷å Ïîãîðå-

ëîâà î ðàñïàäå ÌÃÄ ðàçðûâà, â êîòîðîé ñóùåñòâóþò âñå âèäû âîëí, âåðèôèöèðîâàí

ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Äëÿ âåðèôèêàöèè ìåòîäà ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

áûëà òàêæå èñïîëüçîâàíà çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà. Íà äâóìåðíûõ çàäà÷àõ ðàçâèòèÿ
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íåóñòîé÷èâîñòåé Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà è Ðåëåÿ-Òåéëîðà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà âîñïðîèçâîäèòü ïîäîáíûå âèäû íåóñòîé÷èâîñòåé áåç èõ ïîäàâëåíèÿ.

Íà çàäà÷àõ î ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå â òóííåëå ñî ñòóïåíüþ è î äâîéíîì ìàõîâñêîì îò-

ðàæåíèè ñèëüíîé óäàðíîé âîëíû ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ìåòîäà ìîäåëè-

ðîâàòü òå÷åíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì Ìàõà. Íà çàäà÷å Îðçàãà-Òàíãà ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîäòâåðæäåíà âîçìîæíîñòü ìåòîäà ðåøåíèÿ ÌÃÄ óðàâíåíèé ìîäåëèðîâàòü ïåðåõîä

ê ñâåðõçâóêîâûì òóðáóëåíòíûì òå÷åíèÿì. Â òðåõìåðíîé è ïîñòàíîâêå áûëà ðåøåíà

çàäà÷à Ñåäîâà î òî÷å÷íîì âçðûâå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì òåñòîì, ïðîâåðÿþ-

ùèì ñïîñîáíîñòü ìåòîäà âîñïðîèçâîäèòü ñèëüíûå óäàðíûå âîëíû ñ î÷åíü áîëüøèìè

÷èñëàìè Ìàõà. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíà-

ìèêè áûëà ðåøåíà çàäà÷à î ïîëó÷åíèè ðàâíîâåñíûõ âðàùàþùèõñÿ êîíôèãóðàöèé. Ñ

óâåëè÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè ñàìîãðàâèòèðóþùèé ãàçîâûé øàð ïðèíèìàåò ôîðìó

ýëëèïñîèäà ñ äëèíàìè ïîëóîñåé, àïïðîêñèìèðóåìûìè ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

rx(ω) = 2.3510−3e
ω

0.15736 + 1.18171, rz(ω) = 2.5210−3e
ω

0.17686 + 1.03146,

ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Ðåøåíû çàäà÷è ñòîëêíîâåíèÿ ñàìîãðàâèòèðó-

þùèõ ãàçîâûõ ñôåð â ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèÿõ. Íà àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè áûë

âåðèôèöèðîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Â ðàçäåëå 3.4 (Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà) èçëîæåíà ñõåìà ïà-

ðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà è èññëåäîâàíèå åå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Â ñèëó îïèñà-

íèÿ âñåõ êîìïîíåíò àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

óðàâíåíèé è ïîñòðîåíèÿ åäèíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ èõ ðàçðåøåíèÿ â îñíîâå

ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ñõåìà ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè-

÷åñêîé äåêîìïîçèöèè îáëàñòè. Äëÿ êëàññè÷åñêèõ àðõèòåêòóð ñóïåðêîìïüþòåðîâ èñ-

ïîëüçîâàëàñü äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü,

÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà ëîêàëüíîì øàáëîíå äëÿ

ïåðåêðûòèÿ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ñëîé ÿ÷ååê. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèä-

íûõ ñóïåðÝÂÌ ñ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè èñïîëüçîâàëàñü îäíîìåðíàÿ äåêîì-

ïîçèöèÿ îáëàñòè ïî ïðîöåññîðíûì ýëåìåíòàì è äâóìåðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ â ðàìêàõ

ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ ñ óñêîðèòåëÿìè

Intel Xeon Phi èñïîëüçîâàëàñü òàêæå îäíîìåðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè ïî ïðîöåñ-

ñîðíûì ýëåìåíòàì è ìíîãîïîòî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ ìåæäó ÿäðàìè óñêîðèòå-

ëÿ. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîé àðõèòåêòóðû ñóïåðêîìïüþòåðà ÑÑÊÖ ÑÎ

ÐÀÍ áûëà äîñòèãíóòà 93 % ýôôåêòèâíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè 768 âû÷èñëèòåëüíûõ
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ÿäåð. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèáðèäíîãî ñóïåðÝÂÌ, îñíàùåííîãî ãðàôè÷åñêèìè êàðòà-

ìè, áûëî äîñòèãíóòî 55-êðàòíîå óñêîðåíèå è 96 % ýôôåêòèâíîñòü íà 60 ãðàôè÷åñêèõ

êàðòàõ. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ ñ óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi

áûëî äîñòèãíóòî 134-êðàòíîå óñêîðåíèå è 75 % ýôôåêòèâíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè

224 óñêîðèòåëåé Intel Xeon Phi. Ñ ïîìîùüþ èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíà

ìàñøòàáèðóåìîñòü ðåàëèçàöèè äî îäíîãî ìèëëèîíà óñêîðèòåëåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

ýêçàôëîïñíîìó óðîâíþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Äëÿ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà FFTW.

Â ðàçäåëå 3.5 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå.

Â Ãëàâå 4 (Ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì

ãðàâèòàöèîííîì ïîëå) îïèñàíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðî-

öåññîâ, íà÷èíàÿ îò êðóïíî-ìàñøòàáíûõ îáúåêòîâ (êîñìîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû), çà-

êàí÷èâàÿ îáúåêòàìè ìàñøòàáà ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà.

Â ðàçäåëå 4.1 (Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè êðóïíîìàñøòàáíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ

ñòðóêòóð) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ êðóïíî-ìàñøòàáíûõ êîñìî-

ëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â ðàìêàõ äâóõôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

ìîäåëè ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ è ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ áûëî ñìî-

äåëèðîâàíî îáðàçîâàíèå êîñìîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð � âîëîñ (ôèëàìåíòû â çàðóáåæ-

íîé ëèòåðàòóðå), ñòåí (áëèíû ß.Á. Çåëüäîâè÷à â ðîññèéñêîé ëèòåðàòóðå), ñêîïëåíèé

(êëàñòåðû â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå) ãàëàêòèê, ïóñòîò (âîéäû â çàðóáåæíîé ëèòåðà-

òóðå). Ñìîäåëèðîâàíà ýâîëþöèÿ è ñòîëêíîâåíèå â ÌÃÄ ìîäåëè ñêîïëåíèé ãàëàêòèê.

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî ïîêàçàíî êà÷åñòâåííîå ñîîòâåò-

ñòâèå ñòðóêòóðû ñìîäåëèðîâàííîãî è íàáëþäàåìûõ ñêîïëåíèé, êîëè÷åñòâåííîå ñîîò-

âåòñòâèå ìàññ ñìîäåëèðîâàííûõ ãàëàêòèê è ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ñ íàáëþäàåìûìè

çíà÷åíèÿìè.

Â ðàçäåëå 4.2 (Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ãàëàêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð) ïðèâåäåíû ðå-

çóëüòàòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ ýâîëþöèè âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê. Îáúÿñíåí ìåõàíèçì

îáðàçîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé â ãàëàêòè÷åñêîì äèñêå â ìîäåëè èçîòåðìè-

÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè, ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ ìíîãîðóêàâíûõ ãàëàêòèê (äâóõ-,

÷åòûðåõ- è ñåìèðóêàâíàÿ ñòðóêòóðà) â õîäå ðàçâèòèÿ ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâî-

ñòè. Îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû äëÿ îáðàçîâàíèÿ êàæäîãî âèäà ãàëàêòèê. Òàêèì îáðà-

çîì, ðàçðàáîòàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü è ìåòîä äëÿ åå ðàçðåøåíèÿ âåäåò ñåáÿ â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè ïî ýòîé çàäà÷å: ñèñòåìû ñ ìåíüøèì ñîîòíî-

øåíèåì ìàññû äèñêà ê ìàññå Ãàëî äàþò áîëüøåå ÷èñëî ðóêàâîâ, ÷òî èìååò áîëüøîå
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çíà÷åíèå äëÿ èçó÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ íåîñåñèììåòðè÷íûõ ñòðóêòóð â äèñêîâûõ ãà-

ëàêòèêàõ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ â ïîëíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé

ìîäåëè ñöåíàðèåâ ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê, êîòîðûå ïîäòâåðäèëè îñíîâàííóþ íà íà-

áëþäàòåëüíûõ äàííûõ òåîðåòè÷åñêóþ ãèïîòåçó çàâèñèìîñòè èñõîäà âçàèìîäåéñòâèÿ

ãàëàêòèê îò ñêîðîñòè â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Áûëè òàêæå ðåøåíû çàäà÷è îáðàçî-

âàíèÿ õâîñòîâ ãàëàêòèê â ãàçîäèíàìè÷åñêîé, ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêîé è ïîëíîé

äâóõôàçíîé ïîñòàíîâêå ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè ãàëàêòèêàìè è ìåæãàëàê-

òè÷åñêèì ãàçîì.

Â ðàçäåëå 4.3 (Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ è ìåæçâåçäíîé

ñðåäû) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïî èññëåäîâàíèþ îáðàçîâàíèþ, ýâîëþöèè è êîëëàï-

ñà ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ â ìåæçâåçäíîé ñðåäå. Áûëè èññëåäîâàíû çàäà÷è êîëëàïñà

ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ, íà êîòîðûõ áûëî ïðîäåìîíñòðèðî-

âàíî ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîòàííîãî â äèññåðòàöèè ìåòîäà íàä ëàãðàíæåâûìè ìåòî-

äàìè ïðè âîñïðîèçâåäåíèè âûñîêèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ. Ñìîäåëèðîâàí ñöåíàðèé

îáðàçîâàíèÿ ïîëÿðíûõ òå÷åíèé ïðè êîëëàïñå ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ â ÌÃÄ ìîäåëè.

Èññëåäîâàíà çàäà÷à îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ â õîäå ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóð-

áóëåíòíîñòè. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ àëüôâåíîâñêîãî ÷èñëà Ìàõà ïðîñëåæèâàåòñÿ

êîððåëÿöèÿ M ∼ n2 è áîëüøàÿ ÷àñòü îáëàêà n > 10 ñì−3 ïîïàäàþò â ñâåðõàëüôâå-

íîâñêóþ îáëàñòü. Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ òàêîãî ðåæèìà ñâÿçàíî ñ ñàìîîðãàíèçàöè-

åé â çàìàãíè÷åííîé òóðáóëåíòíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå â òðàíñàëüôåíîâñêîì ðåæèìå

M ∼ 1 ïðè n ∼ 1. Ïðè òàêèõ ïëîòíîñòÿõ êîíòóðû êîñèíóñà óãëà êîëèíåàðíîñòè

ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáðàçóþò ñåäëîâèäíóþ ñòðóêòóðó,

÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñæàòèå ïðîèñõîäèò âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Çàòåì çà ñ÷¼ò âëèÿíèÿ ñàìîãðàâèòàöèè ïðîèñõîäèò äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ìàññû è

ïëîòíîñòè îáëàêîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü â ïîëó÷åííûõ ïëîòíûõ îáëàêàõ òóðáóëåíòíîñòü

ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñâåðõàëüôâåíîâñêîé ñ ÷èñëîì Ìàõà M > 100.

Â ðàçäåëå 4.4 (Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà) èññëåäîâàí

îäèí èç ñöåíàðèåâ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîé ñèñòåìû íà ðàííåé è ïîçäíåé ñòàäèè. Íà

ðàííåé ñòàäèè ñìîäåëèðîâàí ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ îäíîïëàíåòíîé ñèñòåìû âñëåä-

ñòâèå ýâîëþöèè ïëîòíîãî ïûëåâîãî êîëüöà. Íà ïîçäíåé ñòàäèè ðàññìàòðèâàëàñü ýâî-

ëþöèÿ íåñêîëüêî ñôîðìèðîâàííûõ ïëàíåòåçèìàëåé, â õîäå êîòîðîé áûëî îáðàçîâàíî

òðè îáúåêòà âûñîêîé ïëîòíîñòè, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü â êà÷åñòâå ïîòåí-

öèàëüíûõ ïðîòîïëàíåò. Êðîìå ýòîãî â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ çà ñ÷åò ñàìîîðãàíèçàöèè

áûëà ïîëó÷åíà îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ ðÿäîì ñî çâåçäîé. Îíà îáðàçîâàëàñü â ðåçóëü-
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òàòå âëèÿíèÿ çâåçäíîãî âåòðà, èç-çà êîòîðîãî ÷àñòü âåùåñòâà áûëà âûáðîøåíà âî

âíåøíþþ ÷àñòü äèñêà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí íåâîçìîæíîñòè

îáðàçîâàíèÿ ãàçîâûõ ãèãàíòîâ âáëèçè çâåçäû.

Â ðàçäåëå 4.5 ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû ïî ÷åòâåðòîé ãëàâå.

Â Çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû è îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû äèññåðòàöèè.
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1 Ìîäåëèðîâàíèå óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé

Íàñòîÿùàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ ïî-

ìîùüþ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè è ìàêñâåëëîâñêèõ ðåëàêñàöèé. Âûáèðàÿ ìîäåëü-

íûå çàäà÷è, ìû ñòðåìèëèñü, íà îñíîâå íàáëþäåíèÿ çà ðàññ÷èòûâàåìûìè ïðîöåññàìè,

âûðàáîòàòü ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàêèå îáñòîÿòåëüñòâà ïðèâîäÿò ê âîëíîîáðàçîâà-

íèþ ïðè ñâàðêå âçðûâîì ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí. Ýòà ïðîáëåìà áûëà ïîñòàâëåíà

Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì åù¼ â 60-õ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà. Ãëàâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà îáùåãî âèäà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ

äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ è åãî êîððåêòíîñòè.

1.1 Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

1.1.1 Óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè

Íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ñðåäû çàâèñèò îò äåôîðìàöèè, êîòîðîé ýòà ñðåäà

ïîäâåðãàëàñü è îò å¼ òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïåðå-

ìåííîé (òåìïåðàòóðîé èëè ýíòðîïèåé S). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïî çàäàííûì

äåôîðìàöèÿì èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè çàòðàòà-

ìè, ïîòðåáíûìè äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ýòèõ äåôîðìàöèé. Äåôîðìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïðè

ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ êîîðäèíàò

xi = xi
(
ξ1, ξ2, ξ3, t

)
ñîñòàâëÿþùèõ ñðåäó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç �íà÷àëüíîãî� ñîñòîÿíèÿ â ïðîäåôîðìè-

ðîâàííîå. Íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ξ1, ξ2, ξ3 íîñÿò íàçâàíèå ëàãðàíæåâûõ. Âîçíèêøåå

ïðè äåôîðìàöèè èñêàæåíèå êîîðäèíàòíîé ñåòêè çàäà¼òñÿ òàê íàçûâàåìîé ìàòðèöåé

äèñòîðñèè C

Ci
j =

∂xi (ξ1, ξ2, ξ3)

∂ξj

òî åñòü ÿêîáèàíîì îòîáðàæåíèÿ xi (ξ1, ξ2, ξ3). Äëÿ âû÷èñëåíèé íàì óäîáíî ðàññìàò-

ðèâàòü ñèíãóëÿðíûé âèä ìàòðèöû äèñòîðñèè. Âûïîëíèì â êàêîé-ëèáî òî÷êå íàøåé

ñðåäû â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ìàòðèöû C:

C =


u1
1 u2

1 u3
1

u1
2 u2

2 u3
2

u1
3 u2

3 u3
3



k1 0 0

0 k2 0

0 0 k3



v11 v21 v31

v12 v22 v32

v13 v23 v33

 = UKV T ,
(
UUT = V V T = I

)
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Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêîé âèä äàëåå. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèå ñðåäû � ýòî âûðà-

æåíèå çàâèñèìîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè E (íà åäèíèöó îáú¼ìà è ρ0E íà åäèíèöó

ìàññû), îò òåíçîðà äåôîðìàöèè C è îò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà (ýíòðîïèè)

E(C, S) = E
(
Ci

j, S
)
. Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì (dS = 0) èçìåíåíèè ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

ìàòðèöû äèñòîðñèè åñòü:

dE(C, S) = ECi
j
dCi

j = ECi
j
d

(
∂xi

∂ξj

)
Èç êîòîðîé ñëåäóåò ôîðìóëà Ìóðíàãàíà äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ïèîëà-Êèðõãîôà:

πj
i = ECi

j

Åñëè ñðåäà èçîòðîïíàÿ, à èìåííî òàêèå ñðåäû ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü, òî ýíåð-

ãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà äåôîðìàöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èíâàðèàíòû ñèììåòðè-

÷åñêîé ìàòðèöû CCT , êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ íàçâàíèå òåíçîð äåôîðìàöèè. Òàêàÿ

ôîðìà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ìîäåëèðîâà-

íèÿ øèðîêîãî êðóãà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè è èññëåäîâàíèÿ

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàì îêàçàëîñü óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âìåñòî ìàòðèöû CCT å¼

êâàäðàòíûé êîðåíü
√
CCT . Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìû ìîæåì çàïèñàòü

â âèäå:

E(C, S) = E
(√

CCT , S
)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
√
CCT ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

√
CCT =

√
UKV TV KUT =

√
UKKUT =

√
UK(UK)T = UKUT

Òåíçîð íàïðÿæåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

π = EC = E
(
CCT , S

)
C
= ECCT

(
CCT

)
C
= UEKK

−1UTUKV T = UEKV
T

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè èçó÷åíèè âðàùåíèé ñèñòåìû êîîðäèíàò òåíçîð
√
CCT

óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå øàðîâîãî òåíçîðà Q è äåâèàòîðà (òåíçîðà ñ íóëåâûì

ñëåäîì) D:

√
CCT =

1

3
tr
√
CCT I3 +

√
CCT − 1

3
tr
√
CCT I3 = Q+D

ãäå

Q =
1

3
tr
√
CCT I3

D =
√
CCT − 1

3
tr
√
CCT I3
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ñëåä ìàòðèöû p = 1
3
tr
√
CCT ìîæåò áûòü çàïèñàí â äâóõ âèäàõ:

p =
s11 + s22 + s33

3
=

k1 + k2 + k3
3

Äåâèàòîð D â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

D = U


k1 − k1+k2+k3

3
0 0

0 k2 − k1+k2+k3
3

0

0 0 k3 − k1+k2+k3
3

UT

Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòðèöû D ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïÿòèìåðíûé âåêòîð

s⃗ = (s−2, s−1, s0, s1, s2)
T =

(
−
√
2s13,

√
2s12,

√
3

2

2s22 − s11 − s33
3

,
√
2s23,

s11 − s33√
2

)T

óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ:

s2−2 + s2−1 + s20 + s21 + s22 =
2

3

(
k2
1 + k2

2 + k2
3 − k1k2 − k1k3 − k2k3

)
Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà äåâèàòîðà D ìîæåò áûòü çàïèñàíà ÷åðåç ýëåìåíòû âåêòîðà s⃗

D =


s2 −

√
6
2
s0 s−1 s−2

s−1

√
3s0 s1

s−2 s1 s2 −
√
6
2
s0


Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìû ìîæåì çàïèñàòü â äâóõ âèäàõ, ïåðâûé è êîòîðûõ ôîðìó-

ëèðóåòñÿ ÷åðåç ïÿòèìåðíûé âåêòîð s⃗:

E = E(C, S) = E(0)
(
det

√
CCT , S

)
+ E(1) (s⃗,M) = E(0) (ρ, S) + s⃗TMs⃗

ãäå ìàòðèöà M = MT � ìàòðèöà, çàäàþùàÿ êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó èëè êàêîé-

ëèáî âèä �äîèñòîðè÷åñêîé� äåôîðìàöèè. Âòîðîé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàïèñûâà-

åòñÿ íàïðÿìóþ ÷åðåç ìàòðèöó äåâèàòîðà D:

E = E(C, S) = E(0)
(
det

√
CCT , S

)
+ E(1) (s⃗,M) = E(0) (ρ, S) + tr

(
DTND

)
ãäå ìàòðèöà N = N T � ñíîâà ìàòðèöà, çàäàþùàÿ êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó èëè

êàêîé-ëèáî âèä �äîèñòîðè÷åñêîé� äåôîðìàöèè. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâà-

íèÿ R:

R =



−
√
2u1

1u
1
3 −

√
2u2

1u
2
3 −

√
2u3

1u
3
3

√
2u1

1u
1
2 −

√
2u2

1u
2
2 −

√
2u3

1u
3
2√

3
2

(
2u1

2u
1
2−u1

1u
1
1−u1

3u
1
3

3

) √
3
2

(
2u2

2u
2
2−u2

1u
2
1−u2

3u
2
3

3

) √
3
2

(
2u3

2u
3
2−u3

1u
3
1−u3

3u
3
3

3

)
√
2u1

2u
1
2 −

√
2u2

2u
2
2 −

√
2u3

2u
3
2

u1
1u

1
1−u1

3u
1
3√

2

u2
1u

2
1−u2

3u
2
3√

2

u3
1u

3
1−u3

3u
3
3√

2
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âåêòîð s⃗ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû äèñòîðñèè

s⃗ = R


k1

k2

k3

 = Rk⃗

òîãäà óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå:

E = E(C, S) = E(0) (ρ, S) +
(
k⃗T , [RTMR]⃗k

)
èëè â ïîýëåìåíòíîì âèäå

E = E(0) (ρ, S) +
(
kjRp

jM
s
pRi

ski
)

Ðåøàåìûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0

∂C i
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0

∂S

∂t
=

τ−1
0 c0Ec0 + τ−1

∗ c∗Ec∗ + τ−1
1 c1Ec1

ES

∂c0
∂t

= −c0
τ0

∂c1
∂t

= −c1
τ1

∂c∗
∂t

= −c∗
τ∗

Äîìíîæèâ óðàâíåíèÿ íà ui, ECj
i
, ES, Ec0 , Ec∗ , Ec1 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂

∂t

(
uiui

2
+ E

)
− ∂

∂ξj
(
uiπj

i

)
= 0

1.1.2 Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû

Èíâàðèàíòû äëÿ îïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü,

÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ E
(√

CCT , S
)
çàâèñèò îò íåêîòîðîãî íàáîðà ôóíêöèé Ji �

èíâàðèàíòîâ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå èíâàðèàíòû:

J0 = det
(√

CCT
)

J1 =
1

3
tr
(
CCT

)
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J2 = tr
(
CCT

)
− 1

3
tr2
(√

CCT
)

J3 =
det
(√

CCT
)

3
tr
(
CCT

)
ýòîò ñïèñîê ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí. Îäíàêî ìû îñòàíîâèìñÿ íà ýòèõ èíâàðèàíòàõ.

Â íàøèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ìû èñïîëüçîâàëè áîëåå ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ âèäà è ñäåëàëè òðè äîïóùåíèÿ:

1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü àääèòèâíîñòü ïî èíâàðèàíòàì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ýòî

äîïóùåíèå âïîëíå îáîñíîâàíî, òàê êàê êàæäûé èíâàðèàíò ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ

îïèñàíèÿ îïðåäåëåííîãî ñâîéñòâà óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, à óðàâíå-

íèå ñîñòîÿíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ðàññìàòðèâà-

åìûõ ñâîéñòâ. Òàêîé ïîäõîä áûë óñïåøíî àïðîáèðîâàí â îðèãèíàëüíûõ ðàáîòàõ

[7, 8] è â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ [92].

2. Òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ S ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî è â êà-

÷åñòâå ìíîæèòåëÿ ê îäíîìó èç èíâàðèàíòîâ. Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè íå óìàëÿåò

ñôåðó ïðèìåíåíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, òàê êàê ýíòðîïèéíàÿ ïåðåìåííàÿ õà-

ðàêòåðèçóåò âëèÿíèå îò òåïëîâîãî ñîñòîÿíèÿ è ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ èçìåíå-

íèåì ïëîòíîñòè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îòäåëüíûì

èíâàðèàíòîì.

3. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòðîïíóþ ñðåäó, à èìåííî òàêèå ñðåäû è ïðåäñòàâëÿþò

èíòåðåñ. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãåòè÷åñêèå çàòðàòû íà äåôîðìàöèþ ìîæíî âûðà-

çèòü ÷åðåç èíâàðèàíòû ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû CCT , êîòîðîé ïðèñâàèâàåòñÿ

íàçâàíèå òåíçîð äåôîðìàöèè.

Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå âèäû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ

êàæäîé ôàçû. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S)J −(γ−1)

0 +
c2∗
γ
J0 +

2c21
3
J2

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S)J −(γ−1)

3 +
ρ0c

2
∗

γ
J3

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçîâîé ôàçû ïðèìåò âèä:

E =
ρ0c

2
0

γ(γ − 1)
σ(S)J −(γ−1)

3

Äàëåå ïîäðîáíî îïèøåì ïåðåõîä ìåæäó ôàçàìè è îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

äëÿ âñåé ìîäåëè öåëèêîì.
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Óñëîâèå êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ íàì íåîáõîäèìà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèö ECi
jC

k
l
, à òàêæå

íåðàâåíñòâî ESS > 0, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííîå óñëîâèå.

Îòìåòèì òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ â íåçàâèñèìîñòè îò ôîðìû èñïîëü-

çóåìûõ èíâàðèàíòîâ åñòü ôóíêöèÿ îò ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû C: k1, k2, k3.

Òîãäà äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü

E = E(k1, k2, k3, S). Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà C â êàêîé-ëèáî òî÷êå è íåêîòîðûé ìî-

ìåíò âðåìåíè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

C =


u1
1 u2

1 u3
1

u1
2 u2

2 u3
2

u1
3 u2

3 u3
3



k1 0 0

0 k2 0

0 0 k3



v11 v21 v31

v12 v22 v32

v13 v23 v33

 = UKV T ,
(
UUT = V V T = I

)

Î÷åâèäíî, ÷òî áëèçêèå ê ìàòðèöå C ìàòðèöû C̃ äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå ñ äîñòà-

òî÷íî ìàëûìè ýëåìåíòàìè γj
i íåñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Γ:

C̃ = U


γ1
1 + k1 γ2

1 γ3
1

γ1
2 γ2

2 + k2 γ3
2

γ1
3 γ2

3 γ3
3 + k3

V T = U(K + Γ)V T

ñ ïîìîùüþ òåõ æå îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé U è V . Ðàíåå ìû ïðåäïîëàãàëè,

÷òî E = E(C, S), òî åñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ýíòðîïèéíîé ïåðåìåííîé

S èìååò ìåñòî E = E(k1, k2, k3). Î÷åâèäíî, ÷òî E = E
(
C̃, S

)
= E

(
k̃1, k̃2, k̃3, S

)
.

Ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü [8], ÷òî ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà k̃1, k̃2, k̃3 ìàòðèöû C̃ ñâÿçàíû ñ

ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû C ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

k̃1 = k1 + γ1
1 +

1

4

(γ2
1 + γ1

2)
2

k1 − k2
+

1

4

(γ2
1 − γ1

2)
2

k1 + k2
+

1

4

(γ3
1 + γ1

3)
2

k1 − k3
+

1

4

(γ3
1 − γ1

3)
2

k1 + k3
+ . . .

k̃2 = k2 + γ2
2 +

1

4

(γ1
2 + γ2

1)
2

k2 − k1
+

1

4

(γ1
2 − γ2

1)
2

k2 + k1
+

1

4

(γ3
2 + γ2

3)
2

k2 − k3
+

1

4

(γ3
2 − γ2

3)
2

k2 + k3
+ . . .

k̃3 = k3 + γ3
3 +

1

4

(γ1
3 + γ3

1)
2

k3 − k1
+

1

4

(γ1
3 − γ3

1)
2

k3 + k1
+

1

4

(γ2
3 + γ3

2)
2

k3 − k2
+

1

4

(γ2
3 − γ3

2)
2

k3 + k2
+ . . .

Èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé âûòåêàåò ðàâåíñòâî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ âûïóêëîñòè

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ïî àðãóìåíòàì γj
i :

E = E
(
C̃, S

)
= E

(
k̃1, k̃2, k̃3

)
= E(k1, k2, k3) +

∑
i

γi
iEki+

+
1

2

∑
i,j

Ekikjγ
j
i γ

i
j +
∑
i̸=j

Eki − Ekj

ki − kj

(
γj
i + γi

j

2

)2

+
Eki + Ekj

ki + kj

(
γj
i − γi

j

2

)2
+ . . .
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Òàêèì îáðàçîì, âûïóêëîñòü èçó÷àåìîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëîæè-

òåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû:

1

2

∑
i,j

Ekikjγ
j
i γ

i
j +
∑
i ̸=j

Eki − Ekj

ki − kj

(
γj
i + γi

j

2

)2

+
Eki + Ekj

ki + kj

(
γj
i − γi

j

2

)2


Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

E−
ij =

1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
−

Eki + Ekj

ki + kj

)
, E+

ij =
1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
+

Eki + Ekj

ki + kj

)
c ïîìîùüþ êîòîðûõ ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Eγj
i γ

k
l
=



Ek1k1 0 0 0 Ek1k2 0 0 0 Ek1k3

0 E+
12 0 E−

12 0 0 0 0 0

0 0 E+
13 0 0 0 E−

13 0 0

0 E−
12 0 E+

12 0 0 0 0 0

Ek1k2 0 0 0 Ek2k2 0 0 0 Ek2k3

0 0 0 0 0 E+
23 0 E−

23 0

0 0 E−
13 0 0 0 E+

13 0 0

0 0 0 0 0 E−
23 0 E+

23 0

Ek1k3 0 0 0 Ek2k3 0 0 0 Ek3k3


Äàííàÿ ìàòðèöà ïðîñòûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû Z:

Z = ZT =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0
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ïðèâîäèòñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó:

Eγj
i γ

k
l
= Z



Ek1k1 Ek1k2 Ek1k3 0 0 0 0 0 0

Ek1k2 Ek2k2 Ek2k3 0 0 0 0 0 0

Ek1k3 Ek2k3 Ek3k3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 E+
12 E−

12 0 0 0 0

0 0 0 E−
12 E+

12 0 0 0 0

0 0 0 0 0 E+
23 E−

23 0 0

0 0 0 0 0 E−
23 E+

23 0 0

0 0 0 0 0 0 0 E+
13 E−

13

0 0 0 0 0 0 0 E−
13 E+

13



ZT

Òîãäà óñëîâèå êîððåêòíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû [8].

Òåîðåìà î âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû E = E(C, S) êàê ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íåîáõî-

äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöû:
Ek1k1 Ek1k2 Ek1k3

Ek1k2 Ek2k2 Ek2k3

Ek1k3 Ek2k3 Ek3k3

 ,

E+
ij E−

ij

E−
ji E+

ji

 , i ̸= j

ãäå

E−
ij =

1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
−

Eki + Ekj

ki + kj

)
, E+

ij =
1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
+

Eki + Ekj

ki + kj

)
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìû çäåñü ãîâîðèì òîëüêî î ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, íî

íè÷åãî íå ãîâîðèì îá îáóñëîâëåííîñòè ïîëó÷åííûõ ìàòðèö. Äàëåå â ðàìêàõ ðàáîòû

ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî çàâèñèò îò êîíå÷-

íîãî ÷èñëà ôóíêöèé � èíâàðèàíòîâ îò ìàòðèöû
√
CCT . Ýòî äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü

ïðîñòîãî âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìûõ âåëè÷èèí è ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ

ñîñòîÿíèÿ.

1.1.3 Óïðóãî-ïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôàçîâîãî ïåðåõîäà

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ áûëî ñôîð-

ìóëèðîâàíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âèäà:

E = (1− ω0)σ(S) + ω0 (E0 + ω∗E1 + ω1E2)

ãäå

E0 =
c20

γ(γ − 1)
σ(S) [ω1J0 + (1− ω1)J3]

−(γ−1)
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E1 =
c20
γ
[ω1J0 + (1− ω1)J3]

E2 =
2c21
3
J2

ãäå êîýôôèöèåíòû ω0, ω∗, ω1 � ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåõîäà ê ÷àñòèöàì, â

ãàçîâóþ è æèäêóþ ôàçó ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå îïðåäåëèì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ

êàæäîé ôàçû è çàïèøåì ïðàâèëî ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

çàïèñè ïðàâèë äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåëàêñàöèè τ0, τ∗, τ1.

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S)J −(γ−1)

0 +
c20
γ
J0 +

2c21
3
J2

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé êîððåêòíîñòè íåîáõîäèìî âûïèñàòü ÿâíûé âèä
Eki

±Ekj

ki±kj

äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòà:

J −(γ−1)
0,ki

=
(1− γ)

ki
(k1k2k3)

−(γ−1)

J −(γ−1)
0,ki

− J −(γ−1)
0,kj

ki − kj
= (1− γ)(k1k2k3)

−γkl
J −(γ−1)

0,ki
+ J −(γ−1)

0,kj

ki + kj
= (γ − 1)(k1k2k3)

−γkl

J0,ki = kjkl
J0,ki − J0,kj

ki − kj
= −kl

J0,ki + J0,kj

ki + kj
= kl

J2,ki = 2ki − kj − kl
J2,ki − J2,kj

ki − kj
= 3

J2,ki + J0,kj

ki + kj
= 1− 2kl

ki + kj

Â ðåçóëüòàòå êðèòåðèé êîððåêòíîñòè äëÿ óïðóãîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

max
i

 1− 2γc21
c20ki

(k1k2k3)
−γ

 < σ(S) < min
i

1 +
2γc21
3c20ki

(
1− 2ki

kj−kl

)
(k1k2k3)

−γ


Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S) (J0J1)

−(γ−1) +
ρ0c

2
0

γ
(J0J1)

Â óðàâíåíèè íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî èíâàðèàíò J0, òàê êàê ýòî ïðèâåäåò ê ïîë-

íîìó îòñóòñòâèþ êîððåêòíîñòè, ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü èíâàðèàíò J3 = J0J1

äëÿ îïèñàíèÿ ïëîòíîñòíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé êîððåêòíîñòè íåîá-

õîäèìî âûïèñàòü ÿâíûé âèä
Eki

±Ekj

ki±kj
äëÿ êàæäîãî èíâàðèàíòà:

J −(γ−1)
3,ki

=
(1− γ)kjkl(3k

2
i + kj + kl)

3

(
k1k2k3

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

)−γ

J −(γ−1)
3,ki

− J −(γ−1)
3,kj

ki − kj
=

(γ − 1)kl(k
2
1 + k2

2 + k2
3 − 2kikj)

3

(
k1k2k3

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

)−γ
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J −(γ−1)
3,ki

+ J −(γ−1)
3,kj

ki + kj
=

(1− γ)kl(k
2
1 + k2

2 + k2
3 + 2kikj)

3

(
k1k2k3

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

)−γ

Äëÿ æèäêîñòè êîððåêòíîñòü ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå îäíîñòîðîííåãî íåðàâåíñòâà:

σ(S) < min
i

((
k1k2k3

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

)−γ
)

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçîâîé ôàçû ïðèìåò âèä:

E =
ρ0c

2
0

γ(γ − 1)
σ(S) (J0J1)

−(γ−1)

Äëÿ ãàçîâîé ôàçû è â ñëó÷àå ïåðåõîäà íà ìîäåëü ÷àñòèö óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ñîâ-

ïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè óñëîâèÿìè íà ôóíêöèþ ýíòðîïèè σ(S) > 0. Ìîäåëèðîâàíèå

îòêîëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ πcr. Äëÿ

ïîëíîòû èçëîæåíèÿ çàïèøåì ïðàâèëà äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåëàêñàöèè è îáîñíóåì âûáîð

òàêèõ ïðàâèë.

Â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ ìàëîñòè äåâèàòîðíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé

ñðåäû, òî åñòü ïðè äîñòèæåíèè òðèããåðà:

E2 < 0.05× (E1 + E0)

áóäåì çàïóñêàòü ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ1 = 5 ìêñåê

äëÿ èñêëþ÷åíèÿ äåâèàòîðíîãî ÷ëåíà è çàìåíû èíâàðèàíòà äëÿ îïèñàíèÿ îòêîëüíîãî

÷ëåíà:

ω1 =


1 t < 0

2(t/τ1)
3 − 2(t/τ1)

2 + 1 0 < t < τ1

0 t > τ1

Â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ ìàëîñòè îòêîëüíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ æèäêîé ñðå-

äû, òî åñòü ïðè äîñòèæåíèè òðèããåðà:

E1 ≤ 0.05× E0

áóäåì çàïóñêàòü ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ∗ = 3 ìêñåê äëÿ

èñêëþ÷åíèÿ ýòîãî ÷ëåíà:

ω∗ =


1 t < 0

2(t/τ∗)
3 − 2(t/τ∗)

2 + 1 0 < t < τ∗

0 t > τ∗

Ïðè äîñòèæåíèè â òî÷êå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèÿ πcr â ýòîé òî÷êå áó-

äåì çàïóñêàòü ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ∗ = 3 ìêñåê äëÿ
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ïåðåõîäà ê ÷àñòèöàì:

ω0 =


1 t < 0

2(t/τ0)
3 − 2(t/τ0)

2 + 1 0 < t < τ0

0 t > τ0

Ýòî ñâÿçàíî ñ ìîìåíòàëüíûì âûáðîñîì ÷àñòèö, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-

íûì ðàçóìíûì ñïîñîáîì èõ îïèñàíèÿ â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè.

1.2 Ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ëàãðàíæåâûõ

êîîðäèíàòàõ

Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ìîäåëè óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ïîìèìî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåî-

ðèè óïðóãîñòè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó ïåðåìåùåíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùèõ

øàãîâ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè:

1. ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû äèñòîðñèè C,

2. ïðè äîñòèæåíèè íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ó÷åò ôàçîâîãî ïåðåõîäà è ôîðìóëèðîâêà

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

3. êîíòðîëü êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

4. ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ñôîðìóëèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

5. ðàñ÷åò çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,

6. ïåðåñ÷åò ôóíêöèè ýíòðîïèè,

7. äâèæåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè.

Ýòè ýòàïû èìåþò ðàçíóþ ñëîæíîñòü, íî òåì íå ìåíåå äàëåå âñå îíè áóäóò îïèñàíû.

1.2.1 Ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè èìååò âèä:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0

∂C i
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0
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∂S

∂t
=

τ−1
0 c0Ec0 + τ−1

∗ c∗Ec∗ + τ−1
1 c1Ec1

ES

∂c0
∂t

= −c0
τ0

∂c1
∂t

= −c1
τ1

∂c∗
∂t

= −c∗
τ∗

Äîìíîæèâ óðàâíåíèÿ íà ui, ECj
i
, ES, Ec0 , Ec∗ , Ec1 ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∂

∂t

(
uiui

2
+ E

)
− ∂

∂ξj
(
uiπj

i

)
= 0

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà íà÷àëî âðåìåííîãî øàãà íàì èçâåñòíû âåëè÷èíû ñêîðîñòü

un
i , ýëåìåíòû òåíçîðà äèñòîðñèè Cn,j

i è íàïðÿæåíèÿ πn,j
i , ýíòðîïèÿ Sn, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

1
2
ui,nun

i + En, ñêîðîñòü çâóêà cn0,1,∗ è ïëîòíîñòü ρn0 â êàæäîé ÿ÷åéêå. Êðîìå ýòîãî

íàì èçâåñòíû ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷åéêè X. Ñõåìó Ãîäóíîâà äëÿ òàêîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé (çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè) ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå:
un+1
i,lmk − un

i,lmk

τ
−

Πj,+
i,lmk − Πj,−

i,lmk

hj

= 0(
uiui

2
+ E

)n+1

lmk
−
(

uiui

2
+ E

)n
lmk

τ
−

U+
i,lmkΠ

j,+
i,lmk − U−

i,lmkΠ
j,−
i,lmk

hj

= 0

Âåëè÷èíû ïîòîêîâ ñêîðîñòè U±
i,lmk è íàïðÿæåíèÿ Πj,±

i,lmk áóäóò íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ

çàäà÷è Ðèìàíà, ðåøåíèå êîòîðîé áóäåò îïèñàíî äàëåå. Çàòåì ïðîèñõîäèò ïåðåñ÷åò

ýíòðîïèè è äâèæåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Ïîñëå ÷åãî, íà îñíîâàíèè íîâîãî ïîëîæåíèÿ

ÿ÷åéêè ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà äèñòîðñèè C. Îïèøåì ýòè ýòàïû äàëåå ïîäðîáíî.

Ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Íà ïåð-

âîì øàãå àëãîðèòìà â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âû÷èñëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîå

ðàçëîæåíèå ìàòðèöû äèñòîðñèè C:

C =


u1
1 u2

1 u3
1

u1
2 u2

2 u3
2

u1
3 u2

3 u3
3



k1 0 0

0 k2 0

0 0 k3



v11 v21 v31

v12 v22 v32

v13 v23 v33

 = UKV T ,
(
UUT = V V T = I

)

ãäå U è V � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû.
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Ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ áûëî

ñôîðìóëèðîâàíî óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ âèäà:

E = (1− ω0)σ(S) + ω0 (E0 + ω∗E1 + ω1E2)

ãäå

E0 =
c20

γ(γ − 1)
σ(S) [ω1J0 + (1− ω1)J3]

−(γ−1)

E1 =
c20
γ
[ω1J0 + (1− ω1)J3]

E2 =
2c21
3
J2

ãäå êîýôôèöèåíòû ω0, ω∗, ω1 � ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè äëÿ ïåðåõîäà ê ÷àñòèöàì, â

ãàçîâóþ è æèäêóþ ôàçó ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå îïðåäåëèì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ

êàæäîé ôàçû è çàïèøåì ïðàâèëî ïåðåõîäà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

çàïèñè ïðàâèë äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåëàêñàöèè τ0, τ∗, τ1.

Èñïîëüçóÿ ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà k1, k2, k3 óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â

âèäå:

E = (1− ω0)σ(S) + ω0 (E0 + ω∗E1 + ω1E2)

ãäå

E0 =
c20

γ(γ − 1)
σ(S)

[
ω1(k1k2k3) + (1− ω1)

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

]−(γ−1)

E1 =
c20
γ

[
ω1(k1k2k3) + (1− ω1)

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

]
E2 =

2c21
3
(k2

1 + k2
2 + k2

3 − k1k2 − k1k3 − k2k3)

×òî âû÷èñëèòåëüíî ðåàëèçóåìî áîëåå ïðîñòî.

Ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè ω0, ω∗, ω1 èçâåñòíû â êàæäîé òî÷êå íà ïðåäûäóùåì øàãå.

Â ñëó÷àå åñëè âñå ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû åäèíèöå, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿ-

íèÿ óïðóãîé ñðåäû. Â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêîé ñðåäû âû÷èñëÿåòñÿ

çíà÷åíèå E1 + E0, ïðè äîñòèæåíèè òðèããåðà:

E2 < 0.05× (E1 + E0)

áóäåò çàïóùåí ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ1 = 5 ìêñåê äëÿ

èñêëþ÷åíèÿ äåâèàòîðíîãî ÷ëåíà è çàìåíû èíâàðèàíòà äëÿ îïèñàíèÿ îòêîëüíîãî ÷ëå-

íà:

ω1 =


1 t < 0

2(t/τ1)
3 − 2(t/τ1)

2 + 1 0 < t < τ1

0 t > τ1
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Åñëè ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ω1 ìåíüøå åäèíèöû, òî åñòü ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè

ïåðåõîäà îò óïðóãîé ñðåäû ê æèäêîé, òî ïðîäîëæàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ ïàðàìåòðà ω1.

Â ýòîì ñëó÷àå âûáîð óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ è íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê

ñëåäóþùåìó ýòàïó.

Â ñëó÷àå åñëè ïàðàìåòð ω1 = 0, à îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè ðàâíû åäèíè-

öû, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ æèäêàÿ ñðåäà. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ E1 è E0, ïðè äîñòè-

æåíèè òðèããåðà:

E1 ≤ 0.05× E0

çàïóñêàåòñÿ ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðåëàêñàöèè τ∗ = 3 ìêñåê äëÿ

èñêëþ÷åíèÿ ýòîãî ÷ëåíà:

ω∗ =


1 t < 0

2(t/τ∗)
3 − 2(t/τ∗)

2 + 1 0 < t < τ∗

0 t > τ∗

Åñëè ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ω∗ ìåíüøå åäèíèöû, òî åñòü ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ïå-

ðåõîäà îò æèäêîñòè ê ãàçó, òî ïðîäîëæàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ ïàðàìåòðà ω∗. Â ýòîì ñëó÷àå

âûáîð óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ è íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ýòà-

ïó.

Â ñëó÷àå åñëè ïàðàìåòð ω1 = 0 è ω∗ = 0, à ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ω0 ðàâåí åäèíè-

öå, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñðåäà ãàçà. Ïðè äîñòèæåíèè â òî÷êå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

íàïðÿæåíèÿ πcr â ýòîé òî÷êå çàïóñêàåòñÿ ïðîöåññ ðåëàêñàöèè â òå÷åíèå âðåìåíè ðå-

ëàêñàöèè τ∗ = 3 ìêñåê äëÿ ïåðåõîäà ê ÷àñòèöàì:

ω0 =


1 t < 0

2(t/τ0)
3 − 2(t/τ0)

2 + 1 0 < t < τ0

0 t > τ0

Åñëè ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè ω0 ìåíüøå åäèíèöû, òî åñòü ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè

ïåðåõîäà îò ãàçà ê ÷àñòèöàì, òî ïðîäîëæàåòñÿ ðåëàêñàöèÿ ïàðàìåòðà ω0. Â ýòîì ñëó-

÷àå âûáîð óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ è íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó

ýòàïó. Ïðè îáíóëåíèè ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè ω0 ïðîèñõîäèò ìîìåíòàëüíûé îòðûâ

÷àñòèö, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðàçóìíûì ñïîñîáîì èõ îïèñàíèÿ â

ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè. Ñòîèò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïðîöåññå ðåëàêñàöèè ïðîèñ-

õîäèò ïîäúåì ýíòðîïèè, ÷òî ñâÿçàíî ñ âûáîðîì èñïîëüçóåìîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

è êîíñòðóêöèè èíâàðèàíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ

ïåðåõîäîâ íà äàííîì ýòàïå ìåòîäà ñôîðìóëèðîâàíî.
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Êîíòðîëü êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû. Äëÿ êîððåêò-

íîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàì íåîáõîäèìà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèö

ECi
jC

k
l
, à òàêæå íåðàâåíñòâî ESS > 0, êîòîðîå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê äîñòàòî÷íî åñòå-

ñòâåííîå óñëîâèå. Óñëîâèå êîððåêòíîñòè îáîñíîâàíî è äîêàçàíî ðàíåå è ôîðìóëèðó-

åòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà î âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Äëÿ âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñî-

ñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû E = E(C, S) êàê ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè ìàòðèöû:
Ek1k1 Ek1k2 Ek1k3

Ek1k2 Ek2k2 Ek2k3

Ek1k3 Ek2k3 Ek3k3

 ,

E+
ij E−

ij

E−
ji E+

ji

 , i ̸= j

ãäå

E−
ij =

1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
−

Eki + Ekj

ki + kj

)
, E+

ij =
1

2

(
Eki − Ekj

ki − kj
+

Eki + Ekj

ki + kj

)
Îñíîâûâàÿñü íà äàííîé òåîðåìå, â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðîâåðÿþòñÿ

ýòè óñëîâèÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ óïðóãîé ñðåäû:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S)J −(γ−1)

0 +
c20
γ
J0 +

2c21
3
J2

òî óñëîâèå êîððåêòíîñòè äëÿ óïðóãîé ñðåäû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

max
i

 1− 2γc21
c20ki

(k1k2k3)
−γ

 < σ(S) < min
i

1 +
2γc21
3c20ki

(
1− 2ki

kj−kl

)
(k1k2k3)

−γ


Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ æèäêîé ñðåäû:

E =
c20

γ(γ − 1)
σ(S) (J0J1)

−(γ−1) +
ρ0c

2
0

γ
(J0J1)

òî óñëîâèå êîððåêòíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå îäíîñòîðîííåãî íåðàâåíñòâà:

σ(S) < min
i

((
k1k2k3

k2
1 + k2

2 + k2
3

3

)−γ
)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçîâîé ôàçû:

E =
ρ0c

2
0

γ(γ − 1)
σ(S) (J0J1)

−(γ−1)

òî êàê è â ñëó÷àå ìîäåëè ÷àñòèö óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè ñîâïàäàþò ñ åñòåñòâåííûìè

óñëîâèÿìè íà ôóíêöèþ ýíòðîïèè σ(S) > 0.
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1.2.2 ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óïðóãîé ñðåäû

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ê óðàâíåíèÿì:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0

∂C i
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0

∂S

∂t
= 0

Íà äàííîì ýòàïå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ýíòðîïèè ñòîèò íóëü, òàê êàê ïîäúåì

ýíòðîïèè çà ñ÷åò ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ óæå ïðîèçîøåë íà ïðåäûäóùåì ýòàïå.

Ââåäåì ôóíêöèþ ýíòàëüïèè:

H =
uiu

i

2
+ E + C i

jπ
j
i

è åå ïîòîêè:

Hj = ujECi
j

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂Hui

∂t
−

∂Hj
ui

∂ξj
= 0

∂Hπj
i

∂t
−

∂Hj

πj
i

∂ξj
= 0

∂HT

∂t
= 0

êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì:

∂ui

∂t
− ∂πj

i

∂ξj
= 0

Φl
k

∂πi
j

∂t
− ∂ui

∂ξj
= 0

ãäå ìàòðèöà Φl
k = Hπk

j π
j
l
=
(
ECk

j C
j
l

)−1

. Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ìàòðèöà ECk
j C

j
l
� îáðàòè-

ìà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ÷òî ìû äîêàçàëè íà ýòàïå ôîðìóëèðîâêè

êîððåêòíîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Îáðàçóåì òðåõìåðíûå âåêòîðû

u =


u1

u2

u3

 π[i] =


πi
1

πi
2

πi
3
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó Φ = Hπk
j π

j
l
=
(
ECk

j C
j
l

)−1

= ΦT , êîòî-

ðàÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

Φ =


Φ[1] Φ[12] Φ[1]

Φ[21] Φ[2] Φ[23]

Φ[31] Φ[32] Φ[3]


÷òî ïîçâîëèò íàì ïåðåïèñàòü îñíîâíóþ ÷àñòü íàøåé ñèñòåìû â ñëåäóþùåì èçÿùíîì

áëî÷íîì âèäå:
I3 0 0 0

0 Φ[1] Φ[12] Φ[1]

0 Φ[21] Φ[2] Φ[23]

0 Φ[31] Φ[32] Φ[3]


∂

∂t


u

π[1]

π[2]

π[3]

−


0 I3 0 0

I3 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


∂

∂ξ1


u

π[1]

π[2]

π[3]

−


0 0 I3 0

0 0 0 0

I3 0 0 0

0 0 0 0


∂

∂ξ2


u

π[1]

π[2]

π[3]

−


0 0 0 I3

0 0 0 0

0 0 0 0

I3 0 0 0


∂

∂ξ3


u

π[1]

π[2]

π[3]

 = 0

Èìåííî ýòà ñèñòåìà èñïîëüçóåòñÿ íà ýòàïå ðàñ÷åòà îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè. Ñ å¼ ïî-

ìîùüþ íà îãðàíè÷èâàþùèõ ñ÷åòíûå ÿ÷åéêè ãðàíÿõ (íà ðåáðàõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå)

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñêîðîñòè è íàïðÿæåíèÿ èç çàäà÷è �î ðàñïàäå ðàçðûâà�. Äëÿ ýòîãî

èç ýòîé ñèñòåìû âûäåëÿþòñÿ îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðàñ÷åòà âå-

ëè÷èí íà òåõ èëè èíûõ ãðàíÿõ. Âûäåëåíèå ñîñòîèò â âû÷åðêèâàíèè ñòðîê â ýòèõ

îäíîìåðíûõ óðàâíåíèÿõ íå ó÷àñòâóþùèõ. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïî ëþáîìó íàïðàâ-

ëåíèþ ξk áóäåò ðåøàòüñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ çàäà÷à Ðèìàíà äëÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé: I3 0

0 Φ[k]

 ∂

∂t

 u

π[k]

−

 0 I3

I3 0

 ∂

∂ξk

 u

π[k]

 = 0

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà áóäåì ïðåäïîëàãàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ðåøåíèå

â ÿ÷åéêàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ñ ïîìîùüþ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ñèììåòðè÷íîé

ìàòðèöû

Φ[k] = Z


λ2
1 0 0

0 λ2
2 0

0 0 λ2
3

ZT = Λ2

ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå:
∂u

∂t
− ∂π[k]

∂ξk
= 0
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Ðèñ. 1: Ïîâåäåíèå õàðàêòåðèñòèê âíóòðè ÿ÷åéêè

Λ2∂π
[k]

∂t
− ∂u

∂ξk
= 0

Äîìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âåëè÷èíó Λ ñëåâà è ñíà÷àëà ïðèáàâèâ åãî êî âòîðîìó

óðàâíåíèÿ, à âî âòîðîì ñëó÷àå âû÷òÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé âèä:

Λ
∂

∂t
(Λπ[k] + u)− ∂

∂ξk
(Λπ[k] + u) = 0

Λ
∂

∂t
(Λπ[k] − u) +

∂

∂ξk
(Λπ[k] − u) = 0

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòîêîâ ñêîðîñòè U è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé Π[k] íåîáõî-

äèìî ðàçðåøèòü ñèñòåìó:

ΛΠ[k] + U = Λπ
[k]
L + uL

ΛΠ[k] − U = Λπ
[k]
R − uR

ãäå èíäåêñàìè L è R óêàçàíû çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé, ðàñïîëîæåííûå

ñëåâà è ñïðàâà îòíîñèòåëüíî ãðàíèöû ìåæäó ÿ÷åéêàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííûå

òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ ñêîðîñòè U è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé Π[k]

è èñïîëüçóþòñÿ â ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîé ñõåìû.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ðèìàíà îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå è øàã ïî âðåìåíè. Ïîâåäåíèå

õàðàêòåðèñòèê â ÿ÷åéêå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðèñóíêîì (1): Ìàêñèìàëüíàÿ ñêî-

ðîñòü õàðàêòåðèñòèêè îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λi.

1.2.3 Ïðîöåäóðà êîððåêöèè äèñáàëàíñà ýíåðãèè è ôóíêöèè ýíòðîïèè.

Ñëåäóþùèì ýòàïîì ïîñëå ïåðåñ÷åòà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýòàï ïåðåñ÷åòà

ýíòðîïèè. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé ÿ÷åéêå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ çíà÷åíèå:

En+1
lmk =

(
uiui

2
+ E

)n+1

lmk

− 1

2
un+1
i,lmku

n+1
i,lmk
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Ðèñ. 2: Ñåòî÷íûå ÿ÷åéêè â íà÷àëüíûé è òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t

Äàëåå èç èñïîëüçóåìîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ âûðàæàåòñÿ ôóíêöèÿ ýíòðîïèè è ïå-

ðåñ÷èòûâàåòñÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ E ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé, ýíòðîïèÿ

â êàæäîé ÿ÷åéêå ãàðàíòèðîâàííî íå óáûâàåò.

1.2.4 Äâèæåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè

Â ðàññ÷èòûâàåìîé ìîäåëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñðåäà îïèñûâàåòñÿ â ïðÿ-

ìîóãîëüíîé ëàãðàíæåâîé ñåòêå ñ ïîñòîÿííûìè øàãàìè ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ïîìèìî ïàðàìåòðîâ ñêîðîñòè un
i , ýëåìåíòîâ òåíçîðà äèñòîðñèè Cn,j

i è

íàïðÿæåíèÿ πn,j
i , ýíòðîïèè Sn, ïîëíîé ýíåðãèè 1

2
ui,nun

i + En, ñêîðîñòè çâóêà cn0,1,∗ è

ïëîòíîñòè ρn0 â êàæäîé ÿ÷åéêå íàì èçâåñòíû ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ÿ÷åéêè

X � ýéëåðîâû êîîðäèíàòû óçëîâ ÿ÷åéêè (ñì. ðèñóíîê 2). Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñ÷åòíî-

ãî øàãà âû÷èñëÿþòñÿ íà ðåáðàõ, ðàçãðàíè÷èâàþùèõ ñîñåäíèå ÿ÷åéêè, ïîòîêè ÷åðåç

ýòè ðåáðà è �ðàçìåùàþòñÿ� â âåðøèíàõ ðîìáà (ýòè ïîòîêè è ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè

ðåøåíèÿ çàäà÷ î �ðàñïàäå ðàçðûâîâ�). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðîèñ-

õîäèò ïåðåìåùåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè íà ðåáðàõ

ïðèïèñûâàþòñÿ ê ñåðåäèíàì ýòèõ ðåáåð. Îíè áóäóò èñïîëüçîâàíû íà òðåòüåì ýòàïå

ðàñ÷åòà øàãà (êîððåêòîð) ïðè îïðåäåëåíèè ðàññ÷èòûâàåìûõ ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò

óãëîâûõ òî÷åê ÿ÷ååê.

Èñïîëüçîâàíèå ñäâèíóòîé ñåòêè äëÿ ïåðåìåùåíèÿ ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëà-

ñòè. Íà âòîðîì ýòàïå âíóòðåííèå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ âåëè÷èí äëÿ ðåçóëüòèðóþùå-

ãî ìîìåíòà âðåìåíè îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ, àíàëîãè÷íî ñòàíäàðòíîé

ïðîöåäóðå ñõåìû Ãîäóíîâà. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ãðàíè÷íûå ïîòîêè, ïîëó÷åííûå
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Ðèñ. 3: Ñîîòâåòñòâèå ëàãðàíæåâîé è ýéëåðîâîé ÿ÷ååê

ñ ïîìîùüþ �ðàñïàäîâ ðàçðûâîâ�. Ïðîèñõîäèò ïåðåñ÷åò ýéëåðîâîé ñåòêè è ìàòðèöû

äèñòîðñèè ïî óðàâíåíèÿì:
∂Xi

∂t
= Ui C i

j =
∂Xi

∂ξj

Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè Ui, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è

�î ðàñïàäå ðàçðûâà�, ìû ïåðåìåùàåì ðàñ÷åòíóþ ñåòêó. Ïîñëå ýòîãî îêîí÷àòåëüíûå

ïîëîæåíèÿ óãëîâûõ òî÷åê ÿ÷ååê íàõîäÿòñÿ êàê ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

êîîðäèíàò ñåðåäèí âñåõ ÷åòûðåõ ðåáåð, ñõîäÿùèõñÿ â ýòîé óãëîâîé òî÷êå.

Äâèæåíèå ãðàíè÷íûõ ÿ÷ååê â îáëàñòè ñêëåéêè ìàòåðèàëîâ Îòäåëüíî îïè-

øåì äâèæåíèå ãðàíè÷íûõ ëàãðàíæåâûõ ÿ÷ååê â îáëàñòè ñêëåéêè ìàòåðèàëîâ. Äåëî â

òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå ðåáðà ñìåæíûõ ëàãðàíæåâûõ îáëàñòåé, õîòÿ è ëåæàò íà îäíîé è

òîé æå ëàãðàíæåâîé ïðÿìîé, ñîâñåì íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Èõ êîíöû, êàê ïðàâèëî,

ñäâèíóòû äðóã îò äðóãà (ñì. ðèñóíîê 3). Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ñåðåäèíå ãðà-

íè÷íîãî ðåáðà ïåðâîé (íàïðèìåð, âåðõíåé) ïëàñòèíû ðåçóëüòèðóþùèå íàïðÿæåíèÿ è

ñêîðîñòè íåîáõîäèìî íà ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ýòîé ñåðåäèíû âåðõíåãî ðåáðà èí-

òåðïîëèðîâàòü çíà÷åíèÿ â öåíòðàõ ïðèìûêàþùèõ ê ãðàíèöå ÿ÷ååê âòîðîé (íèæíåé)

ïëàñòèíû. Ïîñëå ýòîãî, â ñëó÷àå �ñâàðèâøèõñÿ� ïëàñòèí ìîæíî ïðèìåíÿòü ñòàíäàðò-

íóþ ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà ðàñïàäà ðàçðûâà. Â ñëó÷àå ñêîëüçÿùèõ ïëàñòèí, ìû çàäàåìñÿ

â íóæíîé íàì ïîëóöåëîé òî÷êå íà ðåáðå âåðõíåé ïëàñòèíû c íóëåâîé íîðìàëüíîé ê

ãðàíèöå ðàçíîñòüþ ñêîðîñòåé è íîðìàëüíûì ê ãðàíèöå íàïðÿæåíèåì íèæíåé ïëà-

ñòèíû, ðàññ÷èòûâàÿ êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå è êàñàòåëüíóþ ê ãðàíèöå ñêîðîñòü íà
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Ðèñ. 4: Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè ïðè å¼ èçìåëü÷åíèè

âåðõíåì ðåáðå. Â ðàññ÷èòûâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷å, ýéëåðîâû êîîðäèíàòû �ñâà-

ðåííîãî� øâà ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé ïëàñòèíàìè äîëæíû ñîâïàäàòü. Îäíàêî, â

îïèñûâàåìîì ïðèåìå ðàñ÷åòà, ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæåâû ãðàíèöû îïèñûâàþòñÿ

ðàçëè÷íûìè íàáîðàìè ýéëåðîâûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ÿ÷ååê, ïðèìûêàþùèõ ê øâó (ñì.

ðèñóíîê 3). Ýòî æå îáñòîÿòåëüñòâî èìååò ìåñòî è íà ãëàäêîé ãðàíèöå ìåæäó ñòîëê-

íóâøèìñÿ ïëàñòèíàìè, ñêîëüçÿùèõ îäíà âäîëü äðóãîé. Ïîýòîìó íå óäèâèòåëüíî, ÷òî

â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòà ýòè ãðàíèöû îêàçûâàþòñÿ íå ñîâïàäàþùèìè. Ïëàñòèíû îêàçû-

âàþòñÿ èëè ïåðåêðûâàþùèìèñÿ èëè ðàçäåë¼ííûìè çàçîðàì. Äëÿ èçáåæàíèÿ âçàèì-

íîãî ïðîíèêíîâåíèÿ äâóõ ïëàñòèí äðóã â äðóãà, ïîñëå ìîìåíòà êîíòàêòà â òå÷åíèå

t = 10 ìèêðîñåêóíä ìû áóäåì ñâàðèâàòü ïëàñòèíû. Ó÷¼ò òàêîãî ïðîöåññà îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ÿ÷åéêà âñòóïèëà

â êîíòàêò ñ ÿ÷åéêàìè ïðîòèâîïîëîæåííîé ïëàñòèíû, êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå äëÿ

ó÷åòà êðàåâûõ óñëîâèé çàäàåòñÿ äàâëåíèå ñî ñòîðîíû ïðîòèâîïîëîæåííîé ÿ÷åéêè è

òàêîé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå t = 10 ìèêðîñåêóíä; ïîñëå ýòîãî âðåìåíè íà

ãðàíèöå êîíòàêòà çàäàåòñÿ íå íàïðÿæåíèå, à ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà ñ ñî-

îòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêîé ïðîòèâîïîëîæåííîé ïëàñòèíû. Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ

óñëîâèå ñêëåéêè. Îòìåòèì, ÷òî ó÷åò âçàèìíîãî äàâëåíèÿ â òå÷åíèå èíòåðâàëà âðå-

ìåíè t = 10 ìèêðîñåêóíä äîñòàòî÷íî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðåæèìà ñêëåéêè áåç ÿâíîãî

ó÷¼òà ñêëåéêè. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî íàáëþäàåìîå èõ íåñîîòâåòñòâèå óáûâàåò

ïðè óìåíüøåíèè øàãà ñåòêè, äðîáÿùåé ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû íà ñ÷åòíûå ÿ÷åéêè

(ñì. ðèñóíîê 4).

1.3 Çàäà÷à î �ðàñïàäå ðàçðûâà� â óïðóãîé ñðåäå

Äëÿ âåðèôèêàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè íà èíòåðâàëå [0; 1] ñì

çàäàäèì ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà: ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü çâóêà c0 = 5.3 êì/ñ, ïîïåðå÷íàÿ

ñêîðîñòü c1 = 2.49 êì/ñ, ïëîòíîñòü ρ0 = 2.7 ã/ñì3. Çíà÷åíèå íà÷àëüíîé ïðîäîëüíîé

ñêîðîñòè çàäàäèì íóëåâûì, à ìàòðèöó äèñòîðñèè åäèíè÷íîé. Â òî÷êå x0 = 0.5 çà-

äàäèì ðàçðûâ â ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè, ñëåâà îò ðàçðûâà u2,0,L = 1 êì/ñ, à ñïðàâà îò

70



ðàçðûâà u2,0,R = 0 êì/ñ. Íà ìîìåíò âðåìåíè t = 10 ìèêðîñåêóíä ðåçóëüòàòû äëÿ îñ-

íîâíûõ óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (5) Íà ðèñóíêå âèäíî
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Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñêîðîñòåé è ýíòðîïèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñ-

ïàäå ðàçðûâà óïðóãîé ñðåäû.

ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíîé âîëíû è âîëíû ðàçðåæåíèÿ â ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè, â ïðî-

äîëüíîé ñêîðîñòè îòõîäÿò äâå ñèììåòðè÷íûå âîëíû, â ïëîòíîñòè ïðîèñõîäèò ïðîâàë

ìåæäó âîëíàìè, à íà ìåñòå êîíòàêòíîãî ðàçðûâà èìååò ìåñòî ñêà÷îê ýíòðîïèè, êî-

òîðûé çàòåì ñïàäàåò ê âíóòðåííèì ôðîíòàì âîëí.

1.4 Çàäà÷à �î ñâàðêå âçðûâîì� äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü äâå ïëàñòèíû ðàçìåðîì 40× 20 è 40× 10 ñàíòèìåòðîâ, ñ ïëîò-

íîñòüþ ρ = 3.0 ã/ñì3, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè çâóêà c0 = 5.2 êì/ñ è

c1 = 3.4 êì/ñ ñîîòâåòñòâåííî. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå πcr = 60 ÃÏà. Ðåçóëüòàòû ìî-

äåëèðîâàíèÿ (îáëàñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ) ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ (6). Êàê âèäíî èç

ðèñóíêîâ â îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíàìè îáðàçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ãåî-

ìåòðèÿ ñåòêè, ýòà îáëàñòü ðàçîãðåâàåòñÿ è ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ôàçîâîãî ïåðåõîäà. Â
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Ðèñ. 6: Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 10 ìêñåê

(ñâåðõó ñëåâà), t = 20 ìêñåê (ñâåðõó ñïðàâà), t = 30 ìêñåê (ñíèçó ñëåâà), t = 52 ìêñåê

(ñíèçó ñïðàâà). Ñâåòëûì öâåòîì âûäåëåíà îáëàñòü ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèì òâåðäîé ôàçå, áîëåå òåìíàÿ îáëàñòü � æèäêîñòè, êîíòðàñòíàÿ îáëàñòü �

ãàçîâîé ôàçå.

õîäå ïðîöåññà ñâàðêè èìååò ìåñòî ðàçâèòèå âîëíîîáðàçîâàíèÿ íà ãðàíèöå ñâàðêè. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïåðâûå 10 ìèêðîñåêóíä ïðîèñõîäèò òîëüêî ñêîëüæåíèå ïëàñòèí.

Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà ÷àñòü ïëàñòèí ñâàðèâàåòñÿ ñ ÿ÷åéêàìè ïðîòèâîïîëîæåííîé ïëà-

ñòèíû, â òî âðåìÿ êàê ñîñåäíèå îáëàñòè äâèãàþòñÿ â ðåæèìå ñêîëüæåíèÿ. Ýòî ïðèâî-

äèò ê ðàçëè÷èþ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ÷òî ïðèâîäèò ê êîëåáàòåëüíîìó

ïðîöåññó âäîëü ãðàíèöû ñâàðêè è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèÿ.

Ïðè ïðîõîæäåíèè 10 ìèêðîñåêóíä ÿ÷åéêè ñêëåèâàþòñÿ, òåì ñàìûì �çàìîðàæèâàÿ�

âîëíû íà ãðàíèöå êîíòàêòà.

1.5 Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíî-

ñòüþ ïëàíåò

Ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è ðàííåé ñòàäèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòåîðèòîâ ñ ïîâåðõíîñòüþ

ïëàíåò: ñòîëêíîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò, èìåþùóþ àòìîñôåðó, ÷òî ïðèâîäèò ê

÷àñòè÷íîìó ðàçðóøåíèþ ìåòåîðèòà è ïàäåíèåì åãî ñêîðîñòè, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò

ðàññìîòðåí óäàð ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ; ñòîëêíîâåíèå ñ ïîâåðõíîñòüþ ïëàíåò, íå

èìåþùóþ àòìîñôåðó, ÷òî ïðèâîäèò ê óäàðó ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Â êà÷åñòâå
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ïîñòàíîâêè çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó, ïðèâåäåííóþ â ðàáîòå [213], êîòîðàÿ

ïîâòîðÿåò ñõåìó çàäà÷è î ñâàðêå âçðûâîì äâóõ ïëàñòèí.

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü äâå ïëàñòèíû. Ïåðâàÿ èç êîòîðûõ (ïîâåðõíîñòü ïëàíåòû �

âóëêàíîãåííî-îñàäî÷íûé ñëîé) ðàçìåðîì 120× 60 ñàíòèìåòðîâ ñ ïëîòíîñòüþ ρ = 2.3

ã/ñì3, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè çâóêà c0 = 5.0 êì/ñ è c1 = 2.9 êì/ñ

ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðàÿ ïëàñòèíà (ìåòåîð � ìàòåðèàë îëèâèí) ðàçìåðîì 40× 40 ñàí-

òèìåòðîâ ñ ïëîòíîñòüþ ρ = 3.27 ã/ñì3, ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòÿìè çâóêà

c0 = 7.4 êì/ñ è c1 = 5.3 êì/ñ ñîîòâåòñòâåííî [279]. Êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå îòêîëà

÷àñòèö πcr = 60 ÃÏà.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ (îáëàñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ) äîçâóêîâîãî ñîóäàðåíèÿ

ïëàñòèí ïðè ñêîðîñòè c = 1 êì/ñ ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ (7). Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ

Ðèñ. 7: Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 ìêñåê

(ñâåðõó ñëåâà), t = 10 ìêñåê (ñâåðõó ñïðàâà), t = 20 ìêñåê (ñíèçó ñëåâà), t = 37 ìêñåê

(ñíèçó ñïðàâà). Ñèíèì öâåòîì âûäåëåíà îáëàñòü ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèì òâåðäîé ôàçå, ñèðåíåâàÿ îáëàñòü � æèäêîñòè, êðàñíàÿ îáëàñòü � ãàçîâîé

ôàçå.

â îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíàìè ïðîèñõîäèò ðàçîãðåâ è ïëàâëåíèå ìàòåðèàëà,

òàêæå îáðàçóåòñÿ íåáîëüøàÿ âîëíîâàÿ ñòðóêòóðà, à çàòåì ïðîèñõîäèò âûáðîñ ÷àñòèö.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòèöû âûëåòàþò êàê èç ãàçîâîé ôàçû, òàê è èç òâåðäîé, ÷òî ñâÿçà-

íî ñ ðåçêèì ñìåíîé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïîñëåäíèõ. Â öåëîì êàðòèíà òå÷åíèÿ

íàïîìèíàåò êàðòèíó ñâàðêè âçðûâîì äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ (îáëàñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ) ñâåðõçâóêîâîãî ñîóäà-
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ðåíèÿ ïëàñòèí ïðè ñêîðîñòè c = 7 êì/ñ ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ (8). Êàê âèäíî èç

Ðèñ. 8: Îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 ìêñåê

(ñâåðõó ñëåâà), t = 10 ìêñåê (ñâåðõó ñïðàâà), t = 15 ìêñåê (ñíèçó ñëåâà), t = 18 ìêñåê

(ñíèçó ñïðàâà). Ñèíèì öâåòîì âûäåëåíà îáëàñòü ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèì òâåðäîé ôàçå, ñèðåíåâàÿ îáëàñòü � æèäêîñòè, êðàñíàÿ îáëàñòü � ãàçîâîé

ôàçå.

ðèñóíêîâ îò îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó ïëàñòèíàìè âûõîäèò âîëíà ïëàâëåíèÿ ìàòåðè-

àëà, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íà âñþ îáëàñòü ìåòåîðèòà. Îòìåòèì, ÷òî

âûáðîñà ÷àñòè â âèäå êóìóëÿòèâíîé ñòðóè íå íàáëþäàåòñÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ áûñòðûì

ïëàâëåíèåì è ðàçîãðåâîì ìàòåðèàëà áåç îáðàçîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äàâëå-

íèÿ.
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1.6 Âûâîäû ïî ïåðâîé ãëàâå

Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíà è ñôîðìóëèðîâàíà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé. Äëÿ îïèñàíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé èñïîëü-

çóþòñÿ óðàâíåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè è ìàêñâåëëîâñêèå ðåëàêñàöèè äëÿ îïèñàíèÿ ôà-

çîâûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó òâåðäûì òåëîì, æèäêîñòüþ è ãàçîì, çàïèñàííûå â ëàãðàí-

æåâûõ êîîðäèíàòàõ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ñôîðìóëèðîâàíî è èññëåäîâàíî ìîäåëüíîå

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ôîð-

ìóëèðîâîê óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è óñëîâèé èõ êîððåêòíîñòè, âûðàáîòàííûõ â ðåçóëü-

òàòå îðèãèíàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì

íà çàäà÷å ñâàðêå âçðûâîì ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí, à òàêæå íà çàäà÷àõ ðàçðóøåíèÿ

ìàòåðèàëà è òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû ïî ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿ êðè-

ñòàëëè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçîâàëèñü äâà

êîìïîíåíòà � ïëîòíîñòü, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîé èñïîëüçîâàëèñü èíâàðèàíòû íà îñ-

íîâå îïðåäåëèòåëÿ è ñëåäà ìàòðèöû äèñòîðñèè, è äåâèàòîð, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî

èñïîëüçîâàëîñü åãî ïÿòèìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ ïîç-

âîëèëî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïèñàòü ôàçîâûå ïåðåõîäû, à ïðåäñòàâëåíèå äåâèàòîðà

â äàëüíåéøåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ó÷åòà ïðîèçâîëüíîé êðèñòàëëè÷åñêîé

ñòðóêòóðû. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä Ãî-

äóíîâà íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííûõ ðàñïàäîâ ðàçðûâà â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.

×èñëåííûé ìåòîä áûë âåðèôèöèðîâàí íà çàäà÷å î ðàñïàäå ðàçðûâà â óïðóãîé ñðå-

äå. Íà çàäà÷å î ñâàðêå âçðûâîì äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí áûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí

ñöåíàðèé ïðîõîæäåíèÿ âñåõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ñ îáðàçîâàíèåì êóìóëÿòèâíîé ñòðóè,

ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ìàòåðèàëà. Â õîäå ïðîöåññà ñâàðêè îáúÿñíåí ïðîöåññ âîëíî-

îáðàçîâàíèÿ íà ãðàíèöå ñâàðêè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ïåðâûå 10 ìèêðîñåêóíä

ïðîèñõîäèò òîëüêî ñêîëüæåíèå ïëàñòèí. Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà ÷àñòü ïëàñòèí ñâàðè-

âàåòñÿ ñ ÿ÷åéêàìè ïðîòèâîïîëîæåííîé ïëàñòèíû, â òî âðåìÿ êàê ñîñåäíèå îáëàñòè

äâèãàþòñÿ â ðåæèìå ñêîëüæåíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ

ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ÷òî ïðèâîäèò ê êîëåáàòåëüíîìó ïðîöåññó âäîëü ãðàíèöû ñâàðêè è

ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îðòîãîíàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. Ïðè ïðîõîæäåíèè 10 ìèêðîñåêóíä

ÿ÷åéêè ñêëåèâàþòñÿ, òåì ñàìûì �çàìîðàæèâàÿ� âîëíû íà ãðàíèöå êîíòàêòà.
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2 Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðîäèíàìè÷åñ-

êèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîí-

íîì ïîëå

Ñîâðåìåííàÿ àñòðîôèçèêà � ýòî ýâîëþöèîííàÿ òåîðèÿ, ïðåäìåòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ

èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ âî Âñåëåííîé, êàê ýòè ïðîöåññû ïîâëèÿëè íà ñà-

ìîîðãàíèçàöèþ è ýâîëþöèþ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, à òàêæå íà äàëüíåéøóþ èõ

äèíàìèêó è âçàèìîäåéñòâèå. Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ àñòðîíîìè÷å-

ñêèå îáúåêòû îò íàèáîëåå ìàññèâíûõ � êðóïíî-ìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð âî Âñåëåííîé

(êîñìè÷åñêàÿ ïàóòèíà), äî îáúåêòîâ ïðÿìîãî íàáëþäåíèÿ � ïëàíåòíûå ñèñòåìû.

Ãðàâèòàöèîííàÿ ãàçîâàÿ äèíàìèêà � íàóêà, èçó÷àþùàÿ äèíàìèêó ñæèìàåìûõ ãà-

çîîáðàçíûõ è æèäêèõ ñðåä ñ ó÷¼òîì ñàìîãðàâèòàöèè. Äâèæåíèå ñàìîãðàâèòèðóþùå-

ãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñèë ãðàâèòàöèè è äàâëåíèÿ, ïîýòîìó

ãðàâèòàöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü áîëåå õàðàêòåðíà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè àñòðîíî-

ìè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ÷åì äèíàìèêà óäàðíûõ âîëí è òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Òåì íå

ìåíåå, ïîñëåäíèå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ â äàííîé ðàáîòå. Ïðè èçó÷åíèè ñëîæíûõ

àñòðîôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé ïåðåõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ òå÷åíèé ãàçà

ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå â äðóãèõ çàäà-

÷àõ ëèáî îòñóòñòâóþò, ëèáî èõ ïðîÿâëåíèå íåçíà÷èòåëüíî. Áîëüøèíñòâî êðóïíûõ

àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà÷èíàÿ îò ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê äî çâåçä îïèñûâàþòñÿ ñ

ïîìîùüþ ìîäåëè ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Îäíàêî ìîäåëü ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè íå ìîæåò îïèñûâàòü ðÿä àñòðî-

ôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé, â êîòîðûõ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìàãíèòíîå ïîëå. Â ýòîì ñëó÷àå

äëÿ îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ãðàâèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé

äèíàìèêè, à â ñëó÷àå ó÷åòà õèìè÷åñêîé ýâîëþöèè, òî è ìîäåëü ãðàâèòàöèîííîé ìàã-

íèòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ó÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ âàæåí êàê íà

ìàñøòàáàõ ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê, òàê è íà ìàñøòàáàõ çâåçä.

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëè äèíàìèêè àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ âàæíûì èíãðåäè-

åíòîì ÿâëÿåòñÿ áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êîìïîíåíòà, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îïèñàíèÿ çâåçä

è òåìíîé ìàòåðèè íà êîñìîëîãè÷åñêèõ è ãàëàêòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ è ïûëåâîé êîì-

ïîíåíòû ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íà ðàçíûõ ìàñøòàáàõ

áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êîìïîíåíòà âåäåò ñåáÿ ïî ðàçíîìó. È åñëè íà ìàñøòàáàõ ãà-

ëàêòèêè äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü äèíàìèêó êëàñòåðà ÷àñòèö � çâåçä, òî íà ìàñøòàáàõ
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ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà íåîáõîäèì ÿâíûé ó÷åò îòäåëüíûõ ÷àñòèö.

Â õîäå ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè íåóñòîé÷èâîñòü Äæèíñà èëè ãðàâèòàöèîííàÿ íåóñ-

òîé÷èâîñòü, êàê ôèçè÷åñêîå ñâîéñòâî ðåøåíèÿ, ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ îò êîîðäèíàòíûõ ëèíèé. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü çàäàíèÿ îáëàñòåé íóëåâîé ïëîòíîñòè è êîððåêòíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ãðàíèö ãàç-âàêóóì. Ðàññìàòðèâàåìûå ïîñòàíîâêè àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷,

îïðåäåëÿþùèåñÿ âàæíîñòüþ âêëàäà ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè è îòñóòñòâèåì áîëü-

øèõ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòè, õàðàêòåðèçóþòñÿ âëèÿíèåì ñâîéñòâà ïîëíîé

êîíñåðâàòèâíîñòè ñõåìû íà ðåøåíèå.

Íåñìîòðÿ íà òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â íàñòîÿùåé ðàáîòå

áûë ñôîðìóëèðîâàí îáùèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äèíàìèêè àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ

è åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòèõ ìîäåëåé. Â íàñòîÿùåé ãëàâå

áóäóò îïèñàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïîäñåòî÷íûå

ïðîöåññû, íåîáõîäèìûå äëÿ ó÷åòà íà ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáàõ.

2.1 Ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

2.1.1 Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè

Äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òðåõìåðíóþ ìîäåëü äèíàìèêè ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ,

âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ïåðåîïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â äè-

âåðãåíòíîé ôîðìå, çàìêíóòóþ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Ñèñòåìà

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè äîïîëíåíà óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî

ïîòåíöèàëà.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = 0

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗) = −∇p− ρ∇(Φ)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗) = −∇ · (pu⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗)

Çàêîí ïîâåäåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè:

∂ρε

∂t
+∇ · (ρϵu⃗) = −(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗
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Ñâÿçü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé, âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé:

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

p = (γ − 1)ρε

óðàâíåíèå Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πGρ

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, u⃗ � ñêîðîñòü ãàçà, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåí-

íåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìîìåíòà èìïóëüñà è

ýíåðãèè.

Äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ

ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Äàííàÿ îïåðàöèÿ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü

áîëüøîãî íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷, êîòîðàÿ âñåãäà

âîçíèêàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé èñêîìûõ âåëè÷èí. Äëÿ ýòîãî

ãàçîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â âèäå f = f0f
[c], ãäå f � íåêî-

òîðàÿ ôèçè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà, f0 � åå õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé õàðàê-

òåðèñòèêè, f [c] � áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå, ãäå ñèìâîë [c] îáîçíà÷àåò íåïîñðåäñòâåííîå

ïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èíû â êîìïüþòåðå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èñêîìûé ïàðàìåòð

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà è áåçðàçìåðåí-

íîé ïåðåìåííîé. Ïîäñòàâèì ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû â òàêîì âèäå â èñõîäíóþ

ñèñòåìó óðàâíåíèé. Òàê êàê âåëè÷èíû ñ íóëåâûì èíäåêñîì ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,

ìîæíî âûíåñòè ýòè ìíîæèòåëè çà çíàê ïðîèçâîäíîé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

L0 = t0u0 p0 = ρ0u
2
0 Φ0 = u2

0 ε0 = E0 = u2
0 v0 =

√
GM0

L0

ãäå L0 � õàðàêòåðíàÿ äëèíà, t0 � õàðàêòåðíîå âðåìÿ, u0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü,

ρ0 � õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü, p0 � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå, Φ0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå

ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà, ε0 è E0 � õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ïîëíîé è

âíóòðåííåé ýíåðãèè, M0 = ρ0L
3
0 � õàðàêòåðíàÿ ìàññà. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âå-

ëè÷èí çàäàåòñÿ çíà÷åíèå ìàññû M0 è äëèíû L0. Â ñëó÷àå åñëè íåîáõîäèìî çàäàòü
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çíà÷åíèå äàâëåíèÿ ãàçà ÷åðåç ôóíêöèþ òåìïåðàòóðû, òî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà äëÿ

ñêîðîñòè çâóêà â ãàçå:

c2 =
γkT

m

ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � òåìïåðàòóðà ãàçà, m � ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû èìååò ìåñòî ðàâåíñòâà

c = u0c
[c] c[c] =

√
γp[c]

ρ[c]

Îòêóäà è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå p[c] ïî ôîðìóëå:

p[c] = ρ[c]
kT

mv20

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âàæíàÿ â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî î÷åíü ÷àñòî (íàïðèìåð ïðè ìîäåëè-

ðîâàíèè ýâîëþöèè ãàëàêòèê) çàäàåòñÿ â ÿâíîì âèäå ðàñïðåäåëåíèå èõ òåìïåðàòóðû

è õèìè÷åñêèé ñîñòàâ ãàçà, ÷òî òðåáóåò àêêóðàòíîãî ïåðåñ÷åòà â ðàñïðåäåëåíèå äàâ-

ëåíèÿ, êîòîðîå ÿâíî èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèÿõ.

2.1.2 Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîëíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ è íà-

÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è ôèçè÷åñêè çíà÷èìàÿ äèíàìèêà ãàçîâîãî îá-

ëàêà ðàçâèâàåòñÿ âäàëè îò ãðàíèöû èññëåäóåìîé îáëàñòè. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì êðà-

åâûå óñëîâèÿ äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí è ïîòåíöèàëà ïîëÿ, òàê êàê êðàåâûå

óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è, â îòëè÷èå

îò êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Îïðåäåëèì êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñêàëÿðíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí êàê îä-

íîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà: ∂f
∂n
|Γ = 0, ãäå â êà÷åñòâå f âûñòóïàþò âñå

ñêàëÿðíûå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, Γ � ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïðè îïðåäå-

ëåíèè êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ âåêòîðíûõ âåëè÷èíè ñêîðîñòè è èìïóëüñà â ñëó÷àå åñëè

âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñîíàïðàâëåíà ñ êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè èëè èìïóëü-

ñà, òî äàííàÿ êîìïîíåíòà äîëæíà �ïðîïóñêàòü� ïîòîê èìïóëüñà îò ãðàíèöû, òî åñòü

èìååò ìåñòî �íåîòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ�, â ñëó÷àå ðàçíîíàïðàâëåííîñòè èìå-

åò ìåñòî �îòðàæåíèå� îò ãðàíèöû, òî åñòü èñïîëüçóþòñÿ �îòðàæàþùèå� ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ. Èç ýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëèòü êðàåâûå óñëîâèÿ

äëÿ ñêîðîñòåé. Âûïèøåì êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèìåðà, êîãäà âíåøíÿÿ íîðìàëü ê

ïîâåðõíîñòè ðàçíîíàïðàâëåíà ñ îñüþ x, òî åñòü cos(x, n) = −1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ∂ux

∂n
|Γ−δ = −∂ux

∂n
|Γ, ∂uy

∂n
|Γ = 0, ∂uz

∂n
|Γ = 0. Â ñëó÷àå åñëè cos(x, n) = 1,

òî óñëîâèÿ òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ôîðìó ∂ux

∂n
|Γ−δ = ∂ux

∂n
|Γ, ∂uy

∂n
|Γ = 0, ∂uz

∂n
|Γ = 0, ãäå u⃗

� âåêòîðíàÿ âåëè÷èíà. Â áîëüøèíñòâå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, åñëè îá ýòîì

íå ñêàçàíî îòäåëüíî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü �íåîòðàæàþùèå� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â

çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð è ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè áûëè

èñïîëüçîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Êðàåâûå óñëîâèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðåøåíèå çàäà÷è,

ïîýòîìó èõ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âàæíîé ïðîáëåìîé. Èçâåñòíî, ÷òî â áåñ-

êîíå÷íîì óäàëåíèè îò îáúåêòà ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ íóëåâûì.

Êðàåâûå óñëîâèÿ ñòàâèòü ïðèõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ãàçîâîãî îáúåêòà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå êîíå÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè áóäåì

èñïîëüçîâàòü ïåðâûå ìîìåíòû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ:

Φ(x, y, z)|Γ = −M

r
− 1

r3
(Ix + Iy + Iz − 3I0) ,

ãäå

I0 =
(x2Ix + y2Iy + z2Iz)− 2 (xyIxy + xzIxz + yzIyz)

r2

Ix =
∑
j

(
z2j + y2j

)
mj Iy =

∑
j

(
x2
j + z2j

)
mj Iz =

∑
j

(
x2
j + y2j

)
mj,

Ixy =
∑
j

xjyjmj Ixz =
∑
j

xjzjmj Iyz =
∑
j

yjzjmj,

ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû ýëåìåíòà ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, r =
√
x2 + y2 + z2 �

ðàññòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äî öåíòðà, xj,

yj, zj � êîîðäèíàòû ÿ÷ååê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, mj � ìàññà ÿ÷ååê ðàñ÷åíîé îáëàñòè,

M � îáùàÿ ìàññà â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ÿ÷åéêàì

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îñíîâíûõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ïëîòíîñòü,

äàâëåíèå, ñêîðîñòü) âíóòðè ãàçîâîãî îáúåêòà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì. Îñîáûé èí-

òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî

îáëàêà â ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé (ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ) ñèììåòðèè.

2.1.3 Ïîñòðîåíèå ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé

Ðàâíîâåñíàÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íàÿ ñòàòè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Â êà-

÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷¼òîì ãðà-

âèòàöèè âîçüìåì ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíóþ ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ, êî-

òîðóþ, ìîæíî íàéòè [14], çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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ãàçîâîé äèíàìèêè, äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, çàïèñàííûõ â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ: 
∂p
∂r

= −M(r)ρ
r2

∂M
∂r

= 4πr2ρ

p = (γ − 1)ρϵ

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0(r) =

 1− r, r ≤ 1,

0, r > 1.

Òîãäà íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà èìåþò âèä:

p0(r) =

−πr2

36
(9r2 − 28r + 24) + 5π

36
, r ≤ 1,

0, r > 1.

Φ0(r) =

−π
3
(r3 − 2r2)− 2π

3
, r ≤ 1,

− π
3r
, r > 1.

Èñïîëüçóÿ òàêîé ïîäõîä ìîæíî ïîñòðîèòü äîñòàòî÷íî ìíîãî íà÷àëüíûõ ïðîôèëåé

ïëîòíîñòè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè. Â ðÿäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííûé ïðîôèëü.

Ðàâíîâåñíàÿ âðàùàþùàÿñÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ïîòåíöèà-

ëà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñíîé âðàùàþùåéñÿ êîíôèãóðàöèè ïðè íàëè÷èè âíåø-

íåãî ïîòåíöèàëà, êàê íàïðèìåð â çàäà÷àõ ýâîëþöèè ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèê,

íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ [261] â öèëèí-

äðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ρDM(r, z) òåìíîé ìàòåðèè èìååò

âèä:

ρDM(r, z) =
ρ0

1 + r2+z2

R2

ãäå r � öèëèíäðè÷åñêèé ðàäèóñ, à ρ0 è R � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Â ýòîì

ñëó÷àå ïîòåíöèàë åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è èìååò âèä:

ΦDM(r, z) = 4πρ0R
2

 ln
(
1 + r2+z2

R2

)
2

+
R√

r2 + z2
arctan

(√
r2 + z2

R

)
Ñèëû, äàþùèå âêëàä â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îò òåìíîé ìàòåðèè âû÷èñëÿþòñÿ ïî

ôîðìóëàì:

gDM
r = −∂ΦDM(r, z)

∂r
= −

4πρ0R
2r

(
1−R

arctan

(√
r2+z2

R

)
√
r2+z2

)
r2 + z2

81



gDM
z = −∂ΦDM(r, z)

∂z
= −

4πρ0R
2z

(
1−R

arctan

(√
r2+z2

R

)
√
r2+z2

)
r2 + z2

Äëÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû áóäåì èñïîëüçîâàòü èçîòåðìè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

p(r, z) = ρ(r, z)T

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ(r, z) � èñêîìûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè ãàçà, T � íåêîòîðàÿ

çàäàííàÿ òåìïåðàòóðà. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ðàâíîâåñíîãî âðàùåíèÿ ãàçîâîãî äèñêà

ñ ó÷åòîì òåìíîé ìàòåðèè èìåþò âèä:

T

ρ

∂ρ

∂r
=

v2ϕ
r

− ∂Φ

∂r
+ gDM

r

T

ρ

∂ρ

∂z
= −∂Φ

∂z
+ gDM

z

ãäå Φ = Φ(r, z) � ïîòåíöèàë ãàçîâîé êîìïîíåíòû, vϕ � ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî ñêîðîñòü âðàùåíèÿ vϕ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (ãäå α � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà):

vϕ = α

√
r

(
∂Φ

∂r
+ gDM

r

)
z=0

=
√

rΩ(r)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äëÿ ðàâíîâåñíîãî âðàùåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå ïðî-

ñòîé ôîðìå:
T

ρ

∂ρ

∂r
= Ω− ∂Φ

∂r
+ gDM

r

T

ρ

∂ρ

∂z
= −∂Φ

∂z
+ gDM

z

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ñèë ñàìîãðàâèòàöèè â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò

âèä (ïðè G = 1):
1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
+

∂2Φ

∂z2
= 4πρ

Âûðàçèì êîìïîíåíòû ãðàäèåíòà ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîòåíöèàëà èç óðàâíåíèé è ïî-

ëó÷èì:
1

r

∂

∂r

(
r

(
Ω + gDM

r − T
∂lnρ

∂r

))
+

∂

∂z

(
gDM
z − T

∂lnρ

∂z

)
= 4πρ

ó÷èòûâàÿ, ÷òî:
1

r

∂

∂r

(
rgDM

r

)
+

∂

∂z

(
gDM
z

)
= 4πρDM

è ïðîâåäÿ çàìåíó u = ln(ρ) èëè ρ = exp(u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïðîôèëÿ

ïëîòíîñòè:
1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

∂2u

∂z2
=

4π

T

(
ρDM − exp(u)

)
+

1

rT

∂

∂r
(rΩ)

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå.
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1. Çàôèêñèðóåì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü [0;R] × [0;Z] è ïàðàìåòðû T , ρ0, R, α è ïðî-

ôèëü ïëîòíîñòè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ exp(Θ).

2. Âûáåðåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ρ0 ïðè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ:
∂ρ0

∂z z=0
=

∂ρ0

∂r r=0
= 0

ρ0r=R = ρ0z=Z = exp(Θ)

Ïîëîæèì k = 0.

3. Âû÷èñëèì ìàññó ãàçîâîãî îáëàêà M :

M = 2π

∫ R

r=0

∫ Z

z=0

rρk(r, z)dzdr

4. Ðåøèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà Φ

1

r

∂

∂r

(
r
∂Φ

∂r

)
+

∂2Φ

∂z2
= 4πρk

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

∂Φ

∂z z=0
=

∂Φ

∂r r=0
= 0

Φr=R = Φz=Z = − M√
r2 + z2

5. Âû÷èñëèì ôóíêöèþ Ω(r) ïî ôîðìóëå:

Ω(r) = α

∂Φ

∂r
−

4πρ0R
2r

(
1−R

arctan( r
R)

r

)
r2


z=0

6. Ðåøèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ ôóíêöèè u

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

∂2u

∂z2
=

4π

T

(
ρDM − exp(u)

)
+

1

rT

∂

∂r
(rΩ)

ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:
∂u

∂z z=0
=

∂u

∂r r=0
= 0

ur=R = uz=Z = Θ

7. Âû÷èñëèì íîâîå ïðèáëèæåíèå ρk+1(r, z) = exp(u(r, z))

8. Â ñëó÷àå åñëè íåâÿçêà ||ρk − ρk+1|| > ε òîãäà ïîëîæèì k = k + 1 è ïåðåéäåì íà

øàã 3.
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9. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå íàéäåíî:

ρ(r, z) = ρk+1(r, z)

vϕ =
√

rΩ(r)

Àëãîðèòì çàêîí÷åí. Ðåçóëüòàòîì àëãîðèòìà áóäåò ðàâíîâåñíûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè

ρ(r, z) ïðè ñêîðîñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ vϕ. Òàêîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ýâîëþöèè ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ ãàëàêòèê,

à òàêæå â âèäå íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè ãàëàêòèê â ìíîãîôàçíîé ìî-

äåëè, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò äàëåå.

2.1.4 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Òàê êàê èñõîäíàÿ çàäà÷à íåóñòîé÷èâà è åå ïîñòàíîâêà íåêîððåêòíà, òî âîïðîñ î êîí-

òðîëå ïðàâèëüíîñòè ðåøåíèÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàäà÷è ñòîèò îñîáåííî îñòðî.

Äëÿ êîíòðîëÿ êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû, ìî-

ìåíòà èìïóëüñà, à òàêæå ïîëíîé ýíåðãèè. Ïðè îòñóòñòâèè ãðàâèòàöèè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ

ãàçà åñòü ñóììà âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé, â ñëó÷àå ãðàâèòàöèè íåîáõîäèìî

ó÷åñòü âêëàä îò íåå. Ïðèâåäåì âûâîä èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñàìîãðàâèòèðóþ-

ùåãî ãàçà. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

ïî îáúåìó ðàñ÷åòíîé îáëàñòè V :∫
V

(
∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗)

)
dV =

∫
V

(−∇ · (pv⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗)) dV

ïðåîáðàçóåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà ïîòåíöèàëà è ìîìåíòà èìïóëüñà

(ρu⃗,∇(Φ)) = ∇ · (Φρu⃗)− Φ∇ · (ρu⃗) = ∇ · (Φρu⃗) + Φ
∂ρ

∂t
=

= ∇ · (Φρu⃗) + ∂ρΦ

∂t
− ρ

∂Φ

∂t
= ∇ · (Φρu⃗) + ∂ρΦ

∂t
− ∆Φ

4πG

∂Φ

∂t

ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ìîæíî çàìåíèòü íà

∆Φ

4πG

∂Φ

∂t
=

1

4πG
∇ ·
(
∂Φ

∂t
∇Φ

)
− ∂

∂t

1

4πG

(
1

2
∇Φ,∇Φ

)
òîãäà

(ρu⃗,∇(Φ)) = ∇ · (Φρu⃗) + ∂ρΦ

∂t
− 1

4πG
∇ ·
(
∂Φ

∂t
∇Φ

)
+

∂

∂t

1

4πG

(
1

2
∇Φ,∇Φ

)
Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà âî âðåìåíè ∂Φ0

∂t
= 0 ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå:

(ρu⃗,∇(Φ0)) = ∇ · (Φ0ρu⃗) +
∂ρΦ0

∂t
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Â îáùåì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû (ñóììà êèíåòè÷åñêîé,

âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé) ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèè ïîòîêîâ ãàçà ÷åðåç

ãðàíèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
ρε+

ρu⃗2

2
+ ρΦ +

1

8πG

(
1

2
∇Φ,∇Φ

))
dV = 0

èëè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

∂

∂t

∫
V

(
ρε+

ρu⃗2

2
+

ρΦ

2

)
dV = 0

Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà âî âðåìåíè ∂Φ0

∂t
= 0 çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåð-

ãèè ãàçà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
ρε+

ρu⃗2

2
+ ρΦ0

)
dV = 0

Â ðÿäå çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê, à òàêæå äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ

ñðåäñòâîì êîíòðîëÿ êîððåêòíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò ñëóæèòü çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ ïîëíîé (ñóììà êèíåòè÷åñêîé, âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé) ýíåðãèè.

2.1.5 Êîððåêöèÿ äèñáàëàíñà ýíåðãèè è ãàðàíòèÿ íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ

äèñáàëàíñ ìåæäó âíóòðåííåé è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ

â ïàäåíèè ýíòðîïèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåêîððåêòíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Òàêàÿ ïðîáëåìà óæå îáñóæäàëàñü âî ââåäåíèè è áûëè ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñïîñîáû

åå ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíàöèÿ ïîäõîäîâ, èçëîæåííûõ â

îðèãèíàëüíûõ àâòîðñêèõ ðàáîòàõ [111, 264]. Îí ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïåðåîïðå-

äåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè è ñîñòîèò â äâóõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. êîððåêöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (èëè ýíòðîïèè) â îáëàñòè ñ îñíîâíîé ïëîòíîñòüþ

ãàçà [111]:

ρϵ =

(
ρE − ρu⃗2

2

)
,

ρ

ρmax

> 10−5

2. êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â îáëàñòè ðàçðåæåííîãî ãàçà (ôàêòè÷åñêè

íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì) [264]:

|u⃗| =

√
2(ρE − ρϵ)

ρ
,

ρ

ρmax

≤ 10−5
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Â îáëàñòè ìàëîé ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé ïîäõîä, òàê êàê â íåé îòñóòñòâó-

þò ïðîáëåìû ñ ïàäåíèåì ýíòðîïèè. Â ýòîé ïîäîáëàñòè äèñáàëàíñ ñîñòîèò â îáðàçî-

âàíèè áîëüøîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ÷òî ñâÿçàíî òàêæå ñ äåëåíèåì íà ôóíêöèþ

ïëîòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè êîððåêòèðóåòñÿ. Â îñíîâíîé îá-

ëàñòè èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé ïîäõîä, êîòîðûé ïðè âûïóêëîñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,

÷òî èìååò ìåñòî äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ãàðàíòèðóåò íåóáûâàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè,

à ïðè íåèçìåííîñòè ïëîòíîñòè ãàðàíòèðóåò íåóáûâàíèå ýíòðîïèè. Ïîäîáíûé ïîäõîä

òàêæå èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [65, 75].

2.1.6 Ôîðìóëèðîâêà ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

Â çàäà÷àõ êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ðàñøè-

ðÿþùèåñÿ (comoving â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå) çà ñ÷åò òåìíîé ýíåðãèè êîîðäèíàòû,

òî åñòü x = ar, ãäå r � èñõîäíûå êîîðäèíàòû, a = 1/(1 + z) � ïàðàìåòð ðàñøèðåíèÿ,

êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà [26]:

da

dt
= H

√
ΩM (a−1 − 1) + ΩΛ (a2 − 1) + 1

ãäå ΩM = ΩB + ΩD � äîëÿ ìàòåðèè â îáùåé ìàññå, ΩB � äîëÿ âèäèìîé áàðèîí-

íîé ìàòåðèè (ãàçà è çâåçä), ΩD � äîëÿ òåìíîé ìàòåðèè, ΩΛ � äîëÿ òåìíîé ýíåðãèè,

H = ȧ/a � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà, z � ïàðàìåòð êðàñíîãî ñìåùåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû

ðàññìàòðèâàåì ñïåöèôè÷íóþ ïëîòíîñòü ρc ≡ ρa3 è ñêîðîñòü u⃗c = au⃗. Â ýòîì ñëó÷àå

ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè â ðàñøèðÿ-

þùèõñÿ êîîðäèíàòàõ ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+

1

a
∇ · (ρu⃗) = 0

∂ρu⃗

∂t
+

1

a
∇ · (ρu⃗u⃗) = −1

a
∇p− 1

a2
ρ∇(Φ)−Hρu⃗

∂ρE

∂t
+

1

a
∇ · (ρEu⃗) = −1

a
∇ · (pu⃗)− 1

a2
(ρ∇(Φ), u⃗)− 2HρE

∂ρε

∂t
+

1

a
∇ · (ρϵu⃗) = −1

a
(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗− 2Hρε

Ñâÿçü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé, âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé îñòàåòñÿ áåç èçìå-

íåíèé:

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà òàêæå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

p = (γ − 1)ρε

86



óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πG (ρ− ρ0)

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, ρ0 � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ãàçà, u⃗ � ñêîðîñòü

ãàçà, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöè-

àë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, H � ïîñòîÿííàÿ

Õàááëà.

2.1.7 Ôîðìóëèðîâêà îäíîñêîðîñòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé äèíà-

ìèêè

Ïðè ó÷åòå õèìè÷åñêîé ýâîëþöèè ãàçà â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü îäíî-

ñêîðîñòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðàÿ â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ

çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = 0

∂ρi
∂t

+∇ · (ρiu⃗) = si

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗) = −∇p− ρ∇(Φ)

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗) = −∇ · (pu⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗)

∂ρε

∂t
+∇ · (ρϵu⃗) = −(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗

Ñâÿçü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé, âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé:

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

p = (γ − 1)ρε

óðàâíåíèå Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πGρ

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρi � ïëîòíîñòü i−é êîìïîíåíòû ñìåñè, ρ =
∑

i ρi � ïëîòíîñòü

ãàçà, si � ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ i−é êîìïîíåíòû ñìåñè,
∑

i si = 0, u⃗ � ñêîðîñòü ãàçà,

E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, ε

� ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
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2.2 Ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü

Äàëåå áóäåò îïèñàíà ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Îñíîâíûå åå êîìïîíåíòû áàçèðóþòñÿ íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè, ïîýòîìó ïîäðîáíî

áóäóò îïèñàíû òå ÷àñòè, êîòîðûå êàñàþòñÿ ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2.2.1 Óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè

Äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïåðåîïðåäåë¼ííóþ ñèñòåìó

óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè â äèâåðãåíòíîé ôîðìå, çà-

ìêíóòóþ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ìàãíèòíîé

ãàçîâîé äèíàìèêè äîïîëíåíà óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:
∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = 0

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗− B⃗B⃗) = −∇p∗ − ρ∇(Φ)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗− B⃗(B⃗, u⃗)) = −∇ · (p∗u⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗)

Çàêîí ïîâåäåíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè:

∂ρε

∂t
+∇ · (ρϵu⃗) = −(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗

Çàêîí ïîâåäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∂B⃗

∂t
= ∇× (u⃗× B⃗)

Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇ ·B = 0

Ñâÿçü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé, âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé:

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε+

1

2
B⃗2

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

p = (γ − 1)ρε
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ïîëíîå äàâëåíèå

p∗ = p+
1

2
B⃗2

óðàâíåíèå Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πGρ

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, u⃗ � ñêîðîñòü ãàçà, , B⃗ � âåêòîð ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ � ãðàâèòàöèîííûé

ïîòåíöèàë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Äàííàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó çàêîíîâ ñîõðàíå-

íèÿ ìàññû, ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ââîäèòñÿ îïåðà-

öèÿ ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Ïðè ñîõðàíåíèè âñåõ ñîîòíîøåíèå

ìåæäó ãàçîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè äîáàâëÿåòñÿ ñâÿçü äàâëåíèÿ ñ âåêòîðîì ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèå:

p0 = B2
0

ãäå p0 � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå, B0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ çàäàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ÿâíîì âèäå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå:

B0 =
√
µ0ρ0u0

ãäå ρ0 � õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü, u0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü, µ0 � ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ (èëè ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà). Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà âàæíàÿ â ñâÿçè ñ

òåì, ÷òî î÷åíü ÷àñòî ìàãíèòíîå ïîëå çàäàåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì, à íå îòíîøåíèå ýíåð-

ãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ê âíóòðåííåé èëè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ÷òî òðåáóåò àêêóðàò-

íîãî ïåðåñ÷åòà âåëè÷èíû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ÿâíî èñïîëüçóåòñÿ â óðàâíåíèÿõ.

2.2.2 Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé

Òàêæå êàê è äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîëíîé ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîñòàíîâêà êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îñîáåííîñòüþ ÌÃÄ

ïîñòàíîâîê àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â êà÷åñòâå êðàåâûõ èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ. Ïîýòîìó ãëàâíîé ïðîáëåìîé ñòàíîâèòñÿ

ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ äàííûõ òàê, ÷òî áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇ ·B = 0
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Â ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷àõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïîñòîÿííûé âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü âûáðàííîé îñè, âäîëü îñòàëü-

íûõ îñåé íà÷àëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå íóëåâîå. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíî-

ñòè óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

2.2.3 Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∇ ·B = 0

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëèðîâêà íà îñíîâå òåîðåìå Ñòîê-

ñà. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E⃗ = −u⃗ × B⃗, êîòîðûé â õîäå

ðàñ÷åòà îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ Flux-CT ñõåìû [37] îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà-

÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à çàòåì ïðîèñõîäèò

ïåðåñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî ôîðìóëå:

∂B⃗

∂t
= −∇× E

Ïðè ýòîì, åñëè â íà÷àëå øàãà ïî âðåìåíè óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

áûëî âûïîëíåíî, òî îíî èìååò ìåñòî è ïî îêîí÷àíèè ðàñ÷åòà î÷åðåäíîãî âðåìåííîãî

øàãà.

2.2.4 Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

Ïðè ó÷åòå ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îáùåì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè ñè-

ñòåìû (ñóììà êèíåòè÷åñêîé, âíóòðåííåé, ìàãíèòíîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé) ïðè

óñëîâèè îòñóòñòâèè ïîòîêîâ ãàçà ÷åðåç ãðàíèöó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
ρε+

ρu⃗2

2
+

B⃗2

2
+

ρΦ

2

)
dV = 0

Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà âî âðåìåíè ∂Φ0

∂t
= 0 çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåð-

ãèè ãàçà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
ρε+

ρu⃗2

2
+

B⃗2

2
+ ρΦ0

)
dV = 0

Â ðÿäå çàäà÷ ÌÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê ñ ìåæãàëàêòè÷åñêèì

âåòðîì, à òàêæå äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ ñðåäñòâîì êîíòðîëÿ êîððåêòíîñòè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò ñëóæèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé (ñóììà êèíåòè÷åñêîé,

âíóòðåííåé, ìàãíèòíîé è ïîòåíöèàëüíîé) ýíåðãèè.
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2.2.5 Êîððåêöèÿ äèñáàëàíñà ýíåðãèè è ãàðàíòèÿ íåóáûâàíèÿ ýíòðîïèè

Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñëåííîì ðåøå-

íèè óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ äèñáàëàíñ ìåæäó ñóììîé âíóò-

ðåííåé, ìàãíèòíîé ýíåðãèè è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â

ïàäåíèè ýíòðîïèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåêîððåêòíîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãðà-

âèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè è ñîñòîèò â äâóõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. Êîððåêöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (èëè ýíòðîïèè) â îáëàñòè ñ îñíîâíîé ïëîòíî-

ñòüþ ãàçà (àíàëîãè÷íî ðàáîòå [111]):

ρϵ =

(
ρE − ρu⃗2

2
− B⃗2

2

)
,

ρ

ρmax

> 10−5

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â îáëàñòè ðàçðåæåííîãî ãàçà (ôàêòè÷åñêè

íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì) (àíàëîãè÷íî ðàáîòå [264]):

|u⃗| =

√
2(ρE − ρϵ− B⃗2

2
)

ρ
,

ρ

ρmax

≤ 10−5

Íàïîìíèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äíàìèêè

èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [65, 75].

2.2.6 Ôîðìóëèðîâêà ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ

Â ñëó÷àå êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøèðÿþùèõñÿ (como-

ving â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå) êîîðäèíàò ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãðà-

âèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè â èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+

1

a
∇ · (ρu⃗) = 0

∂ρu⃗

∂t
+

1

a
∇ · (ρu⃗u⃗− 1

a
B⃗B⃗) =

1

a
∇p∗ − 1

a2
ρ∇(Φ)−Hρu⃗

∂ρE

∂t
+

1

a
∇ · (ρEu⃗− 1

a
B⃗(B⃗, u⃗)) = −1

a
∇ · (p∗u⃗)− 1

a2
(ρ∇(Φ), u⃗)− 2HρE − H

2a
B⃗B⃗

∂ρε

∂t
+

1

a
∇ · (ρϵu⃗) = −1

a
(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗− 2Hρε

Çàêîí ïîâåäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∂B⃗

∂t
=

1

a
∇× (u⃗× B⃗)
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Óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ:

∇ ·B = 0

Ñâÿçü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé, âíóòðåííåé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé:

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε+

1

2a
B⃗2

óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

p = (γ − 1)ρε

ïîëíîå äàâëåíèå

p∗ = p+
1

2a
B⃗2

óðàâíåíèå Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πG (ρ− ρ0)

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρ � ïëîòíîñòü ãàçà, ρ0 � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü ãàçà, u⃗ � ñêîðîñòü ãà-

çà, B⃗ � âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãàçà, Φ

� ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ïîêàçàòåëü

àäèàáàòû, H � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.

2.3 Áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîäåëü

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåìíîé ìàòåðèè è çâåçäíîé êîìïîíåíòû â çàäà÷àõ êîñìîëîãè÷å-

ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à òàêæå ïûëåâîé êîìïîíåíòû â çàäà÷àõ îá ýâîëþöèè ïðîòîïëà-

íåòíîãî äèñêà íåîáõîäèìî ìîäåëèðîâàòü áåññòîëêíîâèòåëüíóþ ñðåäó. Äëÿ ìîäåëè-

ðîâàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü N-òåë.

Òàêàÿ ìîäåëü åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïèñûâàåò áåññòîëêíîâèòåëüíîå ñâîéñòâî ñðåäû

è áåçàëüòåðíàòèâíà â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îïèñàíèÿ êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû,

÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà. Îäíàêî,

ìîäåëü N-òåë èìååò íåäîñòàòêè â âèäå ëîæíîãî îáðàçîâàíèÿ ýíòðîïèè ïðè ìàëîì

÷èñëå ÷àñòèö â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè, óâåëè÷åíèå íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ è ñëîæíîñòè

áàëàíñèðîâêè çàãðóçêè [181].

Â çàäà÷àõ öåíòðàëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê, êîòîðàÿ áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ

â çàêëþ÷èòåëüíîé ãëàâå íàñòîÿùåé ðàáîòû, áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êîìïîíåíòà áû-

ëà ñìîäåëèðîâàíà â âèäå öåíòðàëüíîãî òåëà ñ àíàëèòè÷åñêèì çàäàíèåì ïîòåíöèàëà
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[21, 263]. Òàêîé ñïîñîá ïðè îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû èìååò çíà-

÷èòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ â ñëó÷àå ñëîæíîé ãåîìåòðèè èëè â ñëó÷àå íå öåíòðàëüíûõ

ñòîëêíîâåíèé. Êàê àëüòåðíàòèâà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ãàçîâîé äèíàìè-

êè ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé [73]. Òàêîé ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïûëåâîé êîìïîíåíòû [207].

Àëüòåðíàòèâîé äëÿ ìîäåëè N-òåë ìîæåò ñëóæèòü ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà ïåðâûõ

ìîìåíòàõ óðàâíåíèÿ Áîëöìàíà [181, 220, 259, 260]. Áûëà ýêñïåðèìåíòàëüíî îáîñíî-

âàíà âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé

êîìïîíåíòû ñòàëêèâàþùèõñÿ ãàëàêòèê [150], ÷òî òàêæå áóäåò èçëîæåíî äàëåå â íà-

ñòîÿùåé ðàáîòå. Êîíå÷íî, òàêàÿ ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé, è ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé: íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèÿ êëàñòåðà áåññòîëê-

íîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû (÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ äèíàìèêè çâåçä â ìàñøòàáàõ ãàëàê-

òèêè); ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êëàñòåðà, êàê ïðàâèëî, èìååò íàïðàâëåííîå äâèæåíèå è

ìàëóþ äèñïåðñèþ ñêîðîñòåé (÷òî òàêæå èìååò ìåñòî â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâóþùèõ

ãàëàêòèê, áîëåå òîãî èìåííî äèñïåðñèÿ ñêîðîñòåé çâåçäíîé êîìïîíåíòû è íàáëþäà-

åòñÿ â ãàëàêòèêàõ); îòñóòñòâóþò òåïëîïðîâîäíûå ñâîéñòâà (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ âñåõ

àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷).

Íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîì ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ïåðâûõ ìîìåíòàõ óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîãî ôàçîâîãî ïå-

ðåõîäà ìåæäó ãàçîâîé è çâåçäíîé êîìïîíåíòàìè. Â ñëó÷àå ìîäåëè N-òåë ïðè ôàçîâîì

ïåðåõîäå ñîõðàíÿåòñÿ ìàññà è ìîìåíò èìïóëüñà, îäíàêî òåðÿåòñÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû.

Íàïðèìåð, åñëè â ñëó÷àå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ ïðè ïåðåõîäå èç ãàçà â áåññòîëêíîâèòåëü-

íóþ êîìïîíåíòó ñîõðàíÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, òåðÿÿ ïðè ýòîì ìàññó è

ìîìåíò èìïóëüñà, ÷òî ôàêòè÷åñêè ïðèâîäèò ê ðîñòó ýíòðîïèè ãàçà â ýòîé îáëàñòè,

òî â ñëó÷àå ýôôåêòà îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ ïðè ïåðåõîäå îò çâåçäíîé êîìïîíåíòû â

ãàç â ñëó÷àå ìîäåëè N-òåë îòñóòñòâóåò âêëàä âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ãàçà. Êðîìå

òîãî, äëÿ îïèñàíèÿ ìîäåëè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû åäèíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû è

ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíû

íà ñóïåðÝÂÌ, â òîì ÷èñëå è íà ãèáðèäíûõ. Ãëàâíûì íåäîñòàòêîì ìîäåëè, îñíîâàí-

íîé íà ïåðâûõ ìîìåíòàõ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ÿâëÿåòñÿ å¼ îãðàíè÷åíèå íà îïèñàíèå

äèíàìèêè íåáîëüøîãî ÷èñëà òåë, ÷òî èìååò ìåñòî â ñëó÷àå ïðîòîïëàíåòíûõ äèñêîâ.

Îäíàêî, òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â äâóìåðíîé äèíàìèêå, ÷òî òðåáóåò

ìåíüøèõ â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõñÿ ãàëàêòèê

âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ è ñëåäîâàòåëüíî ìåíåå òðåáîâàòåëüíà ê ÷èñëåííûì ìå-
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òîäàì â ïëàíå èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè. Äàëåå ïðèâåäåì îïèñàíèå êàæäîé ìîäåëè è

ïðîâåäåì èõ ñðàâíåíèå.

2.3.1 Áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîäåëü N-òåë

Â ðàìêàõ ìîäåëè N-òåë áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ìàñ-

ñîé è ñêîðîñòüþ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè ÷àñòèö îñíîâíàÿ àëãîðèòìè÷åñêàÿ

ñëîæíîñòü ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñèëû, äåéñòâóþùåé íà êàæäóþ ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû

äðóãèõ ÷àñòèö. Êðîìå ýòîãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ãðàâèòàöèîííûõ

ïîëåé ãàçà è ÷àñòèö. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Particle-Mesh [116], êî-

òîðûé ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà ýòîì ýòàïå ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÿ÷å-

åê. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîå ðàçáèåíèå ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðàñ÷åòíîé ñåòêîé ãàçîâîé

êîìïîíåíòû, íî â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêîé ïîäõîä íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ó äàííîãî ìåòîäà ñóùåñòâóåò âåñîìûé íåäîñòàòîê � òî÷íîñòü. Ïðè èñïîëüçîâàíèè

êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ñèëû ïðèòÿæåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò òî÷íî-

ñòè ñóììèðîâàíèÿ. Â ýòîì æå ìåòîäå ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî èñòî÷íèêîâ ïîãðåøíîñòè:

1. Âû÷èñëåíèå ïëîòíîñòè ÷àñòèöû â ÿ÷åéêå. Êàê è â ìåòîäå Õàðëîó, çäåñü íå

èçáåæàòü êîëåáàíèé ïëîòíîñòè ïðè ïåðåõîäå ÷àñòèöû èç ÿ÷åéêè â ÿ÷åéêó, ÷òî

ïðèâîäèò ê íåôèçè÷íûì ôëóêòóàöèÿì ðåøåíèÿ.

2. Âû÷èñëåíèå ãðàâèòàöèîííîé ñèëû. Ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë ïðèâÿçûâàåòñÿ

íå ê ÷àñòèöå, à ê öåíòðó ÿ÷åéêè.

×òîáû óìåíüøèòü âëèÿíèå ýòèõ ôàêòîðîâ ïëîòíîñòü ÷àñòèöû â ÿ÷åéêå è ñèëà, äåé-

ñòâóþùàÿ íà íåå, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìåòîäó Clouds-In-Cells (CIC) [54]. Ïðè òàêîì ïîä-

õîäå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû ÷àñòèöû � êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññû �îáëàêà� êîíå÷-

íîãî ðàçìåðà. Ïëîòíîñòü òàêîãî îáëàêà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ÿ÷åéêàìè, â êîòîðûå

îíî ïîïàëî (ñì. ðèñ. 9). Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ÷àñòèö â íåêîòîðîé ÿ÷åéêå è ñèëà,

äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó, âû÷èñëÿþòñÿ êàê:

ρij =
∑
clouds

Wij(x, y)m(x, y)

ãäå ÿäðî ñãëàæèâàíèÿ äëÿ ÿ÷åéêè (i, j) èìååò âèä:

Wij(x, y) =


(
1− x−xi

hx

)(
1− y−yj

hy

)
|x− xi| ≤ hx, |y − yj| ≤ hy

0 other
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Ðèñ. 9: Ïëîòíîñòü ÷àñòèöû ðàñïðåäåëèòñÿ ìåæäó ÿ÷åéêàìè (i, j), (i+ 1, j), (i, j + 1),

(i+ 1, j + 1)

Äàííûé ïîäõîä, êîíå÷íî æå, íå ðåøàåò ïðîáëåìû ïîëíîñòüþ, íî îí ïîçâîëÿåò ñóùå-

ñòâåííî ñîêðàòèòü îøèáêó âû÷èñëåíèé, ÷òî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî â [54].

Äàëåå äëÿ ïîëó÷åííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà

∆Φ = 4πGρ

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ÷àñòèö, Φ � ñîçäàâàåìûé ÷àñòèöàìè ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë.

Çíàÿ ïîòåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè:

F (x, y) =
∑
i,j

Wij(x, y)∇Φij

ãäå ÿäðî ñãëàæèâàíèå áûëî îïðåäåëåíî ðàíåå, òàêèì îáðàçîì ïðîèñõîäèò äâèæåíèå

÷àñòèö.

2.3.2 Ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé

Äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé èñïîëüçóåòñÿ ðåäóöèðîâàí-

íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, â êîòîðîé îñòàåòñÿ òîëüêî çàêîí ñîõðàíå-

íèÿ ìàññû è ìîìåíòà èìïóëüñà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðåõìåðíóþ ìîäåëü äèíàìè-

êè ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, äîïîëíåííóþ óðàâíåíèåì

Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = 0

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗) = −ρ∇(Φ)

óðàâíåíèå Ïóàññîíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πGρ
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ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, u⃗ � ñêîðîñòü ñðåäû, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë. Äàííàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó çàêîíîâ ñîõðàíå-

íèÿ ìàññû è ìîìåíòà èìïóëüñà. Òàê êàê ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâ-

íåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè ìû íå áóäåì ïîäðîáíî îñòàíàâëèâàòüñÿ íà

èõ àíàëèçå.

2.3.3 Ìîäåëü áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè

Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò îïèñàíà ìîäåëü áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè, îñ-

íîâàííàÿ íà ïåðâûõ ìîìåíòàõ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Äèíàìèêà áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû îïèñûâàåòñÿ áåññòîëêíîâèòåëüíûì óðàâíåíèåì Áîëüö-

ìàíà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö f(x, t, w) â øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå êîîðäèíàò x � ñêîðîñòè w. Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

è åå âûâîäà áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ Ýéíøòåéíà äëÿ ÿâíîãî âè-

äà ñëàãàåìûõ ñâÿçàííûõ ñ äàâëåíèåì. Áåññòîëêíîâèòåëüíîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà

èìååò âèä:
∂f

∂t
+ wk

∂f

∂xk

+ ak
∂f

∂wk

= 0

ãäå ak ≡ dwk/dt. Ïðîèíòåãðèðóåì â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé d3w = dwxdwydwz óìíî-

æåííóþ íà ìàññó m ÷àñòèöû ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çíà÷å-

íèå ïëîòíîñòè:

n =

∫
mfd3w

Ïðîèíòåãðèðóåì â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé d3w óìíîæåííóþ íà ìîìåíò èìïóëüñàmw⃗

÷àñòèöû ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çíà÷åíèå ñêîðîñòè:

v⃗ = n−1

∫
mw⃗fd3w

Ïðîèíòåãðèðóåì â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé d3w óìíîæåííóþ íà ïðîèçâåäåíèå ñêîðî-

ñòåé wiwj ÷àñòèöû ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íûé

òåíçîð äèñïåðñèè ñêîðîñòåé:

Πij = n−1

∫
m(vi − wi)(vk − wk)fd

3w

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåîïðåäåëåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïåð-

âûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíà-

òàõ, äîïîëíåííóþ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà.
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Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:
∂n

∂t
+

∂nvk
∂xk

= 0

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

∂nvi
∂t

+
∂nvivk
∂xk

= −∂Πik

∂xk

− nai

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ òåíçîðà ïîëíîé ýíåðãèè:

∂nWij

∂t
+

∂nEijvk
∂xk

= −∂(Πjkvi +Πikvj)

∂xk

− nviaj − nvjai

Çàêîí ïîâåäåíèÿ òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé:

∂Πij

∂t
+

∂Πijvk
∂xk

= −Πjk
∂vi
∂xk

− Πik
∂vj
∂xk

,

Ãðàâèòàöèîííàÿ ñèëà

ai =
∂Φ

∂xi

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà

∆Φ = 4πGn

Ñâÿçü òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé è òåíçîðà ïîëíîé ýíåðãèè:

nWij = Πij + nvivj

ãäå n � ïëîòíîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, Πij � ñèììåòðè÷íûé òåíçîð äèñ-

ïåðñèè ñêîðîñòåé, v⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè, nWij � òåíçîð ïîëíîé ýíåðãèè, Φ � ãðàâèòà-

öèîííûé ïîòåíöèàë.

Â ðÿäå çàäà÷ ðàññìîòðåíèå ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé áûâàåò èçáûòî÷-

íûì [181]. Òîãäà èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëüíûé òåíçîð äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, à óðàâíå-

íèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â äåêàðòîâûõ

êîîðäèíàòàõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé îïåðàòîðíîé ôîðìå.

∂n

∂t
+∇ · (nv⃗) = 0

∂nv⃗

∂t
+∇ · (nv⃗v⃗) = −∇Π− n∇(Φ)

∂nW

∂t
+∇ · (ρWv⃗) = −∇ · (Πv⃗)− (n∇(Φ), v⃗)

∂Πξξ

∂t
+∇ · (Πξξv⃗) = −2Π∇ · v⃗

nW =
1

2
nv⃗2 +

Πxx +Πyy +Πzz

2
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Óðàâíåíèå Ïóàññîíà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé

∆Φ = 4πGn

ãäå n � ïëîòíîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, v⃗ � ñêîðîñòü áåññòîëêíîâèòåëü-

íîé êîìïîíåíòû, W � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áåññòîëêíîâèòåëüíîé

êîìïîíåíòû, Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, Π = (Πxx,Πyy,Πzz) � äèàãîíàëüíûé

òåíçîð äèñïåðñèè ñêîðîñòåé áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû.

Äëÿ ìàñøòàáèðîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ

ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèé ê áåçðàçìåðíîìó âèäó. Ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ôîðìó, àíàëîãè÷-

íóþ ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó ãàçîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèå:

L0 = t0v0 Π0 = nv20 Φ0 = v20 W0 = v20 v0 =

√
GM0

L0

ãäå L0 � õàðàêòåðíàÿ äëèíà, t0 � õàðàêòåðíîå âðåìÿ, v0 � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü, n0

� õàðàêòåðíàÿ ïëîòíîñòü, Π0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé,

Φ0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà, E0 � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå

ïëîòíîñòè òåíçîðà ïîëíîé ýíåðãèè, M0 = n0L
3
0 � õàðàêòåðíàÿ ìàññà. Â êà÷åñòâå õà-

ðàêòåðíûõ âåëè÷èí çàäàåòñÿ çíà÷åíèå ìàññû M0 è äëèíû L0. Äëÿ çàäàíèÿ òåíçîðà

äèñïåðñèè ñêîðîñòåé çàäàåòñÿ ÿâíûé âèä çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè, â îòëè÷èå îò äàâëåíèÿ,

èãðàþùåãî àíàëîãè÷íóþ ðîëü â óðàâíåíèÿõ ãàçîâîé äèíàìèêè.

Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé. Òàêæå êàê è äëÿ ãàçîäèíàìè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ïîëíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîñòàíîâêà

êðàåâûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâè-

òåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ è êðàåâûõ óñëîâèé èñ-

ïîëüçóþòñÿ òå æå ïðèíöèïû, ÷òî è äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Äëÿ ðàâíîâåñ-

íîé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèè èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèÿ:
1
r2

d
dr

(
r2 dϕ

dr

)
= 4πn

−dΠ
dr

− ndϕ
dr

= 0

ãäå n � ïðîôèëü ïëîòíîñòè, ϕ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, Π � äèàãîíàëüíûé ýëå-

ìåíò òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè, à âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå-
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íè íóëåâûå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîôèëÿ ïëîòíîñòè:

n(r) =

2r3 − 3r2 + 1 r ≤ 1

0 r > 1

ïðîôèëü ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà åñòü:

ϕ(r) =


4π
15
r5 − 3π

5
r4 + 2π

3
r2 − 3π

5
r ≤ 1

− 4π
15r

r > 1

ïðîôèëü äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé:

Π(r) =

−π
3
r8 + 44π

35
r7 − 6π

5
r6 − 4π

5
r5 + 8π

5
r4 − 2π

3
r2 + π

7
r ≤ 1

0 r > 1

Ìàññà áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû M âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

M = 4π

∫
r

r2ξ(r)dr =
4π

15

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Â óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî

óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â ñëó÷àå ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé åäèíûé çàêîí

ñîõðàíåíèÿ çàïèñàòü íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå êîíòðîëèðóåòñÿ çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ êàæäîãî ýëåìåíòà òåíçîðà ïîëíîé ýíåðãèè. Â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà

äèñïåðñèè ñêîðîñòåé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè (ñóììû êèíåòè÷åñêîé, àíàëî-

ãà âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé) ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèè ïîòîêîâ ãàçà ÷åðåç ãðàíèöó

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
Πxx +Πyy +Πzz

2
+

nv⃗2

2
+

ρΦ

2

)
dV = 0

Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà ïîòåíöèàëà âî âðåìåíè ∂Φ0

∂t
= 0 çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ýíåð-

ãèè ãàçà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂

∂t

∫
V

(
Πxx +Πyy +Πzz

2
+

nv⃗2

2
+ ρΦ0

)
dV = 0

Â ðÿäå çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ãàëàêòèê ñðåäñòâîì êîíòðîëÿ êîððåêòíîñòè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò ñëóæèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé (ñóììà êèíåòè÷åñêîé,

âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé) ýíåðãèè.
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Êîíòðîëü äèñáàëàíñà ýíåðãèè. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè ãëàâ-

íàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíî-

âèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ äèñáàëàíñ ìåæäó âíóòðåííåé è ïîëíîé

ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé è ñîñòîèò â äâóõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. Êîððåêöèÿ ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé àíàëîãè÷íî ðàáîòå [111]:

Πij = (nWij − nvivj)

ïðè ýòîì êîððåêòèðîâêà ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî îò ïëîòíîñòè áåññòîëêíîâè-

òåëüíîé êîìïîíåíòû, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ ñêîððåêòèðîâàòü ñêîðîñòü

â îáëàñòè ìàëîé ïëîòíîñòè. Â ñëó÷àå åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãîíàëüíûé òåí-

çîð äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, òî ïðîèñõîäèò êîððåêòèðîâêà âåëè÷èíû êàæäîãî èç

ýëåìåíòîâ äèàãîíàëè

Πxx =
2Π0

xx

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Πyy =
2Π0

yy

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Πzz =
2Π0

zz

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Âåðõíèé èíäåêñ 0 çäåñü äîáàâëåíèÿ äëÿ óêàçàíèÿ, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷åíî èç

óðàâíåíèé äëÿ ïîâåäåíèÿ òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé.

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàçðåæåííîé îáëàñòè (÷òî èñïîëüçóåò-

ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé), àíàëîãè÷íî

ðàáîòå [264]:

|v⃗| =
√

2nW − (Πxx +Πyy +Πzz)

n
,

n

nmax

≤ 10−5

Íàïîìíèì, ÷òî àíàëîãè÷íûé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòàõ [65, 75].

Ôîðìóëèðîâêà ñ ó÷åòîì êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ êîñìî-

ëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿ ñ

äèàãîíàëüíûì òåíçîðîì äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ âíåäèàãîíàëü-

íûõ ÷ëåíîâ [48]. Â ñëó÷àå êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ ðàñøè-

ðÿþùèõñÿ (comoving â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå) êîîðäèíàò ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà
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óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà èìååò

âèä:
∂n

∂t
+

1

a
∇ · (nv⃗) = 0

∂nv⃗

∂t
+

1

a
∇ · (nv⃗v⃗) = −1

a
∇Π− n

a2
∇(Φ)−Hnv⃗

∂nW

∂t
+

1

a
∇ · (ρWv⃗) = −1

a
∇ · (Πv⃗)− 1

a2
(n∇(Φ), v⃗)− 2HnW

∂Πξξ

∂t
+

1

a
∇ · (Πξξv⃗) = −2

a
Π∇ · v⃗ − 2HΠξξ

nW =
1

2
nv⃗2 +

Πxx +Πyy +Πzz

2

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πG (n− n0)

ãäå n � ïëîòíîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, n0 � ñðåäííÿ ïëîòíîñòü áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, v⃗ � ñêîðîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, W

� ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, Φ �

ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, Π = (Πxx,Πyy,Πzz) � äèàãîíàëüíûé òåíçîð äèñïåðñèè

ñêîðîñòåé áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, H � ïîñòîÿííàÿ Õàááëà.

2.3.4 Àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû

Â çàäà÷å öåíòðàëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê èñïîëüçóåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ïîòåíöèàëà äëÿ çàäàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû. Çâåçäíûé êîìïîíåíò ãà-

ëàêòèê ìîäåëèðóåòñÿ öåíòðàëüíûì òåëîì ýëëèïñîèäàëüíîé ôîðìû ñ çàäàííîé ìàñ-

ñîé M , äàþùèì âêëàä â îáùåå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà. Ýòîò âêëàä çàäà¼òñÿ àíàëèòè-

÷åñêè:

Φ0(r) =

−M(r2−3)
2

, r ≤ 1,

−M
r
, r > 1.

ãäå r � íîðìèðîâàííîå ðàññòîÿíèå äî öåíòðà çâåçäíîãî êîìïîíåíòà. Èçìåíåíèå ñêî-

ðîñòè çâ¼çäíûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê ïðè ãðàâèòàöèîííîì âçàèìîäåéñòâèè ìàëî. Äëÿ

ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó:

Egrav

Ekin

≈ 0.1

Ïîýòîìó äâèæåíèå çâåçäíîãî êîìïîíåíòà â äàííîé çàäà÷å ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ. Ñòîëêíîâåíèé çâåçä ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó íèìè äîñòàòî÷íî âåëèêè.
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Ðèñ. 10: Ñòîëêíîâåíèå äâóõ âîëí ïëîòíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé,

t = 1.2

2.3.5 Ñðàâíåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíûõ ìîäåëåé

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ âîëí ïëîòíîñòè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè

ìîäåëè: ìîäåëü ÷àñòèö, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ è íå ñòàëêèâàþòñÿ

(ìîäåëü 1); ìîäåëü ãàçîâîé äèíàìèêè ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé (ìîäåëü 2); ìîäåëü, èñ-

ïîëüçóþùóþ ïåðâûå ìîìåíòû óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà (ìîäåëü 3). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå

ïðè îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà ãàçîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñ γ = 3.

Íà ðèñóíêå (10) ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ ìîäåëåé.

Â ñëó÷àå âòîðîé ìîäåëè ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé δ-ôóíêöèþ, ÷òî äåëàåò íåïðè-

ãîäíûì èñïîëüçîâàíèå ýòîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû.

Â ñëó÷àå ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ïåðâûõ ìîìåíòàõ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà ìû âèäèì ðàçëåò âîëí ïîñëå èõ ñòîëêíîâåíèÿ, ÷òî ìîæåò áûòü ðàñøèðå-

íî è íà ñëó÷àé ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê. Äàííûé ôàêò è áûë ïîäòâåðæäåí â ðàáîòå

[150].

2.4 Ìîäåëü ïîäñåòî÷íîé ôèçèêè

Ïîäñåòî÷íàÿ ôèçèêà èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ìîäåëèðîâàíèè àñòðîôèçè÷åñêèõ òå-

÷åíèé. Òàê íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ è íà ìàñøòàáàõ ãàëàêòèê âàæíóþ ðîëü

èãðàåò ïðîöåññ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêò îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ çâåçä, îñîáóþ

ðîëü èãðàåò õèìîêèíåòèêà, à òàêæå ñâÿçàííûå ñ íåé ïðîöåññû îõëàæäåíèÿ è íàãðå-

âàíèÿ. Íà ìàñøòàáàõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ è ìåæçâåçäíîé ñðåäû õèìîêèíåòèêà èã-

ðàåò òàêæå âàæíóþ ðîëü, íî â îòëè÷èå îò êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ, ãäå ðàáîòàåò
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ïåðâîçäàííàÿ (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ïðèìîðäèàëüíàÿ) õèìèÿ, âàæíûì êàòàëè-

çàòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïûëåâàÿ êîìïîíåíòà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùèõ

íàèáîëåå âàæíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ:

1. Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ õèìîêèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

2. Ïðîöåññ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêò îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ çâåçä.

3. Îõëàæäåíèå è íàãðåâàíèå ãàçà.

Äëÿ îïèñàíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâóõôàçíóþ ìîäåëü, îñíîâàííóþ íà óðàâíåíèÿõ

ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè è óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìî-

ìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ äèàãîíàëüíûì òåíçîðîì äèñ-

ïåðñèè ñêîðîñòåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé îäíîñêîðîñòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãàçîâîé

äèíàìèêè â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu⃗) = S − D,

∂ρi
∂t

+∇ · (ρiu⃗) = si + S ρi
ρ
−Dρi

ρ
,

∂ρu⃗

∂t
+∇ · (ρu⃗u⃗) = −∇p− ρ∇(Φ) + v⃗S − u⃗D,

∂ρE

∂t
+∇ · (ρEu⃗) = −∇ · (pv⃗)− (ρ∇(Φ), u⃗)− Λ + Γ + ε

S
ρ
− ε

D
ρ
,

∂ρε

∂t
+∇ · (ρϵu⃗) = −(γ − 1)ρϵ∇ · u⃗− Λ + Γ + ε

S
ρ
− ε

D
ρ
,

ρE =
1

2
ρu⃗2 + ρε,

p = (γ − 1)ρε,

Óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà â ýé-

ëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ èìåþò âèä:

∂n

∂t
+∇ · (nv⃗) = D − S,

∂nv⃗

∂t
+∇ · (nv⃗v⃗) = −∇Π− n∇(Φ) + u⃗D − v⃗S,

∂ρW

∂t
+∇ · (ρWv⃗) = −∇ · (Πv⃗)− (n∇(Φ), v⃗) + ε

D
ρ
− ε

S
ρ
,

∂Πξξ

∂t
+∇ · (Πξξv⃗) = −2Π∇ · u⃗+ ε

D
3ρ

− ε
S
3ρ

,

ρW =
1

2
ρv⃗2 +

Πxx +Πyy +Πzz

2
,
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Óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ îáåèõ ôàç çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∆Φ = 4πG(ρ+ n),

ãäå p � äàâëåíèå ãàçà, ρi � ïëîòíîñòü i-é êîìïîíåíòû ãàçà, si � ñêîðîñòü îáðàçî-

âàíèÿ i-é êîìïîíåíòû ãàçà, ρ =
∑

i ρi � ïëîòíîñòü ãàçîâîé ñìåñè, n � ïëîòíîñòü

áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, u⃗ � ñêîðîñòü ãàçîâîé êîìïîíåíòû, v⃗ � ñêîðîñòü

áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, E � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ãà-

çà,W � ïëîòíîñòü ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, Φ

� ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, ε � ïëîòíîñòü âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà, γ � ýôôåêòèâ-

íûé ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, Π = (Πxx,Πyy,Πzz) � äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà

äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, S � ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ ñâåðõíîâûõ çâåçä, D � ñêîðîñòü çâåç-

äîîáðàçîâàíèÿ, Λ � ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ, Γ � ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ. Äàëåå äåòàëüíî

îïèøåì ïîäñåòî÷íûå ïðîöåññû.

2.4.1 Ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ è íàãðåâàíèÿ

Ãàëàêòè÷åñêèé ãàç, ðàçîãðåòûé çà ñ÷åò ñòîëêíîâåíèÿ äî òåìïåðàòóðû ∼ 104 − 108K

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé îõëàæäåíèÿ [242]:

Λ ≃ 10−22n2
Hcm

−3erg

ãäå nH � êîíöåíòðàöèÿ àòîìàðíîãî âîäîðîäà. Äàëåå ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ (òàêæå

êàê è ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ) áóäåò ñâÿçàíû ñ äðóãèìè ïîäñåòî÷íûìè ïðîöåññàìè.

2.4.2 Òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííàÿ ìîäåëü çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è âçðû-

âà ñâåðõíîâûõ

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ,

ñôîðìóëèðîâàííîå â âèäå [138]:

T < 104K ▽ ·u⃗ < 0 ρ > 1.64
M⊙

pc−3

òîãäà ñêîðîñòü çâåçäîîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå:

D =
dn

dt
= C ρ

τdyn
= Cρ3/2

√
32G

3π

ãäå C = 0.034 � êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ íà ìàñøòàáàõ ãàëàê-

òèê, íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà C = 0.03.
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Ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ ñâåðõíîâûõ çâåçä çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [234]:

S =
dρ

dt
= βC n

τdyn
= βCn3/2

√
32G

3π

ãäå β = 0.1 � êîýôôèöèåíò âçðûâà ìîëîäûõ çâåçä. Ïðè âçðûâå îäíîé çâåçäû ñîëíå÷-

íîé ìàññû âûäåëÿåòñÿ ýíåðãèÿ 1051 ýðã, â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ çà ñ÷åò

âçðûâà ñâåðõíîâûõ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

Γ = 1051
MSN

M⊙
erg

ãäå MSN � ìàññà ñâåðõíîâûõ çâåçä â ëîêàëüíîì îáúåìå.

2.4.3 Ìîäåëü õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

Â ðàìêàõ ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òðè ìîäåëè íà ðàçíûõ

ìàñøòàáàõ: ïðèìîðäèàëüíàÿ õèìîêèíåòèêà íà êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ, ìîäåëü

õèìîêèíåòèêè íà ïûëè ñ ó÷åòîì èîíèçàöèè íà ìàñøòàáàõ ìåæçâåçäíîé ñðåäû, è

àíàëèòè÷åñêóþ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà íà ãàëàêòè÷åñêèõ ìàñ-

øòàáàõ.

Ìîäåëü ïðèìîðäèàëüíîé õèìîêèíåòèêè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü õèìè÷åñêóþ

ýâîëþöèþ îñíîâíûõ ôîðì âîäîðîäà è ãåëèÿ [23, 26, 114]. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçî-

âàòü ñëåäóþùèå 20 õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.

(1) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ H + e −→ H+ + 2e, ñêîðîñòü ðåàêöèè (çäåñü è

äàëåå â ñì3/ñåê) k1 ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6).

(2) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ ñ èçëó÷åíèåìH++e −→ H+γ, ñêîðîñòü ðåàê-

öèè k2 â ñëó÷àå T > 5500K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå

k2 = 3.92× 10−13 × T−0.6353.

(3) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ ñ èçëó÷åíèåì H+e −→ H−+γ, ñêîðîñòü ðåàêöèè

k3 = 6.77× 10−15 × T 0.8779.

(4) Äèññîöèàòèâíîå ïðèñîåäèíåíèå ýëåêòðîíîâH−+H −→ H2+e, ñêîðîñòü ðåàêöèè

k4 â ñëó÷àå T > 1160K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå

k4 = 1.43× 10−9.

(5) Àññîöèàöèÿ ñ èçëó÷åíèåì H + H+ −→ H+
2 + γ, ñêîðîñòü ðåàêöèè â ñëó÷àå

T > 6700K k5 = 5.81×10−16
(

T
56200

)−0.6657×log10(T/56200), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå

k5 = 1.85× 10−23 × T 1.8.
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(6) Ðåêîìáèíàöèÿ âîäîðîäà H+
2 +H −→ H2+H+, ñêîðîñòü ðåàêöèè k6 = 6× 10−10.

(7) Ðåêîìáèíàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà H2 + H+ −→ H+
2 + H, ñêîðîñòü ðåàê-

öèè k7 â ñëó÷àå T > 350K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå

ðåàêöèÿ íå ïðîèñõîäèò.

(8) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ äèññîöèàöèÿ H2 + e −→ 2H + e, ñêîðîñòü ðåàêöèè â ñëó÷àå

T > 350K k8 = 5.6×10−11×
√
T×exp−102124/T , ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå ðåàêöèÿ

íå ïðîèñõîäèò.

(9) Ïåðâàÿ ðåàêöèÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî îòäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ H− + e −→ H + 2e,

ñêîðîñòü ðåàêöèè k9 â ñëó÷àå T > 45K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé

òåìïåðàòóðå ðåàêöèÿ íå ïðîèñõîäèò.

(10) Âòîðàÿ ðåàêöèÿ ñòîëêíîâèòåëüíîãî îòäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ H− +H −→ 2H + e,

ñêîðîñòü ðåàêöèè k10 â ñëó÷àå T > 45K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé

òåìïåðàòóðå k10 = 2.56× 10−9 × T 1.78186.

(11) Íåéòðàëèçàöèÿ H−+H+ −→ 2H+γ, ñêîðîñòü ðåàêöèè k11 = 6.5×10−9×T−1/2.

(12) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ àññîöèàöèÿ H− + H+ −→ H+
2 + e, ñêîðîñòü ðåàêöèè k12 =

10−8 × T−0.4.

(13) Äèññîöèàòèâíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ H+
2 +e −→ 2H+γ, ñêîðîñòü ðåàêöèè ïðè òåìïå-

ðàòóðå T > 617K k13 = 1.32×10−6×T−0.76, ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå k13 = 10−8.

(14) Ìîëåêóëÿðíàÿ íåéòðàëèçàöèÿ H+
2 + H− −→ H + H2, ñêîðîñòü ðåàêöèè k14 =

5× 10−7 (100× T )−0.5.

(15) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîëåêóëÿðíàÿ àññîöèàöèÿ 3H −→ H2+H, ñêîðîñòü ðåàêöèè

ïðè òåìïåðàòóðå T > 300K k15 = 1.3 × 10−32(T/300)−1, ïðè ìåíüøåé òåìïåðà-

òóðå k15 = 1.3× 10−32(T/300)−0.38.

(16) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîëåêóëÿðíàÿ äèññîöèàöèÿ H2 +H −→ 3H, ñêîðîñòü ðåàê-

öèè k16 = 5× 10−7 (100T )−0.5 1.0671×10−10×T 2.012

exp4.463/T (1+0.2472×T )3.512
.

(17) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ He + e −→ He+ + 2e, ñêîðîñòü ðåàêöèè k17 â

ñëó÷àå T > 900K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå ðåàêöèÿ

íå ïðîèñõîäèò.
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(18) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ ñ èçëó÷åíèåì He+ + e −→ He + γ, ñêîðîñòü

ðåàêöèè ïðè òåìïåðàòóðå T > 900K k18 = 3.92× 10−12 × T−0.6353 +1.54× 10−9 ×

T−1.5
1+ 0.3

e8.0993/T

e40.4966/T
, ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå k18 = 3.92× 10−13T−0.6353.

(19) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ He+ + e −→ He++ + 2e, ñêîðîñòü ðåàêöèè k19 â

ñëó÷àå T > 900K ïðèâåäåíà â òàáëèöå (6), ïðè ìåíüøåé òåìïåðàòóðå ðåàêöèÿ

íå ïðîèñõîäèò.

(20) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ ìîëåêóëÿðíàÿ äèññîöèàöèÿ He++ + e −→ He+ + γ, ñêîðîñòü

ðåàêöèè k20 = 3.36× 10−10 × T−0.5 (T/1000)−0.2

1+(T/106)0.7

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ áóäóò èñïîëüçîâàíû êëàññè÷åñêèå íà÷àëüíûå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ âî Âñåëåííîé [114].

Ôóíêöèè îõëàæäåíèÿ (çäåñü è äàëåå â ýðã ñì−3 ñ−1 [23, 26, 114]) äëÿ ñòîëêíîâè-

òåëüíûõ ðåàêöèé:

Qcol
1 = 7.50× 10−19

(
1 +

√
T/105

)−1

exp−118349/T ×nenH

Qcol
2 = 9.10× 10−27

(
1 +

√
T/105

)−1

T−0.1687 exp−13179/T ×n2
enHe

Qcol
3 = 5.54× 10−17

(
1 +

√
T/105

)−1

T−0.397 exp−473638/T ×nenHe+

äëÿ ðåàêöèé èîíèçàöèè:

Qion
1 = 2×10−11×k1nenH Qion

2 = 4×10−11×k17nenHe Qion
3 = 9×10−11×k19nenHe+

Qion
4 = 5× 10−27

(
1 +

√
T/105

)−1

T−0.1687 exp−55338/T ×n2
enHe+

äëÿ ðåàêöèé ðåêîìáèíàöèé:

Qrec
1 = 8.71× 10−27(T/1000)−0.2

(
1 +

(
T/106

)0.7)−1

× nenH+

Qrec
2 = 1.55× 10−26T 0.3647 × nenHe+

Qrec
3 = 1.24× 10−13T−1.5

(
1 + 0.3 exp−94000/T

)
exp−94000/T ×nenHe+

Qrec
4 = 3.48× 10−26

√
T (T/1000)−0.2

(
1 +

(
T/106

)0.7)−1

× nenHe++

ãäå nH � êîíöåíòðàöèÿ àòîìàðíîãî âîäîðîäà, nHe � àòîìàðíîãî ãåëèÿ, ne � ýëåê-

òðîíîâ, nH2 � ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà, nH+ � èîíèçèðîâàííîãî âîäîðîäà, nHe+ �

èîíèçèðîâàííîãî ãåëèÿ, nHe++ � äâàæäû èîíèçèðîâàííîãî ãåëèÿ. Ñêîðîñòè õèìè÷å-

ñêèõ ðåàêöèé áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå k = exp
∑8

i=0 Ai×logi(T ). Êîýôôèöèåíòû Ai äëÿ

ðåàêöèé çàïèøåì â òàáëèöå (6).
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� k1 k2 k4 k7 k9 k10 k17 k19

A0 -32.71 -28.61 -20.07 -24.24 -18.01 -20.37 -44.09 -68.71

A1 13.53 -7.24(1) 2.28(1) 3.40 2.36 1.13 23.91 43.93

A2 -5.73 -2.02(2) 3.59(2) -3.89 -2.82(1) -1.42(1) -10.75 -18.48

A3 1.56 -2.38(3) -4.55(3) 2.04 1.62(2) 8.46(3) 3.05 4.71

A4 -0.28 -3.21(4) -3.10(4) -5.41(1) -3.36(2) -1.43(3) -5.68(1) -7.69(1)

A5 3.48(2) 1.42(5) 1.07(5) 8.41(2) 1.17(2) 2.01(4) 6.79(2) 8.11(2)

A6 -2.63(3) 4.98(6) -8.36(6) -7.87(3) -1.65(3) 8.66(5) -5.01(3) -5.32(3)

A7 1.12(4) 5.75(7) 2.23(7) 4.13(4) 1.06(4) -2.58(5) 2.06(4) 1.97(4)

A8 -2.04(6) -1.85(8) 0 -9.36(6) -2.63(8) 2.45(8) -3.64(6) -3.16(6)

Òàáëèöà 6: Êîýôôèöèåíòû ñêîðîñòåé ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé â ôîðìå A(N) = A×10−N

Ìîäåëü õèìîêèíåòèêè âîäîðîäà íà ïûëè. Äëÿ îïèñàíèÿ õèìîêèíåòèêè âîäî-

ðîäà íà ïûëè áûëè ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âîñåìü ðåàêöèé, êîòîðûå áûëè èñïîëü-

çîâàíû òàêæå â ðàáîòå [108].

(1) Îáðàçîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà [124]:

H +H + grain → H2 + grain

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k1 è èíèöèèðóåò íàãðåâàíèå Γ1.

(2) Ïåðâàÿ ðåàêöèÿ äèññîöèàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà [159]:

H2 +H → 3H

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k2 è èíèöèèðóåò íàãðåâàíèå Λ2.

(3) Âòîðàÿ ðåàêöèÿ äèññîöèàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà [164]:

H2 +H2 → 2H +H2

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k3 è èíèöèèðóåò îõëàæäåíèå Λ3.

(4) Ôîòîäèññîöèàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà [108]:

H2 + γ → 2H

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k4 è èíèöèèðóåò íàãðåâàíèå Γ4.
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(5) Èîíèçàöèÿ êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè [108]:

H + c.r. → H+ + e

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k5 è èíèöèèðóåò íàãðåâàíèå Γ5.

(6) Ñòîëêíîâèòåëüíàÿ èîíèçàöèÿ [23]:

H + e → H+ + 2e

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k6 è èíèöèèðóåò îõëàæäåíèå Λ6.

(7) Èçëó÷àòåëüíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ [95]:

H+ + e → H + γ

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k7 è èíèöèèðóåò îõëàæäåíèå Λ7.

(8) Ðåêîìáèíàöèè íà ïûëè [270]:

H+ + e+ grain → H + grain

êîòîðàÿ ïðîõîäèò ñî ñêîðîñòüþ k8 è èíèöèèðóåò îõëàæäåíèå Λ8.

Ñêîðîñòè ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé, à òàêæå àññîöèèðîâàííûå ñ íèìè ôóíêöèè îõëà-

æäåíèÿ/íàãðåâàíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä. Ñêîðîñòü ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ ìîëåêó-

ëÿðíîãî âîäîðîäà â (cm3s−1) è äàëåå:

k1 =
3× 10−17

√
T/100× n/nH

1 + 0.4
√
T/100 + 0.2(T/100) + 0.08(T/100)2

ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ â (ergs× cm−3s−1) è äàëåå:

Γ1 = 7.2× 10−12 nH2/n

1 + 4−0.416x−0.327x2

n

ãäå x = log(T/104).

Ñêîðîñòü ïåðâîé ðåàêöèè äèññîöèàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà:

k2 =

 6.11× 10−14 exp (−2.93× 104/T ) T > 7390

2.67× 10−15 exp (−(6750/T )2) T ≤ 7390

ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ:

Λ2 = nH2

LH

1 + LH/LL
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ãäå

LH =

 3.9× 10−19 exp (−6118/T ) T > 1087

10−19.24+0.474x−1.247x2
T ≤ 1087

LL =
(
n0.77
H2

+ 1.2n0.77
H

)
×

 1.38× 10−22 exp (−9243/T ) T > 4031

10−22.9−0.553x−1.148x2
T ≤ 4031

ãäå x = log(T/104).

Ñêîðîñòü âòîðîé ðåàêöèè äèññîöèàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà:

k3 =

 5.22× 10−14 exp (−3.22104/T ) T > 7291

3.17× 10−15 exp (−(4060/T )− (7500/T )2) T ≤ 7291

ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ

Λ3 = nH2

LH

1 + LH/LL

ãäå

LH = 1.1× 10−13 exp (−6744/T )

LL = 8.18× 10−13 (nHkH + nH2kH2)

ãäå

kH2 = 6.29× 10−15 × 1.38× f(T )/f(4500)

ãäå f(T ) =
√
Tα expα, α = 1 + (kT )−1, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà.

Ñêîðîñòü ðåàêöèè ôîòîäèññîöèàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà :

k4 = ξdiss(0)fshield(NH2)fdust(AV )

ãäå âñå êîìïîíåíòû áóäóò ðàññìîòðåíû â àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè îáðàçîâàíèÿ ìîëå-

êóëÿðíîãî âîäîðîäà, ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ

Γ4 = 6.4× 10−13 × k4 nH2

Ñêîðîñòü ðåàêöèè èîíèçàöèè êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè:

k5 = 6× 10−18nH2

ôóíêöèÿ íàãðåâàíèÿ

Γ5 = 1.92× 10−28n

Ñêîðîñòü ðåàêöèè ñòîëêíîâèòåëüíîé èîíèçàöèè:

k6 = exp
(
−32.7 + 13.5 log(T )− 5.7 log2(T ) + 1.5 log3(T )− 0.3 log4(T )
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+3.4(−2) log5(T )− 2.6(−3) log6(T ) + 1.1(−4) log7(T )− 2.1(−6) log8(T )
)

ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ

Λ6 = 2.18× 10−11k6

Ñêîðîñòü ðåàêöèè èçëó÷àòåëüíîé ðåêîìáèíàöèè:

k7 = 10
−10.78+4.68x−0.87x2+0.08x3−3.87(−3)x4

1−0.38x+0.06x2−5.1(−3)x3+2.4(−4)x4

ãäå ôóíêöèÿ x = log(T ) è ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ

Λ7 = 4.65× 10−30 × T 0.94 ×
(
exp(−0.75× 10−20(NH +NH2))

√
t

ne

)0.74/T 0.068

Ñêîðîñòü ðåàêöèè ðåêîìáèíàöèè íà ïûëè:

k8 =
12.25× 10−14

1 + 8.074(−6)× 102.756 (1 + 5.087(2)× T 1.586(−2)10−1.8892−4.4(−5)log(T ))

ôóíêöèÿ îõëàæäåíèÿ

Λ8 = 5.7× 10−26 ×
(
T/104

)0.8
Àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà. Ìîëåêóëû

âîäîðîäà â ìåæãàëàêòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ôîðìèðóþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö è

äèññîöèèðóþò êîñìè÷åñêèì èçëó÷åíèåì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ãàçà ïðîïîð-

öèîíàëüíà ïëîòíîñòè ÷àñòèö èç-çà õîðîøåãî ïåðåìåøèâàíèÿ ÷àñòèö è ãàçà â íàøåé

ìîäåëè, êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíè-

åì [53]:
dnH2

dt
= Rgr(T )nH(nH + 2nH2)− (ξH + ξdiss(NH2 , AV ))nH2 ,

ãäå nH2 è nH � êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî è àòîìàðíîãî âîäîðîäà,NH2 � ñòîëáöåâàÿ

ïëîòíîñòü ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà, ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà

íû ïûëè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé [247]:

Rgr(T ) = 2.2× 10−18S
√
Ts−1

ãäå S = 0.3 � ýôôåêòèâíîñòü îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà íà ïûëè [71],

ñêîðîñòü èîíèçàöèè âîäîðîäà çà ñ÷åò êîñìè÷åñêèõ ëó÷åé çàäàåòñÿ ôóíêöèåé [52, 69]:

ξH = 6× 10−18s−1

ãäå Av � ïîãàøåíèå [252]. Ñêîðîñòü ôîòîäèññîöèàöèè ξdiss(NH2 , AV ) çàïèñûâàåòñÿ â

âèäå [86]:

ξdiss(NH2 , AV ) = ξdiss(0)fshield(N(H2))fdust(AV ),
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ãäå

ξdiss(0) = 3.3× 1.7× 10−11s−1

íåýêðàíèðîâàííàÿ ñêîðîñòü ôîòîäèññîöèàöèè [85],

fdust(AV ) = exp(−τd,1000(AV ))

ñêîðîñòü àáñîðáöèè íà ïûëè [86], ãäå

τd,1000(AV ) = 3.74AV = 10−21 (N(H) +N(H2))

îïòè÷åñêàÿ ãëóáèíà íà ÷àñòèöàõ ïûëè íà äëèíå âîëíû λ = 1000 �A, ãäå N(H) è N(H2)

� ñòîëáöåâûå ïëîòíîñòè. Ôóíêöèÿ êîýôôèöèåíòà ñàìîçàùèòû ìîæíî àïïðîêñèìèðî-

âàòü[86]:

fshield(N(H2)) =
0.965

(1 + x/b5)2
+

0.035√
1 + x

exp
(
−8.5× 10−4

√
1 + x

)
,

ãäå

x = N(H2)/5× 1010m2

b5 = b/107 ì/ñåê, ãäå b � ïàðàìåòð Äîïïëåðîâñêîãî ðàñøèðåíèÿ.

Îáîçíà÷èâ êîíöåíòðàöèþ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà çà u êèíåòèêó ìîëåêóëÿðíîãî

âîäîðîäà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

du/dt = Rgr(T )(M − u)M − (ξH + ξdiss)u

ãäå M � ñóììàðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà â ÿ÷åéêå.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà â ÿ÷åé-

êå çà ôèêñèðîâàííûé øàã ïî âðåìåíè. Ïóñòü íàì èçâåñòíûM = ρ△x3 � áåçðàçìåðíàÿ

ìàññà âîäîðîäà â ÿ÷åéêå, p � áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè, ρ � áåçðàçìåðíîå çíà-

÷åíèå ïëîòíîñòè è m � íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà â ÿ÷åéêå.

Òîãäà îáîçíà÷èâ:

α = Rgr(T ) + ξH + ξdiss

β = Rgr(T )M
2

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

du/dt = −αu+ β, u(0) = m

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà:

u(t) =

(
m− β

α

)
exp(−αt) +

β

α
.

ïðè æåëàíèè ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî [140].
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2.4.4 Èñïîëüçîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû

Ýôôåêòèâíûé ïîêàçàòåëü àäèàáàòû áóäåì íàõîäèòü èç óðàâíåíèÿ [114]:

γ =
5nH + 5nHe + 5ne + 7nH2

3nH + 3nHe + 3ne + 5nH2

ãäå nH � êîíöåíòðàöèÿ àòîìàðíîãî âîäîðîäà, nHe � àòîìàðíîãî ãåëèÿ, ne � ýëåêòðî-

íîâ, nH2 � ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà.
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2.5 Âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû è ñôîðìóëèðîâàíû ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-

ëè ãàçîâûõ îáúåêòîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, â êà÷åñòâå êîòî-

ðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ àñòðîíîìè÷åñêèå îáúåêòû. Äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ìíîãîêîìïîíåíòíîé îäíî-

ñêîðîñòíîé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Ìîäåëü ñîñòîèò èç ïåðåîïðåäåëåííîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, äîïîëíåííûõ óðàâíåíèåì Ïóàññîíà äëÿ ãðàâè-

òàöèîííîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçóþòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ

ñèñòåìà óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé îäíîñêîðîñòíîé ãðàâèòàöèîííîé ìàãíèòíîé

ãàçîâîé äèíàìèêè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ èñïîëüçó-

åòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà. Èñïîëüçîâàíèå îäíîñêîðîñòíîé ìîäåëè äëÿ ìíîãîêîìïîíåíò-

íîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñðåäû ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷åñòü õèìîêèíåòèêó

â àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåí-

òû íà êîñìîëîãè÷åñêèõ è ãàëàêòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ äëÿ

ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Èñïîëüçîâàíèå òà-

êîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü

òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêòà îò

âçðûâà ñâåðõíîâîé, ÷òî íåâîçìîæíî ñäåëàòü â ìîäåëè N-òåë, à òàêæå èñïîëüçîâàòü

åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïîäõîä ê ÷èñëåííîìó ðàçðåøåíèþ òàêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

ìîäåëåé, ÷òî ïåðñïåêòèâíî â êîíòåêñòå èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ñèñòåì. Äëÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü N-òåë. Ïðîâåäåíî

ñðàâíåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíûõ ìîäåëåé íà îäíîìåðíîé çàäà÷å ñòîëêíîâåíèÿ âîëí.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèÿõ äëÿ ïåðâûõ ìî-

ìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, ïîâåäåíèå âîëí ñîîòâåòñòâóþò

áåññòîëêíîâèòåëüíîé ïðèðîäå, ÷òî íå íàáëþäàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ãàçîäèíàìè÷å-

ñêîé ìîäåëè ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé, â êîòîðîé ðåøåíèå âûðàæäàåòñÿ â δ-ôóíêöèþ.

Íåñìîòðÿ íà òàêîå ìíîãîîáðàçèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âî âòîðîé ãëàâå íàñòîÿùåé

ðàáîòû áûë ñôîðìóëèðîâàí åäèíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ äèíàìèêè àñòðîíîìè÷åñêèõ

îáúåêòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáîâ.
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3 ×èñëåííûå ñõåìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ

ãðàâèòàöèîííîé ãèäðîäèíàìèêè

Â ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ, èìåþùèõ äâå èëè áîëåå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ,

èñïîëüçîâàíèå ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàò âñòðå÷àåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàí-

íûå ñ íàëè÷èåì îáëàñòåé ïëîõîãî îïðåäåëåíèÿ è íåîäíîçíà÷íîñòüþ ðàñ÷¼òíîé ñåòêè.

Â çàäà÷àõ, ãäå ïîÿâëÿþòñÿ áîëüøèå äåôîðìàöèè è áîëüøèå îòíîñèòåëüíûå ïåðåìå-

ùåíèÿ ãàçà ïðè âîçíèêíîâåíèè òóðáóëåíòíîñòè, èìååò ìåñòî çíà÷èòåëüíîå èñêàæåíèå

ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Â òàêîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ çàòðóäíèòåëüíûìè è íåòî÷-

íûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä

äëÿ ðåøåíèÿ â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, ìàãíèòíîé ãà-

çîâîé äèíàìèêè è óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà.

Ìåòîä êðóïíûõ ÷àñòèö (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ Fluid-In-Cells ìå-

òîä) äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñíîâàí íà ìåòîäå Õàðëîó, êîòîðûé

ñî÷åòàåò â ñåáå ïðåèìóùåñòâà êàê ëàãðàíæåâà, òàê è ýéëåðîâà ïîäõîäîâ. Îáëàñòü ðå-

øåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íåïîäâèæíîé (ýéëåðîâîé) ðàñ÷åòíîé ñåòêîé, ãäå ñïëîøíàÿ ñðåäà

òðàêòóåòñÿ äèñêðåòíîé ìîäåëüþ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñëîæíûå ÿâëå-

íèÿ â äèíàìèêå ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåä, ÷àñòèöû ïîçâîëÿþò õîðîøî îòñëåæèâàòü

ñâîáîäíûå ïîâåðõíîñòè è ëèíèè ðàçäåëà ñðåä, âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçðûâîâ è ò.ï. Ôàê-

òè÷åñêè ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ðàñùåïëåíèÿ ïî

ïðîöåññàì ðàáîòû ñèë è àäâåêòèâíîãî ïåðåíîñà è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êàæäîãî èç

ýòàïîâ ðàçäåëüíî. Â êëàññè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òàêîé ïîäõîä èìåíóþò êàê �ìåòîä ðàç-

äåëåíèÿ îïåðàòîðîâ� (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå operator splitting approach). Èìåííî

â òàêîé ðåäàêöèè â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïîñòðîåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3.1 Ìåòîä ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â

ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ

Â îñíîâå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ ëåæèò ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì

ïðîöåññàì. Ìåòîä ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: ýéëåðîâ, íà êîòîðîì ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè áåç àäâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ è ëàãðàíæåâ, íà êîòîðîì ïðîèñ-

õîäèò àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Ôîðìàëüíî òàêîå ðàçäåëå-
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íèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∂U
∂t

+∇ · (U u⃗) = F (U ,∇U)

ãäå U � âåêòîð ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ, F � ðàáîòà ïîëÿ ñèë,

u⃗ � âåêòîð ñêîðîñòè. Òàêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì è ðàñùåïëÿåòñÿ íà

äâà ýòàïà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå îñòàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ýéëåðîâ ýòàï:

∂U
∂t

= F (U ,∇U)

ëàãðàíæåâ ýòàï:
∂U
∂t

+∇ · (U u⃗) = 0

Ââåäåì â òðåõìåðíîé îáëàñòè ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó ñ ÿ÷åé-

êàìè xi = ihx, i = 1, .., Imax, yk = khy, k = 1, .., Kmax, zl = lhz, l = 1, .., Lmax, ãäå hx,

hy, hz - øàãè ñåòêè, Imax, Kmax, Lmax - êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè ïî íàïðàâëåíèÿì x,

y, z: hx = xmax/Imax, hy = ymax/Kmax, hz = zmax/Lmax. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè

ïåðåéäåì îò ôóíêöèé ñ íåïðåðûâíûìè àðãóìåíòàìè ê äèñêðåòíûì íàáîðàì ÷èñåë,

èõ çàìåíÿþùèõ U = Un
ikl

(
xi+1/2, yk+1/2, zl+1/2

)
. Äëÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå

èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà âèäà:

Un+1/2
ikl − Un

ikl

τ
=

F x
i+1/2,kl − F x

i−1/2,kl

hx

+
F x
i,k+1/2,l − F x

i,k−1/2,l

hy

+
F x
ik,l+1/2 − F x

ik,l−1/2

hz

ãäå F � ïîòîê âåêòîðà ñèë. Äëÿ óðàâíåíèé íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå èñïîëüçóåòñÿ ÷èñ-

ëåííàÿ ñõåìà âèäà:

Un+1
ikl − Un+1/2

ikl

τ
+

Gx
i+1/2,kl −Gx

i−1/2,kl

hx

+
Gx

i,k+1/2,l −Gx
i,k−1/2,l

hy

+
Gx

ik,l+1/2 −Gx
ik,l−1/2

hz

= 0

ãäå G � ïîòîê âåêòîðà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí U ñî ñêîðîñòüþ u⃗. Äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ïîòîêîâ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîä Ãîäóíîâñêîãî òèïà.

3.1.1 Ýéëåðîâ ýòàï ìåòîäà äëÿ óðàâíåíèé â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ

Ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå. Äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ ïîòîêîâ F n
i±1/2,k±1/2,l±1/2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûé âàðèàíò óðàâíåíèé

ýéëåðîâà ýòàïà, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

∂U
∂t

= F
(
U , ∂U

∂x

)
Ëèíåàðèçóåì ýòî óðàâíåíèå:

∂U
∂t

+ B∂U
∂x

= 0
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ãäå B = −∂F/∂U . Äàëåå ðàññìîòðèì èíòåðôåéñ ìåæäó ëåâîé L è ïðàâîé R ÿ÷åéêàìè,

â êîòîðûõ çàäàíû êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè. Èñïîëüçóÿ ýòè çíà÷åíèÿ, îïðåäåëèì

ìàòðèöó B. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ ýòîé

ìàòðèöû, äàëåå ïðè îïèñàíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå êàæäîãî âèäà

óðàâíåíèé îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíî.

Òàê êàê ñèñòåìà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, òî ìàòðèöó B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàç-

ëîæåíèÿ ïî ëåâûì L è ïðàâûì R ñîáñòâåííûì âåêòîðàì, ãäå LR = RL = I:

B = RΛL

Ñ ó÷åòîì òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

∂U
∂t

+RΛL∂U
∂x

= 0

Äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñëåâà íà ìàòðèöó L è ïðîèçâåäÿ çàìåíó W = LU ,

ïîëó÷èì íàáîð óðàâíåíèé ïåðåíîñà âèäà:

∂W
∂t

+ Λ
∂W
∂x

= 0

Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå òîëüêî íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè íà íåêîòîðîì øàãå

τ , êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ êàê:

W i(τ) = W i
0(−τλi) =

 W i,L
0 , λi < 0

W i,R
0 , λi > 0

ãäå λi � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû B, à íóëåâûì èíäåêñîì îáîçíà÷åíî íà÷àëüíîå

óñëîâèå. Ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó U = RW ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ F n
i±1/2,k±1/2,l±1/2 ÷åðåç ãðàíèöû.

Èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà ëîêàëüíîì øàáëîíå

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ

äëÿ çàäà÷è Ðèìàíà ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíîå, ÷åì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå

ðåøåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëî èñïîëüçîâàíî êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîå ðåøåíèå.

Òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîì ìåòîäå íà ëîêàëüíîì øàáëîíå

[205, 206]. Îñíîâíûì ýëåìåíòîì ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïàðàáîëû. Äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè áóäåì êîíñòðóèðîâàòü êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðîèçâîëüíîãî

ïàðàìåòðà q(x) íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå ñ øàãîì h, íà èíòåðâàëå [xi−1/2, xi+1/2]. Â îáùåì

âèäå ïàðàáîëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê:

q(x) = qLi + ξ
(
△qi + q

(6)
i (1− ξ)

)
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ãäå qi � çíà÷åíèå â öåíòðå ÿ÷åéêè, ξ = (x − xi−1/2)h
−1, △qi = qLi − qRi è q

(6)
i = 6(qi −

1/2(qLi + qRi )) ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ êîíñåðâàòèâíîñòè, òî åñòü:

qi = h−1

∫ xi+1/2

xi−1/2

q(x)dx

Ïðèâåäåì ïîäðîáíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîëû è ïàðàìåòðîâ qRi , q
L
i , △qi, q

6
i .

Äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ çíà÷åíèé qRi = qLi+1 = qi+1/2 áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåðïîëÿöè-

îííóþ ôóíêöèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δqi+1 − δqi)

ãäå δqi = 1/2(qi+1 − qi−1). Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîé ïàðàáî-

ëû. Íà âõîä àëãîðèòìà ïîäàþòñÿ çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ÿ÷ååê qi. Íà âûõîäå àëãîðèòìà

îïðåäåëÿþòñÿ âñå ïàðàìåòðû êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé íà âñåõ èíòåðâàëàõ

[xi−1/2, xi+1/2].

Øàã 1. Íà ïåðâîì øàãå ìû êîíñòðóèðóåì çíà÷åíèÿ δqi = 1/2(qi+1 − qi−1). Äëÿ

ýòîãî íàì íåîáõîäèìî çíàíèå òîëüêî ñîñåäíèõ ÿ÷ååê qi+1, qi−1. Äëÿ èçáåæàíèÿ ýêñ-

òðåìóìîâ ôóíêöèé èñïîëüçóåì ìîäèôèêàöèþ ïîñëåäíåé ôîðìóëû äëÿ δqi â âèäå:

δmqi =


min(|δqi|, 2|qi+1 − qi|, 2|qi − qi−1|)sign(δqi),

(qi+1 − qi)(qi − qi−1) > 0

0, (qi+1 − qi)(qi − qi−1) ≤ 0

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà àðõèòåêòóðàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ìû

äîëæíû ñäåëàòü îáìåíû îäíîãî ñëîÿ ïåðåêðûòèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñðåäñòâàìè MPI.

Ïîñëå ÷åãî ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿíòà ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè:

qRi = qLi+1 = qi+1/2 = 1/2(qi + qi+1)− 1/6(δmqi+1 − δmqi)

Øàã 2. Íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà ìû íà÷èíàåì êîíñòðóèðîâàòü ñàìó ëîêàëüíóþ

ïàðàáîëó ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:

△qi = qLi − qRi q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi ))

Â ñëó÷àå íåìîíîòîííîñòè ëîêàëüíîé ïàðàáîëû (òàêîå èìååò ìåñòî íà ðàçðûâàõ) ìû

ïåðåñòðàèâàåì çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöàõ qLi , q
R
i ïî ôîðìóëàì:

qLi = qi, q
R
i = qi, (q

L
i − qi)(qi − qRi ) ≤ 0
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qLi = 3qi − 2qRi ,△qiq
(6)
i > (△qi)

2

qRi = 3qi − 2qLi ,△qiq
(6)
i < −(△qi)

2

Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ìîíîòîííîñòè.

Øàã 3. Íà òðåòüåì øàãå ïåðåñòðîèì ïàðàìåòðû ïàðàáîëû ñ ó÷åòîì íîâûõ çíà-

÷åíèé íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê:

△qi = qLi − qRi

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi ))

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïàðàáîëû ìîãóò èìåòü ðàçðûâ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê, ÷òî â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà (PPM) ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ ïàðàáîë. Â íàøåì ñëó÷àå ëîêàëüíûå

ïàðàáîëû èñïîëüçóþòñÿ êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü çàäà÷è Ðèìàíà.

Øàã 4. Íà ÷åòâåðòîì øàãå ïðîèñõîäèò äîïîëíèòåëüíàÿ ìîíîòîíèçàöèÿ ïàðàáî-

ëû. Åñëè ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ðàçðûâà ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè, òîãäà ââîäÿòñÿ

äîïîëíèòåëüíûé ïîäïðàâêè â ïàðàáîëó:

qL,+i = qi −
1

4
δmqi qR,+

i = qi +
1

4
δmqi

Ââîäèì äîïîëíèòåëüíûé êðèòåðèé

η = −h2 δ
2
mqi+1 − δ2mqi−1

qi+1 − qi−1

Â ñëó÷àå åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

|qi+1 − qi−1| −
min(|qi+1|, |qi−1|, |qi+1|+ |qi−1|)

100
≤ 0

qi+1qi−1 > 0

çíà÷åíèé êðèòåðèÿ η îáíóëÿåòñÿ. Âåñ, ñ êîòîðûì áóäåò áðàòüñÿ â ðàñ÷åòíóþ ñõåìó

çíà÷åíèÿ qL,+i è qR,+
i îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

} = max(min(20(η − 0.05), 1), 0)

Èòîãîâûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ íà ãðàíèöå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

qL,FINAL
i = (1− })qL,+i + }qLi

qR,FINAL
i = (1− })qR,+

i + }qRi

Ïîñëåäíèå äâà çíà÷åíèÿ è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí qLi è qRi . Òàêàÿ

äîïîëíèòåëüíàÿ ìîíîòîíèçàöèÿ ïðîâîäèòñÿ äëÿ âñåõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí â
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îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ïðîöåäóðû â ðàáîòå [76], à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäî-

áðàíû íåñêîëüêî èíûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà ðåøåíèÿ â îòëè÷èå îò îðèãè-

íàëüíîé ðàáîòû.

Øàã 5. Íà ïÿòîì øàãå ïðîèñõîäèò ôèíàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà ïàðàáîëû ñ ó÷åòîì

íîâûõ çíà÷åíèé íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê:

△qi = qLi − qRi

q
(6)
i = 6(qi − 1/2(qLi + qRi ))

Â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíàÿ ïàðàáîëà â êàæäîé ÿ÷åéêå [xi−1/2, xi+1/2] ïîëó÷åíà. Îòìåòèì,

÷òî ìîíîòîíèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîèñõîäèò òîëüêî íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ëî-

êàëüíîé ïàðàáîëû, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà íà êàæäîì

ýòàïå.

Íàñ èíòåðåñóåò ðåøåíèå òîëüêî íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè íà íåêîòîðîì

øàãå τ , êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ êàê:

W i(τλi) = W i
0(−τλi) =

 qRi − λiτ
2h

(
△qi − q6i

(
1− 2λiτ

3h

))
, λi < 0

qLi + λiτ
2h

(
△qi + q6i

(
1− 2λiτ

3h

))
, λi > 0

ãäå λi � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû B, à íóëåâûì èíäåêñîì îáîçíà÷åíî íà÷àëüíîå

óñëîâèå. Ïðîèçâåäÿ îáðàòíóþ çàìåíó U = RW ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ

îïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ F n
i±1/2,k±1/2,l±1/2 ÷åðåç ãðàíèöû.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà

ýéëåðîâîì ýòàïå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâ-

íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà ýéëåðîâîì ýòàïå áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíóþ çàïèñü

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìå.

∂

∂t


ρ

u

p

+


u ρ 0

0 u ρ−1

0 γp u

 ∂

∂x


ρ

u

p

 = 0

Â êà÷åñòâå íåêîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ âûáðàí âåêòîð (ρ, u, p). Äëÿ îïðåäåëåí-

íîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâå ñîñåäíèå ÿ÷åéêè, äëÿ ãðàíèöû ìåæäó êîòîðûìè è

ôîðìóëèðóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà. Äëÿ çàïèñè íåêîíñåðâàòèâíîé ôîðìû óðàâ-

íåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü àäâåêòèâ-

íûå ÷ëåíû. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ðåäóöèðóåòñÿ â ñëåäóþùóþ ôîðìó:

∂

∂t

 u

p

+

 0 ρ−1

γp 0

 ∂

∂x

 u

p

 = 0
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Óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ñîäåðæèò òîëüêî àäâåêòèâíûé ÷ëåí, ïîýòîìó îíî èñêëþ-

÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó òèïà Ãîäóíîâà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñèñòåìó â âèäå:

∂v

∂t
+B

∂v

∂x
= 0

ãäå âåêòîð v =

 u

p

, à ìàòðèöà B çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

B =

 0 ρ̂−1

γp̂ 0


ãäå ρ̂ è p̂ îñðåäíåííûå íà ãðàíèöó ìåæäó ÿ÷åéêàìè (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå � èí-

òåðôåéñ ìåæäó ÿ÷åéêàìè) çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ. ×óòü ïîçæå áóäåò îïèñàíî

ñïîñîá òàêîãî îñðåäíåíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ òàêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ìàòðèöó

B ïðåäñòàâèì â âèäå B = R × Λ × L, ãäå R è L � ïðàâûå è ëåâûå ñîáñòâåííûå âåê-

òîðà ìàòðèöû B, à ìàòðèöà Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ìàòðèöû B. Â ñëó÷àå ìàòðèöû 2 × 2 ìàòðèöû R, L è Λ ìîæíî âûïèñàòü

äîñòàòî÷íî ëåãêî:

R =

 1√
1+γp̂ρ̂

1√
1+γp̂ρ̂

ρ̂
√

γp̂/ρ̂√
1+γp̂ρ̂

− ρ̂
√

γp̂/ρ̂√
1+γp̂ρ̂



L =

 ρ̂(ρ̂−1+γp̂)
2
√

1+γp̂ρ̂

(ρ̂−1+γp̂)
2
√

1+γp̂ρ̂
√

γp̂/ρ̂

ρ̂(ρ̂−1+γp̂)
2
√

1+γp̂ρ̂
− (ρ̂−1+γp̂)

2
√

1+γp̂ρ̂
√

γp̂/ρ̂


Λ =

 √
γp̂/ρ̂ 0

0 −
√
γp̂/ρ̂


Äîìíîæèâ âåêòîðíóþ çàïèñü óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå ñëåâà íà ìàòðèöó L:

L
∂v

∂t
+ L×R× Λ× L

∂v

∂x
= 0

è ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ L×R = R×L = I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàò-

ðèöà, è ïðîèçâåäÿ çàìåíó w = Lv, ïîñëåäíþþ ñèñòåìó óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå:
∂w

∂t
+ Λ

∂w

∂x
= 0

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ, çíàêîîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

λj (j=1,2):

λ1 =
√
γp̂/ρ̂ λ2 = −

√
γp̂/ρ̂.
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Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøàþòñÿ ýëåìåíòàðíî. Ðåøå-

íèå íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

w(x, 0) = w0(x) =

 wL, x < 0

wR, x > 0
=

 LvL, x < 0

LvR, x > 0

ãäå x � ðàññìàòðèâàåìàÿ êîîðäèíàòà, vL è vR � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ â ïðàâîé

è ëåâîé ÿ÷åéêàõ è wL = LvL and wR = LvR. Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà èìååò àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå wj(x, t) = w0
j (x − λjt), ãäå j = 1, 2. Çíàÿ çíà÷åíèÿ w1(x, t) è w2(x, t), ìîæíî

îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ âåêòîðà v (òî åñòü çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ), èñïîëüçóÿ

îáðàòíóþ çàìåíó:

v(x, t) = Rw(x, t),

ãäå w(x, t) =

 w1(x, t)

w2(x, t)

. Ðåøåíèå v(x, t) =

 v1(x, t)

v2(x, t)

 èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå

ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà ýéëåðîâîì ýòàïå.

Äàëåå äëÿ ïîëíîãî ðàçðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðîñòðàí-

ñòâåííîå îñðåäíåíèå äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö Λ, R è L íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè.

Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ñõåìó Ðîå [217] è îñðåäíåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâ-

ëåíèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

ρ̂ =
ρ
3/2
L + ρ

3/2
R√

ρL +
√
ρR

p̂ =
pL

√
ρL + pR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

Ïðè÷èíà òàêîé ìîäèôèêàöèè ñõåìû Ðîå îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ áîëåå àêêó-

ðàòíîãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî

ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãðàíèöó ãàç-âàêóóì

ñ ïëîòíîñòüþ è äàâëåíèåì ñî ñòîðîíû ãàçà ∼ 1 è ïëîòíîñòüþ è äàâëåíèåì ñî ñòî-

ðîíû ðàçðåæåííîé îáëàñòè 10−4k, k > 0. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäà ê îñðåäíåíèþ

Ðîå [217] ñêîðîñòü çâóêà íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10k, òîãäà êàê

ïî îáåèì ñòîðîíàì ñêîðîñòü çâóêà ïîðÿäêà åäèíèöû. Â ñëó÷àå îðèãèíàëüíîé ìîäè-

ôèêàöèè åäèíè÷íàÿ ñêîðîñòü çâóêà íà ãðàíèöå áóäåò âîññòàíîâëåíà. Èñïîëüçîâàíèå

òàêîé ìîäèôèêàöèè ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü áîëåå âûñîêîå ÷èñëî Êóðàíòà, î êîòîðîì

ðå÷ü ïîéäåò äàëüøå â äàííîé ãëàâå.

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè è
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äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

U = v1(0, τ) =
uL + uR

2
+

pL − pR
2

√
(
√
ρL +

√
ρR)2

γ(ρ
3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

P = v2(0, τ) =
pL + pR

2
+

uL − uR

2

√
γ(ρ

3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

(
√
ρL +

√
ρR)2

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà ëîêàëüíîì øàáëîíå,

íà ýòàïå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïåðåíîñà äëÿ âåëè÷èí w íåîáõîäèìî ó÷åñòü êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ:

w(x, 0) = w0(x) =

 wL(x), x < 0

wR(x), x > 0
=

 LvL(x), x < 0

LvR(x), x > 0

ãäå vL(x) and vR(x) � êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèå íà÷àëüíûå äàííûå, ãäå wL(x) = LvL(x)

è wR(x) = LuR(x). Ïîñëåäíÿÿ óðàâíåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèÿ wj(x, t) =

w0
j (x− λjt), j = 1, 2, ãäå λj � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B:

λ1,2 = ±
√

γ(pL
√
ρL + pR

√
ρR)

ρ
3/2
L + ρ

3/2
R

Â ñâîþ î÷åðåäü wj(x, t) = w0
j (x−λjt), j = 1, 2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîé

ôóíêöèåé. Òàêîé ïîäõîä äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è Ðèìàíà áûë âïåðâûå èñïîëüçî-

âàí â êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîì ìåòîäå íà ëîêàëüíîì øàáëîíå [205, 206] (â çàðóáåæíîé

ëèòåðàòóðå piecewise-parabolic method on local stencil � PPML). Äàëåå ïðîèçâåäÿ çà-

ìåíó:

v(x, t) = Rw(x, t),

ãäå w(x, t) = (w1(x, t), w2(x, t)). Ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå:

U =
uL(−λt) + uR(λt)

2
+

pL(−λt)− pR(λt)

2

√
(
√
ρL +

√
ρR)2

γ(ρ
3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

,

P =
pL(−λt) + pR(λt)

2
+

uL(−λt)− uR(λt)

2

√
γ(ρ

3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

(
√
ρL +

√
ρR)2

,

ãäå ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé pL(−λt), pR(λt), uL(−λt), uR(λt) áûë ïðèâåäåí

ðàíåå.
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×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà

ýéëåðîâîì ýòàïå â ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé â ñôåðè-

÷åñêîé ñèììåòðèè áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ íåêîíñåðâàòèâíóþ ôîðìó:

∂

∂t


ρ

ρu

p

+
1

r2
∂

∂r


ρur2

ρu2r2

pur2

+


0

∂p
∂r

(γ − 1)p 1
r2

∂ur2

∂r

 = 0

Ñèñòåìà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà: ýéëåðîâ ýòàï, íà êîòîðîì ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ:

∂

∂t


ρ

ρu

p

+


0

∂p
∂r

(γ − 1)p 1
r2

∂ur2

∂r

 = 0

è ëàãðàíæåâ ýòàï, íà êîòîðîì ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ â âèäå:

∂

∂t


ρr2

ρur2

pr2

+
∂

∂r


ρr2u

ρur2u

pr2u

 = 0

Ïîñëåäíèé âèä óðàâíåíèé ëàãðàíæåâîãî ýòàïà áîëåå óäîáåí äëÿ îðãàíèçàöèè åäèíîé

âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ íà ýéëåðîâîì ýòàïå ÷èñëåí-

íîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è íà êàæäîé ãðàíèöå ìåæäó ðàñ÷åòíûìè

ÿ÷åéêàìè. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ñëåäóþùåì êâàçèëèíåéíîé ôîðìå:

∂

∂t


ρ

u

p

+


u ρ 0

0 u ρ−1

0 γp u

 ∂

∂r


ρ

u

p

+


2
r
ρu

0

2γ
r
pu

 = 0

Èñêëþ÷àÿ èç ïîñëåäíåé ñèñòåìû ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ àäâåêòèâíûì ïåðåíîñîì, êîòî-

ðûé áóäåò ó÷òåí íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂

∂t

 u

p

+

 0 ρ−1

γp 0

 ∂

∂r

 u

p

+

 0

2γ
r
pu

 = 0

Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ íà êàæäîé ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ðåøà-

åòñÿ �ïëîñêàÿ� çàäà÷à Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè íà ýéëåðîâîì ýòàïå:

∂

∂t

 u

p

+

 0 ρ−1

γp 0

 ∂

∂r

 u

p

 = 0
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íà âòîðîì ýòàïå äîáàâëÿåòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, ñâÿçàííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàò:

∂

∂t

 u

p

+

 0

2γ
r
pu

 = 0

Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åéêå ïîñòðîåíà ëîêàëüíàÿ ïàðàáîëà.

Òîãäà èòîãîâûå ôîðìóëû äëÿ àïïðîêñèìàöèè âåëè÷èí ñêîðîñòè U è äàâëåíèÿ P íà

ãðàíèöå ìåæäó ëåâîé (L) è ïðàâîé (R) ÿ÷åéêàìè èìåþò âèä:

U =
uL(−λτ) + uR(λτ)

2
+

pL(−λt)− pR(λt)

2

√
(
√
ρL +

√
ρR)2

γ(ρ
3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

P =
pL(−λτ) + pR(λτ)

2
+

uL(−λt)− uR(λt)

2
×√

γ(ρ
3/2
L + ρ

3/2
R )(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

(
√
ρL +

√
ρR)2

− 2τγ

r

pL
√
ρL + pR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

uL
√
ρL + uR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

λ =

√
γ(pL

√
ρL + pR

√
ρR)

ρ
3/2
L + ρ

3/2
R

ãäå τ � øàã ïî âðåìåíè, âûáèðàåìûé èç óñëîâèÿ Êóðàíòà, h � øàã ïî ïðîñòðàíñòâó.

Àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïàðàáîëå áûë îïèñàí ðàíåå.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äè-

íàìèêè. Íà ýéëåðîâîì ýòàïå ñõåìû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÌÃÄ óðàâíåíèé èñ-

ïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûé ìåòîä Ãîäóíîâà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÌÃÄ ïîòîêîâ íà êàæ-

äîé ãðàíèöå âñåõ ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à Ðèìàíà ñ íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè, çàäàâàåìûìè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè, ïî êàæäîìó íàïðàâëå-

íèþ:
∂q

∂t
+ B ∂q

∂x
= 0

â ñëó÷àå ÌÃÄ óðàâíåíèé äëÿ ýéëåðîâà ýòàïà âåêòîð q = (ux, uy, uz, By, Bz, p)
T , à

ìàòðèöà B íà êàæäîé ãðàíèöå ÿ÷ååê çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

B =



0 0 0 By

ρ
Bz

ρ
1
ρ

0 0 0 −Bx

ρ
0 0

0 0 0 0 −Bx

ρ
0

By −Bx 0 0 0 0

Bz 0 −Bx 0 0 0

γp 0 0 0 0 0
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Äëÿ îñðåäíåíèÿ ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêèõ çíà÷åíèé èç ëåâîé (L) è ïðàâîé (R)

ÿ÷ååê íà ãðàíèöó èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

ρ =

√
ρLρL +

√
ρRρR√

ρL +
√
ρR

u[x,y,z] =

√
ρLuL

[x,y,z] +
√

ρRuR
[x,y,z]√

ρL +
√

ρR

B[x,y,z] =

√
ρLBR

[x,y,z] +
√
ρRBL

[x,y,z]√
ρL +

√
ρR

ïîñëå ÷åãî ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çâóêà c, àëüôâåíîâñêîé ñêîðîñòü

çâóêà ca, áûñòðîé cf è ìåäëåííîé cs ìàãíèòíîé ñêîðîñòè:

c =

√
γp

ρ

ca = |Bx√
ρ
|

cf =

√√√√(c2 + b2) +
√
(c2 + b2)2 − 4c2c2a

2

cs =

√√√√(c2 + b2)−
√
(c2 + b2)2 − 4c2c2a

2

ãäå b =
√

B2
x +B2

y +B2
z . Äëÿ äåêîìïîçèöèè ìàòðèöû B íàì íåîáõîäèìî äîîïðåäåëèòü

ïàðàìåòðû:

(αf , αs) =


(√

c2−c2s,
√

c2f−c2
)

√
c2f−c2s

B2
y +B2

z > 0, γp ̸= B2
x(

1√
2
, 1√

2

)
B2

y +B2
z = 0, γp = B2

x

(βf , βs) =


(By,Bz)√
B2

y+B2
z

B2
y +B2

z > 0(
1√
2
, 1√

2

)
B2

y +B2
z = 0

Ìàòðèöó B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåêîìïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì B =

RΩL, ãäå R è L � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû RL = LR = I ïðàâûõ è ëåâûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

RT =



αfcf −αscsβysign (Bx) −αscsβzsign (Bx) αs
√
ρcβy αs

√
ρcβz αfγp

−αfcf αscsβysign (Bx) αscsβzsign (Bx) αs
√
ρcβy αs

√
ρcβz αfγp

αscs αfcfβysign (Bx) αfcfβzsign (Bx) −αf
√
ρcβy −αf

√
ρcβz αsγp

−αscs −αfcfβysign (Bx) −αfcfβzsign (Bx) −αf
√
ρcβy −αf

√
ρcβz αsγp

0 − βz√
2
sign (Bx)

βy√
2
sign (Bx)

√
ρ
2
βz −

√
ρ
2
βy 0

0 − βz√
2
sign (Bx)

βy√
2
sign (Bx) −

√
ρ
2
βz

√
ρ
2
βy 0
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L =



αf cf
2c2

−αscsβy

2c2
sign (Bx) −αscsβz

2c2
sign (Bx)

αsβy

2
√
ρc

αsβz

2
√
ρc

αf

2ρc2

−αf cf
2c2

αscsβy

2c2
sign (Bx)

αscsβz

2c2
sign (Bx)

αsβy

2
√
ρc

αsβz

2
√
ρc

αf

2ρc2

αscs
2c2

αf cfβy

2c2
sign (Bx)

αf cfβz

2c2
sign (Bx) −αfβy

2
√
ρc

−αfβz

2
√
ρc

αs

2ρc2

−αscs
2c2

−αf cfβy

2c2
sign (Bx) −αf cfβz

2c2
sign (Bx) −αfβy

2
√
ρc

−αfβz

2
√
ρc

αs

2ρc2

0 − βz√
2
sign (Bx)

βy√
2
sign (Bx)

βz√
2ρ

− βy√
2ρ

0

0 − βz√
2
sign (Bx)

βy√
2
sign (Bx) − βz√

2ρ

βy√
2ρ

0


Ω � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè:

λ1 = cf λ2 = −cf λ3 = cs λ4 = −cs

λ5 = ca λ6 = −ca

Ñäåëàâ çàìåíó s = Lq ìû ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå

∂s

∂t
+ Ω

∂s

∂x
= 0

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, íî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íà÷àëüíûå äàííûå s0 äëÿ

ýòîé çàäà÷è ñóòü êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è

Ðèìàíà äëÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå:

s1 = s01 (−cfτ) s2 = s02 (cfτ) s3 = s03 (−csτ)

s4 = s04 (csτ) s5 = s05 (−caτ) s6 = s06 (caτ)

Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìû äîëæíû ïðîèçâîäèòü èíòåãðèðîâà-

íèå ïî ëåâîé èëè ïðàâîé ïàðàáîëå. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ âåêòîðà s, èñ-

ïîëüçóÿ çàìåíó q = Rs ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà Ux,Uy,Uz,By,Bz,P,

êîòîðûå çàòåì èñïîëüçóþòñÿ â êîíå÷íî-îáúåìíîé àïïðîêñèìàöèè.
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+
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√
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ÿ
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òû
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=
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+
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Bz,i,k,l+1/2

By,i,k+1/2,l

Ey,i+1/2,k,l-1/2

Ey,i+1/2,k,l+1/2

2,l-1/2

/2

Ez,i-1/2,k+1/2,l

Ez,i+1/2,k+1/2,l

Ðèñ. 11: Ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí â ÿ÷åéêå (i, k, l)

Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ

óñëîâèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñõåìó ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåëè÷èí â ÿ÷åéêå (i, k, l) (ñì. ðèñóíîê 11). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü hx = hy = hz = h. Âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ áóäåì îïðåäåëÿòü íà ãðàíèöàõ

ÿ÷ååê:

Bn+1
x,i+1/2,k,l = Bn

x,i+1/2,k,l −
τ

h

(
Ez,i+1/2,k+1/2,l − Ez,i+1/2,k−1/2,l

)
+
τ

h

(
Ey,i+1/2,k,l+1/2 − Ey,i+1/2,k,l−1/2

)
Bn+1

y,i,k+1/2,l = Bn
y,i,k+1/2,l −

τ

h

(
Ex,i,k+1/2,l+1/2 − Ex,i,k+1/2,l−1/2

)
+
τ

h

(
Ez,i+1/2,k+1/2,l − Ez,i−1/2,k+1/2,l

)
Bn+1

z,i,k,l+1/2 = Bn
z,i,k,l+1/2 −

τ

h

(
Ey,i+1/2,k,l+1/2 − Ey,i−1/2,k,l+1/2

)
+
τ

h

(
Ex,i,k+1/2,l+1/2 − Ex,i,k−1/2,l+1/2

)
Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E⃗ =

−u⃗× B⃗ = B⃗ × u⃗. Èëè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè:

Ex = Byuz −Bzuy Ey = Bzux −Bxuz Ez = Bxuy −Byux

Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà íà ýéëåðîâîì ýòàïå

ìåòîäà. Äàëåå îïðåäåëèì ÿâíûé âèä êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â êîòîðîì âå-

ëè÷èíû � ýëåìåíòû ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà áóäóò îáîçíà÷åíû �æèðíûì� øðèôòîì:

Ex,i,k+1/2,l+1/2 =
1

4

(
By,i,k,l+1/2Uz,i,k,l+1/2 −Bz,i,k,l+1/2Uy,i,k,l+1/2+
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By,i,k+1,l+1/2Uz,i,k+1,l+1/2 −Bz,i,k+1,l+1/2Uy,i,k+1,l+1/2+

By,i,k+1/2,l+1Uz,i,k+1/2,l+1 −Bz,i,k+1/2,l+1Uy,i,k+1/2,l+1+

By,i,k+1/2,lUz,i,k+1/2,l −Bz,i,k+1/2,lUy,i,k+1/2,l

)
Ey,i+1/2,k,l+1/2 =

1

4

(
Bz,i,k,l+1/2Ux,i,k,l+1/2 −Bx,i,k,l+1/2Uz,i,k,l+1/2+

Bz,i+1,k,l+1/2Ux,i+1,k,l+1/2 −Bx,i+1,k,l+1/2Uz,i+1,k,l+1/2+

Bz,i+1/2,k,lUx,i+1/2,k,l −Bx,i+1/2,k,lUz,i+1/2,k,l+

Bz,i+1/2,k,l+1Ux,i+1/2,k,l+1 −Bx,i+1/2,k,l+1Uz,i+1/2,k,l+1

)
Ez,i+1/2,k+1/2,l =

1

4

(
Bx,i+1/2,k,lUy,i+1/2,k,l −By,i+1/2,k,lUx,i+1/2,k,l+

Bx,i+1/2,k+1,lUy,i+1/2,k+1,l −By,i+1/2,k+1,lUx,i+1/2,k+1,l+

Bx,i,k+1/2,lUy,i,k+1/2,l −By,i,k+1/2,lUx,i,k+1/2,l+

Bx,i+1,k+1/2,lUy,i+1,k+1/2,l −By,i+1,k+1/2,lUx,i+1,k+1/2,l

)
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê îñðåäíèì èõ â

öåíòð:

Bx,ikl =
1

2

(
Bx,i+1/2,k,l +Bx,i−1/2,k,l

)
By,ikl =

1

2

(
By,i,k+1/2,l +By,i,k−1/2,l

)
Bz,ikl =

1

2

(
Bz,i,k,l+1/2 +Bz,i,k,l−1/2

)
Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ óñëîâèå áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé áåññòîëêíîâèòåëüíîé

ãèäðîäèíàìèêè. Íà ýéëåðîâîì ýòàïå ñõåìû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûé ìåòîä Ãîäóíî-

âà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ íà êàæäîé ãðàíèöå âñåõ ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê ôîðìóëèðó-

åòñÿ çàäà÷à Ðèìàíà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, çàäàâàåìûìè êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè (â

ñëó÷àå ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé) èëè êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèìè (â ñëó-

÷àå äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé) ôóíêöèÿìè, ïî êàæäîìó íàïðàâëå-

íèþ. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé ÷èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè ñ ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû ðàâíûì γ = 3. Äëÿ îñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé èç ëåâîé

(L) è ïðàâîé (R) ÿ÷ååê íà ãðàíèöó èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

n =

√
nLnL +

√
nRnR

√
nL +

√
nR
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v[x,y,z] =

√
nLvL[x,y,z] +

√
nRvR[x,y,z]√

nL +
√
nR

Π[xx,yy,zz] =

√
nRΠR

[xx,yy,zz] +
√
nLΠL

[xx,yy,zz]√
nL +

√
nR

Ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà èìååò âèä:

V =
vL(−λt) + vR(λt)

2
+

ΠL(−λt)− ΠR(λt)

2

√
(
√
nL +

√
nR)2

3(n
3/2
L + n

3/2
R )(ΠL

√
nL +ΠR

√
nR)

Π =
ΠL(−λt) + ΠR(λt)

2
+

vL(−λt)− vR(λt)

2

√
3(n

3/2
L + n

3/2
R )(ΠL

√
nL +ΠR

√
nR)

(
√
nL +

√
nR)2

ãäå ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé ΠL(−λt), ΠR(λt), vL(−λt), vR(λt) áûë ïðèâåäåí

ðàíåå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà â ñëó÷àå ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé çà-

ïèøåì îäíîìåðíûé âàðèàíò óðàâíåíèé:

∂q

∂t
+ B ∂q

∂x
= 0

â ñëó÷àå óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüö-

ìàãà äëÿ ýéëåðîâà ýòàïà âåêòîð q = (vx, vy, vz,Πxx,Πxy,Πxz)
T , à ìàòðèöà B íà êàæäîé

ãðàíèöå ÿ÷ååê çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

B =



0 0 0 n−1 0 0

0 0 0 0 n−1 0

0 0 0 0 0 n−1

3Πxx 0 0 0 0 0

2Πxy Πxx 0 0 0 0

2Πxz 0 Πxx 0 0 0


Ìàòðèöó B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåêîìïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì B =

RΩL, ãäå R è L � âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû RL = LR = I ïðàâûõ è ëåâûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ìàòðèöà Ω � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè

íà äèàãîíàëè.

Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (λi � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ri è li � ïðàâûå è ëåâûå

ñîáñòâåííûå âåêòîðà) äëÿ ìàòðèöû B ñóòü:

λ1 =

√
3Πxx

n

r1 =

( √
Πxx

Πxz

√
3n

,
Πxy

√
3

Πxz

√
nΠxx

,
1√

3nΠxx

,
Πxx

Πxz

,
Πxy

Πxz

, 1

)
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l1 =

(
nΠxz

√
3

2
√
nΠxx

, 0, 0,
Πxz

2Πxx

, 0, 0

)

λ2 = −
√

3Πxx

n

r2 =

(
−

√
Πxx

Πxz

√
3n

,− Πxy

√
3

Πxz

√
nΠxx

,− 1√
3nΠxx

,
Πxx

Πxz

,
Πxy

Πxz

, 1

)

l2 =

(
−nΠxz

√
3

2
√
nΠxx

, 0, 0,
Πxz

2Πxx

, 0, 0

)

λ3 =

√
Πxx

n

r3 =

(
0, 0,

1√
nΠxx

, 0, 0, 1

)
l3 =

(
−Πxz

√
n

2
√
Πxx

, 0,

√
nΠxx

2
,− Πxz

2Πxx

, 0,
1

2

)
λ4 =

√
Πxx

n

r4 =

(
0,

1√
nΠxx

, 0, 0, 1, 0

)
l4 =

(
−Πxy

√
n

2
√
Πxx

,

√
nΠxx

2
, 0,− Πxy

2Πxx

,
1

2
, 0

)
λ5 = −

√
Πxx

n

r5 =

(
0,− 1√

nΠxx

, 0, 0, 1, 0

)
l5 =

(
−Πxy

√
n

2
√
Πxx

,−
√
nΠxx

2
, 0,− Πxy

2Πxx

,
1

2
, 0

)
λ6 = −

√
Πxx

n

r6 =

(
0, 0,− 1√

nΠxx

, 0, 0, 1

)
l6 =

(
Πxz

√
n

2
√
Πxx

, 0,−
√
nΠxx

2
,− Πxz

2Πxx

, 0,
1

2

)
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëê-

íîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

Vx =
uL
x + uR

x

2
+

ΠL
xx − ΠR

xx

2

√
nL + nR

3nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)
,

Vy =
uL
y + uR

y

2
+

ΠL
xy − ΠR

xy

2

√
nL + nR

nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)
+
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ΠL
xx − ΠR

xx

2

√
nL + nR

3nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)

(ΠL
xy +ΠR

xy)(1−
√
3)

ΠL
xx +ΠR

xx

,

Vz =
uL
z + uR

z

2
+

ΠL
xz − ΠR

xz

2

√
nL + nR

nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)
+

ΠL
xx − ΠR

xx

2

√
nL + nR

3nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)

(ΠL
xz +ΠR

xz)(1−
√
3)

ΠL
xx +ΠR

xx

,

Πxx =
ΠL

xx +ΠR
xx

2
+

uL
x − uR

x

2

√
3nLnR(ΠL

xx +ΠR
xx)

nL + nR
,

Πxy =
ΠL

xy +ΠR
xy

2
+

uL
y − uR

y

2

√
nLnR(ΠL

xx +ΠR
xx)

nL + nR
+

uL
x − uR

x

2

√
nL + nR

nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)

nLnR(ΠL
xy +ΠR

xy)(
√
3− 1)

nL + nR
,

Πxz =
ΠL

xz +ΠR
xz

2
+

uL
z − uR

z

2

√
nLnR(ΠL

xx +ΠR
xx)

nL + nR
+

uL
x − uR

x

2

√
nL + nR

nLnR(ΠL
xx +ΠR

xx)

nLnR(ΠL
xz +ΠR

xz)(
√
3− 1)

nL + nR
.

Çíà÷åíèÿ Vx,y,z è Πxx,xy,xz è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêîâ ïðè ðåøåíèè

óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà.

3.1.2 Ëàãðàíæåâ ýòàï ìåòîäà äëÿ óðàâíåíèé â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ

Óðàâíåíèÿ íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå ìåòîäà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îáùåé ôîðìå:

∂f

∂t
+∇ · (fu⃗) = 0,

ãäå f � ëþáàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà êîíå÷íî-îáúåìíàÿ ñõåìà äëÿ òà-

êîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

f
n+1/2
ikl − fn+1

ikl

τ
+

Gx
i+1/2,kl −Gx

i−1/2,kl

hx

+
Gx

i,k+1/2,l −Gx
i,k−1/2,l

hy

+
Gx

ik,l+1/2 −Gx
ik,l−1/2

hz

= 0

Äàëåå áóäóò èçëîæåíû ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ Gn
i±1/2,k±1/2,l±1/2.

Ìåòîä Ãîäóíîâà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå. Äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ ïîòîêîâ Gn
i±1/2,k±1/2,l±1/2 áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûé âàðèàíò óðàâíå-

íèé ëàãðàíæåâîãî ýòàïà è ñõåìó Ãîäóíîâñêîãî òèïà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà ÷åðåç

ãðàíèöó G = fu⃗ íà êàæäîì èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ çàïèñü óðàâíåíèÿ ëàãðàíæåâîãî ýòàïà â íåêîíñåð-

âàòèâíîé ôîðìå:
∂f

∂t
+ ûx

∂f

∂x
= 0
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì. Åäèíñòâåí-

íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âû÷èñëÿåòñÿ êàê λ = ûx. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííîå ÷èñëî

íå çíàêîîïðåäåëåííîå, ïîýòîìó ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

G = ûx ×

 fL(−|λ|t) = fL, ûx ≥ 0

fR(|λ|t) = fR, ûx < 0

ãäå îñðåäíåíèå ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ûx =
uL

√
ρL + uR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

×èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêè óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå ìîæåò

áûòü çàïèñàíà â âèäå:

fn+1
i − f

n+1/2
i

τ
= −

Gi+1/2 −Gi−1/2

h
,

ãäå çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì i± 1/2 � ïîòîêè ÷åðåç ãðàíèöû ÿ÷ååê, çíà÷åíèÿ ñ èíäåêñîì

i ãèäðîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, ðàñïîëîæåííûå â ñåðåäèíàõ ÿ÷ååê. Èíäåêñ n + 1/2

îáîçíà÷àåò ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà ýéëåðîâîì ýòàïå ÷èñëåííîé ñõåìû, à èíäåêñ n+1

îáîçíà÷àåò èòîãîâîå ðåøåíèå íà øàãå ïî âðåìåíè, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ëàãðàí-

æåâîãî ýòàïà.

Èñïîëüçîâàíèå êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íà ëîêàëüíîì øàáëîíå

äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ýéëåðîâîì ýòàïå. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êóñî÷íî-

ïàðàáîëè÷åñêîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà

G, ïîýòîìó ðåøåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

G = ûx ×

 fL(−|λ|t), ûx ≥ 0

fR(|λ|t), ûx < 0

ãäå fL(−|λ|t) è fR(|λ|t) � êóñî÷íî ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèè, à îñðåäíåíèå ñêîðîñòè

íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè ñíîâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ûx =
uL

√
ρL + uR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

Ïðè ýòîì ÷èñëåííàÿ ñõåìà ñîõðàíÿåò ñâîé ïåðâîíà÷àëüíûé âèä.

Èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà äëÿ ó÷åòà ïîëíîé äåôîðìàöèè ðàñ-

÷åòíûõ ÿ÷ååê. Âàæíûé íåäîñòàòîê îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñêîðîñòè ux, èñïîëüçóÿ

òîëüêî èíôîðìàöèþ ïî îñè x, ýòî íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñõåìû, èíâàðèàíòíîé
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(a) (b)

1/16 2/16 1/16

2/16 4/16 2/16

1/16 2/16 1/16

(c)

Ðèñ. 12: Ñõåìà äëÿ âû÷ñèëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé. Ïðîåêöèÿ

íîðìàëüíûõ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé èç öåíòðîâ ÿ÷ååê â óçëû (a), ïðîåêöèÿ èç óçëîâ â

öåíòðû ÿ÷ååê (b) ñ ïîìîùüþ øàáëîíà âåñîâ (c).

îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà, ÷òî èìååò âàæíîå çíà÷åíèå â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîé àñò-

ðîôèçèêè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óñðåäíåííîå çíà÷åíèå

ñêîðîñòü v̂x ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

v̂x =
ṽL
√
ρL + ṽR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

ãäå çíà÷åíèÿ ṽL è ṽR îïðåäåëÿþòñÿ ïî äâóõ-óðîâíåâîé ñõåìå. Íà ïåðâîé ñòàäèè íîð-

ìàëüíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïðîåöèðóþòñÿ èç öåíòðîâ ÿ÷ååê â óçëû (ñì. ðèñóíîê

12a), òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü èíôîðìàöèþ îá îðòîãî-

íàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà âòîðîé ñòàäèè, íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè ïðîåöèðóþòñÿ èç óçëîâ â öåíòð ÿ÷ååê (ñì. ðèñóíîê 12b). Ýòî è áóäóò çíà-

÷åíèÿ âåëè÷èí ṽL è ṽR. Øàáëîí âåñîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðè-

ñóíêå (12c). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè ṽ â ÿ÷åéêå (i, k, l)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

ṽ(i,k,l) =
1

16
(vi,k+1,l+1 + vi,k+1,l−1 + vi,k−1,l+1 + vi,k−1,l−1)+

1

8
(vi,k+1,l + vi,k−1,l + vi,k,l+1 + vi,k,l−1) +

1

4
vi,k,l

Òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà èñêóñòâåííîé òåõíèêå, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ïîëíîé ãåî-

ìåòðè÷åñêîé äåôîðìàöèè [2, 7] ÿ÷ååê: ïåðåìåùåíèå, ðàñòÿæåíèå è ñêîñ. Êîíå÷íî,

òàêîé ïîäõîä íå åäèíñòâåíåí è äëÿ ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ïðîáëåì èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä

íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà [38, 40, 41, 42, 43, 44,

45, 59, 60].
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Äàëåå ïðèâåäåì ïîäðîáíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ëàãðàíæåâîì

ýòàïå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè (i, k, l) ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷èñëåííóþ ñõåìó äëÿ òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêè óðàâíåíèé

íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå:

fn+1
i,k,l − f

n+1/2
i,k,l

τ
= −

Gx
i+1/2,k,l −Gx

i−1/2,k,l

hx

−
Gy

i,k+1/2,l −Gy
i,k−1/2,l

hy

−
Gz

i,k,l+1/2 −Gz
i,k,l−1/2

hz

2. Îïðåäåëèì ïîòîê âåëè÷èíû f âäîëü îñè x.

3. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà Gx
i±1/2,k,l áóäåì èñïîëüçîâàòü îñðåäíåíèå äëÿ x-

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ÿ÷åéêàõ i− 1, i, i+ 1 ñ ïîìîùüþ ñõåìû:

ũx,([i±1,i],k,l) =
1

4
ux,([i±1,i],k,l+

1

16

(
ux,([i±1,i],k+1,l+1) + ux,([i±1,i],k+1,l−1) + ux,([i±1,i],k−1,l+1) + ux,([i±1,i],k−1,l−1)

)
+

1

8

(
ux,([i±1,i],k+1,l) + ux,([i±1,i],k−1,l) + ux,([i±1,i],k,l+1) + ux,([i±1,i],k,l−1)

)
4. Âû÷èñëÿåì îñðåäíåíèå x-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà ãðàíèöû (i± 1/2, k, l):

ûx,i+1/2,k,l =
ũx,(i+1,k,l)

√
ρi+1,k,l + ũx,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi+1,k,l +

√
ρi,k,l

ûx,i−1/2,k,l =
ũx,(i−1,k,l)

√
ρi−1,k,l + ũx,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi−1,k,l +

√
ρi,k,l

5. Âû÷èñëÿåì x-êîìïîíåíòó ïîòîêà:

Gx
i+1/2,k,l = ûx,i+1/2,k,l ×

 fi,k,l(−|ûx,i+1/2,k,l|t), ûx,i+1/2,k,l ≥ 0

fi+1,k,l(|ûx,i+1/2,k,l|t), ûx,i+1/2,k,l < 0

Gx
i−1/2,k,l = ûx,i−1/2,k,l ×

 fi−1,k,l(−|ûx,i−1/2,k,l|t), ûx,i−1/2,k,l ≥ 0

fi,k,l(|ûx,i−1/2,k,l|t), ûx,i−1/2,k,l < 0

6. Îïðåäåëèì ïîòîê âåëè÷èíû f âäîëü îñè y.

7. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà Gy
i,k±1/2,l áóäåì èñïîëüçîâàòü îñðåäíåíèå äëÿ y-

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ÿ÷åéêàõ k − 1, k, k + 1 ñ ïîìîùüþ ñõåìû:

ũy,(i,[k±1,k],l) =
1

4
uy,(i,[k±1,k],l)+

1

16

(
uy,(i+1,[k±1,k],l+1) + uy,(i+1,[k±1,k],l−1) + uy,(i−1,[k±1,k],l+1) + uy,(i−1,[k±1,k],l−1)

)
+

1

8

(
uy,(i+1,[k±1,k],l) + uy,(i−1,[k±1,k],l) + uy,(i,[k±1,k],l+1) + uy,(i,[k±1,k],l−1)

)
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8. Âû÷èñëÿåì îñðåäíåíèå y-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà ãðàíèöû (i, k ± 1/2, l):

ûy,i,k+1/2,l =
ũy,(i,k+1,l)

√
ρi,k+1,l + ũy,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi,k+1,l +

√
ρi,k,l

ûy,i,k−1/2,l =
ũy,(i,k−1,l)

√
ρi,k−1,l + ũy,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi,k−1,l +

√
ρi,k,l

9. Âû÷èñëÿåì y-êîìïîíåíòó ïîòîêà:

Gy
i,k+1/2,l = ûy,i,k+1/2,l ×

 fi,k,l(−|ûy,i,k+1/2,l|t), ûy,i,k+1/2,l ≥ 0

fi,k+1,l(|ûy,i,k+1/2,l|t), ûy,i,k+1/2,l < 0

Gy
i,k−1/2,l = ûy,i,k−1/2,l ×

 fi,k−1,l(−|ûy,i,k−1/2,l|t), ûy,i,k−1/2,l ≥ 0

fi,k,l(|ûy,i,k−1/2,l|t), ûy,i,k−1/2,l < 0

10. Îïðåäåëèì ïîòîê âåëè÷èíû f âäîëü îñè z.

11. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîòîêà Gz
i,k,l±1/2 áóäåì èñïîëüçîâàòü îñðåäíåíèå äëÿ z-

êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â ÿ÷åéêàõ l − 1, l, l + 1 ñ ïîìîùüþ ñõåìû:

ũz,(i,k,[l±1,l]) =
1

4
uz,(i,k,[l±1,l])+

1

16

(
uz,(i+1,k+1,[l±1,l]) + uz,(i+1,k−1,[l±1,l]) + uz,(i−1,k+1,[l±1,l]) + uz,(i−1,k−1,[l±1,l])

)
+

1

8

(
uz,(i+1,k,[l±1,l]) + uz,(i−1,k,[l±1,l]) + uz,(i,k+1,[l±1,l]) + uz,(i,k−1,[l±1,l])

)
12. Âû÷èñëÿåì îñðåäíåíèå y-êîìïîíåíòû ñêîðîñòè íà ãðàíèöû (i, k, l ± 1/2):

ûz,i,k,l+1/2 =
ũz,(i,k,l+1)

√
ρi,k,l+1 + ũz,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi,k,l+1 +

√
ρi,k,l

ûz,i,k,l−1/2 =
ũz,(i,k,l−1)

√
ρi,k,l−1 + ũz,(i,k,l)

√
ρi,k,l

√
ρi,k,l−1 +

√
ρi,k,l

13. Âû÷èñëÿåì z-êîìïîíåíòó ïîòîêà:

Gz
i,k,l+1/2 = ûz,i,k,l+1/2 ×

 fi,k,l(−|ûz,i,k,l+1/2|t), ûz,i,k,l+1/2 ≥ 0

fi,k,l+1(|ûz,i,k,l+1/2|t), ûz,i,k,l+1/2 < 0

Gz
i,k,l−1/2 = ûz,i,k,l−1/2 ×

 fi,k,l−1(−|ûz,i,k,l−1/2|t), ûz,i,k,l−1/2 ≥ 0

fi,k,l(|ûz,i,k,l−1/2|t), ûz,i,k,l−1/2 < 0
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×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå â ñôåðè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè. Íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå ïðîèñõîäèò àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãèäðîäèíàìè÷å-

ñêèõ ïàðàìåòðîâ è âñå óðàâíåíèÿ íà ëàãðàíæåâîì ýòàïå èìåþò âèä:

∂

∂t

(
fr2
)
+

∂

∂r

(
fr2u

)
= 0

ãäå f � ýòî ôóíêöèè ïëîòíîñòè, èìïóëüñà èëè äàâëåíèÿ ãàçà. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íûé, ÷òî è íà ýéëåðîâîì ýòàïå ïîäõîä. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà

F = fr2u ïðè λ = |u| èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà:

F = u×

 fL(−λτ)r2, u ≥ 0

fR(λτ)r
2, u < 0

ãäå fL(−λτ) è fR(λτ) � êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ âåëè÷èíû f è ñêîðîñòü

íà èíòåðôåéñå ìåæäó ÿ÷åéêàìè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u =
uL

√
ρL + uR

√
ρR√

ρL +
√
ρR

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ ïðî-

öåäóðà, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.

Ïðîáëåìà èíâàðèàíòíîñòè ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòà ïðè ðàçëè÷íîì

ñïîñîáå ó÷åòà äåôîðìàöèè ÿ÷ååê. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçî-

âàíèÿ îïåðàòîðíîãî ïîäõîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòåé è åãî ïðåèìóùåñòâà íàä ïðî-

ñòåéøèì ñïîñîáîì îñðåäíåíèÿ áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î âðàùåíèè ãàçîâîãî äèñêà â

äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ïðîôèëè ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ îïðåäåëèì

êàê:

p(r) = ρ(r) =

 2− r, r < 1

1, r ≥ 1

ïðîôèëü ñêîðîñòè âðàùåíèÿ êàê:

ω(r) =

 1, r < 1

0, r ≥ 1

Íà ðèñóíêå (13) ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàíèÿ îäíîòî÷å÷íîãî (ñëåâà) è äåâÿ-

òèòî÷å÷íîãî (ñïðàâà) øàáëîíîâ äëÿ îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé. Êðàñíûì öâåòîì íà ëåâîé

êàðòèíêå ïîêàçàíû ãåîìåòðè÷åñêèå àðòåôàêòû (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå carbuncle

ýôôåêòû), ÷òî íå íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ 9-òî÷å÷íîãî øàáëîíà. Òà-

êèì îáðàçîì, îáîñíîâûâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî øàáëîíà äëÿ

îñðåäíåíèÿ ñêîðîñòåé.
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Ðèñ. 13: Çàäà÷à âðàùåíèÿ ãàçîâîãî äèñêà. Ñëåâà: ñêîðîñòü íà ëàãðàíæåâîì ýòà-

ïå îïðåäåëÿëàñü èç îäíîòî÷å÷íîãî øàáëîíà. Ñïðàâà: ñêîðîñòü îïðåäåëÿëàñü ïî 9-

òî÷å÷íîìó øàáëîíó.

3.1.3 Ïðîöåäóðà êîððåêöèÿ äèñáàëàíñà ýíåðãèè è ôóíêöèè ýíòðîïèè

Ïðîöåäóðà êîððåêöèè ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Íàïîì-

íèì, ÷òî ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè

ÿâëÿåòñÿ äèñáàëàíñ ìåæäó âíóòðåííåé è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé, êîòîðûé âû-

ðàæàåòñÿ â ïàäåíèè ýíòðîïèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåêîððåêòíîãî ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì êîìáèíàöèþ ïîäõîäîâ, èçëîæåííûõ â

îðèãèíàëüíûõ àâòîðñêèõ ðàáîòàõ [111, 264]. Îí ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïåðåîïðå-

äåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè è ñîñòîèò â äâóõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. Êîððåêöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (èëè ýíòðîïèè) â îáëàñòè ñ îñíîâíîé ïëîòíî-

ñòüþ ãàçà [111]:

ρε =

(
ρE − ρu⃗2

2

)
,

ρ

ρmax

> 10−5

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â îáëàñòè ðàçðåæåííîãî ãàçà (ôàêòè÷åñêè

íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì) [264]:

|u⃗| =

√
2(ρE − ρε)

ρ
,

ρ

ρmax

≤ 10−5

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÿ÷åéêå (i, k, l) èñïîëüçóåòñÿ

ïðîñòîå âûðàæåíèå:

ρεi,k,l = ρEi,k,l − ρi,k,l
u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

2
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Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû äëÿ âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà:

ux,i,k,l =
ux,i,k,l√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l(ρEi,k,l − ρεi,k,l)

uy,i,k,l =
uy,i,k,l√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l(ρEi,k,l − ρεi,k,l)

uz,i,k,l =
uz,i,k,l√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l(ρEi,k,l − ρεi,k,l)

Â îáëàñòè ðàçðåæåíèÿ è íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì îáðàùåíèå ôóíêöèè ïëîòíîñòè ìîæåò

âûçâàòü îïðåäåëåííûå ïðîáëåìû, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â âèäå îáðàçîâàíèÿ íåôèçè÷íûõ

ñêîðîñòåé. Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé ïðîáëåìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåðìà (ρ−1)i,k,l áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïîäõîä:

(ρ−1)i,k,l = 4096
ρi,k,l
D2

i,k,l

ãäå

Di,k,l = 8ρi,k,l + 4 (ρi+1,k,l + ρi,k+1,l + ρi,k,l+1 + ρi−1,k,l + ρi,k−1,l + ρi,k,l−1)+

2 (ρi+1,k+1,l + ρi+1,k−1,l + ρi−1,k+1,l + ρi−1,k−1,l + ρi+1,k,l+1 + ρi+1,k,l−1+

ρi,k+1,l+1 + ρi,k+1,l−1 + ρi,k−1,l+1 + ρi,k−1,l−1 + ρi−1,k,l+1 + ρi−1,k,l−1+)+

ρi+1,k+1,l+1 + ρi+1,k−1,l+1 + ρi−1,k+1,l+1 + ρi−1,k−1,l+1+

ρi+1,k+1,l−1 + ρi+1,k−1,l−1 + ρi−1,k+1,l−1 + ρi−1,k−1,l−1

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äåëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà ïëîòíîñòü äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ñêîðîñòè.

Ïðîöåäóðà êîððåêöèè ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíà-

ìèêè. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñëåí-

íîì ðåøåíèè óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ äèñáàëàíñ ìåæäó

ñóììîé âíóòðåííåé è ìàãíèòíîé ýíåðãèè è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðûé

âûðàæàåòñÿ â ïàäåíèè ýíòðîïèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîëó÷åíèþ íåêîððåêòíîãî ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà

óðàâíåíèé ãðàâèòàöèîííîé ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè è ñîñòîèò â äâóõ ïðåîáðà-

çîâàíèÿõ:
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1. Êîððåêöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè (èëè ýíòðîïèè) â îáëàñòè ñ îñíîâíîé ïëîòíî-

ñòüþ ãàçà:

ρε =

(
ρE − ρu⃗2

2
− B⃗2

2

)
,

ρ

ρmax

> 10−5

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â îáëàñòè ðàçðåæåííîãî ãàçà:

|u⃗| =

√
2(ρE − ρε− B⃗2

2
)

ρ
,

ρ

ρmax

≤ 10−5

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÿ÷åéêå (i, k, l) èñïîëüçóåòñÿ

ïðîñòîå âûðàæåíèå:

ρεi,k,l = ρEi,k,l − ρi,k,l
u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

2
−

B2
x,i,k,l +B2

y,i,k,l +B2
z,i,k,l

2

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû äëÿ âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà:

ux,i,k,l =

ux,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l

(
ρEi,k,l − ρεi,k,l −

B2
x,i,k,l+B2

y,i,k,l+B2
z,i,k,l

2

)
√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

uy,i,k,l =

uy,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l

(
ρEi,k,l − ρεi,k,l −

B2
x,i,k,l+B2

y,i,k,l+B2
z,i,k,l

2

)
√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

uz,i,k,l =

uz,i,k,l

√
2(ρ−1)i,k,l

(
ρEi,k,l − ρεi,k,l −

B2
x,i,k,l+B2

y,i,k,l+B2
z,i,k,l

2

)
√

u2
x,i,k,l + u2

y,i,k,l + u2
z,i,k,l

Òåðì (ρ−1)i,k,l áûë îïðåäåëåí ðàíåå.

Êîíòðîëü äèñáàëàíñà ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèé áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðî-

äèíàìèêè. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè ãëàâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ÷èñ-

ëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ

Áîëüöìàíà ÿâëÿåòñÿ äèñáàëàíñ ìåæäó âíóòðåííåé è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû èñïîëüçóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è

ñîñòîèò â äâóõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ:

1. Êîððåêöèÿ ïîëíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé àíàëîãè÷íî ðàáîòå [111]:

Πij = (nWij − nvivj)

ïðè ýòîì êîððåêòèðîâêà ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî îò ïëîòíîñòè áåññòîëêíîâè-

òåëüíîé êîìïîíåíòû, ÷òî ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ ñêîððåêòèðîâàòü ñêîðîñòü
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â îáëàñòè ìàëîé ïëîòíîñòè. Â ñëó÷àå åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ äèàãîíàëüíûé òåí-

çîð äèñïåðñèè ñêîðîñòåé, òî ïðîèñõîäèò êîððåêòèðîâêà âåëè÷èíû êàæäîãî èç

ýëåìåíòîâ äèàãîíàëè

Πxx =
2Π0

xx

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Πyy =
2Π0

yy

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Πzz =
2Π0

zz

Π0
xx +Π0

yy +Π0
zz

(
nW − 1

2
nv⃗2
)
,

n

nmax

> 10−5

Âåðõíèé èíäåêñ 0 çäåñü äîáàâëåíèÿ äëÿ óêàçàíèÿ, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷åíî èç

óðàâíåíèé äëÿ ïîâåäåíèÿ òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé.

2. Êîððåêöèÿ äëèíû âåêòîðà ñêîðîñòè â ðàçðåæåííîé îáëàñòè (÷òî èñïîëüçóåò-

ñÿ òîëüêî â ñëó÷àå äèàãîíàëüíîãî òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé), àíàëîãè÷íî

ðàáîòå [264]:

|v⃗| =
√

2nW − (Πxx +Πyy +Πzz)

n
,

n

nmax

≤ 10−5

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÿ÷åéêå (i, k, l) èñ-

ïîëüçóåòñÿ ïðîñòîå âûðàæåíèå:

Πxx,i,k,l = nWxx,i,k,l − nvx,i,k,lvx,i,k,l Πxy,i,k,l = nWxy,i,k,l − nvx,i,k,lvy,i,k,l

Πxz,i,k,l = nWxz,i,k,l − nvx,i,k,lvz,i,k,l Πyy,i,k,l = nWyy,i,k,l − nvy,i,k,lvy,i,k,l

Πyz,i,k,l = nWyz,i,k,l − nvy,i,k,lvz,i,k,l Πzz,i,k,l = nWzz,i,k,l − nvz,i,k,lvz,i,k,l

Äëÿ ðåàëèçàöèè âòîðîé ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÿ÷åéêå (i, k, l) èñ-

ïîëüçóåòñÿ ñõåìà:

Πxx,i,k,l =
2Π0

xx,i,k,l

Π0
xx,i,k,l +Π0

yy,i,k,l +Π0
zz,i,k,l

(
nWi,k,l − ni,k,l

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l
2

)

Πyy,i,k,l =
2Π0

yy,i,k,l

Π0
xx,i,k,l +Π0

yy,i,k,l +Π0
zz,i,k,l

(
nWi,k,l − ni,k,l

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l
2

)

Πzz,i,k,l =
2Π0

zz,i,k,l

Π0
xx,i,k,l +Π0

yy,i,k,l +Π0
zz,i,k,l

(
nWi,k,l − ni,k,l

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l
2

)
Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìóëû äëÿ âòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà:

vx,i,k,l =
vx,i,k,l

√
2(n−1)i,k,l (nWi,k,l − (Πxx,i,k,l +Πyy,i,k,l +Πzz,i,k,l))√

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l
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vy,i,k,l =
vy,i,k,l

√
2(n−1)i,k,l (nWi,k,l − (Πxx,i,k,l +Πyy,i,k,l +Πzz,i,k,l))√

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l

vz,i,k,l =
vz,i,k,l

√
2(n−1)i,k,l (nWi,k,l − (Πxx,i,k,l +Πyy,i,k,l +Πzz,i,k,l))√

v2x,i,k,l + v2y,i,k,l + v2z,i,k,l

Òåðì (n−1)i,k,l îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òåðìó (ρ−1)i,k,l, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí ðà-

íåå.

3.1.4 Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè

Âûáîð âðåìåííîãî øàãà. Øàã ïî âðåìåíè τ áóäåì âû÷èñëÿòü èç óñëîâèÿ Êó-

ðàíòà (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå óñëîâèå Êóðàíòà-Ôðèäðèõñà-Ëåâè):

τ × (|umax|+ |cmax|)
h

= CFL < 1,

ãäå umax � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà èëè áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïî-

íåíòû, cmax � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü çâóêà ãàçà, çàìàãíè÷åííîãî ãàçà èëè áåññòîëê-

íîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû, CFL � ÷èñëî Êóðàíòà. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ,

î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü äàëåå, à òàêæå äëÿ òåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî

áûëè óæå ïðèâåäåíû ÷èñëî Êóðàíòà áûëî âûáðàíî CFL = 0.2.

Èñïîëüçîâàíèå ñõåìû Ðóíãå-Êóòòà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ïðè

êîíå÷íî-îáúåìíîé àïïðîêñèìàöèè ýéëåðîâà è ëàãðàíæåâà ýòàïîâ, ÷èñëåííóþ ñõåìó

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà:

dQ
dt

= R

ãäå Q � ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, R � êîíå÷íî-îáúåìíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàæ-

äîãî èç ýòàïîâ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ êàæäîãî ýòàïà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó

Ðóíãå-Êóòòà äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

Q(n+1/3) = Q(n) + τR(n)

Q(n+2/3) =
3

4
Q(n) +

1

4
Q(n+1/3) +

τ

4
R(n+1/3)

Q(n+1) =
1

3
Q(n) +

2

3
Q(n+2/3) +

2τ

3
R(n+2/3)

ãäå Q(i) � ðåøåíèå êàæäîãî èç ýòàïîâ íà i-ì ñëîå ïî âðåìåíè,R(i) � êîíå÷íî-îáúåìíàÿ

àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé íà i-ì ñëîå ïî âðåìåíè.
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3.2 Ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ïîñëå ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ãðàâèòàöè-

îííûé ïîòåíöèàë ïî ïëîòíîñòè ãèäðîäèíàìè÷åñêîé êîìïîíåíòû. Äëÿ ýòîãî áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü 27-òî÷å÷íûé øàáëîí äëÿ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (äëÿ îïðå-

äåëåííîñòè h = hx = hy = hz):

−38

9
Φi,k,l +

4

9
(Φi−1,k,l + Φi+1,k,l + Φi,k−1,l + Φi,k+1,l + Φi,k,l−1 + Φi,k,l+1)+

1

9
(Φi−1,k−1,l + Φi+1,k−1,l + Φi−1,k+1,l + Φi+1,k+1,l + Φi−1,k,l−1 + Φi+1,k,l−1 +

Φi−1,k,l+1 + Φi+1,k,l+1 + Φi,k−1,l−1 + Φi,k+1,l−1 + Φi,k−1,l+1 + Φi,k+1,l+1)+

1

36
(Φi−1,k−1,l−1 + Φi−1,k+1,l−1 + Φi−1,k−1,l+1 + Φi−1,k+1,l+1 + Φi+1,k−1,l−1 + Φi+1,k+1,l−1 +

Φi+1,k−1,l+1 + Φi+1,k+1,l+1) = 4πGh2ρi,k,l

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíóþ èíâàðèàíòíîñòü ðåøåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî ïîâîðîòà. Àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà áóäåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëü-

êèõ ýòàïîâ.

3.2.1 Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïðîèñõîäèò ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ýòàï 1. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ

ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå îáëà-

ñòè D áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâûå ÷ëåíû ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ � ñòàòè÷åñêèé,

îñåâîé è öåíòðîáåæíûé ìîìåíòû èíåðöèè:

Φ(x, y, z)|D = −M

r
− M

r3
(Ix + Iy + Iz − 3I0)

ãäå

I0 =
(x2Ix + y2Iy + z2Iz)− 2 (xyIxy + xzIxz + yzIyz)

r2

Ix =
∑
j

(
z2j + y2j

)
mj Iy =

∑
j

(
x2
j + z2j

)
mj Iz =

∑
j

(
x2
j + y2j

)
mj

Ixy =
∑
j

xjyjmj Ixz =
∑
j

xjzjmj Iyz =
∑
j

yjzjmj

ãäå x, y, z � êîîðäèíàòû öåíòðà ÿ÷ååê íà ãðàíèöå îáëàñòè, r =
√
x2 + y2 + z2 � ðàññòî-

ÿíèå äî öåíòðà îáëàñòè, xj, yj, zj � êîîðäèíàòà î÷åðåäíîé ÿ÷åéêè, mj � ìàññà î÷åðåä-

íîé ÿ÷åéêè, M � ìàññà âñåé îáëàñòè. Êîãäà çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà íà ãðàíèöå îáëàñòè

îïðåäåëåíû, òî îíè ïîäñòàâëÿþòñÿ â 27-òî÷å÷íûé øàáëîí äëÿ îïðåäåëåíèÿ èòîãîâîé

ïëîòíîñòè ρi,k,l íà ãðàíèöå D.
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3.2.2 Ïðîöåäóðà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Íà âòîðîì è òðåòüåì ýòàïàõ ìåòîäà áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðîöåäóðà áûñòðîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ýòàï 2. Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè â ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíèê. Èòîãîâàÿ

ïëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà

Ëàïëàñà:

ρi,k,l =
∑
jmn

σjmnexp

(
i⃗πij

I
+

i⃗πkm

K
+

i⃗πln

L

)
ãäå I,K, L � ÷èñëî ÿ÷ååê ïî êàæäîé êîîðäèíàòå, i⃗ � ìíèìàÿ åäèíèöà. Äëÿ ýòîãî

èñïîëüçóåòñÿ áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Ýòàï 3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíèê.Ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî ïîòåíöèàë òàêæå ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïî ñîáñòâåííûì

ôóíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

Φi,k,l =
∑
jmn

ϕjmnexp

(
i⃗πij

I
+

i⃗πkm

K
+

i⃗πln

L

)
Ïðè ïîäñòàíîâêå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ â ñõåìó àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ìû

ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê ïîòåí-

öèàëà:

ϕjmn =
2
3
πh2σjmn

1−
(
1− 2sin2 πj

I

3

)(
1− 2sin2 πm

K

3

)(
1− 2sin2 πn

L

3

)
Ïîñëå ÷åãî íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü îáðàòíîå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ãàðìîíèê

ïîòåíöèàëà â ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíèê.

3.3 Âåðèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

Â íàñòîÿùåì ïîäðàçäåëå áóäóò ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñ-

ïåðèìåíòîâ äëÿ âñåõ îïèñàííûõ ðàíåå âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé.

3.3.1 Òåñòû â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå

Çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ äëÿ òðåõ çàäà÷ ïðèâåäåíà â òàáëèöå (7), ãäå x0 � íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ

ðàçäåëèòåëÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ñîñòîÿíèÿìè (L � ëåâîå, R � ïðàâîå). Äëÿ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëîñü 100 ðàñ÷åòíûõ ÿ÷ååê. Öåëüþ ïåðâîãî

òåñòà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîñòè îïèñàíèÿ êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. Áîëüøèí-

ñòâî ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äàþò ëèáî îñöèëëÿöèþ, ëèáî
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Òàáëèöà 7: Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèÿ äëÿ çàäà÷ îá óäàðíîé òðóáå

N ρL vL pL ρR vR pR x0 t

1 1 0 1 0.125 0 0.1 0.5 0.2

2 1 -2 0.4 1 2 0.4 0.5 0.15

3 1 0 1000 1 0 0.01 0.5 0.012

äèôôóçèþ (�ðàçìàçûâàíèå� óäàðíûõ âîëí). Àâòîðñêèé ìåòîä âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷-

íîñòè äàåò ìàëîå (íà äâå ÿ÷åéêè) ðàçìàçûâàíèå ðåøåíèÿ â îáëàñòè óäàðíîé âîë-

íû (ñì. ðèñóíîê 14) ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñì. ðèñóíîê 15). Â

õîäå âòîðîãî òåñòà, ãàç ñ îäèíàêîâûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ðàçëåòà-

åòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû, îáðàçóÿ â öåíòðå ñóùåñòâåííóþ îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ. Òåñò

âûÿâëÿåò ñïîñîáíîñòü ôèçè÷åñêè ïðàâäîïîäîáíî ìîäåëèðîâàòü òàêóþ ñèòóàöèþ. Èç

ëèòåðàòóðû èçâåñòíî, ÷òî ìíîãèå ìåòîäû äàþò îøèáî÷íûé (íåôèçè÷åñêèé) ðîñò òåì-

ïåðàòóðû â îáëàñòè ñèëüíîãî ðàçðåæåíèÿ è êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå èñ-

êàæàåòñÿ. Àâòîðñêèé ìåòîä óñïåøíî ìîäåëèðóåò îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ (ñì. ðèñóíîê

16). Îñíîâíàÿ çàäà÷à òðåòüåãî òåñòà � ïðîâåðêà óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà.

Îãðîìíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ (5 äåñÿòè÷íûõ ïîðÿäêîâ) äîëæåí âûÿâèòü ñïîñîáíîñòü

ìåòîäà óñòîé÷èâî ìîäåëèðîâàòü ñèëüíûå âîçìóùåíèÿ ñ âîçíèêíîâåíèåì áûñòðî ðàñ-

ïðîñòðàíÿþùèõñÿ óäàðíûõ âîëí. Òàê íàçûâàåìàÿ âîëíà-ïðåäøåñòâåííèê (ñòóïåíüêà

íà ãðàôèêå âíóòðåííåé ýíåðãèè íà ïðàâîì ôðîíòå óäàðíîé âîëíû) îòðàæåíà êîð-

ðåêòíî, áåç ðàçìàçûâàíèÿ, ÷òî ãîâîðèò â ïîëüçó ìåòîäà (ñì. ðèñóíîê 17).

Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ óäàðíûõ âîëí â ãàçîâîé äèíàìèêå. Îñíîâíàÿ îñî-

áåííîñòü ýòîãî òåñòà � ýòî âîçìîæíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìî-

äåéñòâèÿ ñèëüíûõ óäàðíûõ âîëí â óçêîé îáëàñòè ðåøåíèé. Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è

âûáåðåì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü [0; 1] ñ åäèíè÷íîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ è íóëåâîé íà-

÷àëüíîé ñêîðîñòüþ. Íà÷àëüíîå äàâëåíèå ïðè x < 0.1 âûáåðåì êàê pL = 1000, äëÿ

0.1 < x < 0.9 âûáåðåì êàê pC = 0.01, è äëÿ èíòåðâàëà x > 0.9 âîçüìåì çíà÷åíèå

pR = 100. Â êà÷åñòâå êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ. Ðåçóëü-

òàò âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàí íà ðèñóíêå (18). Ìåòîä ïîëó÷èë î÷åíü

õîðîøåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîëîæåíèå âñåõ óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíîãî ðàçðûâà

âîñïðîèçâåäåíû êàê è â ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîãî PPM ìåòîäà. Êàê

è â ñëó÷àå äðóãèõ ìåòîäîâ èìååò ìåñòî ðàçìàçûâàíèå êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. Óäàðíàÿ
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Ðèñ. 14: Ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðâîé çàäà÷è îá óäàðíîé òðóáå.
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Ðèñ. 15: Ñðàâíåíèå ìåòîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà (ñëåâà) è âûñîêîãî ïîðÿäêà (ñïðàâà) íà

ïåðâîé çàäà÷å îá óäàðíîé òðóáå.

âîëíà â òî÷êå x = 0.76 îãðàíè÷åíà è åå àìïëèòóäà ñîñòàâëÿåò çíà÷åíèå ∼ 6.5, òàêæå

êîððåêòíî ïðè x = 0.86 âîñïðîèçâåäåíà âîëíà-ïðåäøåñòâåííèê ñ àìïëèòóäîé ∼ 1.

Âñå óäàðíûå âîëíû èìåþò ìàëóþ äèññèïàöèþ ðåøåíèÿ. Íà ãðàôèêå ñêîðîñòè âèä-

íî, ÷òî êîððåêòíî âîñïðîèçâåäåíû ãðàäèåíòû ñêîðîñòè âûõîäÿùèå ñíà÷àëà íà ïèê

∼ 10 â òî÷êå x = 0.65 è íà ïèê ∼ 14 â òî÷êå x = 0.86. Â ðàñ÷åòå áûëà èñïîëüçîâàíà

ðàâíîìåðíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, â îòëè÷èå îò àäàïòèâíîé ñåòêè îêîëî óäàðíûõ âîëí,

èñïîëüçóåìîé â ðÿäå ðàáîò.

Çàäà÷à Àêñåíîâà (îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà òî÷íîñòè). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé îäíîìåðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè â ðàçìåðíîì âèäå:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂p

∂x
,

∂ρ

∂t
+

∂ρu

∂x
= 0,

p

p0
=

(
ρ

ρ0

)γ

,

ãäå p - äàâëåíèå, ρ - ïëîòíîñòü, u - ñêîðîñòü, γ - ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ âåëè÷èí âûáåðåì l � õàðàêòåðíàÿ äëèíà, ρ0 � õàðàê-

òåðíàÿ ïëîòíîñòü, p0 � õàðàêòåðíîå äàâëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü

u0 =
√
γp0/ρ0, è õàðàêòåðíîå âðåìÿ t0 = l/

√
γp0/ρ0. Âûáðàâ â êà÷åñòâå ðàçìåðíûõ

âåëè÷èí l = 1, p0 = 1, ρ0 = 1, γ = 3 è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ λ = 1/(γ − 1), r = ρ1/2λ,

z = u/2λ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäà, îïèñàííîãî â [25] ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå íà-

÷àëüíûõ äàííûõ r = 1+0.5cos(x), z = 0. Òîãäà ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íà èíòåðâàëå
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Ðèñ. 16: Ðåçóëüòàòû äëÿ âòîðîé çàäà÷è îá óäàðíîé òðóáå.
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Ðèñ. 17: Ðåçóëüòàòû äëÿ òðåòüåé çàäà÷è îá óäàðíîé òðóáå.
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Ðèñ. 18: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ

óäàðíûõ âîëí ïðè èñïîëüçîâàíèè 2400 ÿ÷ååê

[0; 2π] çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

r = 1 + 0.5cos(x− zt)cos(rt),

z = 0.5sin(x− zt)sin(rt).

Ëåãêî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñ ó÷¼òîì îáåçðàçìåðèâàíèÿ óäîâëåòâîðÿ-

åò èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî

àâòîðñêèì ìåòîäîì ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì âûáåðåì ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà õîòÿ

áû îäíà èç ôóíêöèé èìååò ïðîñòîé (ÿâíûé) âèä. Âûáåðåì â êà÷åñòâå òàêîãî ìîìåíòà

t = π/2. Òîãäà r(x) = 1, à óðàâíåíèå äëÿ z èìååò ïðîñòîé âèä:

z = 0.5sin(x− zt).

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå (19). Èç ðèñóí-

êîâ âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ñêîðîñòè â âèäó åãî ãëàäêîñòè äîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëèæà-

åòñÿ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì. À âîò ãðàôèê ïëîòíîñòè èìååò ñêà÷îê â öåíòðå. Äàííûé

ñêà÷îê èìååò òó æå ïðèðîäó, ÷òî è ñêà÷îê òåìïåðàòóðû â òðåòüåì òåñòå Ãîäóíîâà,

êîãäà ãàç ðàçëåòàåòñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Ôàêòè÷åñêè â ýòîì òåñòå èìååò ìåñòî áûòü

÷òî-òî òèïà ýíòðîïèéíîãî ñëåäà, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå �ñòåêàíèÿ� ãàçà â

ýòó îáëàñòü ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ. Ïîëó÷åííóþ îñîáåííîñòü èìååò ñìûñë èññëåäîâàòü

â ïëàíå ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íà òàêîì òåñòå è âîçíèêàþùèõ îñîáåííîñòåé

ïðè âîñïðîèçâåäåíèè äàííîé îáëàñòè. Â ëþáîì ñëó÷àå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äàííàÿ

îñîáåííîñòü ñîñðåäîòî÷åíà íà êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ðàññ÷åòíîé îáëàñòè è óìåíüøà-

åòñÿ ïðè äðîáëåíèè ñåòêè. Òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìî
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Ðèñ. 19: Ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t = π/2. Ñïëîøíîé

ëèíèåé îáîçíà÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå, òî÷êàìè îáîçíà÷åí ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà.

[25], òî íà ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðîâåðèòü ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Äëÿ ðàçðàáîòàííîãî â

íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííîãî ìåòîäà äîñòèãàåòñÿ ïîðÿäîê 1.713, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîêà-

çàòåëüñòâîì äîñòèæåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñõåìû.

Çàäà÷à î ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîì ðàçëåòå ãàçà â âàêóóì. Äëÿ âåðèôèêà-

öèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè áóäåì ðàññìàòðèâàòü

ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûé ðàçë¼ò ñòàòè÷åñêîãî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàçî-

âîãî øàðà, îãðàíè÷åííîãî ðàäèóñîì R = 1 è èìåþùèé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïëîòíîñòè ρ = 1 è äàâëåíèÿ p = 1. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçë¼ò ãàçîâîãî îá-

ëàêà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.4 â âàêóóì ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (20). Èç ðèñóíêà

âèäíî, ÷òî êîíòàêòíûé ðàçðûâ äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ îò öåíòðà ãàçîâîãî øàðà,

çà íèì èä¼ò âîëíà ðàçðåæåíèÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå èìååò íåáîëüøóþ äèññèïàöèþ â

îáëàñòè ñòûêîâêè âîëíû ðàçðåæåíèÿ è íåâîçìóùåííîé îáëàñòè, à òàêæå íåáîëüøèå

êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïëîòíîñòè è èìïóëüñà ïîñëå êîíòàêòíîãî ðàçðûâà,

÷òî ïî âñåé âèäèìîñòè ñâÿçàíî ñî ñïîñîáîì äåëåíèÿ íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè íà ãðà-

íèöå ãàç-âàêóóì è âîçíèêàþùèå îòñþäà îòðàæåíèÿ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé.

Çàäà÷à Ïîãîðåëîâà î ðàñïàäå ÌÃÄ ðàçðûâà. Äëÿ âåðèôèêàöèè ìåòîäà áûëà

ïîñòàâëåíà çàäà÷à â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå, ðåøåíèå êîòîðîé ñîäåðæèò âñå òèïû

ÌÃÄ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî îáåèì ñòîðîíàì ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ðàçäåëåí-

íûõ êîíòàêòíûì ðàçðûâîì [12]. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â îáëàñòè [0; 1], íà÷àëüíûé ðàçðûâ

çàäàåòñÿ â òî÷êå x0 = 0.5. Ñëåâà îò ðàçðûâà ïàðàìåòðû ãàçà(
ρ, p, vx, vy, vz, By/

√
4π,Bz/

√
4π
)
= (0.18405, 0.3541, 3.8964, 0.5361, 2.4866, 2.394, 1.197)
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Ðèñ. 20: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.4. Ïëîòíîñòü � (a),

èìïóëüñ � (b), äàâëåíèå � (c). ×èñëåííîå ðåøåíèå íàðèñîâàíî êðóæêàìè, òî÷íîå

ðåøåíèå íàðèñîâàíî òîíêîé ëèíèåé.

ñïðàâà ïàðàìåòðû ãàçà èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä(
ρ, p, vx, vy, vz, By/

√
4π,Bz/

√
4π
)
= (0.1, 0.1,−5.5, 0, 0, 2, 1)

x-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ Bx/
√
4π = 4, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 1.4. ×èñëåííîå

ðåøåíèå çàäà÷è íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.15 ïîêàçàí íà ðèñóíêå (21). Îòìåòèì, ÷òî

âñå âîëíû âîñïðîèçâåäåíû êîððåêòíî [12], ðàçìàçûâàíèå ÌÃÄ óäàðíûõ âîëí ïðî-

èñõîäèò íå áîëåå ÷åì íà òðè ÿ÷åéêè, îòñóòñòâóþò îñöèëëÿöèè ðåøåíèÿ â îáëàñòè

ðàçðûâà, à òàêæå êîððåêòíî âîñïðîèçâåäåí êîíòàêòíûé ðàçðûâ.

Çàäà÷à î ðàñïàäå ðàçðûâà â ìîäåëè áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè.

Äëÿ âåðèôèêàöèè ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâè-

òåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ïîëíûì òåíçîðîì äèñïåðñèè ñêîðîñòåé íà èíòåðâàëå

[0; 1] çàäàäèì íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû ñî ñëåäó-
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Ðèñ. 21: Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà äëÿ ÌÃÄ óðàâíåíèé. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû

(ñëåâà íàïðàâî, ñâåðõó âíèç) ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ïîëíîé

ýíåðãèè, ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.15. Ñèì-

âîëîì ◦ ïîêàçàíî ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì 100 ÿ÷ååê, ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíî

ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè èñïîëüçîâàíèè 1000 ÿ÷ååê.

þùèìè çíà÷åíèÿìè: Πxy = Πxz = Πyy = Πyz = Πzz = 1, u⃗ = 0⃗,

ρ = Πxx =

 2, x ≤ 0.5,

1, x ≤ 0.5

Íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.2 ðåçóëüòàòû äëÿ îñíîâíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (22). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà (22) ÷èñëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò

êîððåêòíî âîñïðîèçâîäèòü âñå ðàçðûâû ìîäåëè áåññòîëêíîâèòåëüíîé ñðåäû ñ ðàçìà-

çûâàíèåì, õàðàêòåðíûì ìåòîäó ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
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Ðèñ. 22: Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñêîðîñòåé è òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé â ðåçóëü-

òàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà â áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïî-

íåíòå. Íåïðåðûâíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ðåøåíèå íà î÷åíü ïîäðîáíîé ñåòêå, òî÷êàìè

èçîáðàæåíî ðåøåíèå íà ñåòêå, ñ ðàçðåøåíèåì êîòîðîé ïðîâîäÿòñÿ òðåõìåðíûå âû-

÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû.
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3.3.2 Òåñòû â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå

Çàäà÷à î êîíòðîëå ìîìåíòà èìïóëüñà. Â àâòîðñêîì ìåòîäå âåëè÷èíà óãëîâîãî

ìîìåíòà èìïóëüñà íå ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿåìîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó íåîáõîäèì åå êîí-

òðîëü. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà çàäà÷å âðàùåíèÿ äèñêà

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü [−8; 8]2, ñ ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû γ = 1.4,

íà÷àëüíûì îñåñèììåòðè÷íûì ïðîôèëåì äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè

p0(r) = ρ0(r) =

 2− r, r ≤ 1,

1, r > 1.

óãëîâîé ñêîðîñòü âðàùåíèÿ

ω(r) =

 1, r ≤ 1,

0, r > 1.

Íà ìîìåíò âðåìåíè t = 5 íà ðèñóíêå (23) ïîêàçàíî ïîâåäåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà èì-

ïóëüñà ïðè èçìåëü÷åíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, îøèáêà â ìîìåíòå
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Ðèñ. 23: Ïîâåäåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà âî âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà äèñêà

èìïóëüñà íà ïîäðîáíîé ñåòêå íå ñîñòàâëÿåòñÿ áîëåå îäíîé ñîòîé ïðîöåíòà, ÷òî ÿâëÿ-

åòñÿ î÷åíü ìàëîé âåëè÷èíîé â ðåàëüíûõ ðàñ÷åòàõ.

Çàäà÷à ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà. Ïðè ðàçðàáîòêå

âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ èõ ñâîéñòâî íå ïîäàâëÿòü ôèçè÷åñêèå

íåóñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ïðè èõ ÷èñëåííîì ðåøåíèå. Äëÿ ïðîâåðêè òàêîãî ñâîéñòâà

áûëè èññëåäîâàíû çàäà÷è ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà è Ðåëåÿ-

Òåéëîðà. Íåóñòîé÷èâîñòü Ðåëåÿ-Òåéëîðà ðàçâèâàåòñÿ íà ãðàíèöå äâóõ ãàçîâ ñ ðàçëè÷-

íûì çíà÷åíèåì ïëîòíîñòè ñ ó÷åòîì ãðàâèòàöèîííîé ñèëû. Â òî âðåìÿ êàê íåóñòîé-
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÷èâîñòü Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà ðàçâèâàåòñÿ íà ãðàíèöå äâóõ ãàçîâ ñ ðàçëè÷íûì çíà-

÷åíèåì ïëîòíîñòè, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Îáà âèäà íåóñòî÷èâîñòåé

ïðèâîäÿò ê ðàçâèòèþ íåëèíåéíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà, áóäåì ðàññìàòðèâàòü

êâàäðàòíûé ðåãèîí ðàçìåðîì [−0.5; 0.5]2. Íà÷àëüíûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè è x-êîìïîíåíòà

ñêîðîñòè çàäàåòñÿ â âèäå:

ρ0(x, y) =

 1, |y| > 0.25 + 0.01(1 + cos(8πx))

2, |y| ≤ 0.25 + 0.01(1 + cos(8πx))

vx,0(x, y) =

 −0.5, |y| > 0.25 + 0.01(1 + cos(8πx))

0.5, |y| ≤ 0.25 + 0.01(1 + cos(8πx))

Äàâëåíèå ãàçà çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì p = 2.5, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû âûáèðàåòñÿ ðàâ-

íûì γ = 1.4. Äëÿ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè çàäàåòñÿ ñèíóñîèäàëüíîå âîçìóùåíèå

ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè ãàçà. Ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà ïîêàçà-

íî íà ðèñóíêå (24). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ðàçâèòèÿ íåóñòî÷èâîñòè

Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå:

τKH =
λ (ρin + ρout)

vrel
√
ρinρout

,

ãäå λ = 1/4 � îáðàòíàÿ ÷àñòîòà ñèíóñîèäàëüíîãî âîçìóùåíèÿ, vrel = 1 � îòíîñèòåëü-

íàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ìåæäó ãàçàìè ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòè, ρin = 2 � ïëîòíîñòü

âíóòðåííåé îáëàñòè, ρout = 1 � ïëîòíîñòü âíåøíåé îáëàñòè. Äëÿ òàêèõ ïàðàìåò-

ðîâ õàðàêòåðíîå ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà τKH ≈ 0.53, ÷òî

õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîêàçàíûõ íà

ðèñóíêå (24). Äåéñòâèòåëüíî, îáðàçîâàíèå ïîëíûõ òóðáóëåíòíûõ âèõðåé ïðîèñõîäèò

íà ãðàíèöå äâóõ ãàçîâ ïðè t > 0.5.

Çàäà÷à ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü [−0.25; 0.25]× [−1.5; 1.5] ñî ñëå-

äóþùèìè ïàðàìåòðàìè:

ρ0(x, y) =

 1, |y| > 0.75

2, |y| ≤ 0.75

p = 0.15− ρ · g · |y|

ãäå p � ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå, g = 0.1 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-

íèÿ, y � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà è γ = 1.4 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.
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Ðèñ. 24: Ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà. Ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ

ñêîðîñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.0 (ñâåðõó ñëåâà), t = 0.2 (ñâåðõó ñïðàâà), t = 0.5

(ñíèçó ñëåâà) è t = 0.8 (ñíèçó-ñïðàâà)

Íà÷àëüíîå ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçìóùàåòñÿ

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: vy,0(x, y) = A(|y| − 0.75)[1 + cos(2πx)][1 + cos(2πy)], ãäå

A(y) =

 10−2, |y| ≤ 0.01

0, |y| > 0.01

Ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (25). Äëÿ àíàëèçà ðîñòà

íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ àìïëè-

òóäû âîçìóùåíèé:

p(t) = 0.01exp
(
t
√
Ag
)
≃ 0.01exp (0.25t)

ãäå A = 2/3 � ÷èñëî Àòâóäà. Íàïðèìåð â ìîìåíò âðåìåíè t = 13 àìïëèòóäà âîçìó-

ùåíèÿ p(t = 13) ≃ 0.25, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ðàçâèòèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå èíòåðôåéñà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñî-
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ñòîÿíèÿìè ãàçà ðàñïîëîæåíî íà ãðàíèöå y = ±0.75. À íà ìîìåíò âðåìåíè t = 13,

âîçìóùåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïðèìåðíî íà dy = ±0.25− 0.3.

Çàäà÷à î ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå â òóííåëå ñî ñòóïåíüþ. Ðàññìîòðèì îá-

ëàñòü [0; 3] × [0; 1] ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ ρ0 = 1.4, äàâëåíèåì p0 = 1 è íóëåâîé

y-êîìïîíåíòîé âåêòîðà ñêîðîñòè, x-êîìïîíåíòà ñêîðîñòè ïðè x < 0.5 ðàâíà òðåì è

íóëåâîé â îñòàâøåéñÿ îáëàñòè. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû ðàâåí γ = 1.4. Íà ëåâîé ãðàíèöå

îáëàñòè çàäàíî óñëîâèå âòåêàíèÿ, íà ïðàâîé ãðàíèöå óñëîâèå âûòåêàíèÿ, íà âåðõíåé

ãðàíèöå, âíèçó è íà ñòóïåíüêå çàäàíû îòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà èñïîëüçîâàíà ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà 720 × 240. Ðåçóëüòàò

âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàí íà ðèñóíêå (26). Ìåòîä ïîëó÷èë î÷åíü õîðî-

øåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîëîæåíèå âñåõ óäàðíûõ âîëí êîððåêòíî âîñïðîèçâåäåíû.

Îäíàêî, â íàøåì ìåòîäå ìû íå èñïîëüçîâàëè ñïåöèàëüíûå ïðèåìû ñ ðàñ÷åòîì îñîáîé

òî÷êè íà óãîëêå ñòóïåíè â îòëè÷èå îò ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ðÿäå ïîäõîäîâ íà

îñíîâå PPM ìåòîäîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ âàæíûì ôóíäàìåíòàëüíûì ðàçëè÷èåì PPM è

PPML ìåòîäîâ. Òàê â PPM ìåòîäàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîëû èñïîëüçóåòñÿ áîëüøîé

øàáëîí âû÷èñëåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå íà óãîëêå ñòóïåíè ïðèõîäèòñÿ äâàæäû çàäåéñòâî-

âàòü îäíè è òå æå ÿ÷åéêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîë, èñïîëüçóåìûõ äëÿ íàïðàâëåíèÿ

x è y. Â ìåòîäå PPML è íàøåì ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ êîìïàêòíûé øàáëîí, êîòîðûé

èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðèìàíà. Ïîýòîìó ìû ÿâíî ìîæåì ïîñòà-

âèòü óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê, ïîýòîìó îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ â îáëàñòè

óãîëêà îòñóòñòâóþò. Òàêæå â îòëè÷èå îò PPM ìåòîäîâ â âåðõíåé îáëàñòè âîçíèêàåò

íåóñòîé÷èâûé êîíòàêòíûé ðàçðûâ, âäîëü êîòîðîãî ñëàáî ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü

Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà. Â ïðàâîé ïîëîâèíå îáëàñòè ýòîò êîíòàêòíûé ðàçðûâ âçàèìî-

äåéñòâóåò ñ îòðàæåííîé óäàðíîé âîëíîé è íîâàÿ óäàðíàÿ âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ

âïðàâî.

Çàäà÷à î äâîéíîì ìàõîâñêîì îòðàæåíèè ñèëüíîé óäàðíîé âîëíû. Â îáëà-

ñòè [0; 3.5]× [0; 1] íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü, äàâëåíèå è âåêòîð ñêîðîñòè èìåþ âèä:

ρ0 =

 8, x < 1/2 + y/tan(π/3)

1.4, x ≥ 1/2 + y/tan(π/3)
p0 =

 116.5, x < 1/2 + y/tan(π/3)

1, x ≥ 1/2 + y/tan(π/3)

vx,0 =

 7.1447, x < 1/2 + y/tan(π/3)

0, x ≥ 1/2 + y/tan(π/3)
vy,0 =

 −4.125, x < 1/2 + y/tan(π/3)

0, x ≥ 1/2 + y/tan(π/3)
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ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 1.4. Íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíî óñëîâèå âòåêàíèÿ,

íà ïðàâîé è âåðõíåé ãðàíèöàõ è íà íèæíåé ãðàíèöå ïðè x < 0.5 óñëîâèå âûòåêàíèÿ,

âíèçó ïðè x > 0.5 çàäàíû îòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà áûëà èñïîëüçîâàíà ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà 840 × 240. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-

òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 27. Ìåòîä ïîëó÷èë î÷åíü õîðîøåå

÷èñëåííîå ðåøåíèå. Ïîëîæåíèå âñåõ óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ êîððåêò-

íî âîñïðîèçâåäåíû êàê è â ðåøåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîãî PPM ìåòîäà.

Âñå óäàðíûå âîëíû èìåþò ìàëóþ äèññèïàöèþ è íå èìåþò ïðîáëåì âáëèçè ãðàíèö.

Îòðàæåííàÿ âîëíà âûõîäèò èç òî÷êè êîíòàêòà x = 0.5 è åå àìïëèòóäà äîñòèãàåò

çíà÷åíèÿ ∼ 0.5 ïðè x = 1.8. Â òî÷êàõ x = 2.6 è x = 3.0 íàáëþäàþòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ

òðîéíûå òî÷êè ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ, êîòîðûå êîððåêòíî âîñïðîèçâåäåíû. Èç âòî-

ðîé òðîéíîé òî÷êè ïðè x = 3.0 âûõîäèò êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà ñ ìàëîé äèññèïàöèåé,

êîòîðàÿ â òî÷êå x = 2.7 âçàèìîäåéñòâóåò ñ îòðàæåííîé âîëíîé èç ïåðâîé òðîéíîé

òî÷êè ìàõîâñêîãî îòðàæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íèæå ýòîé òî÷êè ïðîèñõîäèò çàâèõðåíèå

òèïà íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà.
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Ðèñ. 25: Ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Ðåëåÿ-Òåéëîðà. Ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðî-

ñòè íà ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.0 (ñâåðõó ñëåâà), t = 7.0 (ñâåðõó ñïðàâà), t = 10.0

(ñíèçó ñëåâà) è t = 13.0 (ñíèçó-ñïðàâà)
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Ðèñ. 26: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà â òóíåëå ñî

ñòóïåíüêîé
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Ðèñ. 27: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è î äâîéíîì ìàõîâñêîì îòðàæåíèè ñèëüíîé

óäàðíîé âîëíû
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Çàäà÷à Îðçàãà-Òàíãà. Çàäà÷à Îðçàãà-Òàíãà [189] ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

íåííîé ìîäåëüþ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïåðåõîäà ê ñâåðõçâóêîâîé ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè è

ïðîâåðÿåò íàñêîëüêî êîä êîððåêòíî âîñïðîèçâîäèò îáðàçîâàíèå óäàðíûõ âîëí è èõ

âçàèìîäåéñòâèå. Òàêæå íà ýòîé çàäà÷å ìîæåò áûòü ïðîòåñòèðîâàíî óñëîâèå ▽·(B) =

0. Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü [0; 1]2 ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì, çàïîëíåííàÿ ðàâíîìåðíî ïëîòíîñòüþ ρ = 25/(36π) è äàâëå-

íèåì p = 5/(12π). Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ vx = − sin(2πy) è vy = sin(2πx).

Íà÷àëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå Bx = −B0 sin(2πy) è By = B0 sin(4πx), ãäå B0 = 1/
√
4π.

Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.2

ïîêàçàí íà ðèñóíêå (28). Îòìåòèì, ÷òî ïîëå ïëîòíîñòè è ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ìàã-
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Ðèñ. 28: Çàäà÷à Îðçàãà-Òàíãà. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè

(ñâåðõó) è âåêòîðíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ñíèçó) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.2. Äëÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëîñü ñåòêà 2562 ÿ÷ååê.

íèòíîãî ïîëÿ ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì äðóãèìè àâ-

òîðàìè.

3.3.3 Òåñòû â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêå

Çàäà÷à Ñåäîâà î òî÷å÷íîì âçðûâå. Çàäà÷à Ñåäîâà î òî÷å÷íîì âçðûâå â àñòðî-

ôèçèêå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à î âçðûâå ñâåðõíîâîé. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è

î òî÷å÷íîì âçðûâå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü [−0.5; 0.5]3, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû

γ = 5/3, íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü â îáëàñòè ρ0 = 1, è íà÷àëüíîå äàâëåíèå p0 = 10−5.

Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 âûäåëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ E0 = 0.6. Îáëàñòü âçðûâà

îãðàíè÷åíà ðàäèóñîì rcentral = 0.02. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçî-

âàëàñü ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà 1003. Ñìîäåëèðîâàííûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè è ìîìåíòà èì-
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ïóëüñà íà ìîìåíò âðåìåíè t = 0.05 èçîáðàæåí íà ðèñóíêå (29). Çàäà÷à Ñåäîâà î
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Ðèñ. 29: Ïëîòíîñòü (ñëåâà) è ìîìåíò èìïóëüñà (ñïðàâà), ïîëó÷åííûå ïðè ÷èñëåííîì

ðåøåíèè çàäà÷è Ñåäîâà î òî÷å÷íîì âçðûâå. Ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî òî÷íîå

ðåøåíèå

òî÷å÷íîì âçðûâå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì òåñòîì, ïðîâåðÿþùèì ñïîñîáíîñòü ìåòîäà è

åãî ðåàëèçàöèè âîñïðîèçâîäèòü ñèëüíûå óäàðíûå âîëíû ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè Ìàõà.

Ñêîðîñòü çâóêà ôîíîâîé ñðåäû ïðåíåáðèæèìî ìàëà, ïîýòîìó ÷èñëî Ìàõà äîñòèãàåò

çíà÷åíèÿ M = 1432. Àâòîðñêèé ÷èñëåííûé ìåòîä äîñòàòî÷íî õîðîøî âîñïðîèçâîäèò

ïîëîæåíèå óäàðíîé âîëíû, à òàêæå ïðîôèëü ïëîòíîñòè è èìïóëüñà.
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Ìîäåëèðîâàíèå ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé âðàùàþùåãîñÿ ñàìîãðàâèòè-

ðóþùåãî ãàçà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóåì ñòàöèîíàðíóþ

êîíôèãóðàöèþ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî øàðà. Ïðè ââåäåíèè â íà÷àëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íåáîëüøèõ çíà÷åíèé óãëîâîé ñêîðîñòè (êàê ïîñòîÿííûõ, òàê è âûòåêàþ-

ùèõ èç çàêîíà Êåïëåðà) óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîâåñíûõ ôèãóð

âðàùàþùåãîñÿ ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ó÷¼òîì ãðàâèòàöèè âîçüìåì ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâ-

íîâåñíóþ ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ, çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, èç ñèñòåìû

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, çàïèñàííûõ â ñôå-

ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ: 
∂p
∂r

= −M(r)ρ
r2

∂M
∂r

= 4πr2ρ

p = (γ − 1)ρϵ

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0(r) =

 1− r, r ≤ 1,

0, r > 1.

Òîãäà íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà èìåþò âèä:

p0(r) =

−πr2

36
(9r2 − 28r + 24) + 5π

36
, r ≤ 1,

0, r > 1.

Φ0(r) =

−π
3
(r3 − 2r2)− 2π

3
, r ≤ 1,

− π
3r
, r > 1.

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

0 <
1

2

∫
Ω

ρω2r2dΩ < 0.4

∣∣∣∣12
∫
Ω

ρΦdΩ

∣∣∣∣
Ñ óâåëè÷åíèåì óãëîâîé ñêîðîñòè ñàìîãðàâèòèðóþùèé ãàçîâûé øàð ïðèíèìàåò ôîð-

ìó ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ, ïîëóîñè êîòîðîãî ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèÿìè

(ñì. ðèñóíîê 30):

rx(ω) = 2.3510−3e
ω

0.15736 + 1.18171

rz(ω) = 2.5210−3e
ω

0.17686 + 1.03146
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Ðèñ. 30: Èçìåíåíèå ôîðìû ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî øàðà ïðè âðàùåíèè. Çàâè-

ñèìîñòü äëèí ïîëóîñåé ýëëèïñà îò óãëîâîé ñêîðîñòè (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è åå àïïðîê-

ñèìàöèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ)

Çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñôåð. Îñîáûé èí-

òåðåñ â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê ïðåäñòàâëÿåò òåñò

î âûñîêîñêîðîñòíîì ñòîëêíîâåíèè ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ îáëàêîâ ñ îäèíàêî-

âûìè ðàâíîâåñíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Çàäà÷à ñòîëê-

íîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðîäîëæèòåëüíûì ñæàòèåì

è îáðàçîâàíèåì óäàðíûõ âîëí â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

(áåçðàçìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå (31). Êàê âèäíî

èç ðèñóíêà (31) ïîâåäåíèå ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ îáëàêîâ êà÷åñòâåííî ñîîòâåò-

ñòâóþò ðåçóëüòàòàì ïîëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè. Ïðè âñåõ äîñòîèíñòâàõ äàííîãî

òåñòà õîòåëîñü áû îòìåòèòü ðÿä åãî íåäîñòàòêîâ:

1. Íà÷àëüíûå äàííûå òåñòà ïðåäïîëàãàþò íàëè÷èå ñèëüíî ðàçðåæåííîãî ãàçà âî-

êðóã ãàçîâûõ îáëàêîâ. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ â ðàçðåæåííîì îá-

ëàêå ñëàáûõ óäàðíûõ âîëí. Òîãäà âîçìîæíàÿ îñöèëëÿöèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà

íèõ ìîæåò ïðèâåñòè, çà ñ÷¼ò íåóñòîé÷èâîñòè, ê îáðàçîâàíèþ âîëí ïëîòíîñòè.

Ýòî ìîæåò èñêàçèòü êàðòèíó èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ îñîáåííî â ìîìåíò ñòîëêíîâå-

íèÿ ãàëàêòèê. Òåñò íå ïîçâîëÿåò âåðèôèöèðîâàòü ïîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà

íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì.

2. Ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ â çàäà÷å ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê ÿâ-

ëÿåþòñÿ â îñíîâíîì äîçâóêîâûìè, ëèáî ñ ÷èñëîì Ìàõà íå ïðåâûøàþùèì 5. Íà-

÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçîâûõ îáëàêîâ â òåñòå ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó Ìà-
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Ðèñ. 31: Âåíãåíîâñêèé òåñò. Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçîâûõ îáëàêîâ â ìîìåíòû

âðåìåíè: 1012 ñåêóíä - (a), 2 · 1012 ñåêóíä - (b), 3 · 1012 ñåêóíä - (c), 4 · 1012 ñåêóíä -

(d), 5 · 1012 ñåêóíä - (e), 6 · 1012 ñåêóíä - (f), 7 · 1012 ñåêóíä - (g), 8 · 1012 ñåêóíä - (h),

9 · 1012 ñåêóíä - (i)

õà ïîðÿäêà 100, ÷òî íå ñîâñåì ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ôèçè÷åñêîìó òå÷åíèþ.

Õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ðàâíà 600 êì/ñåê, çàäàâàåìàÿ

â òåñòå ñêîðîñòü ñîïîñòàâèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ÷òî òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ

ðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðîäèíàìèêè.

3. Íå ñîâñåì ÿñíî, êàêèì îáðàçîì íàäî ñòàâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñîõðàíåíèÿ

ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé

ïåðâîãî ðîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè èìååò ìåñòî �âûòåêàíèå�

çíà÷èòåëüíîé ÷àñòè ãàçà èç îáëàñòè. Äàííàÿ ïðîáëåìà îáóñëîâëåíà íàëè÷èåì

ðàçðåæåííîãî ãàçà âìåñòî âàêóóìà, ÷òî ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîñòè çàäàíèÿ

óñòîé÷èâîé â çíà÷èòåëüíîì èíòåðâàëå âðåìåíè ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè.

Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìî ñîçäàíèå òåñòà äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ

ãàçîâûõ îáëàêîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîòåñòèðîâàòü ãðàíèöó ãàç-âàêóóì, çàäàòü
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óñòîé÷èâóþ ðàâíîâåñíóþ êîíôèãóðàöèþ è îñòàòüñÿ â ðàìêàõ íåðåëÿòèâèñòñêîé ãðà-

âèòàöèîíííîé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-

êè ñ ó÷¼òîì ãðàâèòàöèè âîçüìåì ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíóþ ñòàöèîíàðíóþ êîíôè-

ãóðàöèþ, êîòîðóþ, ìîæíî íàéòè, çàäàâ ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, èç ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì Ïóàññîíà, çàïèñàííûõ â ñôåðè÷å-

ñêèõ êîîðäèíàòàõ:
∂p

∂r
= −M(r)ρ

r2

∂M

∂r
= 4πr2ρ

p = (γ − 1)ρϵ

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ0(r) =

 1− r, r ≤ 1,

0, r > 1.

Òîãäà íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà èìåþò âèä:

p0(r) =

−πr2

36
(9r2 − 28r + 24) + 5π

36
, r ≤ 1,

0, r > 1.

Φ0(r) =

−π
3
(r3 − 2r2)− 2π

3
, r ≤ 1,

− π
3r
, r > 1.

Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ãàçîâûìè îáëàêàìè L0 = 2.4, ñêîðîñòü ñòîëêíîâåíèÿ

vcollide = 1.0. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé êàê îäíîðîäíûå

êðàåâûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà. Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèè ïðèâåäåíî íà

ðèñóíêå (32) Íà ðèñóíêå (33) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäèò ðåçêîå ïîâûøåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçîâûõ

îáëàêîâ, â òî æå âðåìÿ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ìîäóëü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Êàê

âèäíî èç ðèñóíêà îíè àäåêâàòíî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, òåì ñàìûì èìååò ìåñòî

ñîõðàíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè. Èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ðåçóëüòàòå ñòîëêíî-

âåíèÿ êàê è å¼ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ìàëî, ÷òî ñâÿçàíî ïðåæäå âñåãî ñ äîçâóêîâûì

òå÷åíèåì. Êðîìå ýòîãî íà ãðàíèöå ãàç-âàêóóì íå ñóùåñòâóåò íåôèçè÷íûõ îñîáåííî-

ñòåé, òàêèõ êàê ìíèìûå óäàðíûå âîëíû, ÷òî ìîæåò èìåòü ìåñòî â ñëó÷àå îêðóæåíèÿ

îáëàêîâ ðàçðåæåííûì ãàçîì. Ñîõðàíÿþòñÿ ðàâíîâåñíûå êîíôèãóðàöèè ãàçîâûõ îá-

ëàêîâ äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ è ãðàíèöû ãàç-âàêóóì ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ.
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Ðèñ. 32: Àâòîðñêèé òåñò ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñôåð. Ïî-

âåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèé

Çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñôåð ñ ðàçíîé

ìàññîé. Îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãà-

ëàêòèê ïðåäñòàâëÿåò òåñò î âûñîêîñêîðîñòíîì ñòîëêíîâåíèè ñàìîãðàâèòèðóþùèõ

ãàçîâûõ îáëàêîâ ñ ðàçëè÷íûìè ïî ìàññå (â ñîîòíîøåíèè 1:20) ðàâíîâåñíûìè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿìè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïåðâîå îáëàêî çàäàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé

îáëàñòüþ, çàïîëíåííîé ïî NFW-ïðîôèëþ ãàçîì ìàññû Mgas = 16 · 1041 êã, ìàññà âòî-

ðîãî îáëàêà Mgas = 0.8 · 1041 êã. Â õîäå âñòðå÷íîãî äâèæåíèÿ îáëàêîâ ñ ðàâíûìè

íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè vcr = 600 êì/ñ ïðîèñõîäèò èõ ñòîëêíîâåíèå. Ðåçóëüòàòû ìî-

äåëèðîâàíèÿ (áåçðàçìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå (34)

ïîâåäåíèå ýíåðãèé íà ðèñóíêå (35). Çàäà÷à õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì ïîäú¼ìîì âíóò-

ðåííåé ýíåðãèè â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ è îäíîâðåìåííûì ïàäåíèåì êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè. Ïîñëå ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîâûøàåòñÿ è âìåñòå ñ

ýòèì ïîíèæàåòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Ãëàâíàÿ æå îñîáåííîñòü äàííîãî òåñòà � ýòî

ðàçâèòèå ìåõàíèçìà íàáåãàþùåãî äàâëåíèÿ (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ram-pressure

ìåõàíèçì). Íà ðèñóíêå (34) çà ãàëàêòèêîé èìååò ìåñòî ðàçâèòèå òóðáóëåíòíîãî òå-

÷åíèÿ, àíàëîãè÷íîå ïîëó÷åííîìó â ðàáîòå [214].
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Ðèñ. 33: Àâòîðñêèé òåñò ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñôåð. Áåç-

ðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçîâûõ îáëàêîâ â ìîìåíòû âðåìåíè: 1014 ñåêóíä - (a), 2 · 1014

ñåêóíä - (b), 3 ·1014 ñåêóíä - (c), 4 ·1014 ñåêóíä - (d), 5 ·1014 ñåêóíä - (e), 6 ·1014 ñåêóíä

- (f)

3.3.4 Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà èññëåäîâàëîñü ïðè èçìåëü÷åíèè ðàñ÷¼òíîé ñåòêè ñ èç-

âåñòíîé ôóíêöèåé ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà è ôóíêöèè ïëîòíîñòè:

Φ(r) =

 4π
15
r5 − 3π

5
r4 + 2π

3
r2 − 3π

5
, r ≤ 1,

− 4π
15r

, r > 1.

ρ(r) =

 2r3 − 2r2 + 1, r ≤ 1,

0, r > 1.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé íåâÿçêè ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè. Êàê

âèäíî èç òàáëèöû (8) èìååò ìåñòî ÷åòâ¼ðòûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè.

3.4 Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, èçó÷åíèå àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ óñëîæ-

íÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà áîëüøîãî ÷èñëà ïîäñåòî÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Êðîìå òîãî, ñîñòàâ àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ èíãðèäèåíòîâ,

äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Äàííîå îá-

ñòîÿòåëüñòâî óñëîæíÿåò ðàçðàáîòêó ýôôåêòèâíûõ êîäîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñòðîôè-

çè÷åñêèõ ïðîáëåì íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ àñòðîôèçè-
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Ðèñ. 34: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçîâûõ îáëàêîâ â ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ (ñâåðõó ñëåâà), 0.8 · 1014 ñåêóíä (ñâåðõó ïîñåðåäèíå), 1.5 · 1014 ñåêóíä

(ñâåðõó ñïðàâà), 2 · 1014 ñåêóíä (ñíèçó ñëåâà), 2.4 · 1014 ñåêóíä (ñíèçó ïîñåðåäèíå),

2.7 · 1014 ñåêóíä (ñíèçó ñïðàâà)

÷åñêèõ ïðîöåññîâ â âûñîêîì ðàçðåøåíèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íàèáîëåå ìîùíûå

ñóïåðêîìïüþòåðû. Äâà èç Top-3 (÷åòûðå èç Top-10) ñóïåðêîìïüþòåðà â íîÿáðüñêîé

âåðñèè 2015 ãîäà ñïèñêà Top-500 îñíàùåíû ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè è óñêîðèòå-

ëÿìè Intel Xeon Phi. Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé ñóïåðêîìïüþòåð ýêçàôëîïñíîé ïðîèç-

âîäèòåëüíîñòè áóäåò ïîñòðîåí íà îñíîâå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà. Ðàçðàáîòêà êîäîâ äëÿ

ãèáðèäíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ íå ñóãóáî òåõíè÷åñêàÿ çàäà÷à, à îòäåëüíàÿ ñëîæíàÿ

íàó÷íàÿ çàäà÷à, òðåáóþùàÿ ñî-äèçàéíà àëãîðèòìîâ íà âñåõ ñòàäèÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òàáëèöà 8: Ýâêëèäîâà íîðìà îòêëîíåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îò àíàëèòè÷åñêîãî

Ñåòêà Íîðìà îòêëîíåíèÿ

163 4.799777e-005

323 2.978253e-006

643 1.862059e-007

1283 1.164110e-008

2563 7.278760e-010

5123 4.548964e-011

10243 2.843139e-012
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Ðèñ. 35: Ïîâåäåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè (÷åðíàÿ ëèíèÿ), êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (êðàñ-

íàÿ ëèíèÿ) è ñäâèíóòàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (ñèíèÿ ëèíèÿ).

� îò ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè äî èíñòðóìåíòîâ ðàçðàáîòêè. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñ-

ëî ðàçðàáîòàííûõ êîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ [150] îñòàåòñÿ áîëüøîå

÷èñëî íåðåøåííûõ ïðîáëåì â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

è ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé äëÿ èçó÷åíèÿ àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé.

3.4.1 Êîíöåïöèÿ ñî-äèçàéíà âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ýòàïû ñî-äèçàéíà ÷èñëåííûõ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ àñòðîôèçè-

÷åñêèõ çàäà÷. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàñøòàáû ãàëàêòèê è êðóï-

íûõ ñêîïëåíèé, ãäå ÷èñëî ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ âåëèêî, òàêæå êàê è ìîäåëèðóåìûõ

êîìïîíåíò.

1. Ýòàï ôîðìóëèðîâêè ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Ãëàâíûìè èíãðèäèåíòàìè ãàëàêòèê

ÿâëÿåòñÿ ãàçîâàÿ êîìïîíåíòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ìåæçâåçäíûé ãàç è ðàâíî-

ìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ ïûëü, è áåññòîëêíîâèòåëüíàÿ êîìïîíåíòû, êîòîðàÿ èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ çâåçäíîé êîìïîíåíòû è òåìíîé ìàòåðèè. Îñíîâíû-

ìè ïîäñåòî÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû çâåçäîîáðàçî-

âàíèÿ, ýôôåêò îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ, ôóíêöèè îõëàæäåíèÿ è íàãðåâàíèÿ, à
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òàêæå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè [262].

2. Ýòàï ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè. Äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé êîìïîíåíòû èñ-

ïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé äèíàìèêè, êîòîðûå ðàñøèðÿþò-

ñÿ íà óðàâíåíèÿ îäíîñêîðîñòíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãðàâèòàöèîííîé ãàçîâîé

äèíàìèêè ñ ýôôåêòèâíûì ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû â ñëó÷àå ó÷¼òà õèìè÷åñêèõ

ðåàêöèé. Äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû èñïîëüçóþòñÿ óðàâ-

íåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Òà-

êîé ïîäõîä áûë èññëåäîâàí è óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ýâîëþöèè

[181, 262] è ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê [150]. Òàêîé ñïîñîá îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâè-

òåëüíîé êîìïîíåíòû ïîçâîëÿåò ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêè

ñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêòà îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ.

3. Ýòàï ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôîðìàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ãàçîâîé è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíò ãà-

ëàêòèê ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-

íî ñôîðìóëèðîâàòü åäèíûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé. Èñïîëüçîâàíèå åäèíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò çàïèñàòü åäèíûé

ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì. Â îñíîâå òàêîãî àëãîðèòìà ëåæèò ëîêàëüíîñòü âû÷èñ-

ëåíèé, ÷òî äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî ïðîåöèðóåòñÿ íà ñîâðåìåííûå àðõèòåêòóðû

ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

4. Ýòàï âûáîðà ñòðóêòóð äàííûõ. Èñïîëüçóåìûå ñòðóêòóðû äàííûõ â ñëó÷àå ðå-

øåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ âûáîðîì ðàñ÷åò-

íûõ ñåòîê. Â îðèãèíàëüíîì ïîäõîäå èñïîëüçóþòñÿ ðåãóëÿðíûå ñåòêè, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïðîñòîé ïîäõîä ê îðãàíèçàöèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé

[148]. Îñíîâíûì èç òðåíäîâ ñîâðåìåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ òåõíîëîãèÿ ïîäâèæíûõ ñåòîê. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ðå-

ãóëÿðíûõ ñòðóêòóð äàííûõ ìîæåò áûòü îïèñàíà òåõíîëîãèÿ êîìôîðíûõ ïî-

äâèæíûõ ñåòîê, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ìîäåëèðîâàòü áîëüøîå ÷èñëî

çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûå àëãî-

ðèòìû, èñïîëüçóåìûå äëÿ âû÷èñëåíèé íà ðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ.

5. Ýòàï ó÷åòà àðõèòåêòóðû ñóïåðêîìïüþòåðà. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ èñïîëüçó-

þòñÿ ãèáðèäíûå ñóïåðêîìïüþòåðû ñ óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi è ãðàôè÷åñêè-

ìè óñêîðèòåëÿìè. Ëîãè÷åñêàÿ àðõèòåêòóðà ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñ Intel Xeon Phi
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ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéêè óñêîðèòåëåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõ íàïðÿìóþ (â

ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ native ðåæèìà) èëè ÷åðåç CPU (â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

o�oad ðåæèìà). Â ðàìêàõ îäíîãî óñêîðèòåëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà áîëü-

øîå (íåñêîëüêî ñîòåí) íèòåé. Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé â îðèãèíàëüíîì ìåòîäå

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèòÿìè â ðàìêàõ îäíîãî óñêîðè-

òåëÿ íà îñíîâíûõ ýòàïàõ ìåòîäà, ëèáî ñâîäèòü òàêèå âû÷èñëåíèÿ ê ìèíèìóìó.

Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå âîçíèêàåò â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè èç óñëî-

âèÿ Êóðàíòà.

6. Ýòàï èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ ðàçðàáîòêè. Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé îðèãèíàëü-

íîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà è àðõèòåêòóðû èñïîëüçóåìûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïîç-

âîëÿþò íàì îãðàíè÷èòüñÿ áèáëèîòåêîé MPI äëÿ îðãàíèçàöèè ìåæïðîöåññíûõ

âçàèìîäåéñòâèé è òåõíîëîãèåé OpenMP äëÿ îðãàíèçàöèè ìíîãîïîòî÷íûõ âû-

÷èñëåíèé. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé èñïîëüçóåòñÿ òåõ-

íîëîãèÿ CUDA.

Äàëåå ïîäðîáíåå îïèøåì ïàðàëëåëüíûå ðåàëèçàöèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ è ãèáðèäíûõ

àðõèòåêòóð.

3.4.2 Ñõåìà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðÝÂÌ

Íà ðèñóíêå (36) ïðèâåäåíû ïðîöåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòàïàìè Îñíîâíûìè

Other

Poisson Solver

The Lagrangian Stage

The Eulerian Stage

4%
6%

80%

10%

Ðèñ. 36: Ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýòàïàìè ÷èñëåííîãî ìåòîäà

ýòàïàìè âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû ÿâëÿþòñÿ ýéëåðîâ è ëàãðàíæåâ ýòàïû. Ìû ñîñðå-

äîòî÷èìñÿ èìåííî íà ýòèõ ýòàïàõ, êàê íà íàèáîëåå çàòðàòíûõ. Òàêæå âíå íàøåãî

ðàññìîòðåíèÿ â ïëàíå óñêîðåíèÿ îñòàíóòñÿ ïðîöåäóðû, â êîòîðûõ �äåëåíèå� èìïóëü-

ñà íà ôóíêöèþ ïëîòíîñòè è ïåðåçàïèñü ìàññèâîâ.

176



Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ñî-äèçàéí [106] ôèçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ÷èñëåííîãî ìåòîäà è ñòðóêòóð äàííûõ ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-

âàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ äåêîìïîçèöèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ îäíèì ñëîåì ïåðåêðûòèÿ

ïîäîáëàñòåé. Òàêóþ âîçìîæíîñòü ìû èìååì çà ñ÷¼ò ëîêàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó ÿ÷åéêàìè. Â ñëó÷àå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìîñòü òîëüêî îäíîãî

ñëîÿ ïåðåêðûòèÿ åñòåñòâåííî.

Èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ äåêàðòîâó òîïîëîãèþ

äëÿ äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé èìååò ïîòåíöè-

àëüíî áåñêîíå÷íóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè-

÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïî îäíîé êîîðäèíàòå âíåøíåå îäíîìåðíîå

ðàçðåçàíèå ïðîèñõîäèò ñðåäñòâàìè òåõíîëîãèè MPI (ðèñóíîê 37). Òàêàÿ äåêîìïî-

Ðèñ. 37: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêìîïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

çèöèÿ ñâÿçàíà ñ òîïîëîãèåé è àðõèòåêòóðîé âñåõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ, êîòîðûå áûëè

èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Àëãîðèòì ïåðåêðûòèÿ ïîäîáëàñòåé. Ìåæïðîöåññíîå âçàèìîäåéñòâèå ñðåäñòâà-

ìè MPI îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ øàáëîíà ïåðåäà÷è ïî äâóíàïðàâëåííîìó ñïèñêó

(ñì. ëèñòèíã 1) êðàéíèõ ýëåìåíòîâ îäíîìåðíîãî ìàññèâà ðàçìåðîì N ýëåìåíòîâ.

Listing 1: Ïàòòåðí äëÿ MPI êîììóíèêàöèé

#de f i n e COMM MPI_COMM_WORLD

#de f i n e STATUS MPI_STATUS_IGNORE

#de f i n e TR 1 // " to r i g h t " communications

#de f i n e TL 2 // " to l e f t " communications

. . .
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i f ( rank == 0)

{

bu f f e r [ 0 ] = a [N−2] ;

MPI_Send( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank+1,TR,COMM) ;

MPI_Recv( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank+1,TL,COMM,STATUS) ;

a [N−1] = bu f f e r [ 0 ] ;

}

i f ( rank == s i z e −1)

{

MPI_Recv( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank−1,TR,COMM,STATUS) ;

a [ 0 ] = bu f f e r [ 0 ] ;

b u f f e r [ 0 ] = a [ 1 ] ;

MPI_Send( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank−1,TL,COMM) ;

}

i f ( rank !=0 && rank != s i z e −1)

{

MPI_Recv( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank−1,TR,COMM,STATUS) ;

a [ 0 ] = bu f f e r [ 0 ] ;

b u f f e r [ 0 ] = a [N−2] ;

MPI_Send( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank+1,TR,COMM) ;

MPI_Recv( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank+1,TL,COMM,STATUS) ;

a [N−1] = bu f f e r [ 0 ] ;

b u f f e r [ 0 ] = a [ 1 ] ;

MPI_Send( bu f f e r , 1 ,MPI_DOUBLE, rank−1,TL,COMM) ;

}

. . .

Óêàçàííûé øàáëîí ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïðîñòûì, îäíàêî èìåííî íà í¼ì ïîñòðîåíû áîëåå

ñëîæíûå ìåæïðîöåññíûå âçàèìîäåéñòâèÿ îáìåíà ñðåçàìè òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ.

Âû÷èñëåíèå øàãà ïî âðåìåíè. Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ

øàãà ïî âðåìåíè, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ Êóðàíòà. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàôè÷åñêèõ

óñêîðèòåëåé äàííàÿ ïðîöåäóðà áûëà ðåàëèçîâàíà òîëüêî íà CPU [150] (òàêæå áûëî

ñäåëàíî è â êîäå GAMER [223]). Ïðè÷èíà ýòîãî � îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîé ðåàëèçà-

öèè ðåäóöèðóþùåé îïåðàöèåé min â òåõíîëîãèè CUDA. Â òî âðåìÿ êàê â OpenMP
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òàêàÿ îïåðàöèÿ ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíà. Ñòîèìîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò ïî-

ðÿäêà îäíîãî ïðîöåíòà îò îáùåãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé è ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà

ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Îäíàêî, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ãðà-

ôè÷åñêèõ ÿäåð äî íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ è ñòîêðàòíîãî óñêîðåíèÿ â ðàìêàõ îäíîãî ãðàôè-

÷åñêîãî ïðîöåññîðà ñóììàðíî âñåõ îñòàëüíûõ ïðîöåäóð, ìîæåò âîçíèêíóòü êóðü¼çíàÿ

ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äîëüøå

âñåõ îñòàëüíûõ. Ïðè òîì, ÷òî óæå áûëî äîñòèãíóòî 55-êðàòíîå óñêîðåíèå â ðàìêàõ

îäíîãî GPU [150] è êîëè÷åñòâî ãðàôè÷åñêèõ ÿäåð â îäíîì óñêîðèòåëå óâåëè÷èâàåòñÿ,

òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà â áëèæàéøèå ïàðó ëåò. Ñòîèò îòìåòèòü,

÷òî òàêàÿ ïðîáëåìà â ïðèíöèïå íåâîçìîæíà íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi.

Ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà,

â îñíîâå êîòîðîãî áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ñóïåðÝÂÌ ñ ðàñïðåäåëåííîé

ïàìÿòüþ, áûëà èñïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà FFTW [99]. Â îñíîâå ýòîé áèáëèîòåêè ëåæèò

ïðîöåäóðà ALLTOALL, êîòîðàÿ �òðàíñïîíèðóåò� òðåõìåðíûé ìàññèâ, ïåðåðàñïðåäå-

ëÿÿ çíà÷èòåëüíûå îáúåìû ïàìÿòè ìåæäó âñåìè ïðîöåññàìè. Áåçóñëîâíî, ýòî äîðîãàÿ

ñåòåâàÿ îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ òðåáóåò îòêàçà îò âñåãî àëãîðèòìà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèè

ñêîëü ëèáî çíà÷èòåëüíîãî êîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëåé. Îäíàêî, ýòà ïðîöåäóðà â ñëó÷àå

èñïîëüçîâàíèÿ ñåòåâîé èíôðàñòðóêòóðû In�niBand íå çàíèìàåò êðèòè÷åñêîå âðåìÿ

è, ïî âñåé âèäèìîñòè, îïòèìèçèðîâàíà íà íèçêîì ñåòåâîì óðîâíå [132]. Ðåçóëüòàòû

óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå (ðèñóíîê 38).

Èññëåäîâàíèå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ìàñ-

øòàáèðóåìîñòè ïðîãðàììíîãî êîäà íà îáîðóäîâàíèè ÑÑÊÖ äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëîñü

îò 1 äî 768 ÿäåð ïðîöåññîðà Intel Xeon X5670. Áûëà äîñòèãíóòà 93 % ýôôåêòèâíîñòü

ïðè èñïîëüçîâàíèè 768 âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð (ñì. ðèñóíîê39).

3.4.3 Ñõåìà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ, îñíà-

ùåííûõ ãðàôè÷åñêèìè óñêîðèòåëÿìè (êîä GPUPEGAS)

Èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðî-

äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ìíîãîìåðíóþ äå-

êàðòîâó òîïîëîãèþ äëÿ äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî

ââåäåíèè, òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé èìååò ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íóþ ìàñøòà-

áèðóåìîñòü.
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Ðèñ. 38: Óñêîðåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè 10243 â çàâè-

ñèìîñòè îò èñïîëüçîâàííûõ ÿäåð

Ìíîãîóðîâíåâàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Â êîäå GPUPEGAS èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ îäíîìåðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïî îäíîé

êîîðäèíàòå ðàçðåçàíèå ïðîèñõîäèò ñðåäñòâàìè òåõíîëîãèè MPI, ïî äâóì äðóãèì ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåõíîëîãèè CUDA (ñì. ðèñóíîê 40). Ýòî ñâÿçàíî ñ òîïîëîãèåé è àð-

õèòåêòóðîé ãèáðèäíîãî ñóïåðÝÂÌ NKS-30T Ñèáèðñêîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåí-

òðà ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåí-

òîâ. Äèçàéí ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò

íà êàæäîì ýòàïå ÷èñëåííîãî ìåòîäà íåçàâèñèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ ÷åðåç

êàæäóþ ãðàíèöó ÿ÷ååê. Äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè íà êàæäîì ýòàïå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ

ïåðåêðûòèåì îäíîãî ñëîÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ñîñåäíèõ îáëàñòåé. Òðåõìåðíîå ïàðàë-

ëåëüíîå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû èç ñâî-

áîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîé áèáëèîòåêè FFTW. Ñïîñîá ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññèâîâ òàêæå

çàäàåòñÿ áèáëèîòåêîé. Ïåðåêðûòèå ðàñ÷¼òíûõ îáëàñòåé â ýòîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè â êîäå GPUPEGAS èìååò ñëåäó-

þùèé âèä:

1. Âû÷èñëåíèå øàãà ïî âðåìåíè (íà CPU) â êàæäîé ÿ÷åéêå.
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Ðèñ. 39: Ìàñøòàáèðóåìîñòü ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè íà êëàñòåðå NKS-30T ÑÑÊÖ.

Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàëàñü ïîëíàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü,

íà îäíî ÿäðî ïðèõîäèëàñü ñåòêà ðàçìåðîì 2563.

2. Îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîãî øàãà ïî âðåìåíè (íà CPU) âî âñåõ ïðîöåññàõ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ðåäóöèðóþùåé îïåðàöèè.

3. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (íà CPU).

4. Ïàðàëëåëüíîå ïðÿìîå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (íà CPU) ñ èñïîëüçîâà-

íèåì áèáëèîòåêè FFTW.

5. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðîñòðàíñòâå ãàðìîíèê (íà CPU).

6. Ïàðàëëåëüíîå îáðàòíîå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (íà CPU) ñ èñïîëüçîâà-

íèåì áèáëèîòåêè FFTW.

7. Ïåðåäà÷à íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýéëåðîâîãî ýòàïà ìàññèâîâ ñ

CPU íà GPU.

8. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ýéëåðîâà ýòàïà (íà GPU).

9. Ïåðåäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ýéëåðîâîãî ýòàïà ìàññèâîâ ñ GPU íà CPU.

10. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îáìåí êðàéíèìè ñëîÿìè ïîäîáëàñòåé (íà CPU).
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Ðèñ. 40: Äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé.

11. Ïåðåäà÷à ìàññèâîâ èìïóëüñîâ è ïëîòíîñòåé ñ CPU íà GPU.

12. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé ïî çíà÷åíèÿì èìïóëüñîâ è ïëîòíîñòåé (íà GPU).

13. Ïåðåäà÷à ìàññèâîâ ñêîðîñòåé ñ GPU íà CPU.

14. Ïåðåäà÷à íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ëàãðàíæåâîãî ýòàïà ìàññèâîâ ñ

CPU íà GPU.

15. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ëàãðàíæåâîãî ýòàïà (íà GPU).

16. Ïåðåäà÷à ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ëàãðàíæåâîãî ýòàïà ìàññèâîâ ñ GPU íà CPU.

17. Ïîñòàíîâêà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è îáìåí êðàéíèìè ñëîÿìè ïîäîáëàñòåé (íà CPU).

18. Ïåðåäà÷à ìàññèâîâ èìïóëüñîâ è ïëîòíîñòåé ñ CPU íà GPU.

19. Âû÷èñëåíèå ñêîðîñòåé ïî çíà÷åíèÿì èìïóëüñîâ è ïëîòíîñòåé (íà GPU).

20. Ïåðåäà÷à ìàññèâîâ ñêîðîñòåé ñ GPU íà CPU.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà GPU èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé

àëãîðèòì ðàáîòû:

1. ïåðåäà÷à íåîáõîäèìûõ ìàññèâîâ ñ CPU íà GPU ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè

cudaMemcpy ñ ïàðàìåòðîì cudaMemcpyHostToDevice,
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2. çàïóñê ïðîöåäóðû íà ãðàôè÷åñêîì óñêîðèòåëå

3. ïåðåäà÷à âû÷èñëåííûõ ìàññèâîâ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè c GPU íà

CPU ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè cudaMemcpy ñ ïàðàìåòðîì cudaMemcpyDevice-

ToHost.

Ïîäðîáíûé ëèñòèíã ðàáîòû ñ GPU ïðèâåäåí â ëèñòèíãå (2).

Listing 2: Øàáëîí çàïóñêà ïðîöåóäðû íà GPU

cudaMemcpy( acu , a , NX∗NY∗NZ∗ s izeof ( r e a l ) ,

cudaMemcpyHostToDevice ) ;

dim3 threads (BLOCK_SIZE,BLOCK_SIZE, 1 ) ;

dim3 b locks (NY/ threads . x ,NZ/ threads . y , 1 ) ;

funct ion<<<blocks , threads>>>(acu , tau ,NX,NY,NZ, h ) ;

cudaMemcpy( anext , acu , NX∗NY∗NZ∗ s izeof ( r e a l ) ,

cudaMemcpyDeviceToHost ) ;

. . .

__device__ void gpu_function ( r e a l acuelem , r e a l tau , r e a l h )

{

return acuelem ∗ h/ tau ;

}

. . .

__global__ void f unc t i on ( r e a l ∗ acu , r e a l tau ,

int NX, int NY, int NZ, r e a l h)

{

k = blockIdx . y ∗ blockDim . y + threadIdx . y ;

l = blockIdx . x ∗ blockDim . x + threadIdx . x ;

for ( i=0 ; i<NX ; i++ )

acu [ i ∗NZ∗NY+k∗NZ+l ] =

gpu_function ( acu [ i ∗NZ∗NY+k∗NZ+l ] , tau , h ) ;

}

Âû÷èñëåíèå øàãà ïî âðåìåíè. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòå-

ëåé äàííàÿ ïðîöåäóðà áûëà ðåàëèçîâàíà òîëüêî íà CPU [150] (òàêæå áûëî ñäåëàíî

è â êîäå GAMER [223]). Ïðè÷èíà ýòîãî � îòñóòñòâèå ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ðåäó-

öèðóþùåé îïåðàöèåé min â òåõíîëîãèè CUDA.
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Èññëåäîâàíèå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíîé

ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâà ïîíÿòèÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè.

1. SingleGPU performance (ñèëüíàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü â ðàìêàõ îäíîãî ãðàôè÷å-

ñêîãî óñêîðèòåëÿ) � óìåíüøåíèå âðåìåíè ñ÷åòà îäíîãî øàãà îäíîé è òîé æå

çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøåãî ÷èñëà ÿäåð óñêîðèòåëÿ.

2. MultiGPU performance (ñëàáàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãèõ

ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé) � ñîõðàíåíèå âðåìåíè ñ÷åòà îäíîãî øàãà îäíîãî è

òîãî æå îáúåìà çàäà÷è ïðè îäíîâðåìåííîì óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà óñêîðèòåëåé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñêîðåíèÿ â ðàìêàõ îäíîãî GPU èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 2563. Â ñëó-

÷àå íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè íà îäèí óñêîðèòåëü ïðèõîäèëàñü äîëÿ ðàñ÷åòíîé ñåò-

êè ðàâíàÿ 2563. Ðåçóëüòàòû ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïðèâåäåíà íà

ðèñóíêå (41). Äëÿ äåìîíñòðàöèè àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâàíèè
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Ðèñ. 41: Óñêîðåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äèíàìèêè â ðàìêàõ

îäíîãî GPU (ñëåâà). Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé (ñïðàâà).

íåñêîëüêèõ GPU ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Áóäåì ôèêñèðîâàòü âðåìÿ ñ÷å-

òà ýéëåðîâà (Euler) è ëàãðàíæåâîãî (Lagrange) ýòàïà, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

(Poisson) è ýòàïîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïåðåñ÷åòîì ñêîðîñòåé (imp2vel), à òàêæå âû÷èñëåíèÿ

øàãà ïî âðåìåíè (tau). Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàñ÷åòíóþ ñåòêó 2563 è 4 óçëà

êëàñòåðà ÑÑÊÖ ÑÎ ÐÀÍ. Îïðåäåëèì òðè êîíôèãóðàöèè çàìåðà âðåìåíè:

1. Con�guration 1 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî ÿäðà ïðî-

öåññîðà Intel Xeon X5670 è îäíîãî ÿäðà NVidia Tesla M2090.
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�\ sec Euler Lagrange Imp2Vel Poisson Tau Total

Con�guration 1 34,72 22,87 8,43 4,02 1,22 71,26

Con�guration 2 8,62 5,51 2,11 1,03 0,31 17,58

Con�guration 2 0,17 0,095 0,035 1,03 0,31 1,64

Òàáëèöà 9: Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîäà GPUPEGAS.

2. Con�guration 2 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà 4 óçëàõ êëàñòåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè

íà êàæäîì îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel Xeon X5670 è îäíîãî ÿäðà NVidia Tesla

M2090.

3. Con�guration 3 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà 4 óçëàõ êëàñòåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè

íà êàæäîì îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel Xeon X5670 è

256 ÿäåð NVidia Tesla M2090.

Ðåçóëüòàòû çàìåðà âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå (9). Ïðè èñïîëüçîâàíèè âñåõ âîç-

ìîæíîñòåé ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ áûëî äîñòèãíóòî 11-êðàòíîå îáùåå óñêîðåíèå

êîäà è 54-êðàòíîå óñêîðåíèå ýòàïîâ, âûïîëíÿþùèõñÿ íà ãðàôè÷åñêîì óñêîðèòåëå,

÷òî ñîâñåì íåìíîãî íå õâàòèëî äëÿ 55-êðàòíîãî óñêîðåíèÿ, äîñòèãíóòîãî íà ñåòêå

2563 íà îäèí GPU. Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòà ãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 20% îò âðåìåíè ñ÷åòà

è ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ âðåìåíåì îïðåäåëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè è â òðè ðàçà ìåäëåííåå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

3.4.4 Ñõåìà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè íà ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ, îñíà-

ùåííûõ óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi (êîä AstroPhi)

Äåêîìïîçèöèÿ è ðàñïðåäåëåíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Èñïîëüçîâàíèå ðàâíî-

ìåðíîé ñåòêè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ äåêàðòîâó òîïîëîãèþ äëÿ äåêîìïîçèöèè ðàñ-

÷åòíîé îáëàñòè. Òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé èìååò ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íóþ

ìàñøòàáèðóåìîñòü. Â êîäå AstroPhi èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîóðîâíåâàÿ îäíîìåðíàÿ äå-

êîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Ïî îäíîé êîîðäèíàòå âíåøíåå îäíîìåðíîå ðàçðåçà-

íèå ïðîèñõîäèò ñðåäñòâàìè òåõíîëîãèè MPI, âíóòðè êàæäîé ïîäîáëàñòè ðàçðåçàíèå

ïðîèñõîäèò ñðåäñòâàìè OpenMP, àäàïòèðîâàííîãî äëÿ MIC-àðõèòåêòóð (ñì. ðèñóíîê

42). Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ òàêæå è â âåðñèè ïðîãðàììíîãî êîäà AstroPhi [152]

c ó÷åòîì èñïîëüçîâàíèÿ o�oad ðåæèìà. Òàêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ñâÿçàíà ñ òîïîëîãèåé

185



Ðèñ. 42: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ

ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ, îñíàùåííûõ óñêîðèòåëÿìè Intel Xeon Phi.

è àðõèòåêòóðîé ãèáðèäíîãî ñóïåðÝÂÌ RSC PetaStream, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí

äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà AstroPhi ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå (43). Ñåðûì

öâåòîì îòìå÷åíû ïðîöåäóðû, âûïîëíÿåìûå íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi. Ðÿäîì ñî

ñòðåëî÷êàìè ïîêàçàíû âõîäíûå äëÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû è âûõîäíûå äëÿ ïðåäû-

äóùåé, ãäå R � ïëîòíîñòü, RVξ è Vξ � èìïóëüñ è ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâåííî ïî îñè ξ, P

� äàâëåíèå, E � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, F � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë.

Èñïîëüçîâàíèå o�oad è native ðåæèìà ðàáîòû óñêîðèòåëÿ Ñî-äèçàéí ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà ïîçâîëèë äëÿ âñåõ ïðîöåäóð, âûïîëíÿåìûõ íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon

Phi, èñïîëüçîâàòü åäèíûé pattern ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñì. ëèñòèíã 3), ÷òî ïîçâîëèëî

ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû íà ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîñëå ðåàëèçàöèè åãî â

âèäå êîäà GPUPEGAS [150]. À ñàìîå ãëàâíîå ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà êàê

íà ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ, òàê è íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi íåò íåîáõîäèìîñòè

ñèíõðîíèçàöèè ìåæäó ïîòîêàìè, ÷òî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü âûñîêîå óñêîðåíèå â ðàìêàõ

îäíîãî Intel Xeon Phi.

Listing 3: Øàáëîí çàïóñêà ïðîöåóäðû íà Intel Xeon Phi

. . .
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// MIC mode

#i f n d e f MIC_DEV

#de f i n e MIC_DEV 0

#end i f

. . .

// Number o f MIC−threads

#de f i n e MIC_NUM_THREADS 60

. . .

#pragma o f f l o ad_at t r i bu t e ( push , t a r g e t (mic ) )

double func t i on ( double ∗a , double x , i n t number )

{

re turn a [ number ] ∗ x ;

}

#pragma o f f l o ad_at t r i bu t e ( pop )

. . .

#pragma o f f l o a d ta r g e t (mic ) in ( a : l ength (NX∗NY∗NZ) ) \

out ( c : l ength (NX∗NY∗NZ) )

{

#pragma omp p a r a l l e l f o r d e f au l t ( none ) shared (a , x , c ) \

num_threads (MIC_NUM_THREADS)

f o r ( i n t i=1 ; i<NX−1 ; i++)

f o r ( i n t k=1 ; k<NY−1 ; k++)

f o r ( i n t l=1 ; l<NZ−1 ; l++)

{

c [ i ∗NZ∗NY+k∗NZ+l ] = func t i on (a , x , i ∗NZ∗NY+k∗NZ+l ) ;

}

. . .

Âû÷èñëåíèå øàãà ïî âðåìåíè Íàïîìíèì, ÷òî â OpenMP îïåðàöèÿ ðåäóöèðîâà-

íèÿ ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíà. Ñòîèìîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà îäíîãî

ïðîöåíòà îò îáùåãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé è ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ýôôåêòèâíîñòü

ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè.
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Èññëåäîâàíèå ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ãèáðèäíîé

ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâà ïîíÿòèÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè.

1. SingleMIC performance (ñèëüíàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü â ðàìêàõ îäíîãî óñêîðèòåëÿ

Intel Xeon Phi) � óìåíüøåíèå âðåìåíè ñ÷åòà îäíîãî øàãà îäíîé è òîé æå çàäà÷è

ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøåãî ÷èñëà ÿäåð óñêîðèòåëÿ.

2. MultiMIC performance (ñëàáàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãèõ

óñêîðèòåëåé Intel Xeon Phi) � ñîõðàíåíèÿ âðåìåíè ñ÷åòà îäíîãî øàãà îäíîãî è

òîãî æå îáúåìà çàäà÷è ïðè îäíîâðåìåííîì óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà óñêîðèòåëåé.

Ðåçóëüòàòû ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè â ñëó÷àå o�oad ðåæèìà ïðè-

âåäåíà íà ðèñóíêå (44). Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñêîðåíèÿ â ðàìêàõ îäíîãî Intel Xeon Phi

èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà 2563. Â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè íà îäèí óñêîðèòåëü

Intel Xeon Phi ïðèõîäèëàñü äîëÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè ðàâíàÿ 2563.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ native ðåæèìà ðàáîòû óñêîðèòåëÿ áûëè èñ-

ïîëüçîâàíû äâà ãèáðèäíûõ ñóïåðêîìïüþòåðà íà îñíîâå àðõèòåêòóðû RSC PetaStream:

ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ ÐÀÍ (64 óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi 7120 D) è Ïîëèòåõíèê RSC

PetaStream ÑÏáÏÓ (256 óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi 5120 D). Â ñèëó ðàçíîãî îáúåìà

ïàìÿòè íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi 7120 D èññëåäîâàíèå óñêîðåíèÿ ïðîâîäèëîñü íà

ñåòêå 5123, íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi 5120 D áûëà èñïîëüçîâàíà ñåòêà 512×2562.

Ýòî ìàêñèìàëüíûå ðàçìåðû ñåòîê, êîòîðûå ìîãóò ïîìåñòèòüñÿ â îäèí óñêîðèòåëü.

Äëÿ èçìåðåíèÿ óñêîðåíèÿ çàìåðÿëîñü âðåìÿ êàæäîãî ýòàïà ÷èñëåííîãî ìåòîäà, â ñå-

êóíäàõ, à çàòåì âû÷èñëÿëàñü èõ ñóììà (Total) ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ

ëîãè÷åñêèõ ÿäåð (Threads). Óñêîðåíèå P (SpeedUp) âû÷èñëÿëîñü ïî ôîðìóëå:

P =
Total1
TotalK

ãäå Total1 � âðåìÿ âû÷èñëåíèé íà îäíîì ëîãè÷åñêîì ÿäðå, TotalK � âðåìÿ âû÷èñëåíèé

ïðè èñïîëüçîâàíèè K ëîãè÷åñêèõ ÿäåð. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé óñêîðåíèÿ äëÿ ñó-

ïåðêîìïüþòåðà ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ ÐÀÍ (JSCC) è Ïîëèòåõíèê RSC PetaStream ÑÏáÏÓ

(SPb) ïðèâåäåíû â òàáëèöå 10. Òàêèì îáðàçîì, áûëî ïîëó÷åíî 134-êðàòíîå óñêîðå-

íèå (ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå) â ðàìêàõ îäíîãî óñêîðèòåëÿ Intel Xeon

Phi 7120 D è 84-êðàòíîå óñêîðåíèå â ðàìêàõ îäíîãî óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi 5120 D.

Çàìåòèì, ÷òî âðåìÿ âû÷èñëåíèé äîëæíî îòëè÷àòüñÿ ïðèìåðíî â 4 ðàçà. Îäíàêî, ïðè

ìàëîì ÷èñëå óçëîâ òàêîå îòíîøåíèå ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 7-8 ðàç, à â ñëó÷àå áîëüøî-

ãî ÷èñëà óñêîðèòåëåé îòíîøåíèå ïðèõîäèò ê îæèäàåìîìó 4-êðàòíîìó. Ýòî ñâÿçàíî
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Threads Total (JSCC) Total (SPb) Speed-Up (JSCC) Speed-Up (SPb)

1 1755,2382 219,7956 1,0000 1,0000

2 855,0393 118,7445 2,0528 1,8510

4 445,5877 55,6405 3,9391 3,9502

8 232,1210 27,7089 7,5617 7,9323

16 114,4909 16,2230 15,3308 13,5483

32 58,2999 7,9673 30,1070 27,5872

64 31,4894 4,6190 55,7406 47,5851

128 17,3562 2,6271 101,1303 83,6647

240 13,1333 2,5905 133,6479 84.8467

Òàáëèöà 10: Èññëåäîâàíèå óñêîðåíèÿ êîäà íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå ëîãè÷åñêèõ ÿäåð ñó-

ïåðêîìïüþòåðîâ ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ ÐÀÍ è Ïîëèòåõíèê RSC PetaStream ÑÏáÏÓ

ñ ëó÷øåé êýøèðîâàííîñòüþ ïàìÿòè ïðè å¼ ìàëûõ îáúåìàõ è ëó÷øåé îïòèìèçàöè-

åé êîìïèëÿòîðà. Òàê èññëåäîâàíèÿ óñêîðåíèÿ (è äàëüíåéøåé ìàñøòàáèðóåìîñòè) íà

ñóïåðêîìïüþòåðå ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ ÐÀÍ áûëî ñäåëàíî â àïðåëå 2015 ãîäà, à èññëå-

äîâàíèÿ íà ñóïåðêîìïüþòåðå Ïîëèòåõíèê RSC PetaStream ÑÏáÏÓ áûëî ñäåëàíî â

íîÿáðå 2015 ãîäà.

Òàêæå ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå ìàñøòàáèðóåìîñòè êîäà AstroPhi â native ðåæè-

ìå íà óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi 7120 D íà ñåòêå 512p×512×512, íà óñêîðèòåëÿõ Intel

Xeon Phi 5120 D áûëà èñïîëüçîâàíà ñåòêà 512p×256×256 â îáåèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçî-

âàëèñü ÷åòûðå ëîãè÷åñêèõ ÿäðà íà êàæäûé óñêîðèòåëü, ãäå p � ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ

óñêîðèòåëåé. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäûé óñêîðèòåëü ïðèõîäèòñÿ îäèíàêîâûé ðàçìåð

ïîäîáëàñòè ïðè ëþáîì ÷èñëå èññëåäóåìûõ óñêîðèòåëåé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàñøòà-

áèðóåìîñòè çàìåðÿëîñü âðåìÿ êàæäîãî ýòàïà ÷èñëåííîãî ìåòîäà, â ñåêóíäàõ, à çàòåì

âû÷èñëÿëàñü èõ ñóììà (Total) ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ óñêîðèòåëåé Intel

Xeon Phi (MIC). Ìàñøòàáèðóåìîñòü T (Scalability) âû÷èñëÿëîñü ïî ôîðìóëå

T =
Total1
Totalp

ãäå Total1 � âðåìÿ âû÷èñëåíèé íà îäíîì óñêîðèòåëå ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîãî óñêî-

ðèòåëÿ, Totalp � âðåìÿ âû÷èñëåíèé íà îäíîì óñêîðèòåëåé ïðè èñïîëüçîâàíèè p óñêî-

ðèòåëåé. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé óñêîðåíèÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 11. Òàêèì îá-

ðàçîì, áûëà ïîëó÷åíà 92-ïðîöåíòíàÿ ýôôåêòèâíîñòü (ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñëàáîì

ñìûñëå) íà 64 óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi 7120 D è 75-ïðîöåíòíàÿ ýôôåêòèâíîñòü
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MIC Total (JSCC) Total (SPb) Scalability (JSCC) Scalability (SPb)

1 457,7285 55,5742 1,0000 1,0000

2 442,4235 55,2495 1,0345 1,0058

4 442,8754 56,3392 1,0335 0,9864

8 468,4368 56,3752 0,9771 0,9857

16 486,0677 57,9393 0,9417 0,9591

32 489,7659 61,0681 0,9345 0,9101

64 495,5962 64.1803 0,9235 0,8659

96 � 66.7413 � 0,8326

128 � 68.6065 � 0,8101

192 � 72.0681 � 0,7711

224 � 73.4610 � 0,7565

Òàáëèöà 11: Èññëåäîâàíèå ìàñøòàáèðóåìîñòè êîäà íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå óñêîðèòåëåé

ñóïåðêîìïüþòåðîâ ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ ÐÀÍ è Ïîëèòåõíèê RSC PetaStream ÑÏáÏÓ

íà 224 óñêîðèòåëÿõ Intel Xeon Phi 5120 D. Çàìåòèì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü áûñòðåå

�ïðîñàæèâàåòñÿ� íà ñóïåðêîìïüþòåðå ÑÏáÏÓ, ÷òî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ñåòåâîé

èíôðàñòðóêòóðû è äîïîëíèòåëüíûìè ñåòåâûìè ðàñõîäàìè íà îðãàíèçàöèþ îáìåíîâ.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé âðåìåíè è ñðàâíåíèè ñ âû÷èñëåíèÿìè íà

CPU ïðîâåä¼ì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Áóäåì ôèêñèðîâàòü âðåìÿ ñ÷åòà ýéëåðîâà è

ëàãðàíæåâîãî ýòàïà, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è îñòàëüíûõ ýòàïîâ, ñâÿçàííûõ ñ

ïåðåñ÷åòîì ñêîðîñòåé è èõ ïåðåíîðìèðîâêîé, à òàêæå âû÷èñëåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè.

Äëÿ ýòîãî áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàñ÷åòíóþ ñåòêó 2563, 4 óçëà êëàñòåðà ÌÂÑ-10Ï ÌÑÖ

ÐÀÍ, â êîòîðîì â îäíîïîòî÷íîì ðåæèìå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîöåññîð Intel Xeon E5-

2690, òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïî îäíîìó óñêîðèòåëþ Intel Xeon Phi 7110Õ íà óçåë.

Îïðåäåëèì ÷åòûðå êîíôèãóðàöèè çàìåðà âðåìåíè:

1. Con�g 1 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà îäíîì ÿäðå ïðîöåññîðà Intel Xeon E5-2690.

2. Con�g 2 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà 4 óçëàõ êëàñòåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè íà

êàæäîì îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel Xeon E5-2690.

3. Con�g 3 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà 4 óçëàõ êëàñòåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè íà

êàæäîì îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel Xeon E5-2690 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ïóàññîíà è îäíîãî ÿäðà îäíîãî óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi 7110Õ äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.
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�\ sec Eulerian stage Lagrangian stage Other Poisson Total

Con�g 1 6,032 42,230 5,453 5,965 59,680

Con�g 2 1,523 10,664 1,387 1,950 15,524

Con�g 3 11,672 81,708 10,552 1,950 105,882

Con�g 4 0,456 2,960 0,440 1,950 5,806

Òàáëèöà 12: Èññëåäîâàíèå ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîäà AstroPhi â o�oad ðåæèìå.

4. Con�g 4 � ðàñ÷åò øàãà ïî âðåìåíè íà 4 óçëàõ êëàñòåðà ïðè èñïîëüçîâàíèè

íà êàæäîì îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel Xeon E5-2690 äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ïóàññîíà è 60 ÿäåð îäíîãî óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi 7110Õ äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè.

Ðåçóëüòàòû çàìåðà âðåìåíè ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 12. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 12,

÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè 4 CPU â îäíîïîòî÷íîì ðåæèìå íà ðàçíûõ óçëàõ ìû ïîëó÷èëè

ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé óñêîðåíèå. Îäíàêî, êîãäà áûëî çàäåéñòâîâàíî íà êàæäîì óçëå

îäíî ÿäðî Intel Xeon Phi âìåñòî îäíîãî ÿäðà Intel Xeon äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ãàçîâîé äèíàìèêè ãàçîäèíàìè÷åñêèé ðåøàòåëü ñòàë ðàáîòàòü ìåäëåííåå ïðèìåðíî â

8 ðàç, ÷òî ñâÿçàíî ñ ìàëîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ îäíîãî ÿäðà Intel Xeon Phi. Ïðè

èñïîëüçîâàíèè âñåãî ïîòåíöèàëà óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi áûëî ïîëó÷åíî óñêîðåíèå

â ÷óòü ìåíåå ÷åì â 3 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàíèåì 4 CPU â îäíîïîòî÷íîì

ðåæèìå è 10-êðàòíîãî óñêîðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîãðàììû.

3.4.5 Èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè

Îñîáåííîñòüþ îðèãèíàëüíîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîñòîé ãåîìåòðè÷å-

ñêîé äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ïîñëåäóþùèì îáìåíîì ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé

ìåæäó òîëüêî ñîñåäíèìè âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè. Èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü îðãàíè-

çàöèè âû÷èñëåíèé ñòðîèòñÿ èç ñëåäóþùèõ ïðåäïîëîæåíèé:

1. äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé íà êàæäîì ýòàïå áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íàì èçâåñòíî ñðåäíåå âðåìÿ âû÷èñëåíèé íà îäíó ÿ÷åéêó,

òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàÿ îäíîðîäíîñòü âû÷èñëåíèé ïî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëà-

ñòè;

2. â êà÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà âûáèðàåòñÿ óñêîðèòåëü Intel Xeon Phi ïîëíî-

ñòüþ, òåì ñàìûì íå ìîäåëèðóåòñÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü âû÷èñëåíèé âíóòðè îäíî-

ãî óñòðîéñòâà;
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3. âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êîììóíèêàöèé áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà

ïåðåäàâàåìûõ ýëåìåíòîâ ñ ó÷åòîì ëàòåíòíîñòè;

4. êîëè÷åñòâî ïåðåäàâàåìûõ ýëåìåíòîâ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âðåìÿ ïåðåäà÷è, ïîñëå

êàæäîãî èç ýòàïîâ ÷èñëåííîãî ìåòîäà îäèíàêîâî;

5. èñïîëüçóåòñÿ ñåòåâàÿ èíôðàñòðóêòóðà ÑÑÊÖ ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ;

6. èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè;

7. ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ýêñòåíñèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ïðè ñîõðàíå-

íèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îòäåëüíîãî óñòðîéñòâà.

Ïîñòðîåííàÿ íà òàêèõ äîïóùåíèÿõ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü êîäà AstroPhi áûëà ñìîäå-

ëèðîâàíà ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñà AGNES [202] íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå ìîäåëüíûõ óñêîðè-

òåëåé. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ AstroPhi

ìîæåò áûòü ñ 70-ïðîöåíòíîé ýôôåêòèâíîñòüþ ìàñøòàáèðóåì äî îäíîãî ìèëëèîíà

âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ. Òàêîå ÷èñëî óñêîðèòåëåé ñîîòâåòñòâóåò ýêçàôëîïñíîìó

óðîâíþ âû÷èñëåíèé.
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Ðèñ. 43: Áëîê-ñõåìà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà AstroPhi.
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Ðèñ. 44: Óñêîðåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ðàìêàõ îäíîãî

Intel Xeon Phi (ñëåâà). Ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò

÷èñëà èñïîëüçîâàííûõ óñêîðèòåëåé Intel Xeon Phi (ñïðàâà)
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3.5 Âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå

Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èçëîæåíû ÷èñëåííûå ñõåìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-

öåññîâ ãðàâèòàöèîííîé ãèäðîäèíàìèêè. Â îñíîâå ìåòîäà ðåøåíèÿ ëåæèò ìåòîä ðàç-

äåëåíèÿ îïåðàòîðîâ, êîòîðûé ðàñùåïëÿåò èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà ýéëåðîâ

ýòàï, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ó÷åò ðàáîòû ñèë, è ëàãðàíæåâ ýòàï, íà êîòîðîì ïðî-

èñõîäèò àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèé íà êàæäîì ýòàïå - ìåòîä Ãîäóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçîâàííûõ ðàñïà-

äîâ ðàçðûâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî ðàñïàäà ðàçðûâà (çàäà÷è

Ðèìàíà) èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû îñðåäíåíèÿ Ðîå è êóñî÷íî-

ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà

ñ ìàëîé äèññèïàöèåé ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå êîìïàêòíîãî øàáëîíà äëÿ îðãàíèçà-

öèè âû÷èñëåíèé ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíîå ïåðåêðûòèå ïîäîáëàñòåé, à

ãèïåðáîëè÷íîñòü ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü åäèíûé âû÷èñ-

ëèòåëüíûé ìåòîä äëÿ âñåõ êîìïîíåíò, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü 55-êðàòíîå óñêîðåíèå

â ðàìêàõ îäíîãî ãðàôè÷åñêîãî óñêîðèòåëÿ è 134-êðàòíîå óñêîðåíèå â ðàìêàõ îäíîãî

óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi, à òàêæå âûñîêóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü êàê â ñëó÷àå êëàñ-

ñè÷åñêèõ àðõèòåêòóð, òàê è â ñëó÷àå ãèáðèäíûõ ñóïåðÝÂÌ. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà áûñòðîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå.

×èñëåííûå ìåòîäû áûëè ïðîòåñòèðîâàíû íà êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ â îäíî-, äâóõ-

è òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ. Òàê íà îäíîìåðíûõ çàäà÷ îá óäàðíîé òðóáå áûëà ïî-

êàçàíà âîçìîæíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà âîñïðîèçâîäèòü âñå âèäû âîëí (â òîì ÷èñëå

ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêèå âîëíû). Íà çàäà÷àõ ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà-

Ãåëüìãîëüöà, Ðåëåÿ-Òåéëîðà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ìåòîäà âîñïðîèçâîäèòü ðàçâè-

òèå íåóñòîé÷èâûõ òå÷åíèé. Íà çàäà÷àõ ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ ñôåð ïîäòâåðæäåíà

âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì

ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, ÷òî îñîáåííî âàæíî â çàäà÷àõ âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê è èõ

ñêîïëåíèé. Ñìîäåëèðîâàíû ðàâíîâåñíûå âðàùàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèè ñàìîãðàâèòè-

ðóþùåãî ãàçà â ôîðìå ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ.
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4 Ìîäåëèðîâàíèå ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñà-

ìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå

Â íàñòîÿùåé ãëàâå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå íà÷èíàÿ îò

êðóïíî-ìàñøòàáíûõ îáúåêòîâ (êîñìîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû), çàêàí÷èâàÿ îáúåêòàìè

ìàñøòàáà ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà.

4.1 Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè êðóïíîìàñøòàáíûõ êîñìîëîãè-

÷åñêèõ ñòðóêòóð

4.1.1 Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ êîñìîëîãè÷åñêèõ

ñòðóêòóð

Ñ ìîìåíòà âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùåìó z = 99 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñøèðÿþùóþñÿ

êóáè÷åñêóþ îáëàñòü ñ äëèíîé êóáà L = 100/h ìïê = 3× 1023/h ì, è ïåðèîäè÷åñêèìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïî êàæäîìó èçìåðåíèþ. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ

ïëîòíîñòè âçÿòî çíà÷åíèå ρ = 1.88× 10−26h2 êã/ì3. Äîëÿ òåìíîé ýíåðãèè ΩΛ = 0.73,

òåìíîé ìàòåðèè ΩD = 0.226, âèäèìîé áàðèîííîé ìàòåðèè ΩB = 0.044 (â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå çâåçä). Òåìïåðàòóðà ãàçîâîé êîìïîíåí-

òû T = 104 K. Ïîñòîÿííàÿ Õàááëà H = 67.8 êì/ñ/ìïê. Äëÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ

äàííûõ çàäàþòñÿ ìàëûå ôëóêòóàöèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïëîòíîñòè. Äëÿ

çàäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ôîðìèðóåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå c àìïëèòó-

äîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ýíåðãåòè÷åñêîìó ñïåêòðó (óðàâíåíèå (25) ñòàòüè [89]). Çàòåì

âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ðàâíîâåñíîé õèìîêèíåòèêè â çà-

äà÷àõ êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âçÿòû õàðàêòåðíûå êîíöåíòðàöèè ðàç-

ëè÷íûõ ôîðì âîäîðîäà è ãåëèÿ [23, 26, 114] ïðè òåìïåðàòóðå T = 104 K. Çàòåì

ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ðàíåå ïàêåòà ChemPAK [72] áûë ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëü-

íûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî âñå õèìè÷åñêèå ðåàêöèè ïðîèñõîäÿò çà âðåìÿ

ïîðÿäêà äåñÿòè òûñÿ÷ ëåò. Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî õàðàêòåðíûé øàã ïî âðåìåíè â çàäà-

÷àõ êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò îäèí ìèëëèîí ëåò, áûëà âûáðàíà è

ðåàëèçîâàíà ìîäåëü ðàâíîâåñíîé õèìîêèíåòèêè.

Â ðàìêàõ äâóõôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñ ó÷åòîì

êîñìîëîãè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ è ïîäñåòî÷íûõ ïðîöåññîâ áûëî ñìîäåëèðîâàíî îáðàçî-
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Ðèñ. 45: Ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèé â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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ðå). Äàííûå êðóïíîìàñøòàáíûå îáúåêòû îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé-
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Ðèñ. 46: Ïëîòíîñòü òåìíîé ìàòåðèè â ìîìåíòû z = 2 (ñâåðõó ñëåâà), z = 1 (ñâåðõó

ñïðàâà), z = 0.4 (ñíèçó ñëåâà), z = 0 (ñíèçó ñïðàâà)

÷èâîñòåé. Òàêæå áûëî èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ðåçóëü-

òàòå êîñìîëîãè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñìîäåëèðîâàííîå çíà÷åíèå äîëè çâåçä â îá-

ùåé ìàññå ñîîîòâåòñòâóåò íàáëþäàåìîìó çíà÷åíèþ (ñì. ðèñóíîê 49). Òàêæå ïðîöåññ
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Ðèñ. 47: Ïëîòíîñòü âèäèìîé ìàòåðèè â ìîìåíòû z = 2 (ñâåðõó ñëåâà), z = 1 (ñâåðõó

ñïðàâà), z = 0.4 (ñíèçó ñëåâà), z = 0 (ñíèçó ñïðàâà)

àêòèâíîãî çâåçäîîáðàçîâàíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ z = 2, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâóåò íàáëþäà-

åìûì äàííûì.

4.1.2 Ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèÿ ñêîïëåíèÿ ãàëàêòèê

Äàëåå ñ ïîìîùüþ zoom-in ïîäõîäà áûëî âûäåëåíî îòäåëüíîå ñìîäåëèðîâàííîå ñêîï-

ëåíèå ãàëàêòèê, ïîñòðîåí ïðèáëèæåííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè äëÿ

ãàçîâîé è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíò è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâåä¼í

äëÿ îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òîëüêî ýòî ñêîïëåíèå. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà áûëà ïîêàçàíî êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ñòðóêòóðû ñìîäåëèðîâàííîãî

ñêîïëåíèÿ è íàáëþäàåìûõ ñêîïëåíèé, êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ìàññ ñìîäåëèðî-

âàííûõ ãàëàêòèê è ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè ñ íàáëþäàåìûìè çíà÷åíèÿìè.

4.1.3 Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ñêîïëåíèé ãàëàêòèê â ÌÃÄ ìî-

äåëè

Â ðàìêàõ çàäà÷è ñòîëêíîâåíèÿ êëàñòåðîâ ìû ðàññìàòðèâàëè âûñîêîñêîðîñòíîå âçàè-

ìîäåéñòâèå äâóõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ãàçîâûõ ñôåð â ñëàáîì âåðòèêàëüíîì ìàãíèò-

íîì ïîëå. Äëÿ ýòîãî íà ðàññòîÿíèè 3 ìïê ìåæäó öåíòðàìè ìàññ áûë çàäàíà ëåâàÿ
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Ðèñ. 48: Òåìïåðàòóðà ãàçà â ìîìåíòû z = 2 (ñâåðõó ñëåâà), z = 1 (ñâåðõó ñïðàâà),

z = 0.4 (ñíèçó ñëåâà), z = 0 (ñíèçó ñïðàâà)

ãàçîâàÿ ñôåðà ñ ìàññîé ML = 1015M⊙ è ïðàâàÿ ñôåðà ñ ìàññîé MR = 1014M⊙. Èñ-

ïîëüçóåòñÿ ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ NFW ïðîôèëåì ïëîòíîñòè. Ñêîðîñòü ñòîëê-

íîâåíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà v = 4000 êì/ñ. Âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ

ñîñòàâëÿåò 1 µG. Ïðîôèëü ïëîòíîñòè è îðèåíòàöèÿ âåêòîðàÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè-

âåäåíà íà ðèñóíêå (51). Îòìåòèì, ÷òî êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [167]. Òàêæå âèäíî çíà÷èòåëüíàÿ ïåðå-

ñòðîéêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ êëàñòåðîâ.

4.2 Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ãàëàêòè÷åñêèõ ñòðóêòóð

4.2.1 Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ ðóêàâîâ ãàëàêòèê

Â ýòîì ïîäðàçäåëå áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàí ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ ñïèðàëüíûõ íåóñ-

òîé÷èâîñòåé â ãàëàêòè÷åñêîì äèñêå â ìîäåëè èçîòåðìè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè γ = 1.

Èçâåñòíî, ÷òî ãàçîâûé äèñê ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ê íåîñåñèììåòðè÷íûì âîçìóùå-

íèÿì, åñëè ïàðàìåòð Òóìðå Q ìåíüøå åäèíèöû [249]:

Q =
csκ

πGΣ
< Qcrit = 1.0
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Ðèñ. 49: Ïîâåäåíèå çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
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Ðèñ. 50: Ïëîòíîñòü òåìíîé (ñëåâà) è âèäèìîé ìàòåðèè (â öåíòðå), òåìïåðàòóðà ãàçà

(ñïðàâà)

ãäå cs � ñêîðîñòü çâóêà, Σ � ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü è κ � ýïèöèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà,

îïðåäåëÿåìàÿ èç óðàâíåíèÿ:

κ2 =
2Ω

r

d

dr

(
r2Ω
)

ãäå Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, r � öèëèíäðè÷åñêèé ðàäèóñ. Äëÿ ëîêàëüíûõ íåîñåñèììåò-

ðè÷íûõ âîçìóùåíèé òðåõìåðíûõ äèñêîâ êîíå÷íîé òîëùèíû êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà Òóìðå íåñêîëüêî áîëüøå Qcrit ≈ 1.5 [185, 204]. Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðà-

öèÿ ñîñòîèò èç ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàëàêòè÷åñêîãî ãàçîâîãî äèñêà, ïîãðóæåííîãî â

íåïîäâèæíîì Ãàëî òåìíîé ìàòåðèè (DM) ñ ïðîôèëåì:

ρDM =
ρ0

1 + (r/r0)
2

ãäå ρ0 = 1.97M⊙ ïñ−3 � öåíòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü òåìíîé ìàòåðèè, r0 = 1.6 êïê � õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ äëèíà Ãàëî è rh = 78.55 êïê � ðàäèóñ Ãàëî. Ìàññà òåìíîé ìàòåðèè

âûáèðàåòñÿ ðàâíîé 5 × 1010 M⊙. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ âðàùàþùåéñÿ ðàâíîâåñíîé

êîíôèãóðàöèè ïðèâåäåíà â îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è òàêæå ìîæåò áûòü

íàéäåíà â ðàáîòå [261].

Äàëåå ðàññìîòðèì ÷åòûðå ìîäåëè, ïàðàìåòðû äëÿ êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáëè-

öå (13). Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè ãàçà Σ è ïàðàìåòð Òóìðå

Q− ïîêàçàíû íà ðèñóíêå(52). Òåìïåðàòóðà ãàçà äëÿ ìîäåëåé 1 � 3 âûáðàíà ðàâíîé
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Ðèñ. 51: Çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ êëàñòåðîâ ãàëàêòèê. Íà ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ðàñïðå-

äåëåíèå ïëîòíîñòè â cm−3 (ñâåðõó) è îðèåíòàöèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñíèçó)

â ìîìåíò âðåìåíè t = 100 ìëí. ëåò. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâà-

ëîñü ñåòêà 5123 ÿ÷ååê.

Òàáëèöà 13: Ïàðàìåòðû ìîäåëè

Ìîäåëü Mdisk ξ = Mdisk/MDM Qmin T dominant mode

(1010M⊙) K

1 0.217 0.0434 3.912 104 �

2 0.854 0.1708 1.109 104 2

3 0.334 0.0668 1.122 104 4

4 0.118 0.0236 1.243 2× 103 7

T = 104 K, äëÿ ìîäåëè 4 âûáèðàåòñÿ ðàâíîé T = 2 × 103 K. Â íà÷àëüíîé ìîìåíò

âðåìåíè èñïîëüçóþòñÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíå-êâàäðàòè÷íûì îò-

êëîíåíèåì 10−4.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ñïèðàëåé, ïîëó÷åííûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâà-

íèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè äèñêîâ áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ãëîáàëüíûõ

àìïëèòóä Ôóðüå íà ëîêàëüíîé ïîäîáëàñòè r ≤ Rf = 8 êïê, ãäå r � öèëèíäðè÷åñêèé

201



0 2 4 6 8 10 12 14
0

10

20

30

40

50

60

 

 

G
as

 c
ol

um
n 

de
ns

ity
 (M

 p
c-2

)

Radial distance (kpc)

 Model 1
 Model 2
 Model 3
 Model 4

0 2 4 6 8 10 12 14

0

2

4

6

8

10

12

 

 

To
om

re
 Q

-p
ar

am
et

er

Radial distance (kpc)

 Model 1
 Model 2
 Model 3
 Model 4

Ðèñ. 52: Íà÷àëüíûå ïðîôèëè ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè (ñëåâà) è ïàðàìåòð Òóìðå Q

(ñïðàâà) äëÿ âñåõ ìîäåëåé
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ðàäèóñ. Îáùèé ðàçìåð ðàñ÷åòíîé îáëàñòè âûáèðàåòñÿ [−16; 16]3 êïê3:

Am(t) =

∣∣∣∣∣∣
Rf∫

−Rf

√
R2

f−x2∫
−
√

R2
f−x2

Σ(x, y, t)eimϕdxdy

∣∣∣∣∣∣
Rf∫

−Rf

√
R2

f−x2∫
−
√

R2
f−x2

Σ(x, y, t)dxdy

ãäå m = 1, 2, . . . � ñïèðàëüíûå ìîäû, Σ(x, y, y) � ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü ãàçà è ϕ =

tan−1(y/x) � ïîëÿðíûé óãîë. Òàê êàê äèñê îñåñèììåòðè÷íûé, òî àìïëèòóäû äëÿ âñåõ

ìîä ðàâíû íóëþ. Â ñëó÷àå, íàïðèìåð, åñëè çíà÷åíèå ìîäû ðàâíî Am(t) = 0.1, òî

àìïëèòóäà ñïèðàëüíîé ìîäû ñîñòàâëÿåò 10% îò íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íà ðèñóíêå (53) ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè ãàçà äëÿ ìîäåëè 1 íà

ïðîòÿæåíèè 400 ìèëëèîíîâ ëåò (äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Myr äëÿ ôðà-

çû �ìëí. ëåò�). Ïàðàìåòð Òóìðå Q äëÿ ýòîé ìîäåëè âñþäó áîëüøå êðèòè÷åñêîãî çíà-

÷åíèÿ Qcrit ≈ 1.5. Êàê è îæèäàëîñü, íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ ñî âðåìåíåì çàòóõàþò è

ìîäåëü íå ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííûõ îòêëîíåíèé îò ïåðâîíà÷àëüíîé îñåñèììåòðè÷-

íîé ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè. Ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóäó Ôóðüå ïîäòâåð-

æäàåò ýòè âûâîäû (ñì. ðèñóíîê 54) Ãëîáàëüíûå àìïëèòóäû Ôóðüå ïåðâûõ âîñüìè

ìîä íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå (−6.0 : −5.0) (â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå), ÷òî ñîîò-

âåòñòâóåò 0.001% íà÷àëüíîìó âîçìóùåíèþ ïëîòíîñòè îñåñèììåòðè÷íîãî äèñêà. Àì-

ïëèòóäû âûñøèõ ïîðÿäêîâ äåìîíñòðèðóþò àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå. Òàêèì îáðàçîì,

âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè 1.

Ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè ãàçà äëÿ ìîäåëè 2 ïîêàçàíà íà ðèñóíêå (55). Ýòà

ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ìàññîé äèñêà è âûñîêèì îòíîøåíèåì ìàññû

äèñêà ê ìàññå Ãàëî ξ = 0.1708. Êðèòåðèé Òóìðå Q ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ

1.5 âî âíóòðåííåé îáëàñòè 7 êïê. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü 2 ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé

è ýâîëþöèîíèðóåò â äâóõ-ñïèðàëüíóþ ñòðóêòóðó. Ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä

Ôóðüå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå (56) è ïîäòâåðæäàþò çàêëþ÷åíèå î ðàçâèòèå ìî-

äû m = 2, ïðè ýòîì, ÷òî ìîäû 4 è 8 òàêæå áûñòðî ðàñòóò, ÷òî ñâÿçàíî ñ ñåòî÷íûìè

ýôôåêòàìè è êðàòíîñòüþ âòîðîé ìîäû. Â êîíöå ìîäåëèðîâàíèÿ âòîðàÿ ìîäà äîìèíè-

ðóåò è ñîñòàâëÿåò çíà÷åíèå ïîðÿäêà -1.5 â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå. Ïî÷åìó âòîðàÿ

ìîäåëü ðàçâèëàñü â äâóõðóêàâíóþ ãàëàêòèêó, à íå â áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðóêàâîâ?

Ïðè÷èíîé ðàçâèòèÿ ìîäû m = 2 ñëóæèò òåîðèÿ óñèëåíèÿ ðàñêà÷êè (â çàðóáåæíîé

ëèòåðàòóðå the swing ampli�cation theory) [250]. Â îñíîâå êîòîðîé ñòîèò òîò ôàêò, ÷òî

ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ îáðàçóåòñÿ íåêîòîðûé ñïåêòð âîçìóùåíèé ðàç-
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Ðèñ. 53: Ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè (âM⊙pc
−2) äëÿ ìîäåëè 1 â ìîìåíòû âðåìåíè

0 Myr (ñëåâà ñâåðõó), 200 Myr (ñïðàâà ñâåðõó), 300 Myr (ñëåâà ñíèçó) è 400 Myr

(ñïðàâà ñíèçó). Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííî óñòîé÷èâîé
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Ðèñ. 54: Ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä Ôóðüå (â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå) äëÿ

ìîäåëè 1

ëè÷íûõ ìîä. Óñèëåíèå â ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâîì äèñêå ïðîèñõîäèò êîãäà ëþáàÿ

äîìèíèðóþùàÿ ñïèðàëü ðàñêðó÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò äèôôåðåíöèàëüíîãî âðàùåíèÿ. Â

ñâîþ î÷åðåäü äëÿ äðóãèõ ñïèðàëåé ïðîèñõîäÿò èõ ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãèìè ìîäàìè,

÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê âíóòðåííåìó Ëèíäáëàäîâñêîìó ðåçîíàíñó, òî åñòü ê áîëüøåìó

óñèëåíèþ ÷åðåç öåíòð äèñêà, ÷òî è ôîðìèðóåò äîìèíàíòíóþ ìîäó. Îáëàñòè ñ ðåçêèì

âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà Òóìðå Q îòñóòñòâóþò â íàøåé ìîäåëè äèñêà (ñì. ðèñóíîê

52). Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé ÷åðåç öåíòð äèñêà ïðåäñòàâëÿåò

åäèíñòâåííî âîçìîæíûì ìåõàíèçìîì âîçäåéñòâèÿ. Ýòîò ìåõàíèçì ðàáîòàåò, åñëè íåò

âíóòðåííåãî Ëèíäáëàäîâñêîãî ðåçîíàíñà (ILR) äëÿ îïðåäåëåííîãî ðåæèìà ñïèðàëè.

Ïîëîæåíèå ëèíäáëàäîâñêèõ ðåçîíàíñîâ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê:

m(Ωp − Ω) = ±κ

ãäå Ωp � ñêîðîñòü ñïèðàëüíîé ñòðóêòóðû. Â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà (56) èçîáðàæåíû

ðàäèàëüíûå ïðîôèëè Ωp, Ω ± κ/m è Ω äëÿ ìîä m = 2 è m = 3. Ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ

Ω − κ/2 è Ω − κ/3 äàåò ðàäèàëüíóþ ïîçèöèþ ILR äëÿ ìîä m = 2 è m = 3. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ILR äëÿ âòîðîé ìîäû îòñóòñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê äëÿ òðåòüåé ìîäû èìååò

ìåñòî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âòîðîé ìîäû âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ÷åðåç öåíòð

è âûõîäÿò ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåì ñàìûì óñèëèâàÿ ðàñêà÷êó ñïèðàëè. Â ðåçóëüòàòå

âòîðàÿ ìîäà ðàñòåò, òîãäà êàê òðåòüÿ è äàëåå âûðàæäàþòñÿ ñî âðåìåíåì.
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Ðèñ. 55: Ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè (âM⊙pc
−2) äëÿ ìîäåëè 2 â ìîìåíòû âðåìåíè

0 Myr (ñëåâà ñâåðõó), 100 Myr (ñïðàâà ñâåðõó), 200 Myr (ñëåâà ñíèçó) è 280 Myr

(ñïðàâà ñíèçó). Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâîé è ýâîëþöèîíèðóåò â

äâà ñïèðàëüíûõ ðóêàâà
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Ðèñ. 56: Ñâåðõó: ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä Ôóðüå äëÿ ìîäåëè 2. Ñíèçó: ðàäè-

àëüíûå ïðîôèëè Ω, Ωp, Ω±κ/2 è Ω±κ/3. Ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ äðóãèìè ïðîôèëÿìè äàåò

ïîçèöèè ðåçîíàíñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ Ω − κ/3 îáîçíà÷àåò ïîëîæåíèå

âíóòðåííåãî Ëèíäáëàäîâñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ ìîäû m = 3
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Íà ðèñóíêå (57) ïîêàçàíî ðàçâèòèå ÷åòûðåõ-ðóêàâíîé ñòðóêòóðûäëÿ ìîäåëè 3.

Ýòà ìîäåëü èìååò ìåíüøåå ÷åì ìîäåëü 2 îòíîøåíèå ìàññû äèñêà ê ìàññå Ãàëî è

ðàâíî çíà÷åíèþ ξ = 0.0668. Ïîâåäåíèå ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä Ôóðüå ïîêàçàíû íà

ðèñóíêå (58) ÷òî ïîäòâåðæäàåò ðàçâèòèå ÷åòâåðòîé ìîäû. Â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà

(58) èçîáðàæåíû ïîëîæåíèÿ ILR è îòñóòñòâóþò äëÿ ÷åòâåðòîé ìîäû, íî èìåþò ìåñòî

äëÿ ìîäû m = 5 è ìîä ñ áîëüøèì íîìåðîì, ÷òî îáúÿñíÿåò ðîñò è äîìèíèðîâàíèå

÷åòâåðòîé ìîäû. Çàìåòèì, ÷òî âîñüìàÿ ìîäà m = 8 âñåãî â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ÷åò-

âåðòàÿ ìîäà, ïðè íàëè÷èè Ëèíäáëàäîâñêîêîãî ðåçîíàíñà. Ýòî ñâÿçàíî ñ íåëèíåéíûì

âçàèìîäåéñòâèåì ìîä m = 4 è m = 8, ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðåðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé

ìåæäó ýòèìè ìîäàìè.

È â çàêëþ÷åíèè íà ðèñóíêå (59) ïîêàçàíî ðàçâèòèå ñåìè-ñïèðàëüíîé ñòðóêòóðû

äëÿ ìîäåëè 4. Ýòà ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàëûì îòíîøåíèåì ìàññû äèñêà ê ìàññå

Ãàëî ξ = 0.0236 ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè. Ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä

Ôóðüå ïîêàçàíî íà ðèñóíêå (60), ÷òî ïîäòâåðæäàåò ðîñò ìîäû m = 7 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, áûñòðûì ðîñòîì ñåìè ðóêàâîâ ïëîòíîñòè. Íà íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà (60)

ïîêàçàíî, ÷òî ILR äëÿ ìîäû m = 7 îòñóòñòâóþò, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìîäû ñ íîìåðîì

m = 8 èìååò ìåñòî â ìîäåëè 4.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü è ìåòîä äëÿ åå ðàçðåøå-

íèÿ âåäåò ñåáÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè ïî ýòîé çàäà÷å: ñèñòåìû ñ

ìåíüøèì ñîîòíîøåíèåì ìàññû äèñêà ê ìàññå Ãàëî äàþò áîëüøåå ÷èñëî ðóêàâîâ, ÷òî

èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ èçó÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ íåîñåñèììåòðè÷íûõ ñòðóêòóð â

äèñêîâûõ ãàëàêòèêàõ.

4.2.2 Ìîäåëèðîâàíèå ñöåíàðèåâ ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàê-

òèê

Â òðåõìåðíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû äâà ñàìîãðà-

âèòèðóþùèõ ãàçîâûõ îáëàêà ñ ðàâíûìè íà÷àëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ãàçîäèíàìè-

÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Êàæäîå îáëàêî çàäàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé îáëàñòüþ, ðàâíîìåðíî çà-

ïîëíåííîé ãàçîì ìàññû Mgas = 16 · 1041 êã. Ê ýòîé êîíôèãóðàöèè äîáàâëåí çâåçäíûé

êîìïîíåíò ñ ìàññîé, ñîñòàâëÿþùåé 100 ïðîöåíòîâ îò ìàññû ãàçà. Â ðàññìàòðèâàå-

ìîé ïîñòàíîâêå çâåçäíûé êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæóùååñÿ ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ âåùåñòâî, âíîñÿùåå âêëàä â ãðàâèòàöèîííîå ïîëå è âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ

ãàçîâûì êîìïîíåíòîì òîëüêî ÷åðåç ñèëû ãðàâèòàöèè. Â õîäå âñòðå÷íîãî äâèæåíèÿ îá-
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Ðèñ. 57: Ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè (âM⊙pc
−2) äëÿ ìîäåëè 3 â ìîìåíòû âðåìåíè

0 Myr (ñëåâà ñâåðõó), 100 Myr (ñïðàâà ñâåðõó), 250 Myr (ñëåâà ñíèçó) è 360 Myr

(ñïðàâà ñíèçó). Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâîé è ýâîëþöèîíèðóåò â

÷åòûðå ñïèðàëüíûõ ðóêàâà
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Ðèñ. 58: Ñâåðõó: ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä Ôóðüå äëÿ ìîäåëè 3. Ñíèçó: ðàäè-

àëüíûå ïðîôèëè Ω, Ωp, Ω±κ/4 è Ω±κ/5. Ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ äðóãèìè ïðîôèëÿìè äàåò

ïîçèöèè ðåçîíàíñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ Ω − κ/5 îáîçíà÷àåò ïîëîæåíèå

âíóòðåííåãî Ëèíäáëàäîâñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ ìîäû m = 5
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Ðèñ. 59: Ýâîëþöèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè (âM⊙pc
−2) äëÿ ìîäåëè 4 â ìîìåíòû âðåìåíè

0 Myr (ñëåâà ñâåðõó), 100 Myr (ñïðàâà ñâåðõó), 150 Myr (ñëåâà ñíèçó) è 200 Myr

(ñïðàâà ñíèçó). Ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ãðàâèòàöèîííî íåóñòîé÷èâîé è ýâîëþöèîíèðóåò â

ñåìü ñïèðàëüíûõ ðóêàâîâ
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Ðèñ. 60: Ñâåðõó: ýâîëþöèÿ ãëîáàëüíûõ àìïëèòóä Ôóðüå äëÿ ìîäåëè 4. Ñíèçó: ðàäè-

àëüíûå ïðîôèëè Ω, Ωp, Ω±κ/7 è Ω±κ/8. Ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ äðóãèìè ïðîôèëÿìè äàåò

ïîçèöèè ðåçîíàíñîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåñå÷åíèå Ωp ñ Ω − κ/8 îáîçíà÷àåò ïîëîæåíèå

âíóòðåííåãî Ëèíäáëàäîâñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ ìîäû m = 8
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ëàêîâ ñ ðàâíûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè vcr = 200÷3000 êì/ñ ïðîèñõîäèò èõ ñòîëê-

íîâåíèå (ñì. ðèñóíîê 61). Ðàññìîòðåíû ñöåíàðèè ñòîëêíîâåíèÿ ïðè lg(Mgas

M⊙
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Ðèñ. 61: Ñöåíàðèè ñòîëêíîâåíèé ãàëàêòèê

ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò, îòëîæåííûõ íà îñè îðäèíàò.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñêîðîñòü â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå ñîâïàäàåò ñ

íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ ãàëàêòèê. Áîëåå òîãî, ïðè îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûå ñêîðîñòè â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ, à ñëåäîâàòåëü-

íî è ñöåíàðèè. Ðàçâèòèå ñöåíàðèÿ ñòîëêíîâåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âíóòðåííåé ýíåðãèåé

ãàëàêòèê íà ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Îñíîâíûìè ôàêòîðàìè, îïðåäåëÿþùèìè âíóòðåí-

íþþ ýíåðãèþ ãàëàêòèê, ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ê ãðàâèòàöèîííîé

α = Eint/|Egrav| è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè L0 ∈ [2 · 104; 5 · 104] ïê. Ñöåíàðèåì ñòîëê-

íîâåíèÿ ãàëàêòèê ìîæåò áûòü èõ ñëèÿíèå, ñâîáîäíûé ðàçë¼ò, ðàçë¼ò ñ îáðàçîâàíèåì

íîâîé ãàëàêòèêè, ëèø¼ííîé çâåçäíîé êîìïîíåíòû, ðàññåèâàíèå ãàçîâûõ êîìïîíåíò

ãàëàêòèê (ñì. ðèñóíîê 63).

Ñëèÿíèå ãàëàêòèê. Âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñáëèæåíèÿ âåëè÷èíó

600 êì/ñ (ñì. ðèñóíîê 64). Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ãà-

çà ê ìîìåíòó ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîå äâèæåíèå ãàçà è çâåçäíîãî êîìïîíåí-

òà, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ìàëîì çíà÷åíèè âíóòðåííåé ýíåðãèè (α ∈ [10−4; 5·10−4]).

Â ñëó÷àå ìàëîãî çíà÷åíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèåé è ìàëîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãàçîâûå

êîìïîíåíòû ãàëàêòèê îñòûâàþò è íà÷èíàþò ñæèìàòüñÿ âîêðóã çâåçäíîé ñîñòàâëÿþ-

ùåé. Äëÿ äîñòàòî÷íîãî ñæàòèÿ ãàçà â âîçíèêàþùåì ìîùíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå
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Ðèñ. 62: Ñõåìà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïëîòíîñòè ãàçà (îá-

ëàñòü âûäåëåíà ñåðûì öâåòîì), çâåçäíîãî êîìïîíåíòà (îáëàñòü âûäåëåíà ÷åðíûì

öâåòîì) è ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ (çàøòðèõîâàíà)

íåîáõîäèìî âðåìÿ ïîðÿäêà 1014 ñåêóíä. Åñëè ãàëàêòèêè ðàñïîëîæåíû äàëüøå 25 000

ïàðñåê äðóã îò äðóãà, òî çà ýòî âðåìÿ çâåçäíûé êîìïîíåíò óñïåâàåò óâëå÷ü çà ñî-

áîé ãàç, ïðèäàâ åìó ñêîðîñòü. Ïðè ýòîì ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îäíîé ãàëàêòèêè íå

îêàçûâàåò ñèëüíîãî âëèÿíèÿ íà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ äðóãîé. Â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ

ãðàâèòàöèîííîå ïîëå äâóõ ãàëàêòèê ñêëàäûâàåòñÿ è åãî çíà÷åíèå íàñòîëüêî âûñîêî,

÷òî íè ñèëû äàâëåíèÿ, íè äâèæåíèå çâåçäíûõ êîìïîíåíò óæå íå âëèÿþò íà äèíà-

ìèêó ãàçà îáðàçîâàâøåéñÿ ãàëàêòèêè. Íîâàÿ ãàëàêòèêà èìååò âûñîêóþ ïëîòíîñòü

(1.6 · 10−20 êã/ì3) ïðè ìàëîì ðàçìåðå.

Ïðîë¼ò ãàëàêòèê, îáðàçîâàíèå íîâîé ãàëàêòèêè. Ãàç ìîæåò íå óñïåòü îñòûòü

äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ. Ýòî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, åñëè ïðè ìàëîì çíà÷å-

íèè âíóòðåííåé ýíåðãèè α < 10−2 è ìàëîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (600 êì/ñ) ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó ãàëàêòèêàìè íåâåëèêî (ìåíüøå 25 000 ïàðñåê). Òàê êàê ãðàâèòàöèîííîå

ïîëå ñîñåäíåé ãàëàêòèêè íà÷èíàåò óñêîðÿòü ãàçîâûé êîìïîíåíò, ñêîðîñòü â ìîìåíò

ñòîëêíîâåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà 800 êì/ñ. Â òàêîì ñëó÷àå îáëàêà ãàçà ðàñõîäÿòñÿ

â ðàçíûå ñòîðîíû âñëåä çà çâåçäíûì êîìïîíåíòîì (ñì. ðèñóíîê 65). Åñëè îòíîøåíèå

âíóòðåííåé ýíåðãèè ê ãðàâèòàöèîííîé íå ïðåâûøàåò 10−3 è íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå

íå áîëåå 40 000 ïàðñåê, òî ãàç òàêæå íå óñïåâàåò îñòûòü äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ

è ñöåíàðèé ïðîë¼òà ãàëàêòèê ïîâòîðÿåòñÿ. Ïðè óìåíüøåíèè íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèè
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Ðèñ. 63: Ñöåíàðèè ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê. Ñëèÿíèå ãàëàêòèê (ñâåðõó, ñëåâà), ðàñ-

ñåèâàíèå ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê (ñâåðõó, ñïðàâà), ñâîáîäíûé ðàçë¼ò ãàëàêòèê

(ñíèçó, ñëåâà), îáðàçîâàíèå òðåòåé ãàëàêòèêè, ëèø¼ííîé çâåçäíîé êîìïîíåíòû (ñíè-

çó, ñïðàâà)

äî 22 000 - 25 000 ïàðñåê è ïðè α ∼ 0.001 ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå òðåòüåé äî÷åðíåé

ãàëàêòèêè ëèøåííîé çâåçäíîé êîìïîíåíòû. Äî÷åðíÿÿ ãàëàêòèêà îáðàçóåòñÿ èç ãàçî-

âîãî ñëåäà, îñòàþùåãîñÿ çà ðàçëåòàþùèìèñÿ ãàëàêòèêàìè. Ãàçîâûé ñëåä, îñòàþùèéñÿ

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, ñòàíîâèòñÿ áîëåå ìàññèâíûì ñ óìåíüøåíèåì íà÷àëüíîãî ðàññòî-

ÿíèÿ ìåæäó ãàëàêòèêàìè. Ãàç ôîêóñèðóåòñÿ â öåíòðå îáëàñòè è ìàëàÿ íà÷àëüíàÿ

âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ïîçâîëÿåò ãàçó îñòûòü è îáðàçîâàòü íîâóþ äî÷åðíþþ ãàëàêòèêó

(ñì. ðèñóíîê 66).

Ðàññåèâàíèå ãàëàêòèê. Ñöåíàðèé ðàññåèâàíèÿ ãàëàêòèê ïðîèñõîäèò ïðè âûñîêîé

ñêîðîñòè (îêîëî 1000 êì/ñ è áîëåå) ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê. Òà-

êàÿ ñêîðîñòü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè áîëüøîé âíóòðåííåé ýíåðãèè ãàçà èëè ïðè
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Ðèñ. 64: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ, ñöåíàðèé ñëèÿíèÿ

ãàëàêòèê. Ìîìåíòû âðåìåíè 4·1014 c � íà÷àëî ñëèÿíèÿ (a), 1015 ñ � ôèíàëüíàÿ ñòàäèÿ

ñëèÿíèÿ (b)
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Ðèñ. 65: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ, ñöåíàðèé ñâîáîäíî-

ãî ïðîëåòà ãàëàêòèê. Ìîìåíòû âðåìåíè 5 · 1014 c � íà÷àëî ñòîëêíîâåíèÿ (a), 1015 ñ �

ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê (b) 3 · 1015 ñ � ðàçëåò ãàëàêòèê (c)

äîñòàòî÷íî áîëüøîì íà÷àëüíîì ðàññòîÿíèè. Ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü äîëæíà

áûòü íå ìåíåå 250 êì/ñ. Ïðè áîëüøîé ñêîðîñòè ãàç íå óñïåâàåò îñòûòü è íà÷èíà-

åò ðàñøèðÿòüñÿ, â ðåçóëüòàòå ñêîðîñòü ãàçà ðàñòåò, ñòàíîâèòñÿ áîëüøå íà÷àëüíîé è

äîñòèãàåò âåëè÷èíû 1000 êì/ñ íà ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ãàçîâûé êîì-

ïîíåíò îáðàçîâàâøåéñÿ ãàëàêòèêè ðàññåèâàåòñÿ (ñì. ðèñóíîê 67). Åñëè çàäàòü íà-

÷àëüíóþ ñêîðîñòü áîëüøå 250 êì/ñ, òî ãàç íà÷èíàåò ðàñøèðÿòüñÿ ïî÷òè íå îñòûâàÿ

è ñöåíàðèé ðàññåèâàíèÿ ïîâòîðÿåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîëêíîâåíèÿ ãàçîâûõ êîìïîíåíò ãàëàêòèê.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñöåíàðèåâ ñòîëêíîâåíèÿ ïðè lg(MG

M⊙
) = 11 ïîäòâåðäèëè

îñíîâàííóþ íà íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ òåîðåòè÷åñêóþ ãèïîòåçó çàâèñèìîñòè èñõî-

äà âçàèìîäåéñòâèÿ ãàëàêòèê îò ñêîðîñòè â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ. Íà ðèñóíêå (68)

ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñöåíàðèÿ ñòîëêíîâåíèÿ îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è îòíî-
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Ðèñ. 66: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ, ñöåíàðèé îáðàçîâà-

íèÿ òðåòåé ãàëàêòèêè. Ìîìåíòû âðåìåíè 5 · 1014 c � íà÷àëî ñòîëêíîâåíèÿ (a), 3 · 1015

ñ � ðàçëåò ãàëàêòèê (b), 20 · 1015 ñ � îáðàçîâàíèå òðåòåé ãàëàêòèêè (c)
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Ðèñ. 67: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà â ïëîñêîñòè ñòîëêíîâåíèÿ, ñöåíàðèé ðàññåèâà-

íèÿ ãàëàêòèê. Ìîìåíòû âðåìåíè 1014 c � íà÷àëî ñòîëêíîâåíèÿ (à), 5 · 1014 c � ìîìåíò

ñòîëêíîâåíèÿ (á), 4 · 1015 ñ � ðàññåèâàíèå ãàëàêòèê (â)

øåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè ê âíóòðåííåé.
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Ðèñ. 68: Ðåçóëüòàòû ñòîëêíîâåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ L0 è îò-

íîøåíèÿ ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè ê âíóòðåííåé α = Eint/|Egrav|
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4.2.3 Ìîäåëèðîâàíèå ñâîáîäíîãî ïðîõîæäåíèÿ ãàëàêòèê â äâóõôàçíîé

ìîäåëè

Îñíîâíîé öåëüþ ïîâòîðåíèÿ ñöåíàðèÿ ðàçëåòà ãàëàêòèê ïîñëå èõ öåíòðàëüíîãî ñòîëê-

íîâåíèÿ â äâóõôàçíîé ìîäåëè � äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòè âîñïðîèçâåäåíèÿ áåñ-

ñòîëêíîâèòåëüíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè çâåçäíîé êîìïîíåíòû è òåìíîé ìàòåðèè. Äëÿ ýòî-

ãî âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñöåíàðèé ñâîáîäíîãî ïðî-

ëåòà ãàëàêòèê [263]. Êàæäîå îáëàêî çàäàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé îáëàñòüþ, çàïîëíåííîé ïî

NFW-ïðîôèëþ ãàçîì ìàññû è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòîé ñ ðàâíûìè ìàññàìè

Mgas = 16·1041 êã. Ñêîðîñòü ñòîëêíîâåíèÿ vcr = 800 êì/ñ. Íà ðèñóíêå (69) èçîáðàæåíà
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Ðèñ. 69: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàëàêòèê â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ïðè ñöåíà-

ðèè ñâîáîäíîãî ðàçëåòà ãàëàêòèê â ìîìåíòû âðåìåíè: 1014 ñ � íà÷àëî ñòîëêíîâåíèÿ

(ñâåðõó ñëåâà), 1015 ñ � ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ (ñâåðõó ñïðàâà) 2.5 ·1015 ñ � íà÷àëî ïðî-

õîæäåíèÿ ãàëàêòèê (ñíèçó ñëåâà), 4.6 · 1015 ñ � ðàçëåò ãàëàêòèê ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ

(ñíèçó ñïðàâà)

äèíàìèêà öåíòðàëüíîãî ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñìîãëè ïîâòî-

ðèòü ñöåíàðèé ñâîáîäíîãî ðàçëåòà ãàëàêòèê â ðåçóëüòàòå èõ ñòîëêíîâåíèÿ â ïîëíîé

äâóõôàçíîé ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü

áåññòîëêíîâèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè ïîäõîä äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïëåêñíîé äèíà-
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ìèêè áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû ãàëàêòèê.

4.2.4 Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ïîä óãëîì

Ñòîëêíîâåíèå äèñêîâûõ ãàëàêòèê ïîä óãëîì íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå 10243. Öåëü ýòîé

çàäà÷è � äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ �òîíêèõ� òå÷åíèé â âûñîêîì

ðàçðåøåíèè çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ñòîëêíîâåíèÿ äèñêîâûõ ãàëàêòèê ïîä óãëîì. Ïåðâîå îáëàêî çàäàåòñÿ ñôåðè÷åñêîé

îáëàñòüþ, çàïîëíåííîé ïî NFW-ïðîôèëþ ãàçîì ìàññû Mgas = 16 · 1041 êã, âòîðîå

îáëàêî çàäàåòñÿ ýëëèïñîèäàëüíîé â îòíîøåíèè îñåé 1:2:1, íàêëîíåííûé ïîä óãëîì 45

ãðàäóñîâ ê îñè ñòîëêíîâåíèÿ. Â õîäå âñòðå÷íîãî äâèæåíèÿ îáëàêîâ ñ ðàâíûìè íà-
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Ðèñ. 70: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçîâûõ îáëàêîâ â ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ (ñëåâà), 1 · 1014 ñåêóíä (ïîñåðåäèíå), 2 · 1014 ñåêóíä (ñïðàâà)

÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè vcr = 600 êì/ñ ïðîèñõîäèò èõ ñòîëêíîâåíèå. Íà ðèñóíêå (70)

ïîêàçàíà äèíàìèêà ñòîëêíîâåíèÿ è �òîíêèé âñïëåñê� ïðè íà÷àëüíîì óäàðå ãàëàêòèê.

Ðàñ÷åò áûë ñäåëàí ñ èñïîëüçîâàíèåì 96 GPU-óñêîðèòåëåé íà êëàñòåðå NKS-G6 Ñè-

áèðñêîãî ñóïåðêîìïüþòåðíîãî öåíòðà ÈÂÌèÌÃ ÑÎ ÐÀÍ íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå 10243,

áûëî ñäåëàíî ïîðÿäêà 105 øàãîâ ïî âðåìåíè, âðåìÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿëî 50 ÷àñîâ.

4.2.5 Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ äèñêîâûõ ãàëàêòèê â ïîëíîé ìîäåëè

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ãàëàêòèê ñ ìàññîé M = 1013M⊙ è ñêîðîñòüþ

vcr = 800 êì/ñ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà äâóìÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèìè ñôåðè÷åñêè-

ìè îáëàêàìè äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû ñ ðàâíîâåñ-

íûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ/òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé.

Ãàëàêòèêè âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæåííûå ñòîðîíû ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âðàùå-

íèåì:

vϕ =

√
r
∂Φ

∂r

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå Íà ðèñóíêå (71) ïðåäñòàâëåíû
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Ðèñ. 71: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìîìåíò âðåìåíè t = 120 ìèëëèîíîâ ëåò.

Ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü â M⊙pc
−2 ãàçîâîé � (a) è áåññòîëêíîâèòåëüíîé � (b) êîìïî-

íåíò, ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà � (c). Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ

â M⊙pc
−2Myr−1 � (d)

ðåçóëüòàòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîëáöåâîé ïëîòíîñòè ãàçîâîé è çâåçäíîé êîìïîíåíòû.

Ïîñëå ïðîöåññà ñòîëêíîâåíèÿ çà ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïðîèñõîäèò àêòèâíûé ðîñò

ñêîðîñòè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå íà ìåñòå áóäóùåé ãàëàêòèêè îáðàçóåòñÿ ìîëå-

êóëÿðíûé âîäîðîä.

4.2.6 Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèå äèñêîâîé è ñïèðàëüíîé ãàëàêòèê â

ïîëíîé ìîäåëè

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ãàëàêòèê ñ ìàññîé M = 1013M⊙ è ñêîðî-

ñòüþ vcr = 800 êì/ñ, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà ñàìîãðàâèòèðóþùèìè ñôåðè÷åñêè-

ìè îáëàêàìè äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû ñ ðàâíîâåñ-

íûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ/òåíçîðà äèñïåðñèè ñêîðîñòåé.
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Çâåçäíàÿ êîìïîíåíòà âòîðîé ãàëàêòèêè èìååò ñïèðàëåâèäíóþ ôîðìó. Ãàëàêòèêè âðà-

ùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæåííûå ñòîðîíû ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âðàùåíèåì:
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Ðèñ. 72: Ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü â M⊙pc
−2 ãàçîâîé êîìïîíåíòû, â ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0 Myr � (a), t = 100 Myr � (b), t = 200 Myr � (c), t = 400 Myr � (d).

Íà ðèñóíêàõ (72,73,74) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñòîëáöåâîé ïëîò-

íîñòè ãàçîâîé è çâåçäíîé êîìïîíåíòû. Ïîñëå ïðîöåññà ñòîëêíîâåíèÿ çà ôðîíòîì

óäàðíîé âîëíû ïðîèñõîäèò àêòèâíûé ðîñò ñêîðîñòè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå íà

ìåñòå áóäóùåé ãàëàêòèêè îáðàçóåòñÿ ìîëåêóëÿðíûé âîäîðîä. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî

ðîñò îáðàçîâàíèÿ íàáëþäàåòñÿ â îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ñïèðàëåâèäíîé ôîðìå.

Âåðîÿòíî, ïðè ÿâíîì ó÷¼òå ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ìîäåëè ñóùåñòâóåò âîçìîæ-

íîñòü ñìîäåëèðîâàòü îáðàçîâàíèå ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêè â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ

ñïèðàëüíîé ãàëàêòèêè è äèñêîâîé.
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Ðèñ. 73: Ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü â M⊙pc
−2 çâåçäíîé êîìïîíåíòû, â ìîìåíòû âðåìåíè

t = 0 Myr � (a), t = 100 Myr � (b), t = 200 Myr � (c), t = 400 Myr � (d).

4.2.7 Ìîäåëèðîâàíèå ram-pressure ìåõàíèçìà

Ìîäåëèðîâàíèå íàáåãàíèÿ ìåæãàëàêòè÷åñêîãî ãàçà íà ãàëàêòèêó. Â êà-

÷åñòâå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âûáðàíà çàäà÷à âûñîêî-ñêîðîñòíîãî ñòîëêíî-

âåíèÿ äèñêîâîé ãàëàêòèêè ñ ìåæãàëàêòè÷åñêèì âåòðîì â ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäå-

ëè. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáðàçóåòñÿ ìåõàíèçì íàáåãàþùåãî äàâëå-

íèÿ (â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ram pressure) è ïðîèñõîäèò îáòåêàíèå ñ îáðàçîâàíèåì

íåóñòîé÷èâîñòüþ çà ãàëàêòèêîé. Îáðàçîâàíèå ïîäîáíûõ íåóñòîé÷èâîñòåé è õâîñòîâ

âàæíû äëÿ èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ïåêóëÿðíûõ ãàëàêòèê è ïðîöåññà çâåç-

äîîáðàçîâàíèÿ [127, 258]. Äèñêîâàÿ ãàëàêòèêà çàäàåòñÿ ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèåé

ñôåðè÷åñêîãî ãàëî ñ NFW-ïðîôèëåì ïëîòíîñòè è ðàâíîâåñíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì

ïðîôèëåì ïëîòíîñòè ñ äèôôåðåíöèàëüíûì âðàùåíèåì. Îáùàÿ ìàññà ãàëàêòèêè ñî-

ñòàâëÿåòM = 1013M⊙. Ñêîðîñòü ram pressure ïîòîêà ñîñòàâëÿåò v = 600 êì/ñ. Ïîñòà-

íîâêà çàäà÷è èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå (75). Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû
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Ðèñ. 74: Ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü â M⊙pc
−2 ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà â ìîìåíò âðåìåíè

t = 400 Myr � (à). Ñêîðîñòü ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ M⊙pc
−2Myr−1 â ìîìåíò

âðåìåíè t = 400 Myr � (b).

Ðèñ. 75: Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íàáåãàíèÿ ãàçà íà ãàëàêòèêó

íà ðèñóíêå (76), êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëîãè÷íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

[258] è íàáëþäåíèÿìè [70]. Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê

îò 896 × 128 × 128 äî 7168 × 1024 × 1024. Íà ïîñëåäíåé ñåòêå áûëî äîñòèãíóòî 47

ïðîöåíòîâ îò ïèêîâîé ñêàëÿðíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè óñêîðèòåëÿ Intel Xeon Phi ïðè

èñïîëüçîâàíèè 53760 íèòåé. Íà ðèñóíêå (76) âèäíî îáðàçîâàíèå õâîñòà çà ôðîíòîì

ãàëàêòèêè, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ â ñëåäñòâèè íàáåãàíèÿ ãàçà íà ãàëàêòèêó.

Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ðàçëè÷íîé ìàññû. Áóäåì ìîäåëè-

ðîâàòü ñòîëêíîâåíèå äâóõ ãàëàêòèê ñ ìàññàìè M1 = 1013M⊙ è M2 = 1012M⊙, ñî

ñêîðîñòüþ vcr = 600 êì/ñ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà äâóìÿ ñàìîãðàâèòèðóþùèìè

ñôåðè÷åñêèìè îáëàêàìè äëÿ îïèñàíèÿ ãàçîâîé è áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû

ñ ðàâíîâåñíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè, äàâëåíèÿ/òåíçîðà äèñïåðñèè

ñêîðîñòåé. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ (77), (78) è (79).

Èç ðèñóíêîâ (77), (78) è (79) âèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ïðî-
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Ðèñ. 76: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñòîëáöåâàÿ ïëîòíîñòü â M⊙pc
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Ðèñ. 77: Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ðàçëè÷íîé ìàññû. Áåçðàçìåðíàÿ

ïëîòíîñòü ãàçîâîé êîìïîíåíòû â ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (ñâåðõó ñëå-

âà), t = 1.0 (ñâåðõó ñïðàâà), t = 1.5 (ñíèçó ñëåâà) è t = 2.0 (ñíèçó ñïðàâà)

èñõîäèò ðàçâèòèå ram pressure ìåõàíèçìà. Â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèêà ñ

ìåíüøåé ìàññîé ôàêòè÷åñêè ðàçðóøàåòñÿ ïî âñåìó ôðîíòó êîíòàêòà ñ áîëüøåé ãà-

ëàêòèêîé, îáðàçóÿ òåì ñàìûì íàáåãàþùèé ïîòîê, êîòîðûé è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íà-

áåãàþùåãî äàâëåíèÿ. Çà ôðîíòîì áîëüøîé ãàëàêòèêè èìååò ìåñòî îáðàçîâàíèå öè-

ëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ïëîòíîñòü îáëàñòè, ÷òî íàïîìèíàåò ãàëàêòèêè òèïà �Jelly

Fish� (ãàëàêòèêà Ìåäóçà ESO 137-001). Ïî âñåé âèäèìîñòè èìåííî ram pressure ìåõà-

íèçì, ñîçäàâàåìûé ïîòîêîì ãàçà èëè ðåçóëüòàò ñòîëêíîâåíèÿ ñ ìåíüøåé ãàëàêòèêîé,

ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îáðàçîâàíèÿ ïîäîáíûõ îáúåêòîâ.

Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ õâîñòîâ ãàëàêòèê. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêîâàÿ

ãàëàêòèêà ñ ìàññîé çâ¼çäíîé êîìïîíåíòûMstars è ìàññîé ãàçàMgas = 16 ·1041 êã â ñî-

îòíîøåíèèMgas = 0.05Mstars. Ðàñïðåäåëåíèå ãàçà â ãàëàêòèêå çàäà¼òñÿ êàê ρ(r) ∼ 1/r

â öåíòðå ãàëàêòèêè ïëîòíîñòü ãàçà ñîñòàâëÿåò 10−24 ã/ñì3. Ïëîòíîñòü ìåæãàëàêòè÷å-

ñêîãî ãàçà 10−29 ã/ñì3. Äèñêîâàÿ ãàëàêòèêà äâèæåòñÿ â ìåæãàëàêòè÷åñêîì ãàçå ïîä

óãëîì α ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ (ñì. ðèñóíîê 80. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñöåíàðèÿ ïðîöåññà
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Ðèñ. 78: Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ðàçëè÷íîé ìàññû. Áåçðàçìåðíàÿ

ïëîòíîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû â ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíîå ñîñòî-

ÿíèå (ñâåðõó ñëåâà), t = 1.0 (ñâåðõó ñïðàâà), t = 1.5 (ñíèçó ñëåâà) è t = 2.0 (ñíèçó

ñïðàâà)
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Ðèñ. 79: Ìîäåëèðîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê ðàçëè÷íîé ìàññû. Áåçðàçìåðíàÿ îá-

ùàÿ ïëîòíîñòü êîìïîíåíòû â ìîìåíòû âðåìåíè: íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå (ñâåðõó ñëåâà),

t = 1.0 (ñâåðõó ñïðàâà), t = 1.5 (ñíèçó ñëåâà) è t = 2.0 (ñíèçó ñïðàâà)

çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â õâîñòå ãàëàêòèêè, êîòîðûé ñîñòîèò èç ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè

ãàçà áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå äèñêîâîé ãàëàêòèêè, íàêëîíåííîé ïîä óãëîì

α = 5 ãðàäóñîâ ê âåêòîðó äâèæåíèÿ, ñî ñêîðîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè 200

êì/ñ. Äëÿ ìåæãàëàêòè÷åñêîãî ãàçà òàêîå äâèæåíèå ãàëàêòèêè ÿâëÿåòñÿ ñâåðõçâóêî-

âûì ñ ÷èñëîì Ìàõà ∼ 5. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáëàêî ãàëàêòè÷åñêîãî ãàçà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ðàñïðåäåëåíèå â ôîðìå øàðà. Äàëåå ïðîèñõîäèò ñòå-

êàíèå ãàçà ñ ãàëàêòèêè çà ñ÷åò ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ â ìåæãàëàêòè÷åñêîé ñðåäå,

êîòîðîå ñî âðåìåíåì îáðàçóåò ÿðêî âûðàæåííûé õâîñò (ñì. ðèñóíîê 81), êîòîðûé

ñîñòîèò èç ãàçà, ñîðàâííîãî ñ ãàëàêòèêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ìàññû ãîðÿ÷åãî

ïëîòíîãî ãàçà äîëæíî áûòü ñëåäóþùèì:

1. ïðîèñõîäèò ïðîöåññ íà÷àëüíîãî ñðûâà ïëîòíîãî ãàçà ñ ãàëàêòèêè � íåçíà÷èòåëü-

íîå ïàäåíèÿ ìàññû ãîðÿ÷åãî ãàçà âñëåäñòâèå íà÷àëà îáòåêàíèÿ,

2. ñîðâàííûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò ãàç óñïåâàåò îñòûòü è íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ çâåç-

äîîáðàçîâàíèÿ � íåçíà÷èòåëüíûé ðîñò ìàññû ãîðÿ÷åãî ãàçà,

3. ïðîèñõîäèò îñíîâíîé ïðîöåññ ñðûâà ïëîòíîãî ãàçà ñ ãàëàêòèêè, â ýòîò ìîìåíò

íà÷èíàåòñÿ çíà÷èòåëüíî ïàäåíèå ìàññû ïëîòíîãî ãàçà,
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Ðèñ. 80: Ñõåìà äâèæåíèÿ ãàëàêòèêè ñêâîçü ìåæãàëàêòè÷åñêèé ãàç. Êðàñíûì ïîêàçà-

íà çâ¼çäíàÿ êîìïîíåíòà, ñèíèì - ãàëàêòè÷åñêèé ãàç, ñâåòëîãîëóáûì - ìåæãàëàêòè÷å-

ñêèé ãàç

4. ñîðâàííûé ñ ãàëàêòèêè ãàç îáðàçóåò ãàçîâûé õâîñò ñ î÷åíü íåáîëüøîé êèíå-

òè÷åñêîé ýíåðãèåé (ìîæíî ïðèâåñòè àíàëîã îáðàçîâàíèå ñëåäîâ îò ñàìîëåòà),

êîòîðûé äîñòàòî÷íî áûñòðî îñòûâàåò è íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ çâåçäîîáðàçîâàíèÿ

â îñíîâíîì õâîñòå ãàëàêòèêè (ñì. ðèñóíîê 82).

Â íàñòîÿùåì ñöåíàðèè ôàêòè÷åñêè èìååò ìåñòî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñöåíàðèÿ.

Ïåðâûé ñöåíàðèé � ñîðâàííûé ãàç ãàëàêòèêè óñïåâàåò îñòûòü, ïðîèçâîäÿ çâåçäíûé

õâîñò. Âòîðîé ñöåíàðèé � ñîðâàííûé ãàç ãàëàêòèêè íàãðåâàåòñÿ è îñòàåòñÿ ãîðÿ÷èì

äîëãîå âðåìÿ, ïîñëå ÷åãî â ëþáîì ñëó÷àå îñòûâàåò â ñèëó ìàëîñòè ñâîåé êèíåòè÷åñêîé

ýíåðãèè, à ñëåäîâàòåëüíî ïîòåðåé è âíóòðåííåé ýíåðãèè çà ñ÷åò îñòûâàíèÿ. Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàííûå äâà ñöåíàðèÿ äàþò îäèí îáùèé ñöåíàðèé, ñâÿçàííûé ñ ïðîöåññîì

çâåçîîáðàçîâàíèÿ â õâîñòå ãàëàêòèê, ñîñòîÿùåì èç ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè ãàçà (ñì.

ðèñóíîê 81) è (ñì. ðèñóíîê 82).
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Ðèñ. 81: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â õâîñòå ãàëàêòèêè,

ñîñòîÿùåì èç ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè ãàçà
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Ðèñ. 82: Ïîâåäåíèå ãîðÿ÷åãî ãàçà ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â

õâîñòå ãàëàêòèêè, ñîñòîÿùåì èç ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè ãàçà

229



Ìîäåëèðîâàíèÿ çàìàãíè÷èâàíèÿ õâîñòîâ ãàëàêòèê. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíà-

ëîãè÷íóþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïîñòàíîâêó, òîëüêî äîáàâèì â ìîäåëü ó÷åò âåðòèêàëü-

íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ 10−6 Ãàóññà. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îáëàêî ãàëàêòè÷å-

ñêîãî ãàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íîå ðàñïðåäåëåíèå â ôîðìå øàðà. Äàëåå ïðîèñõî-

Ðèñ. 83: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà çàìàãíè÷èâàíèÿ õâîñòà ãàëàêòèêè, ñî-

ñòîÿùåãî èç ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè ãàçà. Ïëîòíîñòü ãàçîâîé êîìïîíåíòû (à), ïëîò-

íîñòü áåññòîëêíîâèòåëüíîé êîìïîíåíòû (á), ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü (â), ýíåðãèÿ ìàã-

íèòíîãî ïîëÿ (ã)

äèò ñòåêàíèå ãàçà ñ ãàëàêòèêè çà ñ÷åò ñâåðõçâóêîâîãî òå÷åíèÿ â ìåæãàëàêòè÷åñêîé

ñðåäå, êîòîðîå ñî âðåìåíåì îáðàçóåò ÿðêî âûðàæåííûé çàìàãíè÷åííûé õâîñò (ñì.

ðèñóíîê 83), êîòîðûé ñîñòîèò èç ãàçà, ñîðâàííîãî ñ ãàëàêòèêè.
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4.3 Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ è ìåæ-

çâåçäíîé ñðåäû

4.3.1 Çàäà÷è î êîëëàïñå

Ïðîöåññû êîëëàïñà àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäó-

þòñÿ òåîðåòè÷åñêè â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà íàáëþäàòåëüíûõ äàí-

íûõ. ßâëåíèå êîëëàïñà èìååò ìåñòî êàê íà íà÷àëüíîé ñòàäèè çâåçäíîé ýâîëþöèè, òàê

è íà êîíå÷íîé ñòàäèè ýâîëþöèè çâåçä (âçðûâû ñâåðõíîâûõ ñ êîëëàïñèðóþùèì ÿä-

ðîì). Â ýòîì ðàçäåëå îñòàíîâèìñÿ íà çàäà÷àõ ñæàòèÿ áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ îáëàêà

[31], ñæàòèÿ âðàùàþùåãîñÿ ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà [194], ñæàòèå Ýâðàðäà [91].

Çàäà÷à î êîëëàïñå Ýâðàðäà. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ SPH ìåòîäîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ìîäåëüíàÿ çàäà÷à � êîëëàïñ Ýâðàðäà. Çàäà÷à èíòåðåñíà òåì, ÷òî âíà÷àëå ïðîèñõî-

äèò êîðîòêèé ïðîöåññ ñæàòèÿ öåíòðà, åãî áûñòðîå íàãðåâàíèå è äàëüíåéøèé ðàçëåò ñ

îáðàçîâàíèå óäàðíîé âîëíû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäåì ìîäåëèðîâàòü íåâðàùà-

þùååñÿ îáëàêî ñ áåçðàçìåðíûì ðàäèóñîì R0 = 1, ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè âíóòðè

ðàäèóñà ρ(r) = 1/(2πr), ïîêàçàòåëåì àäèàáàòû γ = 5/3, ñóììàðíîé âíóòðåííåé ýíåð-

ãèåé u = 0.05. Â ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ êîëè÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ýíåðãèé

äî ìîìåíòà êîëëàïñà, à êà÷åñòâåííî è ïîñëå, ñîâïàëî ñ ðåçóëüòàòîì äðóãèõ àâòîðîâ

[238] (ñì. ðèñóíîê 84), òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ïîëíîå ñîâïàäåíèå ìîìåíòà íàñòóï-

ëåíèÿ êîëëàïñà. Êîëè÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèé îáóñëîâëåííî â ôóíäàìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ êîäà AREPO ìîäåëèðîâàòü

âûñîêèå ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè òåñòèðîâàíèè êîäà AREPO

èìååò ìåñòî ïîíèæåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è ïîâûøåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè

ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Â àâòîðñêîì êîäå ïîëó÷åíû áîëåå íèç-

êèå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè,

ïðè ýòîì ïîâåäåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ñîâïàäàåò

íà âñåõ ýòàïàõ êîëëàïñà. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû è â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêîé

ñèììåòðèè (ñì. ðèñóíîê 85). Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ òàêîå ðàçëè÷èå â âîñïðîèçâåäåíèè

ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è âíóòðåííåé ýíåðãèé íå ïîíÿòíî. Î÷åíü èíòåðåñíûì áûëî

áû ìàñøòàáíîå ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ êîäîâ (îñîáåííî êîäîâ, îñíîâàííûõ íà ñåòî÷-

íûõ ìåòîäàõ) íà ýòîé çàäà÷å â ïëàíå ïîâåäåíèÿ ýíåðãèé. Òàêîå ñðàâíåíèå ïîçâîëèëî

áû ñôîðìóëèðîâàòü �ýòàëîííûé òåñò êîëëàïñà ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ãàçîâîãî øàðà�.
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Ðèñ. 84: Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèè (ñâåðõó ñëåâà). Ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ

ïîòåíöèàëüíîé (ñâåðõó ñïðàâà), âíóòðåííåé (ñíèçó ñëåâà) è êèíåòè÷åñêîé (ñíèçó

ñïðàâà) ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè àâòîðñêîé ðåàëèçàöèåé è AREPO

[238]. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ïî êîäó AstroPhi, çâåçäî÷-

êàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå êîäîì AREPO.

Çàäà÷à î ñæàòèè áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ îáëàêà. Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ âîç-

ìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ êîëëàïñà âðàùàþùèõñÿ ïðîòîçâåçäíûõ îáëàêîâ áóäåì ìî-

äåëèðîâàòü ãàçîâîå îáëàêà, îãðàíè÷åííîå ñôåðîé ðàäèóñà R0 = 3.81 · 1014 ì, ñ ìàññîé

Mg = 3.457·1030 êã, ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ρ = 1.492·10−14 êã/ì3 è

äàâëåíèÿ p = 0.1548 ·10−10 Í/ì2, âðàùàþùèéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 2.008 ·10−12

ðàä/ñ. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû ñîîòâåòñòâóåò âîäîðîäó γ = 5/3. Ìàññà öåíòðàëüíîãî

òåëà M⊙ = 1.998 · 1030 êã. Â êà÷åñòâå ðàçìåðíûõ âåëè÷èí âûáåðåì ñëåäóþùèå çíà-

÷åíèÿ: L0 = 3.81 · 1014 ì, ρ0 = 1.492 · 10−14 êã/ì3, p = 0.1548 · 10−7 Í/ì2, v0 = 1010

ì/ñ, t = 3.7 · 1011 ñ, ω0 = 0.27 · 10−11 ðàä/ñ. Òîãäà â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ çàäà÷à

ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ = 1.0 � ïëîòíîñòü ãàçîâîãî îáëàêà, p = 10−3 � äàâ-

ëåíèå â ãàçîâîì îáëàêå, ω = 0.744 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, m⊙ = 2.42 � ìàññà
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Ðèñ. 85: Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèé â çàäà÷å Ýâðàðäà â ñôåðè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèè: êèíåòè÷åñêîé (÷åðíàÿ ëèíèÿ), âíóòðåííÿÿ (êðàñíàÿ ëèíèÿ), ïîòåíöèàëüíàÿ

(çåëåíàÿ ëèíèÿ) è ïîëíàÿ (ñèíÿÿ ëèíèÿ).

öåíòðàëüíîãî òåëà, γ = 5/3 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, [0; 6.4]3 � ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü.

Â ðÿäå ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ êîëëàïñèðîâàíèþ ïðîòîçâåçäíûõ îáëàêîâ, ïðîâîäèë-

ñÿ ïîèñê îòâåòà, êàêèì áóäåò ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè

îáëàêà ïîñëå êîëëàïñèðîâàíèÿ. ×åòêîãî îòâåòà òàê è íå áûëî ïîëó÷åíî. Îñíîâíûì

ðåçóëüòàòîì â äàííîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèé (ñì. ðèñóíîê 86 è ðèñóíîê

87) è òîðîáðàçíûé ïðîôèëü ïëîòíîñòè â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïå-

ðåíîñîì óãëîâîãî ìîìåíòà. Ýòà ïðè÷èíà èëëþñòðèðóåòñÿ ïîâåäåíèåì âðàùàòåëüíîé

è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé, à òàêæå ïîòåíöèàëüíîé ïîñëå ìîìåíòà êîëëàïñà, íà ðèñóí-

êå (86), êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ñ.Ã. Ìîèñååíêî è

åãî ñîàâòîðàìè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ñîçäàííîãî äëÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ êîäà. Òåì íå

ìåíåå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçóìíîå êîëè÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ïîâå-

äåíèÿ êèíåòè÷åñêîé è âðàùàòåëüíîé ýíåðãèé â íà÷àëüíîé ñòàäèè ýâîëþöèè îáëàêà.

Äàëåå èìååò ìåñòî íåêîòîðîå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîâå-

äåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì Ñ.Ã.

Ìîèñååíêî è åãî ñîàâòîðàìè. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîâåäåíèå ýíåðãèé êà÷åñòâåííî, à

äî ìîìåíòà êîëëàïñà êîëè÷åñòâåííî â öåëîì ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâ-

òîðîâ [31]. Òåì íå ìåíåå ñ ïîìîùüþ êîäà AstroPhi èëè äðóãèõ êîäîâ, îñíîâàííûõ

íà SPH, AMR èëè ALE ïîäõîäàõ, òàêàÿ çàäà÷à êîëëàïñà íå ìîæåò áûòü ðåøåíà â

ïðèíöèïå. Ýòî ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêîé ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâ-

êîé ìåòîäà, ðåàëèçîâàííîãî â êîäå [31]. Ïðè ýòîì ñêîëü óãîäíî áëèçêîå êà÷åñòâåííîå
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Ðèñ. 86: Ñðàâíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé (ñâåðõó ñëåâà), âíóòðåííåé (ñâåðõó

ñïðàâà), êèíåòè÷åñêîé (ñíèçó ñëåâà) è âðàùàòåëüíîé (ñíèçó ñïðàâà) ýíåðãèé, ïîëó-

÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîäîì AstroPhi è ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì [31]. Òî÷êàìè

îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ïî êîäó AstroPhi, çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷å-

íû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì.

èëè êîëè÷åñòâåííîå ïðèáëèæåíèå ê ðåçóëüòàòàì ýòîãî ëàãðàíæåâîãî êîäà ãîâîðèò îá

î÷åíü âûñîêîì ïîòåíöèàëå ÷èñëåííîãî ìåòîäà â ïëàíå ìîäåëèðîâàíèÿ áûñòðîãî îáðà-

çîâàíèÿ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷èÿ, ïîêàçàííûõ

íà ðèñóíêå (86), óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî àâòîðñêèé êîä AstroPhi ñïðàâèëñÿ ñ çàäà÷åé î

ñæàòèè áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ îáëàêà.

Çàäà÷à î ñæàòèè âðàùàþùåãîñÿ ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà. Â ðàìêàõ èññëåäî-

âàíèÿ âîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ êîëëàïñà âðàùàþùèõñÿ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ

áóäåì ìîäåëèðîâàòü ãàçîâîå îáëàêà, îãðàíè÷åííîå ñôåðîé ðàäèóñà R0 = 100 ïàð-

ñåê, ñ ìàññîé Mg = 107M⊙, ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ρ (r) ≃ 1/r è òåìïåðàòóðû

T ≈ 2000 Ê, âðàùàþùèéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 21 êì/ñ. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû

ñîîòâåòñòâóåò âîäîðîäó γ = 5/3. Ñêîðîñòü çâóêà c ≈ 3.8 êì/ñ. Â êà÷åñòâå ðàçìåðíûõ
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Ðèñ. 87: Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèè â êîäå AstroPhi ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î

ñæàòèè áûñòðî âðàùàþùåãîñÿ îáëàêà.

âåëè÷èí âûáåðåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: L0 = 100 ïàðñåê, ρ0 = 1.2·10−18 êã/ì3, v0 = 21

êì/ñ. Òîãäà â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ çàäà÷à ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ = 1.0

� ïëîòíîñòü ãàçîâîãî îáëàêà â öåíòðå, p = 2 × 10−2 � äàâëåíèå â ãàçîâîì îáëàêå â

öåíòðå, ω = 1 � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, γ = 5/3 � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, [0; 6.4]3 �

ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü. Â ðàìêàõ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ êîëè÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ýíåðãèé

äî ìîìåíòà êîëëàïñà, à êà÷åñòâåííî è ïîñëå, ñîâïàëî ñ ðåçóëüòàòîì äðóãèõ àâòîðîâ

[194] (ñì. ðèñóíîê 88), òàêæå ñòîèò îòìåòèòü ïîëíîå ñîâïàäåíèå ìîìåíòà íàñòóïëå-

íèÿ êîëëàïñà. Êîëè÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè âíóòðåííåé è ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèé îáóñëîâëåííî â ôóíäàìåíòàëüíûõ âîçìîæíîñòÿõ ìåòîäà SPH ìîäåëèðîâàòü

âûñîêèå ãðàäèåíòû ïëîòíîñòè. Ïðè íàëè÷èè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà 10−6 Ãàóññà

èìååò ìåñòî îáðàçîâàíèå ïîäîáèé ïîëÿðíûõ òå÷åíèé (ñì. ðèñóíîê 89). Òàêîå òå÷åíèå

îáóñëîâëåíî äîïîëíèòåëüíûì âåðòèêàëüíûì ñèëàì çà ñ÷åò ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4.3.2 Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ

Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèå ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà â îáëàêå ãàçà ïðè

åãî äâèæåíèè ÷åðåç ìåæçâåçäíûé ãàç. Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ãàçîâîå îáëàêî,

îãðàíè÷åííîå âíà÷àëå ñôåðîé ñ ðàäèóñîì R0 = 100 ïàðñåê, ñ ìàññîé Mg = 107M⊙ è

íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðîé T = 2000 Ê, äâèãàþùååñÿ ñêâîçü ðàçðåæåííûé ãàëàêòè÷å-

ñêèé ãàç ñî ñêîðîñòüþ V = 21 êì/ñ. Íà÷àëüíûé ýôôåêòèâíûé ïîêàçàòåëü àäèàáàòû

ñîîòâåòñòâóåò âîäîðîäó γ = 5/3, ñêîðîñòü çâóêà c = 3.8 êì/ñ, ïðîôèëü ïëîòíîñòè
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Ðèñ. 88: Ïîâåäåíèå ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýíåðãèè â êîäå AstroPhi(ñâåðõó ñëåâà). Ñðàâíå-

íèÿ ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé (ñâåðõó ñïðàâà), âíóòðåííåé (ñíèçó ñëåâà) è êèíåòè-

÷åñêîé (ñíèçó ñïðàâà) ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ïðè ìîäåëèðîâàíèè àâòîðñêèì êîäîì è

SPH ìåòîäîì [194]. Òî÷êàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå ïî àâòîðñêî-

ìó êîäó, çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ïîëó÷åííûå SPH ìåòîäîì.

ρ(r) ≃ 2r3 − 3r2 + 1. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (90). Íà ðè-

ñóíêå (90) ïîêàçàíà äèíàìèêà ãàçà, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò èçìåíåíèÿ

ïîêàçàòåëÿ àäèàáàòû. Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè îáðàçîâàíèå âîäîðîäà èìååò àêòèâíóþ

ôàçó è óâåëè÷èâàåòñÿ ê öåíòðó îáëàêà.

Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà ñ ìåæçâåçäíîé ñðå-

äîé â ÌÃÄ ìîäåëè. Â ðàìêàõ çàäà÷è âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà ñ

ìåæçâåçäíîé ñðåäîé ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëü ãèäðîñòàòè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî ìî-

ëåêóëÿðíîãî îáëàêà, íà êîòîðûé íàáåãàåò ðàçðåæåííàÿ ISM ñî ñêîðîñòüþ v = 45

êì/ñ. Ðàçìåð ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà ñîñòàâëÿåò R = 100 ïê, ìàññà 107M⊙. Ïðîôèëü

ïëîòíîñòè èìååò âèä:

ρ(r) ∼ 2r3 − 3r2 + 1

236



Ðèñ. 89: Èçîëèíèè ïëîòíîñòè ïðè êîëëàïñå çàìàãíè÷åííîãî âðàùàþùåãîñÿ ìîëåêó-

ëÿðíîãî îáëàêà.

ïðîôèëü äàâëåíèÿ ñ ó÷åòîì ðàâíîâåñèÿ èìååò âèä:

p(r) ∼ π

(
−r8

3
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)
Âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîñòàâëÿåò B0 = 0.05 µG. Ðåçóëüòàòû ìî-

äåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêàõ (91) è (92). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðî-

èñõîäèò íàáåãàíèå ïîòîêà è îáðàçîâàíèå óäàðíîé âîëíû ïåðåä ìîëåêóëÿðíûì îáëà-

êîì. Òàêæå âèäíî çíà÷èòåëüíàÿ ïåðåñòðîéêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ôðîíòàõ âçàèìî-

äåéñòâèÿ.

4.3.3 Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìåæçâåçäíîé ñðåäû

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ õèìîäèíàìèêè ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìåæçâåçäíîé

ñðåäû ðàññìàòðèâàëàñü â ïîëíîé ïîñòàíîâêå ñ ó÷åòîì ñàìîãðàâèòàöèè. Äëÿ ýòîãî

áûëà ðàññìîòðåíà îáëàñòü 2563 ïê3, ñ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòîé ìàãíèòíîãî ïî-

ëÿ, ðàâíîìåðíîé íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìîâ n = 5 ñì−3, ñêîðîñòü íà÷àëüíîãî

ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ vrms = 10 êì/ñ, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïëàçìåííîãî ïàðàìåò-

ðà βth = 8πp0/B
2
0 = 25, íà÷àëüíîå çíà÷åíèå òóðáóëåíòíîãî ïëàçìåííîãî ïàðàìåòðà

βturb = 8πρv2rms/B
2
0 = 25, àëüôâåíîâñêîå ÷èñëî Ìàõà M = 3.52. Áûëè ðàññìîòðåíû

ñëåäóþùèå âîñåìü ðåàêöèé, êîòîðûå áûëè èñïîëüçîâàíû òàêæå â ðàáîòå [108].

1. H +H + grain → H2 + grain

2. H2 +H → 3H
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Ðèñ. 90: Áåçðàçìåðíàÿ ïëîòíîñòü ãàçà (a), ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ (b), áåçðàçìåðíàÿ

ïëîòíîñòü àòîìàðíîãî H (c) è ìîëåêóëÿðíîãî H2 (d) âîäîðîäà â ìîìåíò âðåìåíè

4.5× 1014 ñåêóíä.

3. H2 +H2 → 2H +H2

4. H2 + γ → 2H

5. H + c.r. → H+ + e

6. H + e → H+ + 2e

7. H+ + e → H + γ

8. H+ + e+ grain → H + grain

Äëÿ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû T = 1000 K è T = 5000 K, à òàêæå õàðàêòåð-

íîé êîíöåíòðàöèè àòîìàðíîãî íåéòðàëüíîãî âîäîðîäà, ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ChemPAK

[72] áûëî ñìîäåëèðîâàíî ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè ðàçëè÷íûõ ôîðì âîäîðîäà, êîòî-

ðûé â ïîäàâëÿþùåé ñâîåé ÷àñòè èîíèçèðîâàëñÿ, à ìîëåêóëÿðíûé ñîñòàâëÿë íåñêîëü-

êî òûñÿ÷íûõ ïðîöåíòà (ñì. ðèñóíîê 93). Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå êîíöåíòðà-
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Ðèñ. 91: Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæçâåçäíîé ñðåäû ñ ìîëåêóëÿðíûì îáëàêîì. Íà

ðèñóíêàõ èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â 103cm−3 â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0.6

Myr (ñâåðõó ñëåâà), t = 1.5 Myr (ñâåðõó ñïðàâà), t = 2.1 Myr (ñíèçó ñëåâà), t = 2.4

Myr (ñíèçó ñïðàâà). Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëîñü ñåòêà 5123

ÿ÷ååê.

öèè âåëè ñåáÿ ïîäîáíûì îáðàçîì. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå

(94). Íà ðèñóíêàõ âèäíî îáðàçîâàíèå íåêîòîðûõ ìàëûõ âîëí ïëîòíîñòè â ìîìåíò

âðåìåíè t = 10 è t = 14 ìëí. ëåò. Îäíàêî, çàòåì ïðîèñõîäèò óñêîðåíèå ïðîöåññà

êëàñòåðèçàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îáëàêîâ. Òàêæå áûëà ïðîàíàëèçèðîâà-

íà çàâèñèìîñòü àëüôâåíîâñêîé ñêîðîñòè îò ïëîòíîñòè ãàçà (ñì. ðèñóíîê 95 ñëåâà)

è êîñèíóñà óãëà êîëèíåàðíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò

ïëîòíîñòè ãàçà (ñì. ðèñóíîê 95 ñïðàâà). Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî äëÿ àëüôâåíîâñêîãî

÷èñëà Ìàõà ïðîñëåæèâàåòñÿ êîððåëÿöèÿ M ∼ n2, ïîêàçàííàÿ áåëîé ëèíèåé è áîëü-

øàÿ ÷àñòü îáëàêà n > 10 ñì−3 ïîïàäàþò â ñâåðõàëüôâåíîâñêóþ îáëàñòü (ñì. ðèñóíîê

95 ñëåâà). Ïðè÷èíà âîçíèêíîâåíèÿ òàêîãî ðåæèìà ñâÿçàíî ñ ñàìîîðãàíèçàöèåé â çà-

ìàãíè÷åííîé òóðáóëåíòíîé ìåæçâåçäíîé ñðåäå â òðàíñàëüôåíîâñêîì ðåæèìå M ∼ 1

ïðè n ∼ 1. Ïðè òàêèõ ïëîòíîñòÿõ (ñì. ðèñóíîê 95 ñïðàâà) êîíòóðû êîñèíóñà óãëà

êîëèíåàðíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáðàçóþò ñåäëîâèäíóþ

ñòðóêòóðó, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñæàòèå ïðîèñõîäèò âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ. Çàòåì çà ñ÷¼ò âëèÿíèÿ ñàìîãðàâèòàöèè ïðîèñõîäèò äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
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Ðèñ. 92: Çàäà÷à âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæçâåçäíîé ñðåäû ñ ìîëåêóëÿðíûì îáëàêîì. Íà

ðèñóíêå èçîáðàæåíà îðèåíòàöèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t =

2.4 Myr.

ìàññû è ïëîòíîñòè îáëàêîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü â ïîëó÷åííûõ ïëîòíûõ îáëàêàõ òóðáó-

ëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñâåðõàëüôâåíîâñêîé ñ ÷èñëîì Ìàõà M > 100.

4.4 Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà

4.4.1 Ìîäåëèðîâàíèå îáðàçîâàíèÿ îäíîïëàíåòíîé ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì îáëàñòü [−2.5; 2.5], â êîòîðîé çàäàí ãàç ñ ïàðàìåòðàìè:

ρ(r) =


0 r ≥ 2

2 r < 2

3 r < 0.25

p(r) =


0 r ≥ 2

1 r < 2

2 r < 0.25

ω(r) = 2(2− r)2

Òàêæå â îáëàñòè 1/2 < r < 2 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî 50 000 ÷àñòèö ñ ìàññîé

m = 5× 10−5 è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω(r) = 2(2− r)2 + ε, ãäå ε � ñëó÷àéíîå îòêëîíåíèå

ñ àìïëèòóäîé ïîðÿäêà îäíîãî ïðîöåíòà. Íà ðèñóíêå (96) âèäíî îáðàçîâàíèå êîëüöà

èç ãàçà è ïûëè, â êîòîðîì ôîðìèðóåòñÿ óïëîòíåíèå, ñîñòîÿùåå â îñíîâíîì èç ÷à-

ñòèö. Ýòîò ñãóñòîê ïëîòíîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàëüíóþ ïëàíåòó,
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Ðèñ. 93: Ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèé ïðè òåìïåðàòóðå îáëàñòè T = 1000 K è T = 5000

K. Äëÿ îáåèõ òåìïåðàòóð â èíòåðâàëå âðåìåíè 1011 < t < 1011.5 ñåêóíä ïðîèñõîäèò

ðåçêèé ïðîöåññ èîíèçàöèè.

ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòåé.

4.4.2 Ìîäåëèðîâàíèå ïîçäíåé ñòàäèè ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà ñ ìîìåíòà, êîãäà â íåì óæå

ñôîðìèðîâàíû íåñêîëüêî ïðîòîïëàíåò. Çàäàäèì â îáëàñòè [−5, 5] × [−5, 5] ãàçîâûé

äèñê ðàäèóñîì R = 4 ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè ρ(r) = 3.5 (R−r)(R+r)
R2 , äàâëåíèåì

p(r) = 0.8 (R−r)(R+r)
R2 è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 1. Â êà÷åñòâå ïðîòîïëàíåò çàäàäèì

10 ÷àñòèö, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â äèñêå ñ ðàäèóñîì R ∈ [1.0, 2.5], ìàññàìè

m ∈ [9e − 3, 9e − 2] è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω = 2.5 + ϵ, ϵ ∼ N(1.0, 0.5). Ðåçóëüòàò

ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå (97). Íà íåì âèäíî îáðàçîâàíèå òðåõ ãàçîâûõ îáúåêòîâ âûñî-

êîé ïëîòíîñòè, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàëüíûå çâåçäû. Êðîìå

ýòîãî íàáëþäàåòñÿ îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ ñëåâà îò öåíòðàëüíîé çâåçäû. Îíà îáðàçîâà-

ëàñü â ðåçóëüòàòå çâåçäíîãî âåòðà, èç-çà êîòîðîãî ÷àñòü âåùåñòâà áûëà âûáðîøåíà âî

âíåøíþþ ÷àñòü äèñêà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îäíà èç ïðè÷èí íåâîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ

ãàçîâûõ ãèãàíòîâ âáëèçè çâåçäû.
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Ðèñ. 94: Çàäà÷à õèìîäèíàìèêè ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìåæçâåçäíîé ñðåäû.

Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíà êîíöåíòðàöèÿ ãàçà â ñì−3 â ìîìåíòû âðåìåíè t = 10 Myr

(ñëåâà), t = 14 Myr (ïîñåðåäèíå), t = 15 Myr (ñïðàâà). Ïîñëå ïðîöåññà èîíèçàöèè

âîäîðîäà ïðîèñõîäèò ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ îáëà÷íûõ ñòðóêòóð. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà èñïîëüçîâàëîñü ñåòêà 5123 ÿ÷ååê.
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Ðèñ. 95: Çàäà÷à õèìîäèíàìèêè ðàçâèòèÿ ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè ìåæçâåçäíîé ñðåäû.

Íà ðèñóíêàõ ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü àëüôâåíîâñêîé ñêîðîñòè îò ïëîòíîñòè ãàçà (ñëå-

âà) è êîñèíóñà óãëà êîëèíåàðíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îò

ïëîòíîñòè ãàçà (ñïðàâà).
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Ðèñ. 96: Ìîäåëèðîâàíèå íààëüíîãî ýòàïà ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà

-4 -2 0 2 4

-4

-2

0

2

4
1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

6,0

Ðèñ. 97: Ìîäåëèðîâàíèå ïîñëåäíåãî ýòàïà ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà
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4.5 Âûâîäû ïî ÷åòâåðòîé ãëàâå

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ïî èçó÷åíèþ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöè-

îííîì ïîëå. Áûëè ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìàñøòàáû àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ:

îò êðóïíî-ìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð äî ìàñøòàáîâ ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà. Èññëåäîâà-

íà çàäà÷à ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê â ïîëíîé òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííîé ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Îïðåäåëåíû äèàïàçîíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ

ðàçâèòèÿ ñöåíàðèåâ ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê: ðàññåèâàíèå ãàëàêòèê, ñëèÿíèå ãàëàê-

òèê, ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå ãàëàêòèê, ðàçëåò ãàëàêòèê ñ îáðàçîâàíèåì íîâîé ãà-

ëàêòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü ïîâûøåííîé ñêîðîñòè çâåçäîîáðàçîâàíèÿ îáðàçóåò-

ñÿ çà ôðîíòîì óäàðíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ ïðè ñòîëêíîâåíèè ãàëàêòèê. Â ñöåíàðèè

ñëèÿíèÿ ãàëàêòèê ýêñïåðèìåíòàëüíî äîêàçàíî, ÷òî â ïëîòíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò

àêòèâíûé ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ ìîëåêóëÿðíîãî âîäîðîäà. Èññëåäîâàíà çàäà÷à îáòå-

êàíèÿ ãàëàêòèêè ìåæãàëàêòè÷åñêèì ãàçîì, îáðàçîâàííîì èç ãàçà ãàëàêòèê ìåíüøåé

ìàññû. Ïðè íàáåãàíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà íà ãàëàêòèêó ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå ram

pressure ìåõàíèçìà, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ õâîñòîâ çà ôðîíòîì ãàëàêòèê. Òà-

êîé ìåõàíèçì îáúÿñíÿåò îáðàçîâàíèÿ ðÿäà ïåêóëÿðíûõ ãàëàêòèê. Èññëåäîâàí ìåõà-

íèçì ðàçâèòèÿ ñïèðàëüíûõ ñòðóêòóð ó äèñêîâûõ ãàëàêòèê, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

ìåíüøåì îòíîøåíèè ìàññû äèñêà ê ìàññå Ãàëî ôîðìèðóåòñÿ áîëüøåå ÷èñëî ñïè-

ðàëüíûõ ðóêàâîâ. Òàêèì îáðàçîì, áûëè îáúÿñíåíû ìåõàíèçìû îáðàçîâàíèÿ äâóõ-,

÷åòûðåõ- è ñåìèðóêàâíûõ ñïèðàëüíûõ ãàëàêòèê. Èññëåäîâàíà â ãàçîäèíàìè÷åñêîé

è ìàãíèòíî-ãàçîäèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêàõ çàäà÷à êîëëàïñà ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ

â õîäå ýâîëþöèè ìåæçâåçäíîé ñðåäû. Ïîêàçàíî îáðàçîâàíèå ïîëÿðíûõ òå÷åíèé ïðè

êîëëàïñå ìîëåêóëÿðíîãî îáëàêà â ñëó÷àå ñèëüíîãî âåðòèêàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåíî ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà

íàä ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì ñãëàæåííûõ ÷àñòèö ïðè âîñïðîèçâåäåíèè âûñîêèõ ãðà-

äèåíòîâ ðåøåíèÿ. Ñìîäåëèðîâàí ñöåíàðèé îáðàçîâàíèÿ îäíîïëàíåòíîé ñèñòåìû ïðè

ýâîëþöèè ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà, à òàêæå ïîâåäåíèå ïðîòîïëàíåòíîé ñèñòåìû íà

ïîçäíåé ñòàäèè åå ýâîëþöèè, ãäå ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ ïëàíåòíûõ

ñèñòåì âáëèçè çâåçäû çà ñ÷åò óãëîâîãî ìîìåíòà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèè ñôîðìóëèðîâàíû è ðåøåíû ïîñòàíîâêè íîâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå íà ñóïåðÝÂÌ. Ðàçðàáîòàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ñîçäàíû îðèãèíàëüíûå

ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû è èõ ïàðàëëåëüíûå ðåàëèçàöèè â âèäå íàóêîåìêî-

ãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïîñòðîåíà íîâàÿ ìîäåëü óïðóãî-ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ñ ó÷åòîì ôàçîâûõ ïå-

ðåõîäîâ, îñíîâàííàÿ íà ðåøåíèè óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè è ìàêñâåëëîâñêèõ ðå-

ëàêñàöèé äëÿ îïèñàíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó òâåðäûì òåëîì, æèäêîñòüþ è ãà-

çîì. Äëÿ ýòîãî áûë ñôîðìóëèðîâàí îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ è èññëåäîâà-

íà åãî êîððåêòíîñòü. Òàêîé âèä óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ áûë âûðàáîòàí â ðåçóëüòàòå

îðèãèíàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ ñðàâíåíèÿ ñ íàòóðíûìè ýêñïå-

ðèìåíòàìè íà çàäà÷å �î ñâàðêå âçðûâîì� ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ íà îñíîâå ìåòîäà Ãîäóíîâà áûë ðàçðàáîòàí, ðåàëèçîâàí è âåðèôèöèðîâàí

÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.

Íà çàäà÷å �î ñâàðêå âçðûâîì� äâóõ àëþìèíèåâûõ ïëàñòèí áûë îáúÿñíåí ìåõàíèçì

âîëíîîáðàçîâàíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðîâàí ñöåíàðèé ïðîõîæäåíèÿ âñåõ ôàçîâûõ ïåðå-

õîäîâ ñ îáðàçîâàíèåì êóìóëÿòèâíîé ñòðóè, ñîñòîÿùåé èç ÷àñòèö ìàòåðèàëà.

Ïîñòðîåíà íîâàÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü àñòðîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ìîäåëü

îñíîâàíà íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìíîãîêîìïî-

íåíòíîé îäíîñêîðîñòíîé (ìàãíèòíîé) ãàçîâîé äèíàìèêè è óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ ìî-

ìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëü-

íîé êîìïîíåíòû. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ áåññòîëêíîâèòåëüíîé

ñðåäû ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü ïðîöåñ-

ñà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ è ýôôåêòà îò âçðûâà ñâåðõíîâûõ, ÷òî íåâîçìîæíî ñäåëàòü â

ìîäåëè N-òåë, à òàêæå èñïîëüçîâàòü åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé ïîäõîä ê ÷èñëåííî-

ìó ðàçðåøåíèþ òàêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîäåëåé, ÷òî îñîáåííî âàæíî â êîíòåêñòå

èñïîëüçîâàíèÿ ñóïåðÝÂÌ. Èñïîëüçîâàíèå îäíîñêîðîñòíîé ìîäåëè äëÿ ìíîãîêîìïî-

íåíòíîé ãàçîäèíàìè÷åñêîé ñðåäû ïîçâîëÿåò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷åñòü õèìîêèíå-

òèêó â àñòðîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè ìàãíèòíîãî

ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Ñòîêñà.

Ðàçðàáîòàí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ãëàäêèõ ðå-
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øåíèÿõ è ñ ìàëîé äèññèïàöèåé ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâîâ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

ãàçîâîé äèíàìèêè, ìàãíèòíîé ãàçîâîé äèíàìèêè è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ ïåðâûõ

ìîìåíòîâ áåññòîëêíîâèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà. Â îñíîâå ÷èñëåííîãî ìåòîäà

ëåæèò ìåòîä ðàçäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ, êîòîðûé ðàñùåïëÿåò èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé íà ýéëåðîâ ýòàï, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò ó÷åò ðàáîòû ñèë, è ëàãðàíæåâ ýòàï,

íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â îñíîâå

ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà êàæäîì ýòàïå ëåæèò ìåòîä Ãîäóíîâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíå-

àðèçîâàííûõ ðàñïàäîâ ðàçðûâà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî ðàñïàäà

ðàçðûâà èñïîëüçóåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñõåìû îñðåäíåíèÿ Ðîå è êóñî÷íî-

ïàðàáîëè÷åñêèé ìåòîä íà ëîêàëüíîì øàáëîíå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà ñ

ìàëîé äèññèïàöèåé ðåøåíèÿ â îáëàñòè ðàçðûâà è âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íà ãëàä-

êèõ ðåøåíèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå êîìïàêòíîãî øàáëîíà äëÿ îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé

ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíîå ïåðåêðûòèå ïîäîáëàñòåé, à ãèïåðáîëè÷íîñòü

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëèëî ñôîðìóëèðîâàòü åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä

äëÿ âñåõ êîìïîíåíò, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü 55-êðàòíîå óñêîðåíèå íà ãðàôè÷åñêîì

óñêîðèòåëå è 134-êðàòíîå óñêîðåíèå íà óñêîðèòåëå Intel Xeon Phi, à òàêæå âûñîêóþ

ìàñøòàáèðóåìîñòü êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ àðõèòåêòóð, òàê è â ñëó÷àå ãèáðèäíûõ

ñóïåðÝÂÌ.

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîçâîëèâøàÿ: âïåðâûå â ðàì-

êàõ ïîëíîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè èññëåäîâàòü çàäà÷ó ñòîëêíîâåíèÿ ãàëàêòèê,

îïðåäåëèòü äèàïàçîíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàçâèòèÿ êàæäîãî ñöåíà-

ðèÿ ñòîëêíîâåíèÿ: ðàññåèâàíèå ãàëàêòèê, ñëèÿíèå ãàëàêòèê, ñâîáîäíîå ïðîõîæäåíèå

ãàëàêòèê, ðàçëåò ãàëàêòèê ñ îáðàçîâàíèåì íîâîé ãàëàêòèêè, îïðåäåëèòü îáëàñòè çâåç-

äîîáðàçîâàíèÿ, âîçíèêàþùèå ïðè ñòîëêíîâåíèè ãàëàêòèê, è îáðàçîâàíèÿ ñëîæíûõ

õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé; âïåðâûå èññëåäîâàòü çàäà÷ó îáðàçîâàíèÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñ-

ëà ðóêàâîâ ãàëàêòèêè, îïðåäåëèòü ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ îáðàçîâàíèÿ

äâóõ-, ÷åòûðåõ- è ñåìèðóêàâíûõ ãàëàêòèê; âïåðâûå èññëåäîâàòü çàäà÷ó ñàìîîðãà-

íèçàöèè ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ, ïðîèñõîäÿùåé çà ñ÷åò ñàìîñîãëàñîâàííîãî ãðàâèòà-

öèîííîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è ïîêàçàòü ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî

ìåòîäà íàä ëàãðàíæåâûì ìåòîäîì ñãëàæåííûõ ÷àñòèö ïðè âîñïðîèçâåäåíèè âûñîêèõ

ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ñóùåñòâóþùèå òåîðèè

è ñîãëàñóþòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè è ðåçóëüòàòàìè íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàçðàáîòàííàÿ â äèññåðòàöèè ÷èñëåííàÿ ìîäåëü òðåõìåðíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ â ñàìîñîãëàñîâàííîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ èñïîëüçî-
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âàíèÿ ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè ìàòåðèàëîâåäåíèÿ ïðèíèìàòü îáîñíîâàííûå ðåøåíèÿ

ïðè ïîñòàíîâêå íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ, à ñïåöè-

àëèñòàì â îáëàñòè êîñìîëîãèè, àñòðîôèçèêè è ãåîôèçèêè ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëå-

äîâàòü ìåõàíèçìû îáðàçîâàíèÿ ïåêóëÿðíûõ ãàëàêòèê, îáëàñòåé çâåçäîîáðàçîâàíèÿ

â íèõ, ðàçâèòèÿ ÌÃÄ ïðîöåññîâ íà ìàñøòàáàõ ìåæçâåçäíîé ñðåäû è ãåîôèçè÷åñêèõ

ìàñøòàáàõ. Â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû ïðåäïîëà-

ãàåòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàñøèðåíèå ÷èñëåííîé ìîäåëè äëÿ ó÷åòà ðåëÿòèâèñòñêèõ ýô-

ôåêòîâ, áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íà ðàçëè÷íûõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ. Ðàñøèðåíèå ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ â ñòî-

ðîíó èñïîëüçîâàíèÿ ïîäâèæíûõ ñåòîê, ÷òî ïîçâîëèò ïðè ñîõðàíåíèè ïàðàëëåëüíûõ

àëãîðèòìîâ áîëåå äåòàëèçèðîâàííî âîñïðîèçâîäèòü ðàçíîìàñøòàáíûå ãèäðîäèíàìè-

÷åñêèå òå÷åíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû â ïåðñïåêòèâå ìîãóò áûòü

ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàíû íà ñîâðåìåííûõ àðõèòåêòóðàõ ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷å-

ñêèõ èíòåãðàëüíûõ ñõåì, ÷òî ñóùåñòâåííî ïîâûñèò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé.

Â äàëüíåéøåì òàêîé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ øèðî-

êîãî êðóãà çàäà÷ àñòðîôèçèêè è ãåîôèçèêè: îáðàçîâàíèå è âçàèìîäåéñòâèå ãàëàêòèê

ðàçëè÷íûõ òèïîâ â ðàìêàõ êîñìîëîãè÷åñêîé ìîäåëè, äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðî-

öåññà çâåçäîîáðàçîâàíèÿ â ðóêàâàõ ãàëàêòèê, îáúÿñíåíèå ìåõàíèçìîâ îáðàçîâàíèÿ

ïëàíåòíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî òèïà, èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ñîëíå÷íîãî âåòðà è èì-

ïàêòíûõ ñîáûòèé íà îáúåêòû ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.
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