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Общая характеристика работы 

Диссертация посвящена построению численной модели  динамики 

плазмы в ловушке-мишени на основе кинетического подхода и метода 

Монте-Карло, разработке численных методов решения полученных урав-

нений и созданию реализующих их программ, а также проведению чис-

ленных экспериментов для исследования основных характеристик мишен-

ной плазмы, используемой для нейтрализации высокоэнергетичных пуч-

ков отрицательных ионов. 

Актуальность работы. Известно, что одним из методов накопления и 

нагрева высокотемпературной плазмы, удерживаемой магнитным полем, 

является инжекция мощных пучков нейтральных атомов. Для получения 

атомарных пучков высокой энергии необходимо пучки ускоренных отри-

цательных ионов пропускать через нейтрализующую мишень. В 

ИЯФ СО РАН предложена уникальная линейная осесимметричная плаз-

менная ловушка с инверсными пробками (с обратным магнитным полем) и 

мультипольными магнитными стенками, позволяющими жёстко удержи-

вать частицы плазмы (кроме осевых). Пролёт пучка через плазму может 

обеспечить более 85% выхода нейтральных атомов, в то время как для га-

зовых мишеней он не превышает 55%.  

Получить более глубокие знания о явлениях, которые сопровождают 

удержание плазмы в ловушке, и описать их количественные характеристи-

ки, возможно на основе адекватных исследуемым процессам численных 

моделей. Наиболее полное описание можно получить на основе кинетиче-

ских моделей, в которых плазма представляется набором достаточно 

большого числа модельных частиц.  

Программные комплексы, используемые для моделирования процессов  

в низкотемпературной плазме, представляют большую коммерческую 

ценность при разработке технологических плазменных систем. Поэтому 

работы по детальному моделированию низкотемпературной плазмы в зна-

чительной степени сконцентрированы в корпоративных исследователь-

ских центрах и охраняются в режиме коммерческой тайны. В частности, из 

общедоступных коммерческих систем для численного моделирования 

можно отметить пакет COMSOL MULTIPHYSICS, в последнюю версию 

которого включен модуль для моделирования плазмы в приближении маг-

нитной гидродинамики, не позволяющий учесть кинетические эффекты. 

Моделирование динамики и кинетики реакций нейтрального водорода в 

низкотемпературной плазме развивается в лабораториях, исследующих 

взаимодействие горячей плазмы с поверхностью. К ним, например,  отно-

сятся  Монте-Карло коды EREINE, (Юлих, Германия) и DEGAS2, (Прин-

стон, США). Также существует ряд пакетов программ для моделирования 

физики плазменных процессов методом частиц в ячейках: KARAT, 

CFHALL, VORPAL, DEMOCRITUS, MAGIC, код OSIRIS, код QUICKPIC. 
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Однако, несмотря на обилие численных методов и программ для моде-

лирования плазмы, при решении каждой конкретной задачи необходимо 

разрабатывать новый подход, учитывающий все особенности моделируе-

мого явления. В данной работе для численного моделирования динамики 

плазмы в ловушке используется комбинированный подход на основе ме-

тода частиц в ячейках и метода Монте-Карло. 

Цилиндрическая геометрия рассматриваемой ловушки требует для 

описания динамики плазмы модификации имеющихся стандартных под-

ходов в методе частиц. Наиболее широко используемые ядра частиц, такие 

как PIC-ядро и параболическое, симметричны, поэтому в недекартовых 

системах координат центр масс частиц не совпадает с центром ячейки, что 

приводит к существенным искажением плотности плазмы вблизи оси. Ис-

пользование других ядер затруднено тем, что для них вычисление плотно-

сти тока и плотности заряда частицы на сетке не согласованы, что в свою 

очередь требует коррекции значений электрического поля, полученных из 

решения уравнений Максвелла. Несмотря на то, что решению проблемы 

вычисления тока в методе частиц в ячейках посвящено множество работ, 

на сегодняшний день универсального подхода, позволяющего корректно 

восстанавливать значения плотности тока на сетке для произвольного яд-

ра, не существует.  

Цель диссертационной работы заключается в построении численной 

модели для описания динамики плазмы в ловушке-мишени, разработке 

экономичных вычислительных схем метода частиц в ячейках с примене-

нием методики распределенных вычислений на суперЭВМ и исследовании 

на основе вычислительных экспериментов основных закономерностей 

плазменных процессов в ловушке. 

Для достижения этой цели были поставлены и решены следующие за-

дачи: 

1) создание на основе комбинации метода частиц и метода Монте-

Карло численных методов решения основных уравнений динамики заря-

женных частиц в цилиндрической системе координат;  

2) адаптация разработанных алгоритмов для проведения параллельных 

вычислений на вычислительных комплексах современной архитектуры;  

3) создание комплекса программ для расчёта динамики плазмы в ло-

вушке-мишени на суперЭВМ; 

4) с помощью серии вычислительных экспериментов изучение динами-

ки многокомпонентной плазмы в ловушке с инверсными магнитными 

пробками и мультипольными магнитными стенками применительно к ус-

ловиям лабораторных экспериментов. 

Научная новизна заключается в следующем: 

1. Создана новая численная модель, построенная с применением ком-

бинации метода частиц в ячейках и метода Монте-Карло, позволяющая  
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наравне с кинетическими эффектами учесть процессы ионизации и рассея-

ния. 

2. Создан новый универсальный численный метод расчёта плотности 

тока при движении частиц в цилиндрической системе координат, удовле-

творяющий разностному аналогу уравнения неразрывности. 

3. Разработан новый метод балансировки вычислительной нагрузки для 

алгоритма параллельных вычислений метода частиц в ячейках,  обеспечи-

вающий высокую масштабируемость распределённых вычислений. 

4. С помощью созданного комплекса программ проведены численные 

расчёты динамики плазмы в ловушке мишенного типа, разработанной в 

ИЯФ СО РАН. Показано, что магнитная система со слабым продольным 

полем и инверсными магнитными пробками в торцевых отверстиях позво-

ляет минимизировать поток плазмы из ловушки. Установлено, что профи-

ли плотности всех компонент плазмы в области инверсной магнитной 

пробки имеют ступенчатую структуру. 

Методы исследования. В работе используются методы вычислитель-

ной математики и математического моделирования, элементы теории раз-

ностных уравнений, элементы теории вероятности и математической ста-

тистики, метод частиц в ячейках. Разработка программного обеспечения 

проводилась на основе языка Fortran и Message Passing Interface (MPI). 

Научная и практическая ценность работы состоит в создании новых 

численных методов для моделирования плазмы в магнитном поле сложной 

конфигурации в цилиндрической системе координат, а также комплекса 

программ для проведения расчётов основных характеристик плазмы в ло-

вушке. Созданные алгоритмы и комплекс программ могут найти широкое 

применение при проектировании новых магнитных ловушек, а также при 

исследовании фундаментальных свойств плазмы в сильных магнитных 

полях и в работах, направленных на изучение эффективности удержания 

плазмы в магнитном поле. 

Представленные в диссертации исследования проводились в рамках 

проектов, поддержанным Российским Фондом Фундаментальных исследо-

ваний (№ 14-01-00392, № 16-31-00304, № 16-01-00209), в том числе под 

руководством Берендеева Е. А. (№ 14-01-31220), а также по грантам Рос-

сийского Научного Фонда (№ 14-11-00485, № 16-11-10028). 

Достоверность результатов 

Достоверность представленных результатов основана на применении 

обоснованных численных моделей, верифицированных на специальном 

наборе тестовых задач, устойчивостью и сходимостью используемых чис-

ленных схем, сравнением результатов моделирования с результатами ла-

бораторных экспериментов. 

Разработанный комплекс программ имеет модульную структуру, что 

позволило провести тестирование каждого модуля независимо.  
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Получена сходимость решения на сгущающихся сетках и при увеличе-

нии числа модельных частиц.  

Проведены вычислительные эксперименты для сравнения с аналитиче-

скими решениями на тестовых задачах, выполнено сравнение с экспери-

ментальными данными. 

Результаты численных расчётов имеют качественное соответствие с 

данными, полученными в результате лабораторных экспериментов. 

На защиту выносятся 
• численная модель, построенная с применением  комбинации мето-

да частиц в ячейках и метода Монте-Карло, описывающая нелинейную 

динамику плазмы в ловушке-мишени с мультипольными магнитными 

стенками и инверсными магнитными пробками, 

• численный метод нахождения плотности тока при движении час-

тиц в цилиндрической системе координат, позволяющий согласовать 

плотность тока и плотность заряда без дополнительных коррекций, 

• метод балансировки вычислительной нагрузки для алгоритма па-

раллельных вычислений с эйлерово-лагранжевой декомпозицией, позво-

ляющий существенно сократить время вычисления траекторий частиц в 

магнитных полях сложной геометрии, 

• комплекс программ для моделирования динамики плазмы и ре-

зультаты численного моделирования, позволившие оценить потери плазмы 

из ловушки-мишени применительно к условиям лабораторных экспери-

ментов. 

Апробация основных положений работы 

Основные положения диссертационной работы докладывались и обсу-

ждались на объединенном семинаре ИВМиМГ СО РАН, на семинаре 

ИВТ СО РАН «Законы сохранения и инварианты для уравнений гидроди-

намического типа», на семинаре «Математическое моделирование в меха-

нике» ИТПМ СО РАН, на II международной научно-технической конфе-

ренции "Высокопроизводительные вычисления HPC-UA" (2012, Киев (Ук-

раина)), V международной молодёжной научной школе-конференции 

"Теория и численные методы решения обратных и некорректных задач" 

(2013, Новосибирск), VII Международной научной конференции "Парал-

лельные Вычислительные Технологии (ПаВТ)" (2013, Челябинск), 

VII Всероссийской конференции “Актуальные проблемы прикладной ма-

тематики и механики”, посвящённой памяти академика А.Ф. Сидорова. 

(2014, Абрау-Дюрсо), The International Workshop Complex Plasma Phenom-

ena in the Laboratory and in the Universe (2015, Rome (Italy)), Международ-

ной конференции "Актуальные проблемы вычислительной и прикладной 

математики – 2015", посвященной 90-летию со дня рождения академика 

Гурия Ивановича Марчука, Sixth Conference on Numerical Analysis and 

Applications (2016, Rousse (Bulgaria). 
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Основные результаты опубликованы в 18 работах, из которых 6 в жур-

налах, рекомендованных ВАК. 

Личный вклад соискателя заключается в обсуждении постановки за-

дачи, разработке численной модели, численных алгоритмов и методов ре-

шения, создании и тестировании программ, проведении серии численных 

экспериментов и анализе полученных результатов. Все выносимые на за-

щиту результаты принадлежат лично автору. Представление результатов 

совместных исследований и разработок согласовано с соавторами. 

Структура и объём работы. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, четырёх глав и заключения. Список используемой литературы со-

держит 127 наименований (включая 18 публикаций автора). Текст диссер-

тации содержит 102 страницы машинописного текста, включая 25 рисун-

ков и 2 таблицы.   

 

Основное содержание работы 

Во введении обосновываются актуальность избранной темы, новизна 

ее изучения, теоретическая и практическая значимость полученных ре-

зультатов, формулируются выносимые на защиту положения, описывается 

апробация результатов работы, дается краткая характеристика структуры 

диссертации.  

Глава 1 посвящена построению численной модели плазменной ловуш-

ки-мишени, разработанной в ИЯФ СО РАН, и описанию численных мето-

дов решения основных уравнений.  

В первом параграфе первой главы приведено подробное описание ло-

вушки-мишени, рассмотрены основные её характеристики, определяются 

основные критерии для построения корректной численной модели. На ри-

сунке 1 показана схема магнитной системы рассматриваемой ловушки. 

 
Рис. 1 Картина силовых линий магнитного поля  

в плазменной ловушке-мишени. 

Из рисунка 1 видно, что магнитное поле на торцах ловушки образует 

инверсные пробки, которые препятствуют истечению плазмы из ловушки. 

Во втором параграфе первой главы выполнен обзор основных числен-

ных моделей, применяющихся для описания динамки плазмы, обоснован 

выбор модели, основанной на комбинации метода частиц в ячейках и ме-

тода Монте-Карло.  

Динамка плазмы описывается системой уравнений, состоящей из урав-
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нения Больцмана для функций распределения ионов и электронов 
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нитными полями:  

,
1414

 















t

E

c
vdvfq

сt

E

c
J

c
Brot







 (2) 

,
1

t

B

c
Erot









 (3) 

,44  


 vdfqEdiv


 (4) 

.0Bdiv


 (5) 

Здесь   – сорт частиц (ионы и электроны); r


, v


 – координата и ско-

рость частицы; q  – заряд частицы сорта  ; E


 и B


 – напряжённость 

электрического и магнитного поля; c  – скорость света; 
221 cv

vm
p







 – 

релятивистский импульс частицы массы m ; J


 – плотность тока;   –

плотность пространственного заряда. }{ fSt  – функция, описывающая 

коллективные процессы столкновения. Рассматриваемые уравнения при-

ведены в системе СГС для вакуума.  

В третьем параграфе первой главы приведено подробное описание ме-

тода частиц в ячейках.  

Общая идея метода состоит в следующем. Плазма разделяется на груп-

пы частиц, находящихся в одном единичном объеме фазового пространст-

ва. Каждая из таких групп рассматривается как одна макрочастица. Функ-

ция распределения и макропараметры плазмы восстанавливаются из по-

ложения модельных макрочастиц в фазовом пространстве. Исходя из 

функции распределения частиц, определяются плотности тока и плотности 

заряда, необходимые для решения уравнений Максвелла. Движение частиц 

описывается следующими уравнениями: 

)(
)(

tv
dt

trd
j

j 


 , (6) 

 







 )()(

1
)(

)(
tBtv

c
tEq

dt

tpd
jjjj

j




, (7) 
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В четвёртом параграфе первой главы рассматривается моделирование 

столкновения заряженных частиц с нейтральными с помощью метода 

Монте-Карло.  

Вероятность столкновения для частицы, имеющей скорость v, за время 

t  рассчитывается по формуле: 

),)(exp(1
2HT

nsP   (8) 

где tvs  , )(
T

 – полное сечение столкновения,   – кинетическая 

энергия частицы, 
2H

n  – плотность нейтрального газа.  

На каждом шаге по времени по формуле (8) определяется, произошло 

ли столкновение для каждой заряженной частицы. В случае, если столкно-

вение произошло, определяется тип столкновения, и затем рассчитываются 

новые параметры частиц. 

В пятом параграфе приведена общая схема вычислений при моделиро-

вании динамики плазмы с помощью комбинации метода частиц и метода 

Монте-Карло. 

Глава 2 посвящена описанию численных методов решения основных 

уравнений. 

Для решения уравнения (7) используется центрированная разностная схе-

ма: 





















 




 

B
vv

Eq
t

pp mmmm 

,
2

2/12/12/12/1

  (9) 

Здесь t  - дискретный шаг по времени, m – номер шага по времени. 

Для решения уравнений (2)-(5) используется следующая схема  
mm

h
Ediv 4


 (10) 

m

h

mm

Erotс
t

BB 





  2/12/1

 (11) 

02/1 m

h
Bdiv


 (12)  

2/12/1

1

4 






 mm

h

mm

JBrotс
t

EE 


  (13)  

Здесь 
h

div , 
h

rot  операторы центральной разностной схемы, опреде-

лённые на сетках для электрического магнитного поля: 
m

klklkl

m EZEPERE ),,(
2/1,,,2/1 




, 
21

21212121

21 /m

,k/l/,k/l/l,k

/m ),BZ,BP(BRB 



 


. 
Сеточные величины плотности заряда и плотности тока в узле с коор-

динатами ri определяются по координатам и скоростям отдельных частиц с 
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помощью сеточной функции ядра частицы 

,))(,(),( 
j

jiji
trrRqtr


 .))(,()(),( 

j
jijji

trrRtvqtrJ


 (14) 

Здесь jq  – заряд частицы с номером j ; функция ))(,( trrR
ji


 (функция 

ядра) характеризует форму, размер частицы и распределение в ней заряда. 

Наиболее широко используемые ядра частиц, такие как PIC-ядро и па-

раболическое, симметричны, поэтому в недекартовых системах координат 

центр масс частиц не совпадает с центром ячейки, что приводит к сущест-

венным искажениям плотности плазмы вблизи оси. Использование других 

ядер затруднено тем, что для них вычисление плотности тока и плотности 

заряда частицы на сетке не согласованы, что в свою очередь требует кор-

рекции значений электрического поля, полученных из решения уравнений 

Максвелла.  

В диссертации предложен численный метод вычисления плотности то-

ка, использующий напрямую решение уравнения неразрывности 

02/1

1




 



m

h

mm

Jdiv
t


 (15)  

 и позволяющий получить согласованные значения плотности заряда и 

плотности тока для ядер произвольной формы без необходимости допол-

нительных коррекций. В работе использовано ядра вида (16) 















































случаяхостальныхв

hzzrrr

h

zzh

rr

rr

V

hzzrrr

h

zzh

rr

rr

V

)),z),(r,z((rR

zjkiji

z

jkz

ii

ji

i

zjkiji

z

jkz

ii

ji

i

jjki

,0

.||,

,
||

**
1

.||,

,
||

**
1

1

22

1

22

1

1

22

1

22

1

 
(16) 

Здесь zrii hhrV 2  - объём ячейки, rh , zh  - шаги пространственной 

сетки, ),z),(r,z(r
jjki - координаты узлов сетки и координаты частицы соот-

ветственно.  

Для этого ядра были получены формулы вычисления плотности тока: 

,
12

)(**
)(*

**2
1

2/1
22

1

2/1
2/1
,2/1 







 



 








zr
zzr

rhrrV

hrv
JR k

iziii

ri
m
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ki 

 

.
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)*(*
)(*

2

122

1

2/1
2/1

2/1, 






 



 








rr
rrr

rrV
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JZ i

iii

m
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(17) 
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,
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*2)(
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*
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1
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2
1
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1

2/1

2/1
,








 














rzrzzrr
zzrrr

hrrV

vr
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k
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m
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

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 (17) 

Здесь 
2/1

2/1,,,2/1
),,(),,( 


 m

klklklzr JZJPJRJJJJ 


, 

,1 m

j

m

j
rrr j  

 
,

2

1 m

j

m

j

j

rr
r







 

,1 m

j

m

j
zzz j  

 
.

2

1 m

j

m

j

j

zz
z







 

Плотность тока в формуле (17) удовлетворяет уравнению (15), что по-

зволяет сразу рассчитывать электрические поля по формуле (13) без до-

полнительных коррекций. 

Глава 3 посвящена обзору параллельных алгоритмов для решения сис-

темы уравнений Больцмана-Максвелла. Также в данной главе приводится 

описание авторского параллельного алгоритма и результаты его тестиро-

вания. Разработанный алгоритм параллельных вычислений основан на эй-

лерово-лагранжевой декомпозиции: расчётная область разделяется на по-

добласти, в которых вычисления производит своя группа процессоров. 

Внутри каждой такой подобласти модельные частицы распределяются ме-

жду процессорами группы, что обеспечивает высокую степень паралле-

лизма. На рисунке 2 приведено ускорение данного параллельного алго-

ритма, рассчитанное на суперкомпьютере Ломоносов (МГУ). В расчётах 

использовалось до 5*10
9
 модельных частиц. 

У с к о р е н и е

7, 0 5

1 1, 8 1
3, 5 61

2

4

8

0
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1 0 2 4 2 0 4 8 4 0 9 6 8 1 9 2

О б щ е е  ч и с л о  п р о ц е с с о р о в

О т н о с и т е л ь н о  1 0 2 4  я д е р И д е а л ь н о е  у с к о р е н и е

 
Рис. 2. Масштабируемость алгоритма параллельных вычислений 

Из рисунка 2 видно, что разработанный алгоритм позволяет обеспечить 

балансировку вычислительной нагрузки на процессоры и показывает вы-

сокую степень масштабируемости до нескольких тысяч вычислительных 

ядер (достигнуто ускорение в 7,05 раз при использовании 8196 ядер по 

сравнению с 1024 ядрами) 
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В Главе 4 приводятся основные результаты вычислительных экспери-

ментов по моделированию динамики плазмы в ловушке-мишени. 

Важным требованием к выбранному способу ионизации плазмы явля-

ется распространение катодных электронов вдоль всей длины ловушки, 

что необходимо для создания плазмы с требуемой протяженностью и сте-

пенью однородности. Рассчитанное распределение плотности катодных 

электронов представлено на рисунке 3. Видно, что электроны распростра-

няются вплоть до инверсных пробок. На основе полученной плотности 

катодных электронов был выполнен расчёт динамики ионов (рис 4.). Из 

рисунка видно, что ионы с достаточной степенью однородности заполняют 

практически всю мишень. Основной поток плазмы приходится на стенки, 

при этом небольшая доля выходит в торцевые отверстия. 

Также было рассмотрено прохождение плазмы через магнитную проб-

ку. Результаты расчётов плотности плазмы на оси в области инверсии маг-

нитного поля (1200<Z<1360 мм) представлены на рисунке 5.а. Наблюдает-

ся двухступенчатое падение плотности всех ионных компонент плазмы 

вдоль оси - перед магнитной пробкой и непосредственно в области инвер-

сии магнитного поля. Этот результат полностью соответствует наблюде-

ниям в лабораторных экспериментах.  

 

Рис. 3 Плотность катодных электронов (
910

e
n  см

-3
) в различные мо-

менты времени (a) 
8104  с. (b) 

81016   с. (c) 
81024  . Z = 0 соответст-

вует положению левой торцевой крышки камеры. 
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Рис.4. Плотность ионов H+ (
1010

i
n  

см
-3

) в момент времени 

5104,2   с. Z = 0 соответствует положению левой торцевой крышки. 
 

На рисунке 5.б. показано изменение плотности плазмы на торце ло-

вушки (Z=1296 мм) с течением времени.  

 
  а)     б) 

Рис. 5. Плотность ионов различных типов (
910in  см

-3
). Время 

5102   с. 1 - H+, 2 - H2+, 3 - H3+ . a) распределение плотности на оси,  

R = 0. b) радиальное распределение плотности в точке Z = 1296 мм. 

 

Из рисунка 5 видно, что основной поток приходится на центральную 

часть вблизи оси. Аналогичные результаты были получены и в лаборатор-

ном эксперименте. Общий расчётный ток ионов в торцевое отверстие It ≈ 

0.5 А (при токе с катодов Iall ≈ 150 А), что позволяет говорить о достаточно 

хорошем удержании плазмы. 

В заключении подводятся общие итоги проведенного исследования, 

формулируются возможные направления дальнейших исследований в этой 

области.  

Основные результаты работы 

Разработана численная модель плазменной ловушки-мишени с мульти-

польными магнитными стенками и инверсными магнитными пробками. 

Модель построена с применением комбинации метода частиц в ячейках и 

метода Монте-Карло и описывает динамику плазмы в магнитном поле 
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сложной геометрии в цилиндрической вакуумной камере. 

Разработан численный метод расчёта плотности тока, удовлетворяю-

щего разностному аналогу уравнения неразрывности для произвольной 

формы ядра частицы. Это позволяет согласовать вычисление плотности 

тока и плотности заряда и отказаться от решения ресурсоёмкого уравнения 

Пуассона для корректировки значения электрического поля. 

Разработан алгоритм параллельных вычислений, масштабируемый до 

нескольких тысяч процессорных ядер и позволяющий проводить расчёты 

траекторий 10
10

 частиц, что обеспечивает высокую точность результатов. 

Предложен вариант балансировки вычислительной нагрузки для адаптив-

ного шага по времени.  

На основе разработанных численных методов создан комплекс про-

грамм для моделирования динамики плазмы в магнитной ловушке-

мишени. 

Созданный комплекс программ позволил рассчитать процесс иониза-

ции газа в ловушке, получить распределение катодных электронов и опре-

делить области наиболее активной ионизации. На основе этих данных бы-

ла рассчитана динамика плазмы, определены потоки плазмы в торцевые 

отверстия ловушки. Результаты расчётов показали, что образующаяся 

плазма имеет достаточную степень однородности и заполняет практически 

всю длину ловушки.  

С помощью вычислительных экспериментов показано, что магнитная 

система со слабым продольным полем и инверсными пробками в торцевых 

отверстиях в магнитном поле позволяет добиться достаточно малого пото-

ка плазмы из ловушки. Расчётные данные плотности всех компонент плаз-

мы в области магнитной пробки согласуются с данными экспериментов. 

Перспективы дальнейшей разработки темы заключаются в уточнении 

используемой модели, например, создание гибридной МГД-кинетической 

модели, а также в применении созданного комплекса программ для чис-

ленного моделирования других магнитных систем для нагрева и удержа-

ния плазмы. 
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