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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Математическое моделирование те
чений многофазных сжимаемых сред представляет интерес с точки зрения мно
гих научных дисциплин и имеет большой потенциал для практического приме
нения в различных инженерных областях. Задачи моделирования многофазных
течений встречаются в таких областях как метеорология и океанология, а также
при описании различных геологических процессов с использованием гидроди
намического подхода, таких как конвективный массоперенос мантийных пород,
фильтрационные течения и др. Другие области применения связаны с решением
разнообразных инженерных и технологических задач: в области проектирова
ния охладительных систем, разработки и описания динамики сыпучих смесей и
технологических жидкостей. Отдельно стоит выделить нефтегазовую отрасль,
где вычислительные модели многофазных сред востребованы как с точки зре
ния разведки месторождений полезных ископаемых и моделирования процессов
в нефтеносных пластах, так и с точки зрения проектирования и оптимизации
сложных систем транспортировки углеводородов.

Систематические исследования в области построения моделей многофаз
ных течений были начаты в середине прошлого века. Теории, основанные на
предложенном Х.А. Рахматулиным представлении двухфазных сред как взаи
мопроникающих континуумов, развивались в многочисленных работах россий
ских и зарубежных ученых (Р.И. Нигматулин, М. Ишии и др.). В 1986 г. М.
Байером и Д. Нунциато была предложена модель двухфазных сжимаемых те
чений с двумя давлениями, которая и по настоящее время широко используется
многими авторами как для теоретических, так и для численных исследований.

Несмотря на актуальность и востребованность данной тематики, многие
вопросы, связанные с физическими, математическими и вычислительными ас
пектами моделирования многофазных течений, требуют дальнейших исследо
ваний. На сегодняшний день не существует единого общепринятого подхода к
построению математических моделей многофазных течений, а существующие
модели обладают следующими недостатками: 1) нарушение гиперболичности
системы определяющих уравнений модели, что затрудняет корректную поста
новку начально-краевых задач для таких уравнений и изучение их свойств; 2)
наличие в системе уравнений, не приводимых к дивергентной форме, затрудня
ющее применение эффективных методов для численной реализации модели.

Таким образом, актуальной задачей является развитие подходов к мате
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матическому моделированию течений многофазных смесей, позволяющих обес
печить одновременное выполнение трёх требований, предъявляемых к матема
тической модели: 1) гиперболичность системы определяющих уравнений; 2) ди
вергентный вид всех уравнений; 3) согласованность модели с законами термо
динамики. Эти свойства обеспечивают математическую основу для корректной
постановки начально-краевых задач и дают возможность для разработки высо
коточных численных алгоритмов.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной ра
боты является разработка термодинамически согласованной математической
модели течений многофазной сжимаемой среды в случае произвольного коли
чества фаз, обладающей следующими свойствами: определяющие уравнения
модели имеют дивергентную форму и образуют гиперболическую систему; по
строение математической модели трубных газожидкостных течений, позволяю
щей описывать движение смеси в трубах сложной геометрии с учётом процес
сов межфазного взаимодействия; построение вычислительного алгоритма для
численного решения уравнений предложенных моделей; разработка комплек
са программ на основе численного алгоритма и проведение расчётов с целью
валидации математических моделей и вычислительного алгоритма.

Для достижения поставленных целей были решены следующие задачи:

1. Построение математической модели многофазных сжимаемых течений в слу
чае произвольного количества фаз в одноэнтропийном приближении с использо
ванием подхода термодинамически согласованных систем, применённого ранее
для построения моделей двухфазных сред [1].

2. Вывод нестационарных осреднённых одномерных уравнений для описания
трубных течений с учётом эффектов межфазного трения и релаксации давле
ний фаз на основе модели двухфазной сжимаемой среды путём применения
процедур осреднения по сечению трубы.

3. Разработка вычислительного алгоритма на основе конечно-объёмных мето
дов высокого порядка точности Рунге-Кутты-TVD, Рунге-Кутты-WENO, а так
же модификаций базового алгоритма для учёта эффектов межфазного взаимо
действия и более точного решения задач с наличием контактного разрыва.

4. Реализация вычислительного алгоритма в виде комплекса программ, поз
воляющего проводить численные эксперименты по расчёту начально-краевых
задач для сформулированных моделей.
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5. Валидация математических моделей и вычислительных алгоритмов на клас
сических тестовых задачах.

Научная новизна. В работе сформулирована новая термодинамически
согласованная математическая модель для описания течений многофазной сжи
маемой среды с произвольным количеством фаз. Система определяющих диф
ференциальных уравнений модели является гиперболической, и все уравнения
записываются в дивергентной форме. Построена модель трубных течений сжи
маемых газожидкостных смесей с двумя давлениями. Разработаны высокоточ
ные численные алгоритмы для решения уравнений предложенных моделей. По
казана применимость модели трубных течений для решения важных с практи
ческой точки зрения задач пробковых течений в трубопроводах.

Теоретическая и практическая значимость. Предложенные матема
тические модели способствуют развитию теоретических аспектов моделирова
ния многофазных сжимаемых сред, а также исследованию практически важных
задач в области геофизики и нефтегазовой индустрии. В работе продемонстри
рована возможность достоверного описания с помощью сформулированной мо
дели различных режимов трубных течений, в том числе пробковых течений,
что имеет важное практическое значение для задач оптимизации трубопровод
ных систем и транспортировки углеводородов и может найти применение при
разработке промышленных симуляторов. Развиваемый в работе подход и пред
ложенные модели могут быть использованы для построения более сложных
моделей многофазных течений с учётом межфазного массобмена и химических
реакций.

Положения, выносимые на защиту:

1. Сформулирована модель течений многофазной сжимаемой среды с произ
вольным количеством фаз в приближении общей энтропии смеси. Определяю
щие дифференциальные уравнения модели имеют дивергентную форму и пред
ставляют собой термодинамически согласованную гиперболическую систему.

2. Получена нестационарная одномерная осреднённая модель двухфазных га
зожидкостных трубных течений с различными давлениями фаз. Дифференци
альные уравнения модели имеют дивергентную форму и образуют гиперболи
ческую систему.

3. Разработан вычислительный алгоритм на базе высокоточных методов Рун-
ге-Кутты-TVD, Рунге-Кутты-WENO для численного решения начально-крае
вых задач для предложенных систем уравнений.
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4. Создана вычислительная модель газожидкостных трубных течений, включа
ющая определяющие уравнения, численные методы и комплекс программ.

5. На серии тестовых задач показана применимость модели для расчёта проб
ковых трубных течений, обусловленных сложной геометрией трубы, и гидроди
намических пробковых течений.

Степень достоверности и апробация результатов. Предложенные в
работе математические модели получены на основе подхода, обеспечивающего
гиперболичность уравнений модели и их согласованность с законами термодина
мики. Для построения вычислительных алгоритмов использованы методы адек
ватные математическим свойствам систем определяющих уравнений. Разрабо
танный комплекс вычислительных программ прошёл верификацию на основе
решения классических тестовых задач. Программная реализация алгоритмов
и интерпретация результатов численных экспериментов осуществлялась с ис
пользованием современных средств разработки ПО, обработки и визуализации
данных.

По материалам диссертации опубликовано 6 работ, 4 из которых – в ре
цензируемых изданиях, входящих в перечень ВАК. Результаты работы были
представлены на следующих международных конференциях: 14th International
Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics (ICNAAM 2015), Ро
дос, Греция, 23 – 29 сентября 2015; IMA Conference on Numerical Methods for
Simulation, Оксфорд, Великобритания, 1 - 4 сентября 2015; The 13th Asian
Symposium on Visualization, Новосибирск, 22 – 26 июня 2015; European Workshop
on High Order Nonlinear Numerical Methods for Evolutionary PDEs: Theory and
Applications (HONOM 2015), Тренто, Италия, 16 – 20 марта 2015; Advanced
Mathematics, Computations and Applications 2014 (AMCA-14), Новосибирск, 8
– 11 июня 2014; 11th International Conference of Numerical Analysis and Applied
Mathematics (ICNAAM 2013), Родос, Греция, 21 – 27 сентября 2013.

Развёрнутые доклады по результатам диссертационной работы были пред
ставлены на различных научных семинарах институтов Сибирского Отделения
РАН.

Личный вклад автора. Основные научные результаты диссертацион
ной работы получены автором лично. Личный вклад автора состоит в участии
в формулировке математических моделей, построении вычислительных алго
ритмов, разработке пакетов программ, а также в постановке, проведении и ин
терпретации результатов численных экспериментов. В опубликованных в соав

6



торстве работах личный вклад автора заключается в участии на всех этапах
работы.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
трёх глав, заключения, списка литературы и двух приложений. Общий объём
диссертации составляет 125 страниц с 23 рисунками и 3 таблицами. Список
литературы включает 83 наименования.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность диссертационной работы, приведён
обзор литературы по теме исследования, сформулирована цель и аргументиро
вана научная новизна работы, показана практическая значимость полученных
результатов, представлены выносимые на защиту научные положения.

В первой главе приводятся определяющие дифференциальные уравне
ния консервативной термодинамически согласованной модели течений много
фазной сжимаемой среды в случае произвольного количества фаз. Проводится
анализ свойств предложенных уравнений и даётся формулировка частного слу
чая модели для описания четырёхфазной смеси, на примере которого в даль
нейшем проводится численное исследование модели. Приводится вывод опреде
ляющих уравнений модели трубных течений газожидкостных смесей и анализ
характеристических свойств уравнений, необходимый для дальнейшего постро
ения численного алгоритма.

В разделе 1.1 вводятся параметры для описания динамики многофазной
сжимаемой смеси 𝑁 фаз, в числе которых собственные параметры фаз: объём
ная концентрация 𝑘-й фазы 𝛼𝑘, плотность 𝜌𝑘 и вектор скорости 𝑢𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3), а
также парметры, характеризующие смесь в целом: плотность смеси 𝜌 = 𝛼1𝜌1 +

𝛼2𝜌2+ ...+𝛼𝑁𝜌𝑁 , средняя скорость 𝑢𝑖 = 𝑐1𝑢
1
𝑖 +𝑐2𝑢

2
𝑖 + ...+𝑐𝑁𝑢

𝑁
𝑖 , где 𝑐𝑘 = 𝛼𝑘𝜌𝑘/𝜌,

(𝑘 = 1, ..., 𝑁, 𝑐1 + 𝑐2 + ... + 𝑐𝑁 = 1) – массовые концентрации. Определяются
относительные скорости фаз 𝑤1

𝑖 = 𝑢1𝑖 −𝑢𝑁𝑖 , 𝑤
2
𝑖 = 𝑢2𝑖 −𝑢𝑁𝑖 , ..., 𝑤

𝑁−1
𝑖 = 𝑢𝑁−1

𝑖 −𝑢𝑁𝑖 .
Для описания тепловых процессов используется приближение общей энтропии
смеси 𝑆.

Уравнения модели течений многофазной сжимамое среды в случае произ
вольного количества фаз строятся как обобщение уравнений двухфазной мо
дели, сформулированной в работе [1]. Уравнения формулируются в терминах
параметров смеси, и в качестве независимых переменных выбираются величины
𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑁−1,𝜌,𝑢𝑖,𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑁−1,𝑤𝑖

1, 𝑤
𝑖
2, , ..., 𝑤

𝑖
𝑁−1,𝑆. Такая форма записи позво
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ляет показать, что система определяющих уравнений допускает дополнитель
ный закон сохранения энергии, что в рамках теории термодинамически согласо
ванных систем [2] позволяет записать систему в симметрической гиперболиче
ской по Фридрихсу форме в терминах производящего потенциала и переменных.

Систему уравнений модели можно представить в эквивалентном виде в
терминах индивидуальных параметров фаз, который оказывается более удоб
ным при построении численного алгоритма и более наглядным с точки зрения
законов механики:

𝜕𝜌𝑆

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑆𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 𝑄,

𝜕𝜌𝛼𝑗

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢𝑘𝛼𝑗

𝜕𝑥𝑘
= −Φ𝑗, 𝑗 = 1, ..., 𝑁 − 1, (1)

𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜌𝑗𝑢
𝑙
𝑗

)︃
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜌𝑗𝑢
𝑙
𝑗𝑢

𝑘
𝑗 + 𝛿𝑙𝑘

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑝𝑗

)︃
= 0, 𝑙 = 1, 2, 3,

𝜕𝛼𝑗𝜌𝑗
𝜕𝑡

+
𝜕𝛼𝑗𝜌𝑗𝑢

𝑘
𝑗

𝜕𝑥𝑘
= 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑁,

𝜕
(︀
𝑢𝑘𝑗 − 𝑢𝑘𝑁

)︀
𝜕𝑡

+
𝜕
(︀
𝑢𝑙𝑗𝑢

𝑙
𝑗/2 − 𝑢𝑙𝑁𝑢

𝑙
𝑁/2 + 𝐻𝑗 −𝐻𝑁

)︀
𝜕𝑥𝑘

= −𝑒𝑘𝑙𝑚𝑢
𝑙𝜔𝑚

𝑗 − Λ𝑗
𝑘.

Здесь 𝜌 =
∑︀𝑁

𝑗=1 𝛼𝑗𝜌𝑗 – плотность смеси, 𝑢𝑘 = 1
𝜌

∑︀𝑁
𝑗=1 𝛼𝑗𝜌𝑗𝑢

𝑘
𝑗 – скорость смеси,

𝑝𝑗 = 𝜌2𝑗𝜕𝑒𝑗/𝜕𝜌𝑗 – давление 𝑗-й фазы, а 𝐻𝑗 = 𝑒𝑗 + 𝑝𝑗/𝜌𝑗 – энтальпия 𝑗-й фазы.
Закон сохранения энергии имеет вид

𝜕

𝜕𝑡

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜌𝑗

(︂
𝑒𝑗 +

1

2
𝑢𝑙𝑗𝑢

𝑙
𝑗

)︂)︃
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘

(︃
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜌𝑗𝑢
𝑘

(︂
𝑒𝑗 +

1

2
𝑢𝑙𝑗𝑢

𝑙
𝑗 +

𝑝𝑗
𝜌𝑗

)︂)︃
= 0.

В уравнениях системы (1) правые части −Φ𝑗 и −Λ𝑘
𝑗 отвечают за релакса

цию давлений фаз к общему значению и межфазное трение: Φ𝑗 = 𝜌
∑︀𝑁−1

𝑛=1 𝜑𝑗𝑛𝐸𝛼𝑛
,

Λ𝑘
𝑗 =

∑︀𝑁−1
𝑛=1 𝜆𝑘

𝑗𝑛𝐸𝑤𝑘
𝑛
, где 𝜑𝑗𝑛 и 𝜆1

𝑗𝑛, 𝜆
2
𝑗𝑛, 𝜆

3
𝑗𝑛 – элементы матриц кинетических ко

эффициентов. Производство энтропии 𝑄 порождается диссипацией и выража
ется через −Φ𝑗 и −Λ𝑘

𝑗 . В правой части уравнения для относительных скоростей
возникает слагаемое −𝑒𝑘𝑙𝑚𝑢

𝑙𝜔𝑚
𝑗 , где 𝑒𝑘𝑙𝑚 – символ Леви-Чивиты. Здесь допол

нительные переменные 𝜔𝑚
𝑗 , имеющие смысл вихрей относительных скоростей,

вводятся с целью сохранения дивергентной формы уравнения для относитель
ных скоростей.

В разделе 1.2 анализируется возможность записи уравнений сформулиро
ванной модели в форме модели Байера-Нунциато, наиболее широко используе
мой для описания многофазных течений.
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Раздел 1.3 содержит формулировку четырехфазной модели, которая в
дальнейшем используется для тестовых расчетов.

В разделе 1.4 приводится вывод нестационарных осреднённых одномерных
уравнений для описания трубных течений газожидкостной смеси. Уравнения
получены путём осреднения по сечению трубы уравнений трёхмерной модели
двухфазного течения, которая является частным случаем модели (1) при 𝑁 = 2.

Система уравнений газожидкостных трубных течений имеет вид:

𝜕𝐴𝛼𝑔𝜌𝑔
𝜕𝑡

+
𝜕𝐴𝛼𝑔𝜌𝑔𝑢𝑔

𝜕𝑥
= 𝑞𝑔 (𝑥) ,

𝜕𝐴𝛼𝑙𝜌𝑙
𝜕𝑡

+
𝜕𝐴𝛼𝑙𝜌𝑙𝑢𝑙

𝜕𝑥
= 𝑞𝑙 (𝑥) ,

𝜕𝐴 (𝛼𝑔𝜌𝑔𝑢𝑔 + 𝛼𝑙𝜌𝑙𝑢𝑙)

𝜕𝑡
+

𝜕𝐴
(︀
𝜌𝑔𝛼𝑔𝑢

2
𝑔 + 𝜌𝑙𝛼𝑙𝑢

2
𝑙 + 𝛼𝑔𝑝𝑔 + 𝛼𝑙𝑝𝑙

)︀
𝜕𝑥

= (2)

= (𝛼𝑔𝑝𝑔 + 𝛼𝑙𝑝𝑙)
𝑑𝐴

𝑑𝑥
−𝐺,

𝜕𝐴 (𝑢𝑙 − 𝑢𝑔)

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥

(︃
𝐴

(︃
𝑢2𝑙
2

−
𝑢2𝑔
2

+ 𝑒𝑙 +
𝑝𝑙
𝜌𝑙

− 𝑒𝑔 −
𝑝𝑔
𝜌𝑔

)︃)︃
=

=

(︂
𝑒𝑙 +

𝑝𝑙
𝜌𝑙

− 𝑒𝑔 −
𝑝𝑔
𝜌𝑔

)︂
𝑑𝐴

𝑑𝑥
− Λ,

𝜕𝐴𝜌𝛼𝑙

𝜕𝑡
+

𝜕𝐴𝜌𝛼𝑙𝑢

𝜕𝑥
= 𝜑.

Здесь 𝑥 – пространственная координата вдоль оси трубы; 𝑡 – время; 𝛼𝑖, 𝜌𝑖, 𝑢𝑖, 𝑝𝑖,
𝑒𝑖 – объемная доля, плотность, скорость, давление и внутренняя энергия 𝑖-ой
фазы (𝑖 = 𝑙, 𝑔 обозначает жидкость или газ); 𝜌 = 𝛼𝑙𝜌𝑙 + 𝛼𝑔𝜌𝑔 и 𝑢 = 𝑐𝑙𝑢𝑙 + 𝑐𝑔𝑢𝑔

– плотность и скорость смеси, 𝑐𝑖 = 𝛼𝑖𝜌𝑖/𝜌 – массовая концентрация 𝑖-ой фазы.
Отметим, что должно быть выполнено условие 𝛼𝑙 +𝛼𝑔 = 1. Поперечное сечение
трубы 𝐴(𝑥) = 𝜋𝑅2(𝑥) считается переменным.

Первые два уравнения системы (2) – законы сохранения массы газа и жид
кости, третье уравнение представляет собой закон сохранения полного импульса
смеси, четвертое – дивергентное уравнение для относительной скорости фаз. По
следнее уравнение описывает изменение объёмной доли жидкости и отвечает за
релаксацию давлений фаз к общему значению, где, следуя [1], 𝜙 = (𝑝𝑙 − 𝑝𝑔) /𝜏 ,
где 𝜏 характеризует скорость выравнивания давлений фаз и может зависеть от
параметров состояния.

Члены 𝐺 и Λ в уравнении импульса и уравнении для относительной ско
рости отвечают за силы тяжести и трения: 𝐺 = 𝐴𝜌𝑔 sin 𝛽 + (Φ𝑙 + Φ𝑔) ,Λ =
Φ𝑙

𝛼𝑙𝜌𝑙
− Φ𝑔

𝛼𝑔𝜌𝑔
. Первое слагаемое в формуле для 𝐺 моделирует силу тяжести в трубе

9



с углом наклона 𝛽, 𝑔 – ускорение силы тяжести. Φ𝑙, Φ𝑔 отвечают за межфаз
ное трение и трение фаз о стенки трубы. Для замыкания системы необходимо
определить зависимости 𝑒𝑙 (𝜌𝑙), 𝑒𝑔 (𝜌𝑔), 𝑝𝑙 (𝜌𝑙), 𝑝𝑔 (𝜌𝑔), а также силы трения Φ𝑙 и
Φ𝑔, что делается в соответствии с имеющимися в литературе данными.

Во второй главе описывается построение вычислительного алгоритма
для решения определяющих уравнений предложенных моделей. Базовый алго
ритм строится для равномерной сетки на основе конечно-объёмных методов вы
сокого порядка точности Рунге-Кутты-TVD (RK-TVD) и Рунге-Кутты-WENO
(RK-WENO) в сочетании с методом GFORCE [3] для вычисления потоков на
границах расчётных ячеек. Для учёта релаксации давлений фаз используется
неявный метод. Разработана модификация схемы для вычисления объёмных
концентраций, сохраняющая однородный фон начальных данных при наличии
скачка концентраций.

В разделе 2.1 приводится описание вычислительного алгоритма для моде
ли четырёхфазной среды, записанной в виде

𝜕U

𝜕𝑡
+

𝜕F(U)

𝜕𝑥
= S (U) .

Для интегрирования по времени используются схема первого порядка на основе
дискретных аналогов законов сохранения в пространственно-временной ячейке
[𝑥𝑖−1/2, 𝑥𝑖+1/2] × [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] с шагами ∆𝑥 = 𝑥𝑖+1/2 − 𝑥𝑖−1/2 и ∆𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛:

U𝑛+1
𝑖 = U𝑛

𝑖 −
∆𝑡

∆𝑥

(︀
F𝑖+1/2 − F𝑖−1/2

)︀
+ ∆𝑡S𝑖, (3)

где U𝑛
𝑖 – значение U в 𝑖-й ячейке в момент времени 𝑡𝑛, а F𝑖±1/2 – численные

потоки на границах ячеек. Для замыкания численного алгоритма используется
метод GFORCE расчёта потоков, при котором поток 𝐹𝑖+1/2 вычисляется как
комбинация потоков Лакса-Фридрихса и Лакса-Вендрофа. Вычисление «пра
вых» и «левых» величин U𝑅 и U𝐿, служащих начальными данными для зада
чи Римана, осуществляется с помощью TVD-реконструкции с использованием
лимитера типа minmod [3].

При конструировании численного алгоритма закон сохранения энтропии
в основной системе необходимо заменить законом сохранения энергии. Вычис
ление значения энтропии смеси при этом осуществляется с помощью метода
Ньютона после вычисления значений всех консервативных переменных U на
очередном временном слое.

В зависимости от конкретного случая, аппроксимация правых частей S𝑖

может осуществляться различными способами. В ряде случаев используется
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предположение о мгновенной релаксации давлений к общей величине. Это спра
ведливо в задачах, где характерное время пробега волн по характерному мас
штабу неоднородности среды много меньше интересующих временных масшта
бов. При численной реализации мгновенной релаксации правые части в уравне
ниях для объёмных концентраций опускаются, и в основном алгоритме решают
ся однородные уравнения 𝜕𝜌𝛼𝑗

𝜕𝑡 +
𝜕𝜌𝑢𝛼𝑗

𝜕𝑥 = 0. Далее, в конце каждого шага по време
ни осуществляется коррекция объёмных концентраций и плотностей фаз путём
численного решения системы алгебраических уравнений: 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝4.

Раздел 2.2 содержит описание вычислительного алгоритма для решения
уравнений трубных течений газожидкостной смеси. Конечно-объёмная дискре
тизация уравнений модели (2) записывается в виде

𝑑U𝑖

𝑑𝑡
= 𝐿 (U) , где 𝐿 (U) = −

F𝑖+1/2 − F𝑖−1/2

∆𝑥
+ Q (𝑥𝑖,U𝑖) .

Решение системы сводится к интегрированию системы обыкновенных диффе
ренциальных уравнений, если известны значения потоков 𝐹𝑖±1/2 на границах
между ячейками. Для интегрирования по времени используется метод третье
го порядка типа Рунге-Кутты SSPRK (Strong Stability Preserved Runge-Kutta)
[4].

Для вычисления потоков на границах между ячейками используется упо
мянутый выше метод GFORCE в сочетании с одним из двух типов реконструк
ции данных для вычисления «правых» и «левых» величин U𝑅 и U𝐿: TVD
реконструкция с использованием лимитера типа minmod или полиномиальная
WENO-реконструкция пятого порядка [5]. Для учёта релаксации давлений с ко
нечным временем реализован неявный метод. Аппроксимация граничных усло
вий осуществляется стандартным образом с учётом характеристической струк
туры линеаризованных уравнений [6].

В третьей главе приводится краткое описание программной реализации
вычислительных алгоритмов и рассматриваются результаты численных экспе
риментов.

Раздел 3.1 содержит описание комплекса программ и блок-схемы, даю
щие общее представление об основных этапах вычислительного алгоритма в
программной реализации.

В разделе 3.2 приводятся результаты тестовых расчётов для изэнтропиче
ской модели четырёхфазной сжимаемой среды, представляющие собой числен
ное решение задачи Римана о распаде разрыва с различными конфигурациями
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начальных условий. Целью данных тестов является верификация вычислитель
ной модели и демонстрация соответствия численных результатов математиче
ским свойствам уравнений. Рассматриваются задачи симметричного соударе
ния и разлёта для смеси четырёх модельных жидкостей. Результаты расчётов
показывают, что количество ударных волн (или волн разрежения), распростра
няющихся в каждую сторону от начального разрыва и воспроизводимых числен
ным методом, соответствует количеству звуковых характеристик системы, что
означает, что вычислительная модель качественно верно передает физические
особенности течения.

Раздел 3.3 включает серию задач моделирования течений газожидкостной
смеси в трубах различной геометрии. Приведём некоторые из них.

Задача Water Faucet. Рассматривается вертикальная труба длиной 12
метров с открытым нижним концом, в начальный момент времени содержащая
однородный столб жидкости, окружённый газом, в присутствии силы тяжести.
В верхний конец трубы подаётся смесь с фиксированными скоростями фаз и
объёмными концентрациями. Данная задача является классическим примером,
изучаемым в литературе. В начальный момент времени давления фаз полага
ются равными атмосферному давлению. Начальные объёмные концентрации
воды и газа полагаются равными 0, 8 и 0, 2 соответственно, а скорости воды и
газа – 10 м/с и 0 м/с. В качестве граничных условий на входе трубы задаётся
фиксированная объёмная концентрация жидкости 0, 8 и скорости жидкости 10
м/c и газа 0 м/c. На выходе давления воды и газа полагаются постоянными
и равными атмосферному давлению. Точное решение 𝛼𝑔(𝑥, 𝑡) данной задачи в
предположении несжимаемости жидкости известно из литературы, на рис. 1
кривая 5 изображает объемную долю газа для этого решения.

На рис. 1 представлены графики численных решений для объёмной кон
центрации газа на момент времени 𝑡 = 0, 5 с. Решения получены методом RK
WENO в сочетании с методом GFORCE для вычисления потоков и «частичным
расщеплением» системы для учёта эффекта мгновенной релаксации. При таком
способе расщепления неявный метод для релаксации давлений применяется на
первой, второй и последней стадиях четырёхстадийного метода Рунге-Кутты.
В работе также приводится анализ других способов учёта эффекта релаксации
давлений для данной задачи. Результаты расчётов показывают, что метод RK
WENO с трёхкратной релаксацией даёт оптимальный результат с точки зрения
точности решения и устойчивости вычислительного алгоритма.
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Рис. 1: Объёмная доля газа в зависимости от расстояния от верхнего края трубы. 200, 400,
800, 1600 ячеек (кривые 1, 2, 3, 4 соответственно), аналитическое решение (кривая 5)

Задача о V-трубе. Рассматривается труба V-образной формы общей длиной
60 м с изгибом посередине (см. рис. 2) и дополнительным изгибом в точке C,
добавленным для уменьшения влияния граничных условий, заданных в точке
D, на течение в V-образной конфигурации. В качестве граничных условий на
входе трубы задаются значения скоростей жидкости 1 м/с и газа 10 м/с и объ
ёмных долей жидкости 0, 8 и газа 0, 2, а также атмосферное давление 105 Па
на выходе. Поскольку на систему действует сила тяжести, в области нижнего
изгиба (точка B) начинает скапливаться вода, блокирующая поток воздуха. Со
временем давление газа в левой части трубы возрастает, и газ прорывает водя
ную пробку, после чего процесс повторяется. Оказывается, что определённые
конфигурации граничных условий на входе через некоторое время приводят к
периодическому режиму течения вне зависимости от начального распределения
смеси в трубе. На рис. 3 изображена зависимость от времени значения объёмной

30°

30°

A 
вход

D 
выходB

C

g
30 м 15 м 15 м

Рис. 2: Схематическое представление задачи о V-трубе

доли жидкости в точке B при расчёте с использованием метода RK-TVD. На
блюдается установившийся периодический режим с интервалами почти полного
преобладания жидкой фазы (𝛼𝑙 ≈ 1).

13



0 10 20 30 40 50
0.2

0.4

0.6

0.8

1

время (с)

об
ъ
ём
на
я
д
ол
я
ж
ид
ко
ст
и
в
то
чк
е
B

1

2

3

Рис. 3: Зависимость значения объёмной доли жидкости от времени в точке B при расчёте
методом RK-TVD на сетках: 400 ячеек (кривая 1), 800 (кривая 2), 1600 (кривая 3).

Пробковый режим течения газожидкостной смеси в горизонталь
ной трубе. Причиной возникновения пробкового режима течения смеси, рас
смотренного в задаче о V-трубе, главным образом является действие силы тяже
сти в совокупности с геометрией трубы. Другой механизм образования пробко
вых течений связан с действием силы межфазного трения, приводящей к разви
тию неустойчивости на межфазной границе стратифицированной газожидкост
ной смеси. Такого рода течения наблюдаются и изучаются, в том числе экспе
риментально, в горизонтальных трубах (см., например, [7] и цитированную там
литературу) и носят название гидродинамических пробковых течений.

Рассмотрим горизонтальную трубу длиной 37 м, заполненную водой и воз
духом. В качестве граничных условий на входе трубы задаются значения при
ведённых скоростей (𝜈𝑖 = 𝛼𝑖𝑢𝑖, 𝑖 = 𝑙, 𝑔) воды 1 м/с и газа 10 м/с, а также
объёмных долей воды и газа 0, 67 и 0, 33 соответственно. На выходе трубы за
даётся атмосферное давление 105 Па. В качестве начальных данных задаются
приведённые скорости воды 1 м/с и воздуха 10 м/с и объемная доля воды 0, 67.

Расчёты для данной задачи проводились как в приближении мгновенной
релаксации давлений, так и для малых конечных значений 𝜏 . Оказывается,
что в каждом случае возникает периодическое пробковое течение, однако при
использовании приближения мгновенной релаксации давлений сходимость при
измельчении сетки отсутствует. По-видимому, полученный эффект обусловлен
тем, что рассматриваемое течение является неустойчивым, причём скорость
роста неустойчивости возрастает с увеличением частоты возмущения. Этот эф
фект наблюдается численно: c увеличением числа счетных ячеек численный
метод разрешает более высокочастотные волны, которые растут с большей ско
ростью, что приводит к нерегулярному поведению решения.

Оказывается, что конечная релаксация давлений может обеспечить устой
чивый характер периодичности пробкового течения. Таблица 1 содержит дан
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ные о зависимости среднего периода пробкового течения от количества ячеек
расчётной сетки в обоих случаях: при расчёте с использованием приближения
мгновенной релаксации и при конечном 𝜏 = 0, 01. Здесь видно, что при конеч
ном 𝜏 течение также имеет периодический пробковый характер, однако период
образования пробок слабо зависит от числа точек. Результаты численных экс
периментов дают основания предполагать, что модель с конечным временем
релаксации может быть использована для адекватного описания гидродинами
ческих пробковых течений, вызываемых неустойчивостью стратифицированно
го течения и наблюдаемых в экспериментах. Вопрос выбора зависимости 𝜏 от
параметров течения требует дальнейшего изучения.

число ячеек
400 800 1600 3200

RK-TVD с мгновенной
релаксацией давлений – 6,402 2,908 –

RK-TVD с конечным временем
релаксации давлений (𝜏 = 0, 01) 7,095 7,162 7,178

Таблица 1: Средний период образования пробок (с) при расчёте методом RK
TVD с мгновенной релаксацией давлений и с конечным временем релаксации

В заключении сформулированы основные результаты работы и обозначе
ны планы дальнейших исследований. В приложении А приведён вывод неста
ционарных осреднённых одномерных уравнений для описания трубных течений
газожидкостной смеси. В приложении Б изложена процедура приведения ли
неаризованной системы уравнений трубных течений к характеристическому ви
ду.
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