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Введение

Актуальность и значимость темы исследований, степень её
разработанности.

В 40-х годах XX века были заложены основы теории стохастических
дифференциальных уравнений (СДУ). Первоначально СДУ предназна-
чались для описания на вероятностном языке диффузии в газах и жид-
костях [218,219,323]. Однако впоследствии оказалось, что они являются
очень удобным аппаратом для решения многих других физических и
инженерных задач [122,203,207,324].

Многие модели динамических систем в самых различных областях
науки: радиотехнике, статистической механике, автоматическом управ-
лении, химии, медицине, теории надежности и т.д., можно описать сто-
хастическими дифференциальныи уравнениями:

dy(t) = f(y(t))dt+ σ(y(t))dw(t), t ∈ [0, T ]; y(0) = y0, (0.1)

где y(t) - векторный случайный процесс; f(y) – вектор-функция, σ(y)

– матрица, w(t) - вектор независимых в совокупности стандартных ви-
неровских процессов.

К настоящему времени имеется огромная литература, посвященная
стохастическим дифференциальным уравнениям, теория которых про-
должает интенсивно развиваться. Наиболее полными и оригинальными
математическими руководствами по стохастическим дифференциаль-
ным уравнениям и по нынешний день являются отечественные моно-
графии И. И. Гихмана, А. В. Скорохода [123,124], а также зарубежные
монографии K. Ito [303,304].

Как и при численном решении обыкновенных дифференциальных
уравнений, правомерно возникает вопрос об устойчивости численных
методов решения задачи Коши для СДУ.

Решение стохастического дифференциального уравнения

dy(t) = −αy(t)dt+ σdw(t), y(0) = y0, (0.2)

где α, σ – вещественные коэффициенты, при нормальном начальном
значении y0 является гауссовским процессом. Математическое ожида-
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ние и дисперсия точного решения при α > 0 имеют следующее асимп-
тотическое поведение при t→∞:

my(t) = e−αtmy(0)→ 0, (0.3)

Dy(t) = e−2αtD0 +
σ2

2α
(1− e−2αt)→ σ2

2α
, (0.4)

где D0 – дисперсия случайной величины y0.

Определение 0.1 [100]. Численный метод называется устойчивым
(асимптотически несмещенным) с шагом h > 0, если при его приме-
нении с этим шагом к скалярному линейному СДУ (0.2) с α > 0 рас-
пределение численного решения yn при n → ∞ сходится к нормально-
му распределению с нулевым математическим ожиданием и дисперсией
σ2/2α.

Определение 0.2 [100]. Интервал (x0, 0) называется интервалом
устойчивости (асимптотической несмещенности) метода, если метод
является асимптотически несмещенным с любым шагом h> 0, для ко-
торого −αh ∈ (x0, 0).

В работе [176] было предложено назвать такую устойчивость асимп-
тотической несмещенностью.

Знание интервала асимптотической несмещенности метода и при-
ближенной оценки максимального по модулю собственного числа мат-
рицы Якоби функции f позволяет выбирать размер шага интегрирова-
ния h, при котором не допускается большой потери точности вычисле-
ний в задачах, связанных с оценкой дисперсии решения СДУ.

Обзор работ по построению численных методов решения СДУ
и их применению можно найти в работах Г.Н.Мильштейна и
М.В.Третьякова [342], Д.Ф Кузнецова [170], E. Platen and N. Bruti-
Liberati [348]. Использование устойчивых (асимптотически несмещен-
ных) методов необходимо для численного решения СДУ на больших ин-
тервалах времени [274], а также для решения задач, описывающих раз-
номасштабные процессы [139]. Однако, существующие неявные устой-
чивые (асимптотически несмещенные) численные методы решения СДУ
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являются очень трудоемкими. Поэтому актуальной является задача по-
строения экономичных устойчивых численных методов решения СДУ.

Одной из важных задач теории управления является организация
управления динамической системой таким образом, чтобы при ее эво-
люции сохранялись важные характеристики системы [131]. В реальном
пространстве на динамическую систему оказывают влияние случайные
факторы. Наиболее удачно это случайное воздействие можно описать
с помощью винеровских и пуассоновских процессов. Появляются мате-
матические модели [146, 147], для моделирования которых необходима
разработка численных методов, которые сохраняюют важные характе-
ристики системы (первые интегралы) [302]. Для решения таких моделей
также необходимы методы, позволяющие решать СДУ с пуассоновской
составляющей, зависящей от вектора фазовых координат. Возникает
задача построения алгоритмов моделирования общего пуассоновского
процесса, идентифицируемого с пуассоновской мерой, зависящей от вре-
мени и от вектора фазовых координат [298].

В конце 70-х годов XX века широкое распространение получили
динамические системы со случайными изменениями условий функци-
онирования, приводящими к внезапному изменению структуры в це-
лом - к структурной неопределенности. Эти модели появились в ря-
де отраслей науки и в научных исследованиях, связанных с модели-
рованием сложных явлений и процессов управления. Это задачи ав-
томатизации управления системой, имеющей на неперекрывающихся
временных интервалах различные режимы работы и разные струк-
туры. Такие системы получили название систем со случайной струк-
турой. Систематическое изложение таких задач и методов их анали-
за дано в работах И.Е.Казакова, В.М.Артемьева, В.А.Бухалева [116,
145]. Аналитическому моделированию стохастических систем посвяще-
на монография И.М.Косачева, М. Г. Ерошенкова [157]. Задачи анали-
за систем со случайной структурой также рассматривались в работах
В.А. Ганэ, В.Л.Степанова, В.Конторовича [121, 315], А.В.Пантелеева,
И.Л.Сотсковой, [202] и др., а различные задачи синтеза оптимального
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управления изучали А.Arapostathis, M.K.Ghosh и S. I.Marcus [290–292],
К.А. Рыбаков [365] и др. Устойчивость дискретных систем со случайной
структурой рассматривалась в работах П. В. Пакшина [200,201,286].

Состояние системы со случайной структурой характеризуется сме-
шанным процессом [y(t), s(t)]T , описываемым при условии s(t) = l сто-
хастическим дифференциальным уравнением

dy(t) = f (l)(t,y(t))dt+ σ(l)(t,y(t))dw(t), t ∈ [0, T ]; y(0) = y0.

Вектор фазовых координат y(t) для каждой структуры является
многомерным марковским случайным процессом, а номер структуры
s(t) – целочисленным процессом с конечным числом состояний. Процесс
s(t) может быть марковским или условно марковским, зависящим от
вектора y(t).

Переход системы из одной структуры в другую характеризуется
функциями поглощения и восстановления. Разные способы задания
функций поглощения и восстановления определяют разные типы си-
стем со случайной структурой.

Системы с распределенными переходами особо выделяются среди
систем со случайной структурой. В иностранной литературе такие си-
стемы называют СДУ с переключаемой диффузией (switching diffusion)
или гибридные системы (hybrid systems), подразумевая непрерывную
динамику и дискретные события смены структуры. Если интенсивно-
сти перехода не зависят от фазовых координат, то такие системы назы-
вают системами с распределенными независимыми переходами.
Если интенсивности перехода зависят от фазовых координат - это си-
стемы с распределенными зависимыми переходами, они являются
системами с условной марковской структурой и вероятности перехода
дискретного случайного процесса s(t) удовлетворяют условиям [145]

P
(
s(t+ ∆t) = r | s(t) = l, y(t) = y

)
= λlr(t,y)∆t+ o(∆t),

P
(
s(t+ ∆t) = l | s(t) = l, y(t) = y

)
= 1− λl(t,y)∆t+ o(∆t),

s(t0) = s0, l, r = 1, 2, . . . , S, l 6= r,
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где функция λlr(t,y) : [t0, T ]×Rny → [0,+∞) – интенсивность перехо-
да из l-й структуры в r-ю, λl(t,y) =

∑S

r=16=l λlr(t,y).
Появилось много моделей, заданных такими системами, в экономике

[285,287,306,329,330,345,352,369,379,400], на производстве [288,300,326,
396], в технике [155, 158, 159], в биологии и медицине [276, 282, 343, 380,
391].

Сложность получаемых моделей затрудняет аналитическое иссле-
дование решений таких систем. Сложности, возникающие при решении
указанных выше задач, на основе численных методов решения обобщен-
ного уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова [202, 209, 211] или мето-
дов параметрической аппроксимации [143,145,268], делают особо акту-
альной разработку статистических алгоритмов.

В большинстве работ по численному решению рассматривается
случай систем с распределенными независимыми переходами, когда
процесс смены структуры не зависит от вектора состояния системы
[234, 259, 292, 296, 297, 318, 319, 327, 362, 392, 394]. В качестве числен-
ных методов рассматриваются только различные модификации мето-
да Эйлера–Маруямы. Методы моделирования систем с распределен-
ными зависимыми переходами, когда процесс смены структуры зави-
сит от вектора состояния системы, рассмотрены, например, в работах
[355,386–388,390,398,399]. Однако и здесь, в качестве метода численного
моделирования кроме метода Эйлера–Маруямы предложено не было. В
работах [230,233,235,275] построены явные и неявные численные мето-
ды, являющиеся обобщением методов Тейлора–Платена, Мильштейна
и процесс смены структуры моделируется приближенным алгоритмом,
как условно-марковский процесс с конечным числом состояний. Рас-
смотренные явные методы могут приводить к большой потере точности
вычислений в задачах, связанных с оценкой дисперсии решения СДУ,
вследствие сильных ограничений на шаг интегрирования из требова-
ний устойчивости. Неявные методы являются очень трудоемкими при
решении систем СДУ. Поэтому возникает актуальная задача постро-
ения экономичных устойчивых алгоритмов моделирования систем со
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случайной структурой с распределенными зависимыми и независимы-
ми переходами .

Цели и задачи
Целью диссертационной работы является

• построение устойчивых (асимптотически несмещенных) числен-
ных методов решения систем стохастических дифференциальных
уравнений;

• построение экономичных алгоритмов моделирования общих пуас-
соновских процессов;

• применение разработанных методов к статистическому анализу
СДУ с пуассоновской составляющей и систем со случайной струк-
турой;

• верификация построенных алгоритмов, сравнение с известными
алгоритмами на решении практических и тестовых задач.

Научная новизна
• Построено семейство численных методов решения систем стоха-

стических дифференциальных уравнений в смысле Стратоновича. Ис-
следована согласованность, устойчивость (асимптотическая несмещен-
ность), слабая сходимость и сходимость в среднеквадратическом смысле
численных методов из предложенного семейства.
• Доказано, что численный метод решения СДУ, имеющий сильную

сходимость численного решения к точному, сохраняет порядок сходимо-
сти при решении систем СДУ с первым интегралом, и тем самым дает
возможность эффективного тестирования численных методов решения
СДУ.
• Построены модифицированные численные методы решения СДУ,

сохраняющие первый интеграл. Предложенная методика обеспечивает
принадлежность моделируемых траекторий решения СДУ заданному
гладкому многообразию.
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• Построены алгоритмы статистического моделирования неоднород-
ных пуассоновских точечных ансамблей и исследованы их сравнитель-
ные трудоемкости.
• Проведено сравнение построенных численных методов решения

СДУ с известными численными методами.
• C целью повышения эффективности моделирования пуассоновских

ансамблей со сложной интенсивностью, построен специальный эконо-
мичный способ моделирования последовательности дискретных случай-
ных величин.
• На основе численных методов решения СДУ и алгоритмов модели-

рования пуассоновских точечных ансамблей построены статистические
алгоритмы моделирования систем со случайной структурой.

Методология и методы исследования
В диссертационной работе использовались:
– аппарат теории методов Монте-Карло, включая теорию численных

методов решения стохастических дифференциальных уравнений,
- аппарат теории вероятностей, теории случайных процессов.
Основные положения, выносимые на защиту

1. Построено семейство численных методов решения СДУ в смыс-
ле Стратоновича, исследованы их устойчивость (асимптотическая
несмещенность), среднеквадратическая и слабая сходимости.

2. Построены модифицированные алгоритмы решения СДУ, сохра-
няющие первый интеграл. Предложенная методика обеспечивает
принадлежность моделируемых траекторий решения СДУ задан-
ному гладкому многообразию.

3. Построены эффективные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских точечных ансамблей со сложной интенсивностью на основе
экономичных методов моделирования распределений.

4. Построен алгоритм приближенного «цифрового» моделирования
неоднородных пуассоновских точечных ансамблей и доказана со-
ответствующая слабая сходимость.
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5. Построены экономичные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских точечных потоков.

6. Построены эффективные алгоритмы моделирования систем со
случайной структурой с распределенными, зависимыми от фазо-
вых координат, переходами на основе модифицированного метода
максимального сечения. Доказана соответствующая теорема схо-
димости.

7. Построены и теоретически обоснованы эффективные методы, ис-
пользующие разработанные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских ансамблей, для численного решения СДУ с пуассоновской
составляющей в случае, когда пуассоновская мера зависит от вре-
мени и от фазовых координат.

8. Разработанные алгоритмы и их обоснование продемонстрированы
на примере решения тестовых и ряда модельных задач, имеющих
прикладное значение. Решены задачи фильтрации диффузионно-
скачкобразных процессов и непрерывных систем с марковскими
переключениями, а также задачи, связанные с вопросами фазовых
переходов.

Соответствие паспорту специальности
Данное диссертационное исследование выполнено согласно паспор-

ту специальности 01.01.07 «Вычислительная математика». Результаты
диссертации удовлетворяют формуле специальности «вычислительная
математика – область науки, к которой относятся разработка и тео-
рия методов численного решения математических задач, возникающих
при моделировании естественнонаучных и прикладных проблем, а так-
же реализация методов в практическом решении задач с применением
современных ЭВМ» и соответствуют 1-му, 2-му и 4-му пунктам из ос-
новных направлений специальности:

• Создание алгоритмов численного решения задач алгебры, анали-
за, дифференциальных и интегральных уравнений, математиче-
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ской физики, теории вероятностей и статистики, типичных для
приложений математики к различным областям науки и техники.

• Разработка теории численных методов, анализ и обоснование ал-
горитмов, вопросы повышения их эффективности.

• Реализация численных методов в решении прикладных задач, воз-
никающих при математическом моделировании естественнонауч-
ных и научно-технических проблем, соответствие выбранных ал-
горитмов специфике рассматриваемых задач.

Степень достоверности и апробация результатов
Достоверность полученных результатов основана на строгих дока-

зательствах основных положений и подтверждается численными рас-
четами. Верификация результатов проведена на решении модельных и
прикладных задач.

Основные научные результаты диссертации докладывались и обсуж-
дались на Общеинститутском научном семинаре Института вычисли-
тельной математики и математической геофизики СО РАН (ИВМиМГ
СО РАН), на объединенном семинаре ИВМиМГ СО РАН и кафедры вы-
числительной математики Механико-математического факультета Но-
восибирского государственного университета «Методы Монте-Карло в
вычислительной математике и математической физике», а также на все-
российских и международных конференциях, в том числе:

— на международной конференции "Идентификация систем и зада-
чи управления"(Москва 2003, 2004, 2005, 2006, 2012 гг.);

— на международной конференции по Вычислительной математике
(Новосибирск 2002, 2004, 2011 гг.);

— на международной конференции IMACS Seminar on Monte Carlo
Methods (Германия 2003 г.; Бельгия 2009 г.);

— на международной конференции по методам Монте-Карло и
квази-Монте-Карло MC2QMC-2004(Франция 2004 г.; Германия 2006 г.;
Канада 2008 г.);
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— на международной конференции "St.Petersburg Workshop on
Simulations"(Санкт-Петербург, 2005, 2009 гг.);

— на VII международной конференции "Large-Scale Scientific
Computations"(June 4-8, 2009, Sozopol, Bulgaria, 2009 г.);

— на международной конференции "Актуальные проблемы матема-
тики, информатики, механики и теории управления"(Алматы, Казах-
стан, 2009);

—- на VII IMACS Seminar on Monte Carlo Methods (Universite Libre
de Bruxelles), Brussels, September 6-11, 2009;

— на VII международной конференции "Numerical Methods and
Applications"(Бороветц, Болгария, 2010);

— на международной конференции "Информационные и вычисли-
тельные технологии и системы (ИКВТС-2010)"(Улан-Удэ, 2010 г.);

— на международном симпозиуме "Обобщенные постановки и реше-
ния задач управления"(Улан-Батор, Монголия, 2010);

— на международной конференции "Мат. методы в технике и техно-
логиях - ММТТ-24"(Киев, Украина, 2011);

— на международной конференции "Моделирование и оптимиза-
ция динамических систем и систем с распределенными параметра-
ми"(Самара, 2011);

— Межд. конф. "Разностные схемы и их приложения ИПМ РАН,
(Москва, 27-31.05.13г.);

— Intern. math. conf. «Bogolyubov readings DIF-2013. Dif. equations,
theory of functions and their applications» 23–30.06.13, Sevastopol,
UKRAINE;

— Межд. Азиатская школа-семинар по проблемам оптимизации
сложных систем. (Кыргызстан, 2014 г. и 2015 г.; Новосибирск, 2016 г.,
2017 г. и 2019 г.);

— Международной научно-технической конференции «АНАЛИ-
ТИЧЕСКИЕ И ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
ЕСТЕСТВЕННО-НАУЧНЫХ И СОЦИАЛЬНЫХ ПРОБЛЕМ»
(АЧМ?2015) г. Пенза, 28–30 октября 2015г.
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— межд. конф. "Актуальные проблемы вычислительной и приклад-
ной математики 19-23 октября 2015, Новосибирск,

— XV Межд. конф. "Авиация и космонавтика 14-18 ноября 2016,
Москва, МАИ;

— межд. конф. «Теоретические основы и конструирование числен-
ных алгоритмов для решения задач математической физики», 5-11 сен-
тября 2016 г., Новороссийск, Абрау-Дюрсо

— ХХ Юбилейная Международная конференция по вычислитель-
ной механике и современным прикладным системам (ВМСППС’2017,
Алушта, 24-31.05.2017г.) 2017;

— Межд. конф. по физике плазмы и управляемому термоядерному
синтезу, г. Звенигород, Моск. Обл., 13-17 февраля 2017 г.;

— Международная конференция «Вычислительная и прикладная
математика 2017» (ВПМ’17), 25-30 июня, 2017, Академгородок, Ново-
сибирск;

— Международная конференция «Математика в современном мире»,
посвященную 60-летию образования Института математики, г. Новоси-
бирск, 14 -19 августа 2017 г;

— XI Всерос. научн. конф.с межд. участием "Мат. моделирование и
краевые задачи"(27 -30 мая 2019, Самара;

— Международная конференция «Марчуковские научные чтения»
(Академгородок, Новосибирск, 2019, 2020, 2021);

— Applied Methods of Statistical Analysis. Statistical Computation and
Simulation, International Workshop 18-20 September, 2019. Novosibirsk
State Technical University;

— Международная конференция «Колмогоровские чтения–IX. Об-
щие проблемы управления и их приложения» (ОПУ – 2020), (Тамбов,
12 – 16 октября 2020 г.);

— Евразийская конференция по прикладной математике Новоси-
бирск, Академгородок, 16-21 декабря 2021 г.;

Представленные в диссертационной работе результаты были полу-
чены в ходе выполнения исследований по государственным заданиям
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(0251-2021-0002, 0315-2019-0002, 0315-2016-0002, 0315-2014-0002), гран-
ту "Ведущие научные школы"00-15-96173, гранту Президента РФ по
государственной поддержке ведущих научных школ НШ-5111.2014.1,
грантам РФФИ (№08-01-00334а, №09-01-00798а, №11-01-00282а, №12-
01-00490а, №14-01-00787а, №15-01-05052а, №19-11-00003а).

Личный вклад автора
Все основные научные результаты диссертационной работы получе-

ны лично автором или при его непосредственном участии. В частности,
вклад автора диссертационного исследования был определяющим при
разработке, теоретическом и численном исследовании предложенных
алгоритмов моделирования. Конфликт интересов с соавторами отсут-
ствует.

Публикации По теме диссертационной работы Авериной Т.А. опуб-
ликовано более 50 печатных работ [1–31, 33–44, 47–92, 191, 192, 237, 238,
241–256, 367, 401], в том числе монография [45], 22 работы проиндекси-
рованы в системах Web of Science и/или Scopus [14, 16, 31–34, 40, 42, 46,
64, 69, 72, 73, 75, 77, 88, 191, 241, 243, 248, 253, 255]. Получены 2 свидетель-
ства о государственной регистрации программ для ЭВМ (Программа
ROS для решения автономной системы стохастических дифференци-
альных уравнений обобщенным двух стадийным методом Розенброка
— №2014615048; Программа вычисления вероятностных характеристик
решения систем со случайной структурой с распределенными перехода-
ми методом Монте-Карло — №2015611380). В опубликованных работах
отражено основное содержание, результаты и выводы диссертационного
исследования.

Объем и структура диссертации Диссертация состоит из введе-
ния, 4 глав, заключения, списка литературы. Диссертация изложена на
288 страницах, включает библиографический список из 402 наименова-
ний, содержит 60 рисунков и 49 таблиц.

Краткое содержание работы
Глава 1 диссертационной работы посвящена вопросам построения

численных методов решения задачи Коши для стохастических диффе-
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ренциальных уравнений. В параграфе 1.1 вводятся необходимые в даль-
нейшем определения. В параграфе 1.2 приводится общий вид рассмат-
риваемого семейства численных методов решения СДУ в смысле Стра-
тоновича. Семейство методов является обобщением методов типа Розен-
брока решения обыкновенных дифференциальных уравнений на случай
стохастических дифференциальных уравнений. Оно также включает в
себя и двухстадийные методы Рунге –Кутты, обобщенные для решения
СДУ. Получены разложения в ряд Тейлора точного и численного реше-
ний задачи Коши для системы СДУ в смысле Стратоновича. Записаны
уравнения согласованности, получено их решение и доказаны теоремы о
слабой и среднеквадратической сходимости построенных методов. Сво-
бодные параметры методов выбирались из свойства асимптотической
несмещенности методов.

В параграфе 1.3 рассмотрена задача Коши для СДУ с пуассонов-
ской составляющей. Сформулирован принцип построения статистиче-
ского алгоритма для ее решения, требующий умения моделировать об-
щий пуассоновский процесс, зависящий от времени и вектора фазовых
координат. Завершает первую главу параграф 1.4, в котором рассмат-
риваются СДУ с первым интегралом. Доказана теорема о точности
вычисления решения на многообразии численным методом, имеющим
сильную сходимость, при условии, что точное решение с вероятностью
единица лежит на гладком многообразии. Из-за погрешности числен-
ного метода решение не остается на многообразии. Построена методи-
ка коррекции численного метода, позволяющая оставаться решению на
многообразии.

Глава 2 диссертационной работы посвящена вопросам построения
экономичных алгоритмов моделирования пуассоновского точечного ан-
самбля. В начале главы вводятся необходимые определения. В парагра-
фе 2.1, с целью повышения эффективности моделирования пуассонов-
ских точечных ансамблей со сложной интенсивностью, рассмотрены два
экономичных способа моделирования последовательности независимых
дискретных случайных величин. Доказана теорема, в которой формули-
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руется и обосновывается в многоэтапном варианте специальный способ
моделирования независимых дискретных случайных величин с исполь-
зованием одного базового случайного числа. В качестве второго эко-
номичного способа построения последовательности независимых слу-
чайных величин, имеющих распределение Бернулли, рассмотрен метод
А.А. Сидорова, основанный на использовании конечного числа случай-
ных «битов». В параграфе 2.2 построены экономичные алгоритмы ста-
тистического моделирования неоднородного пуассоновского ансамбля
со сложной интенсивностью. Рассмотрены также способы приближен-
ного моделирования пуассоновских ансамблей. В частности, рассмот-
рен приближенный экономичный алгоритм, связанный с использовани-
ем конечного числа случайных «битов» в схеме Бернулли. Исследована
трудоемкость такого алгоритма и доказана теорема о слабой сходимо-
сти соответствующего пуассоновского ансамбля к точному. Параграф
2.3 посвящен построению и исследованию алгоритмов моделирования
пуассоновских точечных потоков, а также их оптимизации. Дополни-
тельно рассмотрены еще два алгоритма моделирования пуассоновско-
го точечного потока: 1) метод максимального сечения, основанный на
моделировании обобщенной экспоненциальной плотности вероятности
временных интервалов между соседними точками пуассоновского по-
тока; 2) приближенный метод, использующий свойство ординарности
пуассоновского потока. Построена оптимизация алгоритмов на осно-
ве специального экономичного способа моделирования последователь-
ности независимых дискретных случайных величин. В параграфе 2.4
алгоритмы, построенные для моделирования пуассоновского точечного
ансамбля, записаны для моделирования общего пуассоновского процес-
са, идентифицируемого с пуассоновской мерой.

В Главе 3 диссертационной работы построены статистические ал-
горитмы моделирования систем со случайной структурой. В параграфе
3.1 приводится классификация систем со случайной структурой, форму-
лируется общая постановка задачи анализа систем со случайной струк-
турой в терминах СДУ, а также уравнений для безусловных и услов-
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ных плотностей вектора состояния. Параграф 3.2 содержит описание
основных вероятностных характеристик решения, и их статистические
оценки. В параграфе 3.3 рассмотрена задача анализа систем со слу-
чайной структурой с распределенными переходами. На основе метода
максимального сечения и его модификаций построены алгоритмы ста-
тистического моделирования процесса смены структуры и алгоритмы
статистического моделирования систем со случайной структурой с за-
висимыми и независимыми переходами. Доказана теорема сходимости.
В параграфе 3.4 описаны алгоритмы статистического моделирования
систем с разделением времени и автономным управлением. В парагра-
фе 3.5 рассмотрены алгоритмы статистического моделирования систем
со случайной структурой и сосредоточенными переходами. Третью гла-
ву завершает параграф 3.6, в котором проведена условная оптимизация
статистических алгоритмов, использующих численные методы решения
СДУ.

В Главе 4 представлены результаты по апробации разработанных
численных методов и алгоритмов статистического моделирования. В па-
раграфе 4.1 приведен сравнительный анализ точности восьми числен-
ных методов решения СДУ на трех системах СДУ, решения которых с
вероятностью 1 находятся на заданных цилиндрических поверхностях
второго порядка (эллиптическом, гиперболическом и параболическом
цилиндрах). Был подтвержден первый порядок сильной сходимости по-
строенных методов на системах СДУ с одним шумом. Также было под-
тверждено, что системы СДУ с первым интегралом можно использо-
вать для тестовых расчетов с целью изучения сильной сходимости чис-
ленных методов. Проведенное сравнение показало сохранение первого
интеграла при проецировании приближенного решения на многообра-
зие.

Параграф 4.2 посвящен сравнительному анализу алгоритмов моде-
лирования пуассоновских процессов, на модельных примерах проде-
монстрирована эффективность разработанных модификаций алгорит-
мов моделирования пуассоновских процессов. В параграфе 4.3 проведен
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сравнительный анализ приближенных алгоритмов моделирования пуас-
соновских процессов, построенных на основе свойства ординарности.
В следующем параграфе 4.4 проведен сравнительный анализ алгорит-
мов моделирования систем со случайной структурой с распределенны-
ми переходами, рассмотрены задачи управления техническими объек-
тами, полученные результаты сравниваются с известными приближен-
ными методами. В параграфе 4.5 рассматривается задача о влиянии
степени приоритета на качество управления. Статистический анализ
систем со случайным периодом квантования сигналов во времени про-
веден в параграфе 4.6. Далее, в параграфах 4.7 и 4.8 проведена апроба-
ция метода максимального сечения в задаче фильтрации диффузионно-
скачкобразных процессов и непрерывных систем с марковскими пере-
ключениями соответственно. В заключительном параграфе 4.9 проведе-
на апробация асимптотически несмещенного метода (1.61) на тестовых
задачах, связанных с вопросами фазовых переходов. В Заключении
приведены основные результаты диссертационной работы и представ-
лены перспективы дальнейшей разработки темы исследования.
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Глава 1

Численные методы решения стохастических
дифференциальных уравнений

1.1. Задача Коши для СДУ

Введем необходимые понятия и определения.
Пусть {Ω,=, P} – полное вероятностное пространство.

Определение 1.1 [154]. Совокупность σ-алгебр (=t)t≥0, =t ⊂ =, опре-
деленных для t ≥ 0, называется потоком σ-алгебр, если выполнены
следующие условия:

1) σ-алгебра = полна относительно меры P (т. е. из A ∈ =, P(A) = 0

и B ⊂ A следует, что B ∈ =), и =0 содержит все события вероятности
0;

2) для 0 ≤ s < t =s ⊂ =t (=t монотонно возрастает с t);
3) для всех t ≥ 0 =t =

⋂
s>t

=s (=t непрерывно справа по t).

Определение 1.2 [154]. Случайный векторный процесс ξ(t), опре-
деленный для t ≥ 0, согласован с потоком {=t}, если ξ(t) есть =t-
измеримый случайный вектор для каждого t ≥ 0.

Определение 1.3 [154]. Случайный процесс w(t) =

= (w1(t), ..., wnw(t))>, t ≥ 0, со значениями в Rnw называется nw-
мерным стандартным винеровским процессом, если он удовлетворяет
условиям:

1) является процессом с независимыми приращениями, т. е. для лю-
бых n, 0 ≤ t1 < t2 < ... < tn, случайные векторы w(t1), w(t2)−w(t1),...,
w(tn)−w(tn−1) взаимно независимы, причем w(0) = 0;

2) является однородным процессом, т. е. распределения вектора
w(t+ h)−w(t) не зависят от t;
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3) имеет гауссовское распределение с нулевым математическим
ожиданием Ew(t) = 0 и корреляционной функцией Kw(t, s) =

= E(w(t)w>(s)) = I · min(t, s), где I – единичная матрица размера
nw × nw.

Отметим, что траектории винеровского процесса с вероятностью
единица непрерывны, но не дифференцируемы.

Пусть на вероятностном пространстве (Ω,=, P ) заданы:

• поток σ-алгебр {=t}t∈[0,T ];

• nw-мерный стандартный винеровский процесс w(t), t ∈ [0, T ], со-
гласованный с {=t}t∈[0,T ], приращения которого w(t + s) − w(t)

при s > 0 не зависят от σ-алгебры =t;

• =0 – измеримый ny-мерный случайный вектор y0, независимый с
w(t) при t ≥ 0, причем E(|y0|2) <∞.

Задача Коши для системы стохастических дифференциальных
уравнений ставится следующим образом: найти ny-мерный согласован-
ный с потоком {=t}t∈[0,T ] случайный процесс y(t) = (y1(t), ..., yny (t))>,
имеющий стохастический дифференциал

dy(t) = f(t,y(t))dt+
nw∑
j=1

σ·j(t,y(t))dwj(t), t ∈ [0, T ]; y(0) = y0, (1.1)

где f(t,y) – измеримая по совокупности переменных ny-мерная вектор-
функция, σ(t,y) – измеримая по совокупности переменных матричная
функция размера ny × nw; σ·j – j-й столбец матрицы σ.

Существует другая, интегральная форма записи задачи Коши для
систем СДУ:

y(t) = y0 +
∫ t

0
f(τ,y(τ))dτ +

nw∑
j=1

∫ t

0
σ·j(τ,y(τ))dwj(τ), t ∈ [0, T ]. (1.2)
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Интеграл ∫ t

0
σ·j(τ,y(τ))dwj(τ)

определяется следующим образом.

Определение 1.4 [225]. Стохастическим θ-интегралом (θ ∈ [0, 1])

по стандартному винеровскому процессу называется среднеквадрати-
ческий предел

∫ t

0
σ(τ,y(τ))dθw(τ) = lim

K→∞

K−1∑
n=0

σ
(
tn, (1− θ)y(tn) + θy(tn+1)

)
×

×[w(tn+1)−w(tn)], (1.3)

где {tn} – равномерная сетка на [0, t] с шагом h = t/K, t0 = 0.
Если θ = 0, то стохастический интеграл (1.3) называется интегралом

Ито. Для интеграла Ито принято обычное обозначение
∫ t

0
σ(τ,y(τ))dw(τ) =

∫ t

0
σ(τ,y(τ))d0w(τ).

Интеграл Ито обладает замечательным свойством

E
∫ t

0
σ(τ,y(τ))dw(τ) = 0.

Если θ = 1/2, то стохастический интеграл (1.3) называется интегралом
Стратоновича. Для интеграла Стратоновича принято обозначение

∫ t

0
σ(τ,y(τ)) ◦ dw(τ) =

∫ t

0
σ(τ,y(τ))d1/2w(τ).

Преимущество интеграла Стратоновича состоит в том, что с ним можно
обращаться по обычным правилам (имеются в виду правила замены
переменных, интегрирования по частям и т. п.).

В зависимости от того, в каком смысле понимается интеграл по вине-
ровскому процессу, в таком смысле и будут пониматься стохастические
дифференциальные уравнения (1.1) и (1.2). Связь между интегралами
Ито и Стратоновича выражается формулой
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t∫
0

σ·j(τ,y(τ))dwj(τ) =

t∫
0

σ·j(τ,y(τ)) ◦ dwj(τ)−

− 1

2

t∫
0

nw∑
i=1

∂σ·j
∂yi

σij(τ,y(τ))dτ. (1.4)

Поэтому всегда возможен переход от СДУ в смысле Ито к СДУ в смыс-
ле Стратоновича и наоборот. Отметим, что в случае, когда матрица σ
не зависит от решения, СДУ в смысле Ито и соответствующее ему СДУ
в смысле Стратоновича совпадают.

Следующая теорема устанавливает условия существования и един-
ственности задачи Коши (1.1) для СДУ в смысле Ито [123].

Теорема 1.1. Пусть f(t,y) и σ(t,y) таковы, что для некоторой по-
ложительной постоянной K равномерно по t выполнены условия:

|f(t,y1)− f(t,y2)|2 + |σ(t,y1)− σ(t,y2)|2 ≤ K |y1 − y2|2 ,

|f(t,y)|2 + |σ(t,y)|2 ≤ K(1 + |y|2),

при y,y1,y2 ∈ Rny , где |σ|2 =
∑

(σij)
2, тогда для любого y0 ∈ Rny ,

E|y0|2 < ∞ существует единственное решение y(t) рассматриваемой
задачи Коши для СДУ в смысле Ито (1.1), причем y(t) – непрерывный

марковский процесс и E

[∫ >
0
|y(t)|dt

]
<∞.

Условия существования и единственности решения СДУ в смысле
Стратоновича можно получить с учетом (1.4). В дальнейшем всегда
будем предполагать, что функции f и σ имеют непрерывные ограни-
ченные частные производные любого необходимого порядка.

Для одномерной плотности p(t,y) распределения решения системы
СДУ выполняется прямое уравнение Колмогорова [123]:

∂p(t,y)

∂t
=−

ny∑
i=1

∂

∂yi
[ai(t,y)p(t,y)] +

1

2

ny∑
j,l=1

∂2

∂yj∂yl
[bjl(t,y)p(t,y)] , (1.5)

p(0,y)=p0(y),
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где

ai =


fi, если (1.1) – СДУ Ито,

fi +
1

2

nw∑
j=1

ny∑
k=1

∂σij
∂yk

σkj , если (1.1) – СДУ Стратоновича,

матрица диффузии B(t,y) = σ(t,y)σ>(t,y).

1.2. Семейство численных методов решения СДУ в
смысле Стратоновича

Для статистического моделирования траекторий решения систем
СДУ в смысле Стратоновича

y(t) = y0 +
∫ t

0
f(y(τ))dτ +

nw∑
j=1

∫ t

0
σ·j(y(τ)) ◦ dwj(τ), t ∈ [0, T ], (1.6)

будем использовать семейство численных методов вида [49]

yn+1 = yn + p1k1 + p2k2 +
√
h(q11G0 + q12G1 + q13G2)ζn, (1.7)

G0 = σ(yn),

k1 = [I − ha∂f
∂y

]−1[hf + q1

√
hG0ζn +

q2h

2

∂σ

∂y
σζ2
n],

G1 = σ
(
yn + α1k1 + q3

√
hG0ζn +

q4h

2

∂σ

∂y
σζ2
n

)
,

k2 = [I − ha∂f
∂y

]−1
[
hf
(
yn + α2k1 + q5

√
hG0ζn +

q6h

2

∂σ

∂y
σζ2
n

)
+

+q7

√
hG1ζn +

q8h

2

∂σ

∂y
σζ2
n

]
,

G2 = σ
(
yn + α3k1 + α4k2 + q9

√
hG1ζn +

q10h

2

∂σ

∂y
σζ2
n

)
.

Здесь все значения функций, у которых не указан аргумент, вычисля-
ются в точке yn, где yn, n = 0, 1, . . . ,K, – значения приближенного
решения системы СДУ (1.6) в узлах сетки по времени tn = t0 + nh;
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h – шаг интегрирования; a, pi, qi, αi – вещественные параметры метода;
ζn – nw-мерный вектор независимых гауссовских случайных величин
с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией; {ζn}
независимы с {yn};

∂σ

∂y
σζ2
n =

nw∑
j1=1

nw∑
j2=1

ny∑
i=1

∂σ·j1
∂yi

σij2ζj1nζj2n. (1.8)

Данное семейство является обобщением методов Розенброка [363] на
случай стохастических дифференциальных уравнений. Методы Розен-
брока являются А-устойчивыми [281]. А-устойчивость методов Розен-
брока достигается с помощью параметра a. Наличие параметра a в
обобщенных методах Розенброка также позволяет улучшить их свой-
ства устойчивости.

Разные авторы используют различные определения аппроксимации
и сходимости численного метода решения задачи Коши для СДУ. В
диссертации будут рассматриваться аппроксимация и сходимость чис-
ленного метода в среднеквадратическом смысле и в слабом смысле.
Приведем необходимые определения. Для простоты полагаем, что h =

= tn+1 − tn = T/K; n = 0, . . . ,K − 1; t0 = 0.
Будет рассматриваться следующее определение сходимости метода

в среднеквадратическом смысле («mean-square method») [238].

Определение 1.5 [238]. Численный метод аппроксимирует точное ре-
шение задачи Коши для СДУ (1.6) с порядком p в среднеквадратиче-
ском смысле, если для условного математического ожидания выполня-
ется равенство

max
0≤n≤K−1

E(|y(tn+1)− yn+1|2/yn = y(tn)) = O(hp+1) при h→ 0.

Определение 1.6 [238]. Численный метод сходится с порядком p в
среднеквадратическом смысле, если

max
1≤n≤K

E(|y(tn)− yn|2/y0 = y(0)) = O(hp) при h→ 0.
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Будем также говорить, что метод имеет порядок p в среднеквадратиче-
ском смысле.

В работе [314]) используется понятие сильной сходимости метода.

Определение 1.7 [314]. Численный метод имеет p-й порядок сильной
сходимости, если

max
0≤n≤K−1

E(|y(tn+1)− yn+1|/y0 = y(t0)) = O(hp) при h→ 0.

Определение 1.8 [183]. Функция g(y) принадлежит классу F , если
найдутся такие постоянные K > 0 и κ ≥ 0, что для всех y ∈ Rny

выполняется неравенство

|g(y)| ≤ K(1 + |y|κ).

Определение 1.9 [183]. Численный метод слабо аппроксимирует точ-
ное решение задачи Коши для СДУ (1.6) с порядком p, если для любой
функции g(y), которая вместе со своими частными производными до
порядка 2p+ 2 включительно принадлежит классу F , выполняется

max
0≤n≤K−1

|E(g(y(tn+1))− g(yn+1)/yn = y(tn))| = O(hp+1) при h→ 0.

Определение 1.10 [183]. Численный метод слабо сходится с поряд-
ком p на решении задачи Коши для СДУ (1.6), если для любой функ-
ции g(y), которая вместе со своими частными производными до порядка
2p+ 2 включительно принадлежит классу F , выполняется

max
0≤n≤K−1

|E(g(y(tn+1))− g(yn+1)/y0 = y(0))| = O(hp) при h→ 0.

Будем говорить, что метод имеет p-й порядок слабой сходимости.
Также будет изучаться асимптотическая несмещенность численных

методов решения СДУ [238].
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Решение стохастического дифференциального уравнения

dy(t) = −αy(t)dt+ σdw(t), y(0) = y0, (1.9)

где α, σ – вещественные коэффициенты, при нормальном начальном
значении y0 является гауссовским процессом и называется процессом
Орнштейна –Уленбека. Математическое ожидание и дисперсия точного
решения при α > 0 имеют следующее асимптотическое поведение при
t→∞:

my(t) = e−αtmy(0)→ 0, (1.10)

Dy(t) = e−2αtD0 +
σ2

2α
(1− e−2αt)→ σ2

2α
, (1.11)

где D0 – дисперсия случайной величины y0. Корреляционная функция
точного решения (1.9) имеет вид

Ry(t, t+ τ) = Dy(t)e−α|τ |.

Если Dy(t) ≡ const, то корреляционная функция процесса Орнштейна –
Уленбека зависит только от τ . Отметим, что СДУ (1.9) в смысле Ито
и в смысле Стратоновича неразличимы, так как σ ≡ const, и поэтому
СДУ (1.9) может быть модельным для любых численных методов.

Определение 1.11 [106]. Численный метод называется асимптоти-
чески несмещенным с шагом h > 0, если при его применении с этим
шагом к скалярному линейному СДУ (1.9) с α > 0 распределение чис-
ленного решения yn при n→∞ сходится к нормальному распределению
с нулевым математическим ожиданием и дисперсией σ2/2α.

Определение 1.12 [106]. Интервал (x0, 0) называется интерва-
лом асимптотической несмещенности метода, если метод является
асимптотически несмещенным с любым шагом h > 0, для которого
−αh ∈ (x0, 0).

Определение 1.13 [106]. Численный метод называется γ-асимптоти-
чески смещенным при 0 < h ≤ h0, если при его применении с фикси-
рованным шагом h к скалярному линейному СДУ (1.9) с α > 0 распре-
деление численного решения yn при n → ∞ сходится к нормальному
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распределению с нулевым математическим ожиданием и дисперсией d̄,
причем ∣∣∣ d̄

σ2/2α
− 1
∣∣∣ ≤ γ.

Понятие асимптотической несмещенности метода можно определить
и для систем СДУ.

Определение 1.14 [50]. Численный метод решения СДУ называется
асимптотически несмещенным при 0 < h < h0, если при его примене-
нии с фиксированным шагом h к линейной системе СДУ с аддитивным
шумом

dy(t) = Ay(t)dt+ σdw(t),

когда все собственные значения матрицы A имеют отрицательные веще-
ственные части, распределение численного решения yn при n→∞ схо-
дится к нормальному распределению с нулевым математическим ожи-
данием и дисперсией D, удовлетворяющей уравнению Ляпунова

AD +DA> = −σσ>.

Свойство асимптотической несмещенности метода согласуется с
асимптотическим поведением распределения точного решения СДУ
(1.9), в частности с поведением математического ожидания (1.10) и дис-
персии (1.11) точного решения при t→∞.

1.2.1. Разложение в ряд Тейлора точного и численного
решений СДУ

Построим разложение в ряд Тейлора точного решения однородной
по времени задачи Коши для системы СДУ (1.6) в смысле Стратоно-
вича [237]. Это разложение потребуется в дальнейшем для определения
порядка согласованности численных методов решения СДУ.

Задачу Коши для системы СДУ в смысле Стратоновича (1.6) можно
записать в виде

28



y(t+ h) = y(t) +

t+h∫
t

f(y(τ))dτ +
nw∑
j=1

t+h∫
t

σ·j(y(τ)) ◦ dwj(τ). (1.12)

Проведя замену переменных τ = t + τ1 и используя свойства однород-
ности и независимости приращений винеровского процесса, получим

y(t+h) = y(t)+

h∫
0

f(y(t+τ1))dτ1 +
nw∑
j1=1

h∫
0

σ·j1(y(t+τ1))◦dwtj1(τ1), (1.13)

где wtj1(τ1) = wj1(t+ τ1).
Так как с интегралом Стратоновича можно обращаться по обыч-

ным правилам, как если бы траектории диффузионных процессов бы-
ли гладкими функциями, то для любой непрерывно дифференцируемой
функции ϕ(y) справедливо равенство

ϕ(y(t)) = ϕ(y(s)) +

t∫
s

Lϕ(y(u))du+
nw∑
j=1

t∫
s

Λjϕ(y(u)) ◦ dwj(u), (1.14)

где s < t, L и Λj – операторы дифференцирования:

Lϕ(y(s)) =
ny∑
j=1

∂ϕ

∂yj
(y(s))fj(y(s)),

Λjϕ(y(s)) =
ny∑
l=1

∂ϕ

∂yl
(y(s))σlj(y(s)), j = 1, . . . , nw.

(1.15)

Для функций f(y) и σ(y) согласно (1.14) имеем

f(y(t+ τ1)) = f(y(t)) +

τ1∫
0

Lf(y(t+ τ2))dτ2+

+
nw∑
j=1

τ1∫
0

Λjf(y(t+ τ2)) ◦ dwtj(τ2), (1.16)

σ·j1(y(t+ τ1)) = σ·j1(y(t)) +

τ1∫
0

Lσ·j1(y(t+ τ2))dτ2+

+
nw∑
j2=1

τ1∫
0

Λj2σ·j1(y(t+ τ2)) ◦ dwtj2(τ2). (1.17)
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Подставляя (1.16), (1.17) в (1.13), получаем

y(t+ h) = y(t) +
nw∑
j=1

σ·j(y(t))∆wtj(h) + hf(y(t))+

+
nw∑

j1,j2=1

h∫
0

τ1∫
0

Λj2σ·j1(y(t+ τ2)) ◦ dwtj2(τ2) ◦ dwtj1(τ1)+

+

h∫
0

τ1∫
0

Lf(y(t+ τ2))dτ2dτ1 +
nw∑
j=1

h∫
0

τ1∫
0

Lσ·j(y(t+ τ2))dτ2 ◦ dwtj(τ1)+

+
nw∑
j=1

h∫
0

τ1∫
0

Λjf(y(t+ τ2)) ◦ dwtj(τ2)dτ1, (1.18)

где ∆wtj(h) = wj(t+ h)− wj(t), j = 1, . . . , nw. Используя свойство пере-
становочности интеграла и оператора дифференцирования и предпола-
гая наличие у функций f(y) и σ(y) необходимых непрерывных частных
производных, после рекуррентной подстановки (1.16) и (1.17) в (1.18)

получим разложение в ряд Тейлора точного решения задачи Коши для
системы СДУ (1.13) в смысле Стратоновича.

Запишем формулу разложения точного решения с остаточным чле-
ном ρ, для которого Eρ = O(h2):

y(t+ h)=y(t) +
nw∑
j=1

σ·j(y(t))∆wtj(h) + hf(y(t)) +

+
nw∑

j1,j2=1

Λj2σ·j1(y(t))

h∫
0

∆wtj2(s) ◦ dwtj1(s) +
h2

2
Lf(y(t)) +

+
nw∑
j=1

Lσ·j(y(t))

h∫
0

s ◦ dwtj(s) +
nw∑
j=1

Λjf(y(t))

h∫
0

∆wtj(s)ds+

+
nw∑

j1,j2,j3=1

Λj3Λj2σ·j1(y(t))

h∫
0

τ1∫
0

∆wtj3(τ2) ◦ dwtj2(τ2) ◦ dwtj1(τ1) +

+ρ = ỹ(t) + ρ. (1.19)

Все стохастические интегралы в (1.19) являются интегралами Страто-
новича.

30



Замечание. Разложение в ряд Тейлора точного решения системы
СДУ в смысле Ито можно получить аналогичным образом, только надо
помнить, что нельзя выполнять операции дифференцирования и инте-
грирования по обычным правилам, а всегда необходимо использовать
формулу Ито дифференцирования сложной функции. Для СДУ в смыс-
ле Ито (1.12) в равенстве (1.14) операторы дифференцирования опре-
деляются следующим образом:

Lϕ(y(s)) =
ny∑
j=1

∂ϕ

∂yj
(y(s))fj(y(s)) +

1

2

ny∑
i1,i2=1

nw∑
j=1

∂2ϕ

∂yi1∂yi2
σi1jσi2j(y(s)),

Λjϕ(y(s)) =
ny∑
i=1

∂ϕ

∂yi
(y(s))σij(y(s)), j = 1, . . . , nw. (1.20)

Разложение в ряд Тейлора точного решения задачи Коши СДУ в
смысле Ито (1.13) получено в работе [349]. Разложение имеет также вид
(1.19), только операторы дифференцирования определяются формулой
(1.20) и все стохастические интегралы в (1.19) являются интегралами
Ито. При σ(y) ≡ const разложение (1.19) значительно упрощается.

Заменяя в разложении (1.19) в ряд Тейлора точного решения си-
стемы СДУ в смысле Стратоновича операторы L и Λj согласно (1.15),
получаем

y(t+ h) = y(t) +
∑

σ·jξ
j
1 + hf +

∑ ∂σ·j1
∂yi

σij2ξ
j1j2
2 +

h2

2

∑ ∂f

∂yi
fi+

+
∑ ∂σ·j

∂yi
fiξ

j
3 +

∑ ∂f

∂yi
σijξ

j
4 +

∑ ∂σ·j1
∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

σi2j3ξ
j1j2j3
5 +

+
1

2

∑ ∂2σ·j1
∂yi1yi2

σi1j2σi2j3ξ
j1j2j3
6 + ρ = ˜y(t) + ρ, (1.21)

где

ξj1 = ∆wtj(h), ξj1j22 =

h∫
0

∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ),

ξj3 =

h∫
0

τ ◦ dwtj(τ), ξj4 =

h∫
0

∆wtj(τ)dτ,
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ξj1j2j35 =

h∫
0

τ1∫
0

∆wtj3(τ2) ◦ dwtj2(τ2) ◦ dwtj1(τ1),

ξj1j2j36 = ξj1j2j35 + ξj1j3j25 =

h∫
0

∆wtj3(τ)∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ). (1.22)

Здесь и ниже по умолчанию полагается суммирование по индексу ik от
1 до ny, а по индексу jk – от 1 до nw. Все коэффициенты в разложении
(1.21) вычисляются в точке y(t).

Если возьмем следующие члены в разложении в ряд Тейлора точ-
ного решения задачи Коши для систем СДУ в смысле Стратоновича
(1.13) (используя обозначения в формуле (1.19)), то

y(t+ h) = ỹ(t)+

+
∑

Λj4Λj3Λj2σ·j1(y(t))

h∫
0

τ∫
0

τ1∫
0

∆wtj4(τ2) ◦ dwtj3(τ2) ◦ dwtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ)+

+
∑

Λj2Lσ·j1(y(t))

h∫
0

τ∫
0

∆wtj2(τ1)dτ1 ◦ dwtj1(τ)+

+
∑

LΛj2σ·j1(y(t))

h∫
0

h∫
0

τ1 ◦ dwtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ)+

+
∑

Λj2Λj1f(y(t))

h∫
0

τ∫
0

∆wtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ1)dτ + ρ1, (1.23)

и Eρ1 = O(h3).
Заменяя в выражении (1.23) операторы L и Λj согласно (1.15), после

приведения подобных членов получаем (используя обозначения (1.21)):

y(t+h)= ỹ(t)+
∑ ∂σ·j1

∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

∂σi2j3
∂yi3

σi3j4ξ
j1j2j3j4
7 +

∑ ∂σ·j1
∂yi1

∂fi1
∂yi2

σi2j2ξ
j1j2
8 +

+
∑ ∂σ·j1

∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

fi2ξ
j1j2
9 +

∑ ∂f

∂yi

∂σi1j1
∂yi2

σi2j2ξ
j1j2
10 +

+
∑ ∂2σ·j1

∂yi1∂yi2

∂σi1j2
∂yi3

σi2j3σi3j4ξ
j1j2j3j4
11 +

∑ ∂2σ·j1
∂yi1∂yi2

fi1σi2j2ξ
j1j2
12 +
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+
1

6

∑ ∂3σ·j1
∂yi1yi2yi3

σi1j2σi2j3σi3j4ξ
j1j2j3j4
13 +

+
1

2

∑ ∂σ·j1
∂yi1

∂2σi1j2
∂yi2yi3

σi2j3σi3j4ξ
j1j2j3j4
14 +

1

2

∑ ∂2a

∂yi1∂yi2
σi1j1σi2j2ξ

j1j2
15 +ρ1,

(1.24)

где ξ1, . . . , ξ6 из (1.22),

ξj1j2j3j47 =

h∫
0

τ∫
0

τ1∫
0

∆wtj4(τ) ◦ dwtj3(τ2) ◦ dwtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j28 =

h∫
0

τ∫
0

∆wtj2(τ1)dτ1 ◦ dwtj1(τ),

ξj1j29 =

h∫
0

τ∫
0

τ1dw
t
j2(τ1) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j210 =

h∫
0

τ∫
0

∆wtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ1)dτ,

ξj1j2j3j411 = ξj1j2j3j47 + ξj1j3j2j47 + ξj1j2j4j37 =

=

h∫
0

∆wtj3(τ)

τ∫
0

∆wtj4(τ1) ◦ dwtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j212 = ξj1j28 + ξj1j29 =

h∫
0

τ∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j2j3j413 = ξj1j2j3j411 + ξj1j3j4j211 =

h∫
0

∆wtj4(τ)∆wtj3(τ)∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j2j3j414 =ξj1j2j3j47 +ξj1j2j4j37 =

h∫
0

τ∫
0

∆wtj4(τ1)∆wtj3(τ1) ◦ dwtj2(τ1) ◦ dwtj1(τ),

ξj1j215 =

h∫
0

∆wtj2(τ)∆wtj1(τ)dτ, j1, j2, j3, j4 = 1, . . . , nw. (1.25)

Построим разложение в ряд Тейлора численного решения задачи
Коши для СДУ Стратоновича (1.6), полученного методом вида (1.7).
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Подставляя в (1.7) разложение в ряд Тейлора в окрестности точки
h = 0 функций G1(h), G2(h), k1(h), k2(h), получаем

yn+1 = yn +
∑

σ·jη
j
1 + hf(p1 + p2) +

∑ ∂σ·j1
∂yi

σij2η
j1j2
2 +

+ h2
∑ ∂f

∂yi
fi[(p1 + p2)a+ p2α2] +

∑ ∂σ·j
∂yi

fiη
j
3 +

∑ ∂f

∂yi
σijη

j
4+

+
∑ ∂σ·j1

∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

σi2j3η
j1j2j3
5 +

1

2

∑ ∂2σ·j1
∂yi1yi2

σi1j2σi2j3η
j1j2j3
6 +

+
∑ ∂σ·j1

∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

∂σi2j3
∂yi3

σi3j4η
j1j2j3j4
7 +

∑ ∂σ·j1
∂yi1

∂fi1
∂yi2

σi2j2η
j1j2
8 +

+
∑ ∂σ·j1

∂yi1

∂σi1j2
∂yi2

fi2η
j1j2
9 +

∑ ∂f

∂yi

∂σi1j1
∂yi2

σi2j2η
j1j2
10 +

+
∑ ∂2σ·j1

∂yi1∂yi2

∂σi1j2
∂yi3

σi2j3σi3j4η
j1j2j3j4
11 +

∑ ∂2σ·j1
∂yi1∂yi2

fi1σi2j2η
j1j2
12 +

+
1

6

∑ ∂3σ·j1
∂yi1yi2yi3

σi1j2σi2j3σi3j4η
j1j2j3j4
13 +

+
1

2

∑ ∂σ·j1
∂yi1

∂2σi1j2
∂yi2yi3

σi2j3σi3j4η
j1j2j3j4
14 +

1

2

∑ ∂2a

∂yi1∂yi2
σi1j1σi2j2η

j1j2
15 +ρ5,

(1.26)

где Eρ5 = O(h3),

ηj1 =
√
h(p1q1 + p2q7 + q11 + q12 + q13)ξj ;

ηj1j22 =
h

2
(p1q2 + p2q8 + 2(p2q7 + q12)(α1q1 + q3) +

+ 2q13(α3q1 + α4q7 + q9)ξj1ξj2 ;

ηj3 =
√
h3[α1(p2q7 + q12) + q13(α3 + α4)]ξj ;

ηj4 =
√
h3[a(p1q1 + p2q7) + p2(α2q1 + q5)]ξj ;

ηj5 =

√
h3

2
[(α1q2 + q4)(p2q7 + q12) + q13[α3q2 +

+ α4q8 + 2(α4q7 + q9)(α1q1 + q3) + q10]]ξj1ξj2ξj3 ;

ηj1j2j36 =
√
h3[(α1q1 + q3)2(p2q7 + q12) + q13[α3q1 +

+ α4q7 + q9]2]ξj1ξj2ξj3 ;
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ηj1j2j3j47 =
h2

2
[(α1q2 + q4)(α4q7 + q9)q13]ξj1ξj2ξj3ξj4 ;

ηj1j28 = h2[aα1q1(p2q7 + q12) + q13(a(α3q1 + α4q7) +

+ α4(α2q1 + q5)]]ξj1ξj2 ;

ηj1j29 = h2[q13α1(α4q7 + q9)]ξj1ξj2 ;

ηj1j210 =
h2

2
[a(p1q2 + p2q8) + p2[α2q2 + q6 + 2aq7(α1q1 + q3)]]ξj1ξj2 ;

ηj1j2j3j411 =
h2

2
[(α1q1 + q3)(α1q2 + q4)(p2q7 + q12) +

+ q13(α3q2 + α4q8 + 2(α1q1 + q3)(α4q7 + q9) +

+ q10][α3q1 + α4q7 + q9]]ξj1ξj2ξj3ξj4 ;

ηj1j212 = h2[α1(α1q1 + q3)(p2q7 + q12) + q13(α3 + α4)(α3q1 +

+ α4q7 + q9)]ξj1ξj2 ;

ηj1j2j3j413 = h2[(α1q1 + q3)3(p2q7 + q12) + q13(α3q1 +

+ α4q7 + q9)3]ξj1ξj2ξj3ξj4 ;

ηj1j2j3j414 = h2[q13(α1q1 + q3)2(α4q7 + q9)]ξj1ξj2ξj3ξj4 ;

ηj1j215 = h2[p2(α2q1 + q5)2]ξj1ξj2 . (1.27)

1.2.2. Асимптотическая несмещенность, аппроксимация и
сходимость методов

Исследуем асимптотическую несмещенность, аппроксимацию и схо-
димость численных методов из семейства (1.7) [31].

Свойство асимптотической несмещенности метода согласуется
с асимптотическим поведением распределения точного решения
СДУ (1.9).

Численное решение yn модельного СДУ (1.9), полученное методом
из семейства (1.7), является нормальной случайной величиной для каж-
дого n = 1, . . . ,K, если только y0 – нормальная случайная величина.
В силу того, что нормальное распределение полностью определяется
математическим ожиданием и дисперсией, для построения интервала
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асимптотической несмещенности метода из семейства (1.7) достаточно
показать, при каких αh выполняются условия:

lim
n→∞

Eyn = 0, lim
n→∞

Dyn =
σ2

2α
, (1.28)

где Dyn – дисперсия случайной величины yn.
Применяя метод из семейства (1.7) к СДУ (1.9), получаем

yn+1 = R(z)yn +Q(z)σ
√
hζn, (1.29)

где z = αh, β = q11 + q12 + q13 и

R(z) =
1 + (2a− p1 − p2)z + (a2 + p2α2 − a(p1 + p2))z2

(1 + az)2
,

Q(z) =
[1 + aβz − zp2q5

1 + az
− α2p2q1z

(1 + az)2

]
.

Математическое ожидание и дисперсия yn+1 соответственно равны:

Eyn+1 = R(z)Eyn,

Dyn+1 = R2(z)Dyn +Q2(z)σ2h = (1.30)

= R2(n+1)(z)Dy0 +Q2(z)σ2h
[
1 +R2(z) +R4(z) + ...+R2n

]
.

Для того чтобы метод был асимптотически несмещенным при h ≤ h0,
нужно, чтобы

|R(z)| < 1, lim
n→∞

Dyn+1 =
σ2

2α
.

Условие |R(z)| < 1 выполняется для всех z > 0 при

p1 + p2 = 1, a(p1 + p2) + p2α2 = 1/2, a ≥ 1/4 (1.31)

(первые два уравнения обеспечивают второй порядок сходимости на де-
терминированной системе ОДУ, т. е. при σ ≡ 0). Для дисперсии, соглас-
но (1.30), имеем

lim
n→∞

Dyn+1 =
σ2hQ2(z)

1−R2(z)
= ϕ(z)

σ2

2α
,
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где

ϕ(z) =
2zQ2(z)

1−R2(z)
=

[z2a(aβ − p2q5) + z(aβ − p2q5 + a− α2p2q1) + 1]2

[z2(a− 1/2)2 + 2z(a− 1/4) + 1][2z(a− 1/4) + 1]
.

Условие lim
n→∞

Dyn+1 =
σ2

2α
будет выполнено для некоторых 0 < z ≤ z0,

если для этих z выполняется ϕ(z) ≡ 1. Из вида ϕ(z) следует, что не
существует z0 <∞ такого, что ϕ(z) ≡ 1 для всех z ∈ (0, z0).

Исследуем поведение функции ϕ(z) при z →∞:
а) в случае, когда коэффициенты при старших степенях z в числи-

теле и знаменателе отличны от нуля, ϕ(z)→∞;
б) если

[
aβ − p2q5 = 0, a 6= 1/2

]
или a = 0, то ϕ(z)→ 0;

в) если (aβ − p2q5) = 0 и a = 1/2, то

ϕ(z) =
[z(1/2− α2p2q1) + 1]2

[z/2 + 1]2
→ (1− 2α2p2q1)2.

Следовательно, ϕ(z) ≡ 1 для всех z ∈ (0,∞) при aβ = p2q5, a = 1/2 и
α2p2q1 = 0.

При z0 < ∞ функция ϕ(z) будет близка к 1 для z ∈ (0, z0), если,
например, a близко к 1/2. То есть в этом случае для любого сколь угодно
малого γ возможно построение γ-асимптотически смещенного метода.

Таким образом доказана следующая теорема.

Теорема 1.2. Семейство численных методов (1.7) содержит асимп-
тотически несмещенные и γ-асимптотически смещенные численные
методы. Асимптотически несмещенные численные методы из семей-
ства (1.7) могут иметь только бесконечный интервал асимптотиче-
ской несмещенности. Параметры асимптотически несмещенных ме-
тодов должны удовлетворять уравнениям

aβ = p2q5, p1 + p2 = 1, α2p2 = 0, a = 1/2. (1.32)

При (1.31) и

aβ = p2q5, 1/4 ≤ a < 1/2, (1.33)
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для любого сколь угодно малого γ возможно построение γ-асимптоти-
чески смещенного метода. Интервал γ-асимптотической смещенно-
сти будет определяться из неравенства∣∣∣ [z(a− α2p2q1) + 1]2

[z2(a− 1/2)2 + 2z(a− 1/4) + 1][2z(a− 1/4) + 1]
− 1
∣∣∣ ≤ γ. (1.34)

Теперь найдем условия, при которых численный метод из семейства
численных методов (1.7) сходится в среднеквадратическом смысле.
Теорема 1.3. Семейство численных методов (1.7) содержит подмно-
жество численных методов, имеющих первый порядок среднеквадра-
тической сходимости для произвольных систем СДУ и второй поря-
док для систем СДУ с одним шумом, а также в случае систем СДУ
с постоянной матрицей σ. Параметры этих методов удовлетворяют
уравнениям

p1 + p2 = 1, p1q1 + p2q7 + q11 + q12 + q13 = 1, (1.35)
p1q2 + p2q8

2
+ (α1q1 + q3)(p2q7 + q12) + q13(α3q1 + α4q7 + q9) =

1

2
. (1.36)

Доказательство. Из вида разложения точного решения СДУ в
смысле Стратоновича в ряд Тейлора и из теоремы о порядке сходи-
мости среднеквадратических аппроксимации [104,184] следует, что для
того, чтобы численный метод имел первый порядок среднеквадратиче-
ской сходимости, достаточно, чтобы разложение численного решения в
ряд Тейлора в окрестности точки tn отличалось от

y(tn) + f(y(tn))h+
nw∑
j=1

σ·j(y(tn))∆wtj(h) +
1

2

∂σ·j
∂yi

σij(∆w
t
j(h))2 (1.37)

на величину ρ : Eρ = O(hp1),Eρ2 = O(h2), p1 ≥ 3/2. Сравнивая это разло-
жение с разложением в ряд Тейлора численного решения, нахо-
дим, что метод из семейства (1.7) имеет первый порядок средне-
квадратической сходимости, если его параметрыудовлетворяют уравне-
ниям (1.35) (1.36).

Для того чтобы численный метод имел второй порядок среднеквад-
ратической сходимости, достаточно, чтобы разложение численного ре-
шения в ряд Тейлора в окрестности точки tn отличалось от
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y(tn) + f(y(tn))h+
nw∑
j=1

σ·j(y(tn))∆wtj(h)+

+
∂σ·j1
∂yi

σij2

h∫
0

∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ) (1.38)

на величину ρ: Eρ = O(hp1), Eρ2 = O(h3), p1 ≥ 2. Сравнивая это раз-
ложение с разложением численного решения в ряд Тейлора, находим,
что методы из семейства (1.7) не могут иметь второй порядок средне-
квадратической сходимости в случае произвольных систем СДУ из-за
низкой точности аппроксимации случайных величин

h∫
0

∆wtj2(τ) ◦ dwtj1(τ) (1.39)

случайными величинами
1

2
ξj1ξj2 при j1 6= j2. Однако для систем СДУ с

одним шумом, а также в случае систем СДУ с постоянной матрицей σ
пропадают члены, отличающие (1.38) от (1.37), поэтому в этих случа-
ях построенные методы имеют второй порядок среднеквадратической
сходимости. Теорема 1.3 доказана.

Метод имеет первый порядок аппроксимации первых двух момен-
тов, если его параметры удовлетворяют системе уравнений (1.35), (1.36).
Для того чтобы метод имел второй порядок аппроксимации первых
двух моментов для систем СДУ с одним шумом, его параметры должны
дополнительно удовлетворять уравнениям

(α1q2 + q4)(α4q7 + q9)q13 =
1

12
,

aα1q1

[
p2q7 + q12

]
+ q13

[
a(α3q1 + α4q7) + α4(α2q1 + q5)

]
+

+
a

2

[
p1q2 + p2q8

]
+
p2

2

[
α2q2 + q6

]
+ ap2q7

[
α1q1 + q3

]
=

1

4
,

q13α1(α4q7 + q9) =
1

4
,

(α1q1 + q3)(α1q2 + q4)(p2q7 + q12) + q13(α1q1 + q3)2(α4q7 + q9) +

+q13(α3q1+α4q7+q9)
[
α3q2+α4q8 + 2(α1q1 + q3)(α4q7 + q9) + q10

]
=

1

3
,
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α1(α1q1 + q3)(p2q7 + q12) + q13(α3 + α4)(α3q1 + α4q7 + q9) =
1

4
,

(p2q7 + q12)(α1q1 + q3)3 + q13(α3q1 + α4q7 + q9)3 =
1

4
,

p2(α2q1 + q5)2 =
1

2
,

a(p1 + p2) + α2p2 =
1

2
,

α1(q12 + p2q7) + q13(α3 + α4) =
1

2
,

a(p1q1 + p2q7) + p2(α2q1 + q5) =
1

2
,

(α1q2 + q4)(q12 + p2q7) + q13

[
α3q2 + α4q8 + 2(α4q7 + q9)(α1q1 + q3) +

+ q10

]
=

1

3
,

(α1q1 + q3)2(q12 + p2q7) + q13

[
α3q1 + α4q7 + q9

]2
=

1

3
. (1.40)

Таким образом, для того чтобы численный метод из семейства (1.7)

имел второй порядок аппроксимации первых двух моментов для си-
стем СДУ с одним шумом, необходимо решить систему из 15 уравнений[
(1.35), (1.36), (1.40)

]
, содержащую 20 параметров.

Так как система уравнений содержит 5 свободных параметров, то
возможно наложение на метод еще некоторых условий. В качестве до-
полнительного условия потребуем выполнения уравнения из (1.33), ко-
торое дает возможность построения γ-асимптотически смещенных чис-
ленных методов, полагая

β = q5 = 0. (1.41)

Считая a, q2, q8 свободными параметрами, найдем общее решение 16
уравнений

[
(1.35), (1.36), (1.40), (1.41)

]
, которое имеет вид

α1 =
1/2− y

2Q(x− y)
=
x(1/12− x/3 + xδ/2)

2(δ/4− 1/9)
,

q13 = (1− xQ)/y =
(xδ − 1/3)(2xδ/3− x2δ2 − 1/9)

(x/3− 1/4)(2x/3− δx2 − 1/4)
,

p1 = 1− p2, p2 =
(1− 2a)2

2
, q1 = q7 = 1,
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α2 = 1/(1− 2a), α3 = y − 1/(4α1q13), α4 = κ− α3,

q3 = x− α1, q4 = α1/3− α1q2, q5 = 0,

q6 =
2

p2

[1

4
− q13α2α4 − q13aκ− a(α1Q+ p2x)− a(p1q2 + p2q8)

2

]
− α2q2,

q9 =
1

(4α1q13)
− α4,

q10 =
1/3−Q(α1q2 + q4)

q13
− α3q2 − α4q8 −

x

2α1q13
,

q12 = Q− p2, q11 = −(q12 + q13), (1.42)

где использованы обозначения

y =
x/3− 1/4

δx− 1/3
, Q =

1/9− δ/4
x(2x/3− δx2 − 1/4)

,

κ =
x2/3− 5x/12 + 1/8

2(x2δ2 − 2xδ/3 + 1/9)
, δ =

1− p1q2 + p2q8

2
, (1.43)

x – решение квадратного уравнения

2

9
x2δ − 1

6
xδ − 2

27
x2 +

1

27
x+

1

72
= 0.

У построенных методов параметр a определяет интервал γ-асимптоти-
ческой смещенности, заданный неравенством (1.34). Например,

1) при a = 1/4 получаем ϕ(z) = 1/(1+z2/16) и метод 0.05-асимптоти-
чески смещен при 0 < z ≤ 0.9;

2) при a = 1/3 получаем ϕ(z) = (1 + z/6)/(1 + z/6 + z2/36) и метод
0.05-асимптотически смещен при 0 < z < 1.53;

3) при a = 3/8 получаем ϕ(z) = (1 + z/4)/(1 + z/8)2 и метод 0.05-
асимптотически смещен при 0 < z ≤ 1.79.

Таким образом доказана следующая теорема.

Теорема 1.4. Семейство численных методов (1.7) содержит подмно-
жество γ-асимптотически смещенных методов, имеющих второй по-
рядок аппроксимации первых двух моментов для систем СДУ с одним
шумом, с параметрами (1.41)–(1.43).
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Теперь исследуем слабую сходимость численных методов из семей-
ства (1.7).

Теорема 1.5. Семейство численных методов (1.7) содержит
а) подмножество численных методов, имеющих первый порядок

слабой сходимости. Параметры этих методов удовлетворяют урав-
нениям (1.35), (1.36);

б) подмножество γ-асимптотически смещенных методов, имею-
щих второй порядок слабой сходимости для систем СДУ с одним шу-
мом, а также в случае систем СДУ с постоянной матрицей σ. Па-
раметры этих методов удовлетворяют уравнениям (1.41)–(1.43).

Доказательство. Пусть функция g(y) ∈ C6(Rny , R) вместе со сво-
ими частными производными до шестого порядка включительно при-
надлежит классу F из определения 1.8. Если обозначим

∆ = y(tn+1)− y(tn); ∆̄ = yn+1 − yn,

∆ = (∆1, ...,∆ny )>, ∆̄ = (∆̄1, ..., ∆̄ny )>, то разложение функции g(y) по
формуле Тейлора в окрестности точки y(tn) по степеням ∆ с остаточ-
ным членом шестой степени имеет вид

g(y(tn+1)) = g(y(tn)) +
5∑
j=1

1

j!

∂jg(y(tn))

∂yi1 ...∂yij
∆i1 ...∆ij +K1(∆), (1.44)

где il ∈ {1, ..., ny}, EK1 = O(h3), аналогично

g(yn+1) = g(yn) +
5∑
j=1

1

j!

∂jg(yn)

∂yi1 ...∂yij
∆̄i1 ...∆̄ij +K1(∆̄). (1.45)

Тогда численный метод будет слабо аппроксимировать решение
СДУ со вторым порядком, если

|E
(

[Πp
j=1∆ij −Πp

j=1∆̄ij ]/yn = y(tn)
)
| ≤ K̃p(yn)h3, p = 1, ..., 5,
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∣∣∣E(Π6
j=1∆̄ij/yn = y(tn)

)∣∣∣ = K̃6(yn)h3. (1.46)

Так как построенные методы в общем случае аппроксимируют вто-
рой момент только с первым порядком, то очевидно, что в общем слу-
чае будет лишь первый порядок слабой аппроксимации. Однако, для
систем СДУ с одним шумом, а также в случае систем СДУ с посто-
янной матрицей σ построенные методы имеют второй порядок слабой
аппроксимации. Действительно, очевидно, что условия (1.46) при p = 3

и p = 4 систему из 15 уравнений (1.35), (1.40) дополняют уравнениями,
соответствующими

Eξ2
1 = Eη2

1 , E(ξ2
1ξ2) = E(η2

1η2), Eξ4
1 = Eη4

1 , (1.47)

а с учетом вида ξi, ηi уравнения (1.47) переходят в тождества. Условия
(1.46) при p = 5 и p = 6 выполняются автоматически.

Тем самым показана слабая аппроксимация со вторым порядком для
систем СДУ с одним шумом, а также в случае систем стохастических
дифференциальных уравнений с постоянной матрицей σ. Как показано
в [183,342], для одношагового численного метода из слабой аппроксима-
ции с порядком p численного решения задачи Коши для СДУ следует
слабая сходимость одношагового численного метода с порядком p.

В случае γ-асимптотически смещенных методов, имеющих второй
порядок слабой сходимости для систем СДУ с одним шумом, а также в
случае систем СДУ с постоянной матрицей σ параметры методов имеют
вид (1.41)–(1.43).

Теорема 1.5 доказана.

1.2.3. Конкретный вид построенных численных методов
решения СДУ в смысле Стратоновича

В предыдущем параграфе были выписаны условия, при которых
численный метод из семейства (1.7)

– является асимптотически несмещенным;
– является γ-асимптотически смещенным;
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– имеет первый и второй порядки аппроксимации первых двух мо-
ментов;

– имеет первый и второй порядки среднеквадратической сходимости;
– имеет первый и второй порядки слабой сходимости.
Также было построено подмножество γ-асимптотически смещенных

численных методов из семейства (1.7). Конкретный вид построенных
методов получается после задания свободных параметров a, q2, q8 и
остальных параметров, согласно (1.42).

В некоторых задачах весьма затруднительно вычисление производ-
ных. Такие задачи можно решать методом из семейства (1.7) без вычис-
ления производных, положив a = q2 = q4 = q6 = q8 = q10 = 0. В этом
случае метод примет вид

yn+1 = yn +
h

2
(k1 + k2) +

√
h(

1

6
G0 +

2

3
G1 +

1

6
G2)ζn,

k1 = f(yn), k2 = f(yn + hk1 +
√
hG0ζn),

G0 = σ(yn), G1 = σ(yn +
3

4
hk1 +

1

2

√
hG0ζn),

G2 = σ(yn +
3

2
h(k2 − k1) +

√
h(2G1 −G0)ζn). (1.48)

Параметры этого метода определены из системы уравнений, содержа-
щейся в

[
(1.35), (1.36), (1.40)

]
, где исключены уравнения, получаемые

из условия

Eξ11 = Eη11, Eξ7 = Eη7.

Метод (1.48) для систем СДУ с одним шумом аппроксимирует второй
момент решения со вторым порядком, а математическое ожидание со
вторым порядком при σ = const.

Метод является 0.05-асимптотически смещенным при 0 < z ≤ 0.4.
Выделим из семейства методов (1.7) подсемейство вида

yn+1 = yn + p1k1 + p2k2 +
√
hq(σ(ypn+1)− σ(yn))ζn,

k1 = [I − ha∂f
∂y

]−1[hf(yn) +
√
hσ(yn)ζn],
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k2 = [I − ha∂f
∂y

]−1[hf(ypn+1) +
√
hσ(ypn+1)ζn],

ypn+1 = yn + sk1 (1.49)

с пятью параметрами s, a, p1, p2, q. Записав подсемейство в таком ви-
де, мы уменьшили число вычислений за счет исключения членов ви-

да
∂σ

∂y
σ и за счет вычислений значений функций f и σ лишь в одной

промежуточной точке. В записи методов (1.49) учтено условие (1.41).
Параметры методов выберем так, чтобы метод имел первый порядок ап-
проксимации первых двух моментов (условия (1.35)) и второй порядок
аппроксимации первых двух моментов для систем СДУ с одним шумом
(1.9) (это первое уравнение из (1.35), уравнение (1.36), восьмое и де-
сятое уравнения из (1.40)). Для методов вида (1.49) соответствующие
уравнения примут вид

p1 + p2 = 1, sp2 =
1

2
− a, s(p2 + q) =

1

2
. (1.50)

Общее решение системы уравнений (1.50) имеет вид

p1 = 1− p2, p2 =
1/2− a

s
, q =

a

s
, (1.51)

где s, a – свободные параметры. Параметр a ≥ 1/4 определяет интервал
0.05-асимптотической смещенности.

Приведем три метода с параметрами (1.51):

yn+1 = yn +
7

8
k1 +

1

8
k2 +

3

8

√
h(σ(ypn+1)− σ(yn))ζn,

k1 = [I − 3h

8

∂f

∂y
]−1[hf(yn) +

√
hσ(yn)ζn],

k2 = [I − 3h

8

∂f

∂y
]−1[hf(ypn+1) +

√
hσ(ypn+1)ζn],

ypn+1 = yn + k1, (1.52)

а также метод (1.49) при

a = 1/4, p2 = 1/4, p1 = 3/4, q = 1/4, s = 1 (1.53)

или, например, при
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a = 1/3, p2 = 1/6, p1 = 5/6, q = 1/3, s = 1. (1.54)

Если положить a = 0, то получим метод, рассмотренный, например, в
работе [164]:

yn+1 = yn +
h

2
(f(ypn+1) + f(yn)) +

1

2

√
h(σ(ypn+1)− σ(yn))ζn,

ypn+1 = yn + hf(yn) +
√
hσ(yn)ζn. (1.55)

Теперь подберем параметры численных методов из подсемейства (1.49)

так, чтобы построенные методы имели первый порядок аппроксимации
первых двух моментов для произвольных систем СДУ и второй порядок
при постоянной матрице σ. В этом случае параметры методов равны

p1 = 1− p2, p2 =
1

2s2
, s =

1

1− 2a
, q =

a

s
. (1.56)

Таким образом, требуя этих свойств от метода, мы однозначно опре-
деляем параметр s, который в (1.51) является свободным. Получаем
аналог метода (1.52):

yn+1 = yn +
1

32
k1 +

31

32
k2 +

3

32

√
h(σ(ypn+1)− σ(yn))ζn,

k1 = [I − 3h

8

∂f

∂y
]−1[hf(yn) +

√
hσ(yn)ζn],

k2 = [I − 3h

8

∂f

∂y
]−1[hf(ypn+1) +

√
hσ(ypn+1)ζn],

ypn+1 = yn + 4k1; (1.57)

аналог метода (1.53):

a = 1/4, p2 = 1/8, p1 = 7/8, q = 1/8, s = 2, (1.58)

и аналог метода (1.54):

a = 1/3, p2 = 17/18, p1 = 1/18, q = 1/9, s = 3. (1.59)

Если параметры численного метода из семейства (1.7) удовлетворяют
(1.32), (1.35) и (1.36), то это асимптотически несмещенный метод с пер-
вым порядком аппроксимации первых двух моментов. Так как в этом
случае параметров больше, чем уравнений, то возможно построение це-
лого множества подобных методов. Например, метод [100]:
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yn+1 = yn +
[
I − h

2

∂f

∂y
(yn)

]−1×

×
(
hf(yn) +

√
hσ(yn)ζn +

h

2

∂σ

∂y
(yn)σ(yn)ζ2

n

)
. (1.60)

получается однозначно из системы уравнений (1.32), (1.35) и (1.36), если
положить p2 = 0.

Приведем пример асимптотически несмещенного численного метода
с первым порядком аппроксимации первых двух моментов, в котором
не требуется вычисления производной матрицы σ:

yn+1 =yn+
[
I− h

2

∂f

∂y
(yn)

]−1h

2

(
f(yn) + f(ypn)

)
+

√
h

2

(
σ(yn)+σ(ypn)

)
ζn,

ypn = yn +
√
hσ(yn)ζn. (1.61)

Согласно теореме 1.3, все рассмотренные в данном параграфе мето-
ды имеют первый порядок среднеквадратической сходимости для про-
извольных систем СДУ и второй порядок для систем СДУ с одним
шумом, а также в случае систем СДУ с постоянной матрицей σ.

Численная верификация построенных методов и сравнение с други-
ми известными методами будут проведены в главе, посвященной реше-
нию тестовых и прикладных задач.

1.3. Алгоритм решения СДУ с пуассоновской
составляющей

Можно не только рассматривать стохастическое дифференциальное
уравнение относительно винеровского процесса, но и ввести в уравнение
компоненту, заданную интегралом по случайной пуассоновской мере.

Пусть {Ω,=, P} – основное вероятностное пространство; {=t}t∈R+
–

неубывающий поток полных σ-подалгебр =, R+ = [0,∞); (Γ, BΓ) – из-
меримое пространство (BΓ – σ-алгебра борелевских множеств на Γ), на
котором задана некоторая конечная мера Π:

Π(B) =
∫
B
π(θ)dθ <∞, B ⊂ BΓ.
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На пространстве U = R+ × Γ определена однородная пуассоновская
мера ν [154] с мерой интенсивности Λ и характеристической мерой Π:

P (ν(Ũ) = k) = e−Λ(Ũ) (Λ(Ũ))k

k!
, k = 0, 1, 2, ...,

Eν(Ũ) = Λ(Ũ) =
∫ t

0

∫
B
π(θ)dθdt = Π(B)t, Ũ = [0, t]×B ⊂ U.

Для всякого B ∈ BΓ процесс νt(B) = ν([0, t]×B) является однород-
ным пуассоновским процессом с интенсивностью Π(B), согласованным
с {=t}t∈R+

, причем

P (νt+s(B)− νt(B) = k) = e−Π(B)s (Π(B)s)k

k!
, k = 0, 1, 2, ..., s ≥ 0,

и, кроме того, при всех t ≥ 0 величина νt(B) измерима относительно
σ-алгебры =t, а приращения νt+s(B) − νt(B) при s ≥ 0 не зависят от
σ-алгебры =t;

Для попарно непересекающихся множеств B1, ..., Bn (n = 1, 2, ...) из
BΓ процессы {νt(Bi)}t∈R+

независимы в совокупности;
Для попарно непересекающихся множеств C1, ..., Cn (n = 1, 2, ...) из

BR+
×BΓ с вероятностью единица

νt(
∞⋃
i=1

Ci) =
∞∑
i=1

ν(Ci).

Пуассоновская мера ν однозначно определяется своей характеристиче-
ской мерой Π.

Определение 1.15. [154]. Моментом остановки относительно потока
{=t}t∈R+

называется такая неотрицательная случайная величина τ со
значениями в R+, что событие {τ ≤ t} ∈ =t для всех t ∈ R+.

Для пуассоновской случайной меры ν [154] существуют последова-
тельности моментов остановки τk и =τk – измеримых величин θk ∈ Γ

таких, что
ν(C) =

∑
k

I{(τk,θk)∈C}, C ∈ BR+
×BΓ.

где I{x∈A} - индикаторная функция множества A.
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Добавим в СДУ (1.1) пуассоновскую составляющую. Тогда задача
Коши для систем стохастических дифференциальных уравнений с пуас-
соновской составляющей имеет вид [154]

dy(t) = f(t,y)dt+
nw∑
j=1

σ·j(t,y)dwj(t)+
∫

Γ
v(t,y(t−), θ)ν(dθ×dt), t ∈ [0, T ],

(1.62)

y(0) = y0

или в интегральной форме

y(t) = y(t0) +
∫ t

0
f(τ,y)dτ +

nw∑
j=1

∫ t

0
σ·j(τ,y)dwj(τ) +

+
∫ t

0

∫
Γ
v(τ,y(τ−), θ)ν(dθ × dτ), t ∈ [0, T ], (1.63)

где y(t) – случайный процесс размерности ny; w(t) – nw-мерный стан-
дартный винеровский процесс; ν – пуассоновская мера на [0, T ]×Γ с ха-
рактеристической мерой Π, заданная неотрицательной функцией π(θ),
Π(Γ) <∞; a(t,y) и v(t,y, θ) – ny-мерные вектор-функции; σ(t,y) – мат-
ричная функция размера ny×nw; σ·j(t,y) – j-й столбец матрицы σ; y0 –
случайный вектор начальных значений. Так как решением СДУ (1.62)
и (1.63) является непрерывный справа процесс без разрывов второго
рода, то y(t−) обозначает значение решения в точке t слева.

Если стохастический интеграл по винеровскому процессу w(t) в
(1.63) понимается в смысле Ито, то СДУ (1.62) и (1.63) являются СДУ
Ито; если стохастический интеграл по винеровскому процессу w(t) в
(1.63) понимается в смысле Стратоновича, то СДУ (1.62) и (1.63) явля-
ются СДУ Стратоновича.

Стохастический интеграл по пуассоновской случайной мере ν опре-
деляется следующим образом:∫ t

0

∫
Γ
v(τ,y(τ−), θ)ν(dθ × dτ) =

∑
τk<t

v(τk,y(τ−k ), θk), (1.64)

если
∑

k
|v(τk,y(τ−k ), θk)| < ∞. То есть как функция верхнего предела

этот интеграл представляет собой скачкообразный случайный процесс,
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который изменяется скачком в случайные моменты времени τ1, τ2,...,
τk, ... на случайные значения v(τ1,y(τ−1 ), θ1),..., v(τk,y(τ−k ), θk)... Рас-
пределения моментов скачков τk и величин скачков θk определяются
характеристической мерой Π.

Если в (1.62) или в (1.63) отсутствует пуассоновская составляющая
(v = 0), то процесс y(t) называется диффузионным. Если отсутствует
гауссовская составляющая (σ = 0), то процесс y(t) называется скачко-
образным.

Принцип построения алгоритмов численного решения СДУ
с пуассоновской составляющей. Так как Π(Γ) <∞, то соответству-
ющий общий пуассоновский процесс на каждом конечном промежутке
времени имеет конечное число скачков. Обозначим τ0 < τ1 < ... < τkT <

T моменты скачков в порядке возрастания, где

kT = max{k ∈ N : τk < T},

а θk ∈ Γ, k = 1, 2, ..., kT , для которых ν({θk} × {τk}) = 1. Тогда [154] на
любом полуинтервале [τk−1, τk) уравнение (1.63) эквивалентно

ȳ(t) = y(τk−1) +
∫ t

τk−1

f(ȳ, τ)dτ +
nw∑
j=1

∫ t

0
σ·j(ȳ, τ)dwj(τ). (1.65)

И решение y(t) уравнения (1.63) определяется как

y(t) =

ȳ(t), при t ∈ [τk−1, τk),

ȳ(t) + v(τk, ȳ(τ−k ), θk), при t = τk.

Если обозначим ȳn+1 – численное решение в точке tn+1, полученное ме-
тодом решения СДУ, содержащего только винеровскую составляющую,
где hn+1 = tn+1 − tn – шаг интегрирования в узле tn+1, то решение
задачи (1.63) запишется следующим образом [1]:

yn+1 =

ȳn+1, если tn+1 = τk − не момент скачка,

ȳn+1 + v(τk, ȳn+1, θk), если tn+1 = τk − момент скачка,
(1.66)

где значение случайного вектора θk моделируется согласно плотности
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p(θ) =
π(θ)

Π(Γ)
, (1.67)

а моменты скачков {τk} образуют пуассоновский точечный поток ин-
тенсивности Π(Γ).

Обычно случайная пуассоновская мера является однородной. Но в
некоторых случаях [203,298] мера Π может зависеть от времени. Тогда
характеристическая мера Π, задающая пуассоновскую случайную меру
ν, определяется через функцию π следующим образом:

Π(t, B) =
∫
B
π(t, θ)dθ, B ∈ Γ. (1.68)

В этом случае пуассоновскую случайную меру ν([0, t]×Γ) как функ-
цию времени можно рассматривать как неоднородный пуассоновский
процесс интенсивности

λ(t) = Π(t,Γ) =
∫

Γ
π(t, θ)dθ. (1.69)

Ансамбль точек, заданных пуассоновской мерой ν, в области U = [0, T ]×
Γ распределен с плотностью

p(t, θ) =
π(t, θ)

Λ(U)
=

π(t, θ)∫ T
0

∫
Γ
π(t, θ)dθdt

=

∫
Γ
π(t, θ)dθ∫ T

0

∫
Γ
π(t, θ)dθdt

· π(t, θ)∫
Γ
π(t, θ)dθ

= p(t)ψ(θ|t).

Временные значения этих точек являются моментами разрыва решения
СДУ, образуют пуассоновский точечный поток интенсивности λ(t) и
распределены с плотностью

p(t) =
λ(t)∫ T

0
λ(t)dt

=

∫
Γ
π(t, θ)dθ∫ T

0

∫
Γ
π(t, θ)dθdt

.

Величина скачка θ в момент времени t распределена с плотностью

ψ(θ|t) =
π(t, θ)∫

Γ
π(t, θ)dθ

=
π(t, θ)

λ(t)
, (1.70)

т.е.
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π(t, θ) = λ(t)ψ(θ|t). (1.71)

Во многих практических задачах мера Π может зависеть как от вре-
мени, так и от фазовых координат Π(t,y(t), B). В работах [207, 298],
при записи СДУ скачкообразного типа используется ни пуассонов-
ская случайная мера, а соответствующий общий пуассоновский про-
цесс: Q(t) = Σ

P (t)
k−1θk, где P (t) – пуассоновский процесс интенсивности

λ(t,y(t)) = Π(t,y(t),Γ), {θk} – последовательность независимых слу-
чайных величин, распределенных по закону
P (θk ∈ dθ|y(t) = y) = Π(t,y, dθ)/Π(t,y,Γ) (т.е. с плотностью
p(θ|y(t) = y) = π(t,y, θ)/Π(t,y,Γ), если Π(t,y,Γ) =

∫
Γ
π(t,y, θ)dθ).

Таким образом, моделируя соответствующий общий пуассоновский
процесс Q(t), численное решение задачи (1.63) вычисляется согласно
(1.66). В следующей главе будут построены экономичные алгоритмы
моделирования пуассоновских точечных ансамблей, которые примени-
мы для моделирования общих пуассоновских процессов.
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1.4. Методы решения систем СДУ с первым
интегралом

Рассматривается модель динамической системы, заданная вектор-
ным СДУ в смысле Ито:

dy(t) = f
(
t,y(t)

)
dt+ σ

(
t,y(t)

)
dw(t), y(t0) = y0, (1.72)

где y ∈ Rn — ny-мерный вектор состояния; t ∈ T = [t0, T ] — время,
моменты времени t0 и T заданы; f(t,y) : T × Rny → Rny — ny-мерная
вектор-функция; σ(t,y) : T × Rny → Rny×nw — (ny × nw)-мерная мат-
ричная функция; w(t) — nw-мерный стандартный винеровский процесс,
w(t) и начальный вектор состояния y0 ∈ Rny независимы.

Определение 1.16 [130]. Неслучайная функция M(t,y) называется
первым (детерминированным) интегралом для системы (1.72), если она
не равна постоянной и с вероятностью 1 на любой траектории решения
уравнения (1.72) принимает постоянное значение, зависящее только от
y0 ∈ Rny .

Теорема 1.6 [130]. Пусть скалярная неслучайная функция M(t,y)

является первым интегралом для системы (1.72), M(t,y) ∈
C1,2
t,y ([t0, T ] × Rny ). Тогда стохастический дифференциал случайного

процесса M(t,y(t)) определяется формулой Ито и приводит к усло-
вию:

dM
(
t,y(t)

)
= 0.

Теорема 1.7 [130]. Предположим, что коэффициенты СДУ (1.72)

непрерывны и ограничены вместе со своими частными производными
по совокупности переменных t и y. Тогда для того, чтобы функция
M(t,y) была первым интегралом СДУ (3.2), необходимо и достаточно
выполнения следующих соотношений:

ny∑
i=1

σil(t,y)
∂M(t,y)

∂yi
= 0, l = 1, 2, . . . , nw; (1.73)
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∂M(t,y)

∂t
+

ny∑
i=1

[
fi(t,y)− 1

2

ny∑
j=1

nw∑
l=1

∂σil(t,y)

∂yj
σjl(t,y)

]
∂M(t,y)

∂yi
= 0. (1.74)

Если модель динамической системы задавать эквивалентным век-
торным СДУ в смысле Стратоновича, т.е.

dy(t) = a
(
t,y(t)

)
dt+ σ

(
t,y(t)

)
◦ dw(t), y(t0) = y0, (1.75)

где

ai(t,y) = fi(t,y)− 1

2

ny∑
j=1

nw∑
l=1

∂σil(t,y)

∂yj
σjl(t,y), (1.76)

i = 1, 2, . . . , ny,

можно переписать условие (1.74) в виде

∂M(t,y)

∂t
+

ny∑
i=1

ai(t,y)
∂M(t,y)

∂yi
= 0. (1.77)

Через M(t,y) будем обозначать произвольную функцию из множе-
ства, определяющего набор первых интегралов {Mj(t,y)}.

Наличие первого интеграла M(t,y) означает, что с вероятностью
1 любая траектория решения уравнения (1.72) или (1.75) остается на
гладком многообразииM(t,y) = C = const в [t0, T ]×Rny , где константа
C определяется начальным вектором состояния y0: M(t0,y0) = C.

Пусть {tk} — равномерная сетка с заданным постоянным шагом h,
определяющая разбиение отрезка времени [t0, T ]:

tk = tk−1 + h, k = 1, . . . , N ; tN = T, N =
T − t0
h

,

yk — численное решение СДУ (1.72) или (1.75) в момент времени tk.
Всегда полагаем, что начальное значение численного решения совпада-
ет с начальным значением задачи Коши, т.е. y0 = y(t0).

При численном решении задач, связанных с исследованием стоха-
стических динамических систем, траектории которых с вероятностью
1 остаются на заданном многообразии, интересует точность попадания
на многообразие, а именно
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E
[
|M
(
tk,y(tk)

)
−M(tk,yk)|

]
, k = 1, . . . , N.

Теорема 1.8. Пусть M(t,y) ∈ C1,2
t,y ([t0, T ]×Rny ) — скалярная неслу-

чайная функция, которая является первым интегралом системы СДУ
в смысле Стратоновича (1.75), причем∣∣∣∣∂M(T, y)

∂yi

∣∣∣∣ ≤M∗, i = 1, 2, . . . , ny. (1.78)

Если численный метод решения (1.72) имеет p-й порядок сильной схо-
димости, то справедливо

εM = E
[
|M
(
T,y(T )

)
−M(T,yN )|

]
= O(hp), h→ 0. (1.79)

Доказательство. Разложим в ряд Тейлора функцию M(T,yN ) в
окрестности точного решения y(T ), тогда

M
(
T,y(T )

)
−M(T,yN ) =

[
∂M(T, y)

∂y

∣∣∣
y=y(T )

]T (
y(T )− yN

)
+ ρ,

Eρ = o
(
E
∣∣y(T )− yN

∣∣).
Так как частные производные функции M(T, y) ограничены (1.78),

то

E

∣∣∣∣[∂M(T, y)

∂y

∣∣∣
y=y(T )

]T (
y(T )− yN

)∣∣∣∣ ≤M∗E∣∣y(T )− yN
∣∣.

Таким образом, если численный метод имеет порядок p сильной схо-
димости, то порядок сходимости в смысле отклонения траектории от
многообразия при условии (1.78) также будет равен p:

εM = O(hp), h→ 0.

Теорема доказана.
Полученный результат верен для максимального среднего отклоне-

ния во всех узлах сетки, т.е.

ε = max
0≤k≤N

E
[
|y(tk)− yk|

]
= O(hp), h→ 0,
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εM = max
0≤k≤N

E
[
|M
(
tk,y(tk)

)
−M(tk,yk)|

]
= O(hp), h→ 0.

Таким образом, СДУ с первым интегралом можно использовать в
качестве тестов для проверки порядка сильной сходимости численной
схемы. В главе, посвященной решению тестовых и прикладных задач,
проведено сравнение численных методов при решении СДУ с первым
интегралом.

Модифицированные численные методы решения СДУ с ин-
вариантами

Обозначим через yk численное решение СДУ в смысле Стратоно-
вича (1.75) в момент времени tk, полагая, что начальное значение чис-
ленного решения совпадает с начальным значением задачи Коши, т.е.
y0 = y(t0).

Запишем численный метод решения СДУ (1.75) в общем виде

yk+1 = F (tk,yk, h), (1.80)

где функция F (t,y, h) определяется правой частью конкретного чис-
ленного метода решения СДУ.

Будем предполагать, что

M(tk,yk) = C,

т.е. точка (tk,yk) принадлежит заданной поверхности. В общем случае,
из-за погрешности численного метода, в следующем узле сетки tk+1 чис-
ленное решение yk+1 условию M(tk+1,yk+1) = C не удовлетворяет, т.е.

M(tk+1,yk+1) = C ′ 6= C.

Предлагаемая методика коррекции численного решения состоит в
построении проекции точки yk+1 на поверхность M(t,y) = C при t =

tk+1. Для этого

• найдем вектор нормали ∇M(tk+1,yk+1) в точке (tk+1,yk+1) к по-
верхности M(t,y) = C ′;
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• запишем параметрическое уравнение прямой в пространстве
Rny , проходящей через точку yk+1 с направляющим вектором
∇M(tk+1,yk+1):

χ(α) = yk+1 + α∇M(tk+1,yk+1), α ∈ R; (1.81)

• найдем точку пересечения прямой (1.81) и поверхности M(t,y) =

C при t = tk+1 как решение системы{
ỹk+1 = yk+1 + α∇M(tk+1,yk+1),

M(tk+1, ỹk+1) = C.

Нетрудно видеть, что проекция ỹk+1 точки yk+1 на поверхность
M(t,y) = C при t = tk+1 определяется решением в общем случае нели-
нейного уравнения

M
(
tk+1,yk+1 + α∇M(tk+1,yk+1)

)
= C (1.82)

относительно параметра α. Такое уравнение может иметь несколько ре-
шений, однако требуется найти α, соответствующее минимальному рас-
стоянию между точками yk+1 и ỹk+1 в смысле евклидовой метрики, т.е.
минимальному значению |α| из возможных. Таким образом,

ỹk+1 = yk+1 + α∗∇M(tk+1,yk+1),

где

α∗ = arg min
α

{
|α| : M

(
tk+1,yk+1 + α∇M(tk+1,yk+1)

)
= C

}
.

Предложенную методику коррекции численного решения можно
сформулировать в виде следующего утверждения.

Утверждение. Пусть СДУ в смысле Стратоновича имеет пер-
вый интеграл M(t,y) = C, M(t,y) ∈ C1,1([t0, T ] × Rny ) и частные
производные функции M(t,y) по координатам вектора y ограничены,
т.е. |∇M(t,y)| < M∗; yk+1 — численное решение в момент време-
ни tk+1, полученное численным методом (1.80), имеющим p-й порядок
потраекторной аппроксимации, т.е.
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E
(
|y(tk+1)− yk+1|/yk = y(tk)

)
= O(hp) при h→ 0, (1.83)

причем

M(tk,yk) = C, M(tk+1,yk+1) = C ′ 6= C.

Тогда коррекция численного решения ỹk+1 в момент времени tk+1

ỹk+1 = yk+1 + α∗∇M(tk+1,yk+1), (1.84)

где α∗ удовлетворяет условию

α∗ = arg min
α

{
|α| : M

(
tk+1,yk+1 + α∇M(tk+1,yk+1)

)
= C

}
,

лежит на поверхности M(t,y) = C и сохраняет порядок потраектор-
ной аппроксимации решения.

Доказательство.
По построению M(tk+1, ỹk+1) = C. Тогда, аналогично доказатель-

ству выше, получаем, что из потраекторной аппроксимации (1.83) и
ограниченности производных функцииM(t,y) по координатам вектора
y следует

E|M(tk+1, ỹk+1)−M(tk+1,yk+1)| = O(hp) при h→ 0.

Разложив в ряд Тейлора функциюM(tk+1, ỹk+1) в точке (tk+1,yk+1)

и оставив линейную часть, получаем

|M(tk+1, ỹk+1)−M(tk+1,yk+1)| =

=
∣∣M(tk+1,yk+1 + α∗∇M(tk+1,yk+1)

)
−M(tk+1,yk+1)

∣∣ =

= |
[
∇M(tk,yk)

]T
α∗∇M(tk+1,yk+1)|+ρ = |α∗|·|∇M(tk+1,yk+1)|2 +ρ,

где ρ = o(|α∗∇M(tk+1,yk+1)|).
Так как |∇M(t,y)| < M∗, то

Eα∗ = O(hp),
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E|y(tk+1)− ỹk+1| ≤ E|y(tk+1)− yk+1|+ E|α∗∇M(tk+1,yk+1)| = O(hp)

при h→ 0.

Отсюда следует, что предложенная коррекция численного решения не
ухудшает порядок точности используемого численного метода. Утвер-
ждение доказано.

Проекцию (1.84) следует находить на каждом шаге используемого
численного метода решения СДУ, учитывая, что α∗ — это функция
точки (t,y). После чего эта проекция используется на следующем шаге,
т.е. вместо формулы (4.49) имеем

yk+1 = F (tk, ỹk, h) (1.85)

и тогда M(tk, ỹk) = C, k = 0, 1, . . . , N .
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Глава 2

Алгоритмы моделирования пуассоновского
точечного ансамбля

Настоящая глава посвящена построению и сравнительному анализу
трудоемкости алгоритмов численного статистического моделирования
неоднородных пуассоновских точечных ансамблей [227]. Данные алго-
ритмы потребуются для решения СДУ с пуассоновской составляющей
и систем со случайной структурой (с распределенными переходами и с
разделением времени).

Неоднородный пуассоновский точечный ансамбль

X(V ) = (x1, . . . , xν(V )), xi ∈ V,

с функцией интенсивности λ(y) ≥ 0 и мерой интенсивности Λ(V ) =∫
V
λ(y)dy определяется соотношениями [69]

P (ν(V ) = k) = e−Λ(V ) (Λ(V ))k

k!
, k = 0, 1, 2, ..., (2.1)

где V - произвольная область евклидова пространства Rn, имеющая
конечную меру интенсивности Λ(V ) < ∞. Случайные переменные
ν(V1), ν(V2) независимы для непересекающихся множеств V1, V2.

Пуассоновский точечный ансамбль полностью определяется своей
мерой интенсивности, причем математическое ожидание и дисперсия
ν(V ) равны:

E(ν(V )) = D(ν(V )) = Λ(V ).

Пуассоновские точечные ансамбли допускают «суперпозицию» и
«прореживание» [111].

Если X1, X2 – взаимно независимые пуассоновские точечные ан-
самбли на V с функциями интенсивности λ1 и λ2, то их суперпози-
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цияX = X1

⋃
X2 является пуассоновским точечным ансамблем с функ-

цией интенсивности λ≡λ1+λ2.
Если ансамбль X получен из пуассоновского точечного ансамбля

X0 с функцией интенсивности λ0 путем «прореживания», т. е. неза-
висимого исключения точек с некоторой вероятностью p(x), то X яв-
ляется пуассоновским точечным ансамблем с функцией интенсивности
λ ≡ (1− p)λ0.

Известен следующий рандомизированный алгоритм построения
пуассоновского точечного ансамбля с интенсивностью λ(x) (см., напри-
мер, [111,148]):

– реализуется целочисленная случайная величина ν(V ) с распреде-
лением (2.1);

– если ν(V ) = k, то независимо реализуются k точек {xi},
i = 1. . . . , k, соответственно плотности

f(x) =
λ(x)

Λ(V )
, x ∈ V. (2.2)

Опишем специальный способ моделирования дискретных случайных
величин, который будет использован для оптимизации алгоритмов мо-
делирования пуассоновских точечных ансамблей.

2.1. Специальный способ моделирования
дискретных случайных величин

В работе [186] предложен экономичный способ моделирования слу-
чайных величин, плотности распределения которых представляют со-
бой взвешенные суммы (смеси) эффективно моделируемых плотностей.
Для моделирования таких величин предложено использовать модифи-
цированный метод суперпозиции, который использует «двухэтапное»
моделирование по одному и тому же значению случайного числа.

Пусть дискретная случайная величина ξ принимает два значения v1

и v2 и имеет распределение с параметром q

P (ξ = v1) = q, P (ξ = v2) = 1− q, 0 < q < 1. (2.3)
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Обозначим реализацию этой случайной величины через η(1) и по-
ложим q = p(1). Тогда случайную величину ξ можно моделировать с
помощью алгоритма 1.1 из [193]:

η(1) = vj , если β(1) ∈ ∆
(1)
j , j = 1, 2,

где β(1) = α – равномерно распределенная случайная величина в интер-
вале (0, 1); ∆

(1)
1 = (0, p(1)), ∆

(1)
2 = (p(1), 1).

Замечание 1. При v1 = 1, v2 = 2 случайная величина η(1) равна но-
меру интервала, в который попало β(1). При v1 = 1, v2 = 0 случайная
величина η(1) имеет распределение Бернулли с параметром p(1) и ее
можно рассматривать как индикатор принадлежности β(1) интер-
валу ∆

(1)
1 .

Определим случайную величину

β(2) =


β(1)

p(1)
, если β(1) ∈ ∆

(1)
1 ,

β(1) − p(1)

1− p(1)
, если β(1) ∈ ∆

(1)
2 .

В [186] (см. также [193]) указано, что справедлива следующая лемма.

Лемма 2.1 [193]. Условное распределение случайной величины β(2) при
условии η(1) = vj (j = 1, 2) является равномерным в интервале (0, 1), и,
следовательно, безусловное распределение β(2) является равномерным
в интервале (0, 1).

Лемма 2.2. Случайные величины η(1) и β(2) являются независимыми.

Доказательство. При любом ∆ = (c, d) ⊆ (0, 1) имеем

P(η(1) = v1, β
(2) ∈ ∆) = P

(
β(1) ∈ ∆

(1)
1 ,

β(1)

p(1)
∈ ∆

)
=

= P
(
β(1) ∈ ∆

(1)
1 ∩ (p(1)c, p(1)d)

)
=

= P
(
β(1) ∈ (p(1)c, p(1)d)

)
= p(1)(d− c) = P(η(1) = v1)P(β(2) ∈ ∆);
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P(η(1) = v2, β
(2) ∈ ∆) = P

(
β(1) ∈ ∆

(1)
2 ,

β(1) − p(1)

1− p(1)
∈ ∆

)
=

= P
(
β(1) ∈ ∆

(1)
2 ∩

(
p(1) + (1− p(1))c, p(1) + (1− p(1))d

))
=

= (1− p(1))(d− c) = P(η(1) = v2)P(β(2) ∈ ∆).

Это означает, что случайные величины β(2) и η(1) независимы. Лемма
2.2 доказана.

Полученную равномерную случайную величину β(2) можно исполь-
зовать для моделирования случайной величины η(2) с распределением,
аналогичным (2.3), при q = p(2):

η(2) = vj , если β(2) ∈ ∆
(2)
j , j = 1, 2, ∆

(2)
1 = (0, p(2)),∆

(2)
2 = (p(2), 1),

а также для моделирования β(3) – равномерно распределенной случай-
ной величины в интервале (0, 1):

β(3) =


β(2)

p(2)
, если β(2) ∈ ∆

(2)
1 ,

β(2) − p(2)

1− p(2)
, если β(2) ∈ ∆

(2)
2 ,

и т. д. Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть задан набор {p(i)}, p(i) ∈ (0, 1), и построены
последовательности случайных величин {β(i)}:

β(1) = α, β(i+1) =


β(i)

p(i)
, если β(i) ∈ ∆

(i)
1 = (0, p(i)),

β(i) − p(i)

1− p(i)
, если β(i) ∈ ∆

(i)
2 = (p(i), 1),

и {η(i)}:
η(i) = vj , если β(i) ∈ ∆

(i)
j , j = 1, 2,

где α – равномерно распределенная случайная величина в интервале
(0, 1), i = 1, 2, . . . . Тогда для любого натурального k верно следующее:

1) случайные величины β(1), β(2), . . . , β(k+1) являются равномерно
распределенными в интервале (0, 1);
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2) случайные величины η(1), η(2), . . . , η(k) имеют распределение (2.3)

с параметрами p(1), p(2), . . . , p(k) соответственно;
3) случайные величины η(1),. . . , η(k), β(k+1) являются независимы-

ми.

Доказательство проводится методом математической индукции.
Основание индукции дают леммы 2.1 и 2.2. Индуктивный переход
для простоты обозначений покажем для k = 2. Случайные величины
β(1), β(2), β(3) являются равномерно распределенными в интервале (0, 1)

согласно их определению и лемме 2.1.
Случайные величины η(1), η(2) имеют распределение (2.3) с парамет-

рами p(1), p(2) соответственно согласно их определению.
При любом наборе (j1, j2,∆), где j1, j2 = 1, 2; ∆ ∈ (0, 1), имеем

P(η(1) = vj1 , η
(2) = vj2 , β

(3) ∈ ∆) =

= P
(
η(1) = vj1 , β

(2) ∈ ∆
(2)
j2
,
β(2)

p(2)
∈ ∆, β(2) ∈ ∆

(2)
1

)
+

+ P
(
η(1) = vj1 , β

(2) ∈ ∆
(2)
j2
,
β(2) − p(2)

1− p(2)
∈ ∆, β(2) ∈ ∆

(2)
2

)
=

= P(η(1) = vj1)P(η(2) = vj2 , β
(3) ∈ ∆) =

= P(η(1) = vj1)P(η(2) = vj2)P(β(3) ∈ ∆),

где учтена независимость случайных величин η(1) и β(2) (см. лемму 2.2),
а также независимость η(2) и β(3), которая доказывается аналогично
лемме 2.2. Из полученных соотношений следует независимость случай-
ных величин η(1), η(2), β(3). Таким образом, все утверждения теоремы
2.1 верны при k = 2. Случай k > 2 рассматривается аналогично. Теоре-
ма 2.1 доказана.

Изложенную выше методику можно обобщить для моделирования
независимых дискретных случайных величин {η(i)} с распределением

P(η(i) = v
(i)
j ) = p

(i)
j , j = 1, . . . ,M (i), M (i) <∞, (2.4)
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M(i)∑
j=1

p
(i)
j = 1, i = 1, 2, . . .

Теорема 2.2. Пусть заданы натуральные {M (i)}, наборы вероятно-

стей
∑M(i)

j=1
p

(i)
j = 1 и последовательности случайных величин {β(i)} и

{η(i)}:

β(i+1) =
β(i) −

∑j−1

l=1
p

(i)
l

p
(i)
j

, если β(i) ∈ ∆
(i)
j = (

j−1∑
l=1

p
(i)
l ,

j∑
l=1

p
(i)
l ),

η(i) = v
(i)
j , если β(i) ∈ ∆

(i)
j , j = 1, . . . ,M (i),

где β(1) = α – равномерно распределенная случайная величина в интер-
вале (0, 1), i = 1, 2, . . . Тогда для любого натурального k верно следую-
щее:

1) случайные величины β(1), β(2),. . . , β(k+1) являются равномерно
распределенными в интервале (0, 1);

2) случайные величины η(1), η(2), . . . , η(k) имеют распределение (2.4);
3) случайные величины η(1),. . . , η(k), β(k+1) являются незави-

симыми.

Приведенный специальный способ моделирования случайных вели-
чин является более экономичным, чем стандартные методы, при моде-
лировании последовательности дискретных случайных величин. C по-
мощью построенного способа можно моделировать последовательность
случайных величин с использованием лишь одного обращения к датчи-
ку псевдослучайных чисел.

Рассмотрим вопрос об ограничении на длину моделируемой последо-
вательности в предлагаемом способе численной реализации выборочных
значений случайных величин. Ограничение связано с тем, что в расче-
тах используют псевдослучайные числа, которые имеют конечное число
двоичных разрядов, и операция разделения псевдослучайного кода на
малоразрядные p(i) ухудшает свойства равномерности.

Алгоритмы, соответствующие теоремам 2.1 и 2.2, следует координи-
ровать с точностью вычисления значений α, а именно, если длина lk
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прообраза множества значений β(k) на множестве значений исходного
числа α меньше некоторой заданной подходящей величины ε, то следу-
ет заменить β(k) на независимое значение α. Так, в случае теоремы 2.1,
когда ηi = 1β(i)<p(i) , одним значением α можно пользоваться, пока

lk =
k∏
i=1

p̄i ≥ ε, p̄i =

p(i), если β(i) ∈ (0, p(i)),

1− p(i), если β(i) ∈ (p(i), 1).

А в случае теоремы 2.2, когда ηi = 1β(i)<∆̄(i) , одним значением α можно
пользоваться, пока

lk =
k∏
i=1

∆̄(i) ≥ ε, ∆̄(i) = |∆(i)
j |, если β(i) ∈ ∆

(i)
j , j = 1, . . . ,M (i), (2.5)

где ε – погрешность псевдослучайных чисел, обычно возникающая
вследствие конечной разрядности двоичных кодов. В случае lk < ε сле-
дует использовать новое независимое значение α.

При использовании для вычисления α метода вычетов [193] с чис-
лом двоичных разрядов, равным m, можно рекомендовать значение
ε = 2−m/2.

Следствие 1. В случае v1 = 1, v2 = 0 последовательность {η(i)}
является последовательностью независимых испытаний Бернулли с
параметрами {p(i)}, а случайная величина

N = min{n : η(n) = 1}

имеет обобщенное геометрическое распределение

P (N = k) = qk = p(k)
k−1∏
i=1

(1− p(i)), k = 1, 2, . . . (2.6)

Следствие 2. Предложенный в теореме 2.1 алгоритм моделиро-
вания обобщенного геометрического распределения (2.6) эквивалентен
стандартному методу моделирования распределения (2.6) на основе
равенства
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P(
k−1∑
n=1

qn ≤ α <
k∑

n=1

qn) = qk, k = 1, 2, . . . , (2.7)

где α – равномерно распределенная случайная величина в интервале
(0, 1).

Доказательство. Из следствия 1 видно, что η(1) = . . .= η(k−1) = 0,
η(k) = 1 при N = k. Следовательно, β(1) ∈ (p(1), 1), . . . , β(k−1) ∈
∈ (p(k−1), 1), β(k) ∈ (0, p(k)), а значит:

0 < β(k) =
β(k−1) − p(k−1)

1− p(k−1)
< p(k),

k−1∑
n=k−1

p(n)
n−1∏
i=k−1

(1− p(i)) < β(k−1) =

=
β(k−2) − p(k−2)

1− p(k−2)
<

k∑
n=k−1

p(n)
n−1∏
i=k−1

(1− p(i)),

. . .

k−1∑
n=1

p(n)
n−1∏
i=1

(1− p(i)) < α <
k∑

n=1

p(n)
n−1∏
i=1

(1− p(i))

или
k−1∑
n=1

qn ≤ α <
k∑

n=1

qn.

Следствие доказано.
Из приведенных выше выкладок видно, что одним значением α мож-

но пользоваться, пока lk = p(k)
∏k−1

i=1
(1− p(i)) превосходит допустимую

погрешность псевдослучайных чисел. В случае lk < ε следует использо-
вать новое независимое значение α.

Метод А.А.Сидорова.
Далее рассмотрим второй способ моделирования последовательно-

сти независимых «битов» с вероятностью p = 02p
(1)...p(m) (запись в дво-

ичной системе исчисления), названный в [188] методом А.А.Сидорова
(оригинальный источник в настоящее время не известен).

Если компьютер экономно реализует последовательности {ηk}, k =

1, 2, . . . , независимых стандартных случайных «битов» таких, что

67



P(ηk = 1) = P(ηk = 0) = 1/2, то с помощью логических операций на
этой основе можно получать последовательности бернуллиевских неза-
висимых случайных «битов» с

P(ηk = 1) = 02p
(1)... p(m) = p(1)2−1 + · · ·+ p(m)2−m,

где p(i) – значение i-го двоичного разряда, равное 0 или 1. Для этого
используется представление

ηk = α
(k)
1 δ[p(1)]α

(k)
2 δ[p(2)]... α(k)

m δ[p(m)]0, δ[x] =

∧, при x = 0,

∨, при x = 1,
(2.8)

причем αi – последовательность независимых случайных величин, рав-
номерно распределенных в (0, 1), записанных в двоичной системе ис-
числения αi = 02α

(1)
i ... α

(k)
i ..., i = 1, ...,m, а логические операции ∧ и ∨

реализуются следующим образом:

α
(k)
i

∧
α

(k)
j =

1, при α
(k)
i = α

(k)
j = 1,

0, иначе,

α
(k)
i

∨
α

(k)
j =

0, при α
(k)
i = α

(k)
j = 0,

1, иначе.

Алгоритм А. А. Сидорова особенно удобен для использования на
компьютерах типа квантовых (см., например, [284]), в которых преду-
смотрена реализация стандартных случайных «битов».

2.2. Алгоритмы моделирования пуассоновских
точечных ансамблей и их оптимизация

При моделировании пуассоновского точечного ансамбля рандоми-
зированным алгоритмом, плотность f(x) (2.2) может не допускать до-
статочно эффективного cтандартного алгоритма численного моделиро-
вания. В таких случаях можно использовать специальные алгоритмы
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суперпозиции или исключения, а так же их модификации [193]. Рассмот-
рим алгоритмы моделирования неоднородных пуассоновских точечных
ансамблей в случае сложной для моделирования плотности.

Рассмотрим два вида такой плотности:

I) существует мажоранта λ0(x) ≥ λ(x), x ∈ V , такая что плот-
ность

f0(x) =
λ0(x)

Λ0(V )
, x ∈ V (2.9)

допускает эффективный алгоритм моделирования;

II) функция интенсивности допускает «расслоение»:

λ(x) =
M∑
i=1

λi(x), (2.10)

и существуют эффективные алгоритмы моделирования плотно-
стей fi(x) = λi(x)/Λi.

Алгоритмы, использующие свойства пуассоновских точеч-
ных ансамблей

1. В случае (I) существования мажоранты можно построить следую-
щий алгоритм моделирования неоднородного пуассоновского точечного
ансамбля, использующий свойство «прореживания».

«Алгоритм исключения из реализации ансамбля»:

– реализуется значение k случайной величины ν0(V ), распределен-
ной по закону Пуассона с параметром Λ0(V ) =

∫
V
λ0(y)dy;

– реализуются точки x1, . . . , xk в области V независимо соответ-
ственно плотности (2.9);

– точки xi последовательно исключаются с вероятностями pi =

= 1− λ(xi)

λ0(xi)
, i = 1, . . . , k.

Вычислим S – трудоемкость этого алгоритма. Его вычислительные
затраты равны
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s =
ν0∑
i=1

(s
(i)
λ0

+ tr) + t
(0)
Π ,

где s(i)
λ0

– случайные вычислительные затраты на моделирование i-й слу-
чайной точки, распределенной с плотностью (2.9), tr – затраты на «по-
пытку» исключения точки, а t(0)

Π – затраты на моделирование случайной
величины ν0, распределенной по закону Пуассона с параметром Λ0(V ).
Используя тождество Вальда, отсюда получаем

S = Es = Λ0(Tλ0
+ Tr) + T

(0)
Π , Tλ0

= Es
(i)
λ0
, Tr = Etr, T

(0)
Π = Et

(0)
Π .

2. В случае (II) «расслоения» функции интенсивности можно ис-
пользовать свойство «суперпозиции» пуассоновских точечных ансам-
блей.

«Алгоритм суперпозиции ансамблей»:

– для i = 1, . . . ,M < +∞

• реализуется значение ki случайной величины, распределен-
ной по закону Пуассона с параметром Λi(V ) =

∫
V
λi(y)dy;

• реализуются точки x1, . . . , xki в области V независимо со-

ответственно плотности fi(x) =
λi(x)

Λi(V )
;

– объединяются все полученные точки (это дает реализацию пуас-
соновского точечного ансамбля с интенсивностью λ(x) в области
V ).

Этот алгоритм можно использовать и в случаеM = +∞, однако для
этого требуется выделить в (2.10) достаточно малый «остаток»:

λ(x) =
∞∑
i=1

λi(x) =
N∑
i=1

λi(x) +
∞∑

i=N+1

λi(x) = λ(1)(x) + λ(2)(x)

и для моделирования ансамбля с интенсивностью λ(2)(x) использовать
специальный, возможно, сложный алгоритм.

Теперь определим трудоемкость алгоритма использования суперпо-
зиции ансамблей при M < +∞:

70



s =
M∑
j=1

( νj∑
i=1

s
(i)
λj

+ t
(j)
Π

)
,

где s(i)
λj

– затраты на моделирование i-й случайной точки, распреде-

ленной с плотностью fj(x) = λj(x)/Λj(V ), а t
(j)
Π – затраты на моде-

лирование случайной величины νj , распределенной по закону Пуас-
сона с параметром Λj(V ). Используя тождество Вальда, отсюда
получаем

S = Es =
M∑
j=1

(ΛjTλj + T
(j)
Π ), Tλj = Es

(i)
λj
, T

(j)
Π = Et

(j)
Π .

Заметим, что в построенном «алгоритме суперпозиции ансамблей»
невозможно использовать модифицированный метод суперпозиции.

Алгоритмы, использующие специальные методы моделиро-
вания распределений. В случае (I) существования мажоранты мож-
но использовать мажорантный метод исключения для моделирования
распределения с плотностью (2.2). Получаем следующий алгоритм мо-
делирования неоднородного пуассоновского точечного ансамбля.

«Алгоритм мажорантного метода исключения»:
– реализуется значение k случайной величины ν(V ), распределенной
по закону Пуассона с параметром Λ(V ) =

∫
V
λ(y)dy;

– реализуются точки x1, . . . , xk в области V независимо соответ-
ственно плотности (2.2) мажорантным методом исключения с
мажорантой λ0(x).

Для этого алгоритма имеем:

s =
ν∑
i=1

s
(i)
λ + tΠ,

где s(i)
λ – случайные вычислительные затраты на моделирование i-й слу-

чайной точки, распределенной с плотностью (2.2), tΠ – затраты на моде-
лирование случайной величины ν, распределенной по закону Пуассона
с параметром Λ(V ).

Учитывая трудоемкость мажорантного метода исключения, отсюда
получаем
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S = Es = Λ
Λ0

Λ
(Tλ0 + Tr) + TΠ = Λ0(Tλ0 + Tr) + TΠ,

где TΠ – трудоемкость моделирования случайной величины ν, распре-
деленной по закону Пуассона с параметром Λ(V ); Tλ0 – трудоемкость
моделирования случайной точки, распределенной с плотностью (2.9);
Tr – трудоемкость исключения точки.

Поскольку Λ(V ) ≤ Λ0(V ), то TΠ ≤ T 0
Π. Таким образом, трудоемкость

этого алгоритма несколько меньше, чем трудоемкость «алгоритма ис-
ключения из реализации ансамбля». Использование в обоих алгоритмах
модифицированного метода исключения одинаково улучшает оба алго-
ритма.

В случае (II) «расслоения» функции интенсивности можно исполь-
зовать метод суперпозиции для моделирования распределения с плотно-
стью f(x). Таким образом, в данном случае имеем следующий алгоритм
моделирования неоднородного пуассоновского точечного ансамбля с ис-
пользованием суперпозиции распределений.

«Алгоритм суперпозиции распределений»:

– реализуется значение k случайной величины, распределенной по
закону Пуассона с параметром Λ(V ) =

∫
V
λ(y)dy;

– реализуются точки x1, . . . , xk в области V независимо с плотно-
стью (2.2) методом суперпозиции.

Определим трудоемкость алгоритма использования суперпозиции
распределений:

s =
ν∑
i=1

M∑
j=1

pjs
(i)
λj

+ tΠ,

где s(i)
λj

– затраты на моделирование i-й случайной точки, распределен-
ной с плотностью fj(x) = λj(x)/Λj(V ), а tΠ – затраты на моделирование
случайной величины ν, распределенной по закону Пуассона с парамет-
ром Λ(V ).

Учитывая, что pj = Λj(V )/Λ(V ), получаем
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S = Es =
M∑
j=1

ΛjTλj + TΠ, Tλj = Es
(i)
λj
, TΠ = EtΠ.

Поскольку TΠ ≤
∑M

j=1
T

(j)
Π , то трудоемкость этого алгоритма несколько

меньше, чем трудоемкость «алгоритма суперпозиции ансамблей».
Уменьшить трудоемкость «алгоритма суперпозиции распределений»

можно, используя модифицированный метод суперпозиции.
Кроме того, алгоритм использования суперпозиции распределений

непосредственно применим и при M = +∞.
Приближенное «цифровое» моделирование пуассоновских

точечных ансамблей
Построим приближенный алгоритм моделирования пуассоновских

точечных ансамблей [69]. Для простоты изложения приближенного ал-
горитма в качестве области V рассмотрим ограниченное множество
Ln = [0, a]n ⊂Rn, т. е. V – гиперкуб в n-мерном евклидовом простран-
стве.

Для построения приближенной модели пуассоновского точечного ан-
самбля X(V ) с кусочно-непрерывной функцией интенсивности λ(x) об-
ласть V разобьем прямоугольной сеткой с ячейками объема ∆V , центры
которых обозначим

{xi}, i = 1, ..., n∆(V ),

где n∆(V ) – число ячеек внутри области V . В каждой ячейке независи-
мо реализуются точки xi с вероятностями λ(xi)∆V , т. е. с вероятностью
1−λ(xi)∆V ячейка номера i остается пустой. Полученный таким обра-
зом случайный ансамбль точек X∆(V ) назовем ∆V -пуассоновским.

Пусть λ(x) ≤ λ0 ∀ x ∈ V . Алгоритм приближенного моделирова-
ния пуассоновского точечного ансамбля с функцией интенсивности λ(x)

конструируется следующим образом:

1) задается прямоугольная сетка с ячейками объема ∆V , причем чис-
ло ячеек равно n∆(V );

2) моделируются независимые бернуллиевские случайные величины
{ηi} с параметром p = λ0∆V , i = 1, . . . , n∆(V ); при этом ηi = 1
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означает, что точка xi (центральная точка i-й ячейки) реализова-
на;

3) точки, в которых ηi = 1, с вероятностью pi = 1− λ(xi)/λ0 исклю-
чается;

4) из оставшихся точек строится требуемая реализация ∆V -
пуассоновского точечного ансамбля:

X∆(V ) = (x1, . . . , xν∆(V )), ν∆(V ) ≤ n∆(V ).

Последовательность исключений в этом алгоритме целесообразно
моделировать, используя одно значение случайного числа α, как указа-
но в теореме 2.1.

Прежде чем перейти к доказательству слабой сходимости ∆V -
пуассоновского точечного ансамбля X∆(V ) к пуассоновскому точечно-
му ансамблю X(V ) с данной интенсивностью λ при ∆V → 0, введем
некоторые определения и обозначения.

Определение 2.1 [115]. Случайные элементы ξn называются сходя-
щимися по распределению к ξ (ξn

D−→ ξ), если слабо сходятся распреде-
ления Pξn ⇒ Pξ при n→∞.

Для случайных мер в евклидовом пространстве данное определение
эквивалентно следующему [115].

Определение 2.2 [115]. Случайные меры ξ1, ξ2, ξ3, .. на V слабо схо-
дятся к случайной мере ξ (ξn

D−→ ξ), если

(ξn(B1), ξn(B2), ..., ξn(Bl))
D−→ (ξ(B1), ξ(B2), ..., ξ(Bl))

для любых ограниченных подобластей B1, ..., Bl ⊂ V , l ∈ N.

Случайное число точек рассматриваемого ∆V -пуассоновского то-
чечного ансамбля в подобласти B обозначим ν∆(B), B ⊂ V . Согласно
построению:
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ν∆(B) =
n∆(B)∑
i=1

ζi; P(ζi = 1) = λ(xi)∆V, P(ζi = 0) = 1− λ(xi)∆V,

причем случайные величины {ζi} независимы.
Отметим, что совокупность {ν∆(B), B ⊂ V } определяет случайную

точечную меру ν∆ на V .
Справедливы следующие утверждения для построенного ∆V -

пуассоновского точечного ансамбля.

Лемма 2.3. Случайное число точек ∆V -пуассоновского точечного ан-
самбля в произвольной подобласти B ⊂ V слабо сходится к ν(B) при
∆V → 0, т. е. ν∆(B)

D−→ ν(B), где

P(ν(B) = k) = e−Λ(B) Λ(B)k

k!
, k = 0, 1, ...

Доказательство осуществляется методом производящих функций по
аналогии с [148].

Теорема 2.3. Случайный ∆V -пуассоновский точечный ансамбль
X∆(V ) слабо сходится к пуассоновскому точечному ансамблю X(V )

интенсивности λ при ∆V → 0.

Доказательство. Пусть B1, ..., Bl – совокупность областей из V .
Будем полагать, что области не пересекаются (так как всегда можно
перейти от пересекающихся областей к не пересекающимся с увеличе-
нием их числа). Тогда случайные величины {ν∆(Bi)} являются незави-
симыми и на основании леммы 2.3(

ν∆(B1), ν∆(B2), ..., ν∆(Bl)
)

D−→
(
ν(B1), ν(B2), ..., ν(Bl)

)
, ∀l ∈ N.

Отсюда (см. [115]) следует слабая сходимость случайных мер: ν∆
D−→ ν,

т. е. слабая сходимость случайного ∆V -пуассоновского точечного ансам-
бля X∆(V ) к пуассоновскому точечному ансамблю X(V ), при ∆V → 0.
Теорема 2.3 доказана.
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Можно построить следующий экономичный способ построения
«цифрового» ∆V -пуассоновского точечного ансамбля. Пусть λ0 – кон-
станта с конечным числом двоичных разрядов и

p = λ0∆V = λ02−k(∆V ) = 02p
(1)...p(m), k(∆V ) ∈ N, (2.11)

где k(∆V ) � | ln(∆V )| и m = k(∆V ) + C = O(k(∆V )). Тогда, если в п.
2 алгоритма моделирование {ηi} производить на основе представлений
(2.8), то моделирование ∆V -ансамбля осуществляется с трудоемкостью
порядка O

(
| ln(∆V )|

)
.

Отметим, что рассматриваемая слабая сходимость точечных слу-
чайных мер означает слабую сходимость распределений функционалов
вида ∫

V
f(x)ν∆(dx),

где f(x) – непрерывная неотрицательная функция [115].
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2.3. Алгоритмы моделирования пуассоновских
точечных потоков и их оптимизация

Построенные алгоритмы моделирования пуассоновских точечных
ансамблей можно использовать для моделирования общего пуассонов-
ского процесса и пуассоновских точечных потоков.

Также известно [225], что для пуассоновского процесса плотность
вероятности временных интервалов между соседними точками являет-
ся экспоненциальной. Поэтому обычно пуассоновский процесс строят,
пользуясь экспоненциальным распределением.

Интенсивность λ(t), t > 0, пуассоновского процесса определяет обоб-
щенное экспоненциальное распределение времени ожидания τ следую-
щей точки после точки t′:

f(u|t′) = λ(t′ + u) exp(−
∫ u

0
λ(t′ + s)ds), u > 0, λ(u) > 0. (2.12)

Так называемый метод «максимального сечения» (метод выравни-
вания) используется для решения ряда прикладных задач, математи-
ческие модели которых связаны с неоднородными пуассоновскими про-
цессами [179, 193, 227]. Этот метод был сформулирован и обоснован в
работе [278] для случая постоянной мажоранты (т. е. для постоянного
максимального сечения).

Предположим, что

λ(t) ≤ λm(t) < c < +∞,
∫ ∞

0
λ(t)dt = +∞.

Для выполнения последнего равенства в задачах теории переноса ча-
стиц ограниченную среду дополняют до бесконечной абсолютным по-
глотителем, для которого λ ≡ λcapture > 0 [193, стр. 258].

Символами α, α1, α2,... будем обозначать независимые случайные
числа, равномерно распределенные в интервале (0, 1).

Запишем метод максимального сечения в общем случае пе-
ременной мажоранты. Пусть ζn =

∑n

k=1
ξk, где ξk – последователь-

ность случайных величин, распределенных с условными плотностями
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fm(u|t′, ζk−1) = λm(t′ + ζk−1 + u) exp(−
∫ u

0
λm(t′ + ζk−1 + s)ds),

и пусть

N = min{n : αn ≤ λ(t′ + ζn)/λm(t′ + ζn)}, τ = ζN . (2.13)

Тогда τ имеет обобщенное экспоненциальное распределение с плотно-
стью (2.12).

Свойство «прореживания» пуассоновских точечных ансамблей дает
обоснование сформулированного алгоритма, так как «прореживание»
с вероятностью 1− λ(t)/λm(t) пуассоновского точечного потока интен-
сивности λm(t) дает пуассоновский точечный поток интенсивности λ(t),
для которого время ожидания τ распределено обобщенно экспоненци-
ально с плотностью (2.12).

Нетрудно видеть, что в алгоритме максимального сечения для фик-
сированной последовательности ζ = {ζk} реализуется условное обоб-
щенное геометрическое распределение с вероятностями:

qn = P(N = n | ζ) =
λ(t′ + ζn)

λm(t′ + ζn)

n−1∏
k=1

(
1− λ(t′ + ζk)

λm(t′ + ζk)

)
.

Такое распределение более экономно реализуется стандартным методом
[193], сравнительно с соотношением (2.13).

В этом параграфе используется обозначение pn вместо p(n).

Лемма 2.4. Для геометрического распределения (2.6) выполняется
равенство

k∑
n=1

qn = 1−
k∏

n=1

(1− pn).

Доказательство проводится методом математической индукции.
Основание индукции легко проверяется при n = 2:

2∑
n=1

qn = p1 + p2(1− p1) = 1− (1− p1)+

+ p2(1− p1) = 1− (1− p1)(1− p2) = 1−
2∏
k=1

(1− pk).

Допустим, что лемма верна для k. Докажем, что она верна и для k+ 1:
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k+1∑
n=1

qn = qk+1 +
k∑

n=1

qn = pk+1

k∏
n=1

(1− pn) + 1−
k∏

n=1

(1− pn) =

= 1− (1− pk+1)
k∏

n=1

(1− pn) = 1−
k+1∏
n=1

(1− pn).

Лемма 2.4 доказана.
Дополнительно заметим, что в связи с моделированием обобщенного

геометрического распределения для детерминированных вероятностей
можно сформулировать следующее утверждение.

Лемма 2.5. Если
∞∑
n=1

n−1∏
k=1

(1− pk) < +∞,

то для распределения (2.6) имеем EN ≤ EN2 < +∞.

Доказательство. Соотношение EN < +∞ здесь следует из равен-
ства

∞∑
n=1

npn
n−1∏
k=1

(1− pk) =
∞∑
k=1

∞∑
r=k

pr
r−1∏
i=1

(1− pi) =
∞∑
n=1

n−1∏
k=1

(1− pk).

Соотношение EN2 < +∞ доказывается аналогично, путем изменения
порядка суммирования в соответствующей сумме. Лемма 2.5 доказана.

Для метода максимального сечения это означает, что в соотношении
(2.13), с учетом выражения величины

∑
qk и леммы 2.4, можно перейти

к равенству [69]

N = min{n : 1− α >
n∏
k=1

(1− λ(t′ + ζk)

λm(t′ + ζk)
)}. (2.14)

Модифицированный метод максимального сечения (2.14) ис-
пользует одно псевдослучайное число и поэтому является более эконо-
мичным, так как псевдослучайное число α реализуется на ЭВМ с ис-
пользованием большого числа арифметических операций. Кроме того,
уменьшение количества используемых значений α снижает конструк-
тивную размерность алгоритма, связанную с многомерной равномер-
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ностью используемых псевдослучайных чисел [220]. Условия, обеспечи-
вающие контроль допустимой погрешности при моделировании моди-
фицированным методом максимального сечения (2.14), подробно рас-
смотрены в разделе, посвященном специальному способу моделирова-
ния дискретных случайных величин.

Приближенные алгоритмы моделирования пуасcоновского
процесса.

Неоднородный пуассоновский процесс P (t) интенсивности λ(t) обла-
дает следующим свойством ординарности:

P
(
P (t+ h)− P (t) = 1

)
= λ(t)h+ o(h), h→ 0.

Пусть задана равномерная сетка {tk} (t0 = 0, tk = kh, tk ≤ T ).
Алгоритм моделирования соответствующего пуассоновского точеч-

ного потока на основе свойства ординарности состоит в следующем.
Алгоритм 1 (на основе свойства ординарности ). В каждом

узле равномерной временной сетки {tk}

1) моделируется αk — случайная величина, имеющая равномерное
распределение в интервале (0, 1) и проверяется вероятностное
условие:

αk ≤ λ(tk)h, (2.15)

2) если условие (2.15) выполнено, то узел tk является точкой моде-
лируемого пуассоновского потока.

Можно оптимизировать этот алгоритм, используя экономичный спо-
соб моделирования случайных величин, рассмотренный выше. Опти-
мизация алгоритма позволяет уменьшить трудоемкость вычислений в
результате уменьшения числа вызовов генератора псевдослучайных чи-
сел.

Алгоритм 2 (оптимизация алгоритма 1):

0) моделируется α — случайная величина, имеющая равномерное
распределение в интервале (0, 1); k := 1, β(k) = α;

1) p(k) = λ(tk)h, проверяется условие
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β(k) ≤ p(k), (2.16)

и полагается

β(k+1) =


β(k)

p(k)
, если β(k) < p(k),

β(k) − p(k)

1− p(k)
, если β(k) > p(k);

2) если условие (2.16) выполнено, то узел tk является точкой моде-
лируемого пуассоновского потока;

3) k:=k+1. Если tk < T , то идем на 1), иначе STOP.

Условия, обеспечивающие контроль допустимой погрешности при
моделировании алгоритмом 2, подробно рассмотрены в параграфе 2.1.
Сравнение этих алгоритмов и проверка статистической адекватности
алгоритма 2 проведены в главе "Решение тестовых и прикладных за-
дач".
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2.4. Алгоритмы моделирования общего
пуассоновского процесса

Если математическая модель задана СДУ с пуассоновской
составляющей, то при численном решении требуется моделировать об-
щий пуассоновский процесс.

Рассмотрим целочисленную случайную пуассоновскую меру ν на
пространстве V = R+ × Γ, с мерой интенсивности Λ и характеристи-
ческой мерой Π:

P (ν(Ũ) = k) = e−Λ(Ũ) (Λ(Ũ))k

k!
, k = 0, 1, 2, ..., (2.17)

Eν(Ũ) = Λ(Ũ) ==

>∫
0

Π(t,B)dt, Π(t,B)=
∫
B

π(t, θ)dθ, S=[0,T]×B ⊂ R+×Γ.

Эту случайную пуассоновскую меру ν можно идентифицировать с об-
щим пуассоновским процессом на пространстве R+ × Γ с интенсивно-

стью π(t, θ) и мерой интенсивности Λ(S) =
∫ >

0

∫
B
π(t, θ)dθdt (если π не

зависит от t, то пуассоновская мера называется однородной). Для про-
стоты применения перепишем некоторые построенные в предыдущих
параграфах алгоритмы моделирования пуассоновских ансамблей в обо-
значениях, принятых для СДУ с пуассоновской составляющей (1.62).
При решении СДУ реализация общего пуассоновского процесса (t1, θ1),
. . . , (tk−1, θk−1), ..., задает моменты разрывов решения и величину раз-
рывов.

Алгоритмы моделирования общего пуассоновского
процесса на V = [0, T ] × Γ с мерой интенсивности

Λ(V ) =
∫ >
0

∫
Γ
π(t, θ)dθdt.

Метод 1:

1) моделируем значение k случайной величины ξ(V ), распределенной

по закону Пуассона (2.17) с параметром Λ(V ) =
∫ >

0
Π(t,Γ)dt (для

однородной пуассоновской меры Λ(V ) = Π(Γ)T );
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2) моделируем k точек в области V независимо с плотностью

p(t, θ) =
π(t, θ)

Λ(V )

(
для однородной пуассоновской меры p(t) =

1

T
,

где t ∈ [0, T ]; p(θ) =
π(θ)

Π(Γ)
, где θ ∈ Γ

)
.

В случае, если плотность p(θ, t) трудна для моделирования, но су-
ществует мажоранта π0(t, θ) ≥ π(t, θ) и для плотности

p0(t, θ) =
π0(t, θ)

Λ0(V )
, Λ0(V ) =

∫ T

0

∫
Γ
π0(t, θ)dθdt

существует эффективный алгоритм моделирования, то запишем еще
два метода. Обозначим

Π(t,Γ)=
∫

Γ
π(t, θ)dθ, λ0(t) = Π0(t,Γ)=

∫
Γ
π0(t, θ)dθ, t∈ [0, T ].

Метод 2 (исключение из реализаций ансамбля):

1) моделируем значение k случайной величины ξ0(V ), распределен-
ной по закону Пуассона (2.17) с параметром Λ0(V );

2) моделируем k точек t01, . . . , t
0
k в области [0, T ] независимо с плот-

ностью p(t) =
Π0(t,Γ)

Λ0(V )
;

3) точки t0i последовательно исключаются с вероятностями pi = 1−

− Π(t0i ,Γ)

Π0(t0i ,Γ)
, i = 1, . . . , k;

4) в оставшихся точках t01, . . . t0l , l ≤ k, моделируем θ0
i независимо с

плотностью p(θ | t0i ) =
π(t0i , θ)

Π(t0i ,Γ)
, i = 1, . . . , l, где y ∈ Γ.

В методе 1 и в методе 2 при решении СДУ нужно упорядочить вре-
менные точки.

Пуассоновскую случайную меру ν([0, t] × Γ) как функцию времени
можно рассматривать как неоднородный пуассоновский процесс интен-
сивности

λ(t) = Π(t,Γ) =
∫

Γ
π(t, θ)dθ. (2.18)
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Сформулируем алгоритм, использующий модифицированный ме-
тод максимального сечения, для моделирования общего пуассоновского
процесса, идентифицированного с пуассоновской мерой.

Метод 3 (использование модифицированного метода макси-
мального сечения). Если смоделирована реализация общего пуассо-
новского процесса (t1, θ1), . . . , (tk−1, θk−1), где t1, . . . , tk−1 – упорядочен-
ная последовательность моментов времени, то моделирование (tk, θk)

осуществляется по алгоритму:
пусть ζn =

∑n

i=1
ηi, где ηi - последовательность независи-

мых случайных величин, распределенных с условными плотностями:
f0(u|t′, ζi−1) = λ0(tk−1 + ζi−1 + u) exp(−

∫ u

0
λ0(t′ + ζi−1 + s)ds) и пусть

N = min{n : 1− α >
n∏
i=1

(
1− λ(tk−1 + ζi)

λ0(tk−1 + ζi)

)
},

где α – равномерно распределенная в (0, 1) случайная величина. Тогда
tk = tk−1 + ζN , а случайная величина θk моделируется независимо с
плотностью p(θ | tk) = π(tk, θ)/λ(tk), где θ ∈ Γ.

В случае однородной пуассоновской меры, а также в случае зависи-
мости от времени, методы 1–3 не вносят дополнительной погрешности
в решение СДУ.

Особо отметим, что если при решении СДУ требуется моделирова-
ние общего пуассоновского процесса, идентифицированного с пуассо-
новской случайной мерой, зависящей от времени, от вектора фазовых
координат y(t), то во всех рассмотренных алгоритмах функция интен-
сивности и характеристическая мера так же зависят от времени и от
вектора фазовых координат

λ(t,y(t)) = Π(t,y(t),Γ) =
∫

Γ
π(t,y(t), θ)dθ. (2.19)

Слабая сходимость полученного приближенного пуассоновского ан-
самбля доказывается аналогично теореме 2.3.

84



Глава 3

Статистические алгоритмы моделирования
систем со случайной структурой

Системы со случайной структурой (ССС) являются важной обла-
стью применения численных методов решения стохастических диффе-
ренциальных уравнений (СДУ). Систематическое изложение теории си-
стем со случайной структурой и методов их анализа дано в работе И.Е.
Казакова, В.М. Артемьева, В.А. Бухалева «Анализ систем со случайной
структурой» [143]. В диссертации будет использована терминология и
обозначения из этой книги.

3.1. Постановка задачи анализа ССС

Под системами со случайной (переменной) структурой, заданной
стохастическими дифференциальными уравнениями понимаются ди-
намические системы, поведение которых на случайных интервалах вре-
мени характеризуется различными структурами и описывается различ-
ными уравнениями [96,143,145,157].

К системам со случайной структурой относятся:

• системы поиска, захвата и сопровождения сигнала;

• системы, имеющие срыв управления или слежения;

• системы с периодическим случайным повторением процессов по-
иска, захвата, срыва управления;

• системы управления, в которых связи между функциональными
элементами меняются в зависимости от состояния (системы с пе-
ременной структурой управляющего устройства);
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• системы с возможными нарушениями, в которых возможен слу-
чайный отказ функционирования некоторых цепей в случайные
моменты времени.

Рассмотрим процесс [y(t), s(t)]>, где s(t) – дискретный случайный
процесс с конечным множеством состояний {1, 2, . . . , S}, S – число
структур системы, а y(t) – ny-мерный непрерывный случайный процесс,
описываемый при условии s(t) = l стохастическим дифференциальным
уравнением в форме Стратоновича [145]:

dy(t) = a(l)(t,y(t))dt+ σ(l)(t,y(t)) ◦ dw(t), y(t0) = y0, (3.1)

или в эквивалентной форме Ито:

dy(t) = f (l)(t,y(t))dt+ σ(l)(t,y(t))dw(t), y(t0) = y0. (3.2)

Здесь t ∈ [t0, T ]; w(t) – nw-мерный стандартный винеровский процесс,
не зависящий от y0; a(l)(t,y), f (l)(t,y) : [t0, T ]×Rny → Rny – вектор-
функции размера ny, связанные соотношением [225]

f
(l)
i (t,y) = a

(l)
i (t,y) +

1

2

ny∑
j1=1

nw∑
j2=1

∂σ
(l)
ij2

(t,y)

∂yj1
σ

(l)
j1j2

(t,y), i = 1, . . . , n,

σ(l)(t,y) – матричная функция размера ny × nw; l – номер структуры,
l = 1, 2, . . . , S.

Заметим, что если σ(l)(t,y) не зависит от y, то функции f (l)(t,y) и
a(l)(t,y) совпадают. В этом случае не будем оговаривать, в каком смысле
понимается уравнение, описывающее процесс y(t).

Состояние системы характеризуется смешанным процессом
[y(t), s(t)]>. Вектор фазовых координат y(t) для каждой структу-
ры является многомерным марковским случайным процессом, а номер
структуры s(t) – дискретным целочисленным процессом с конечным
числом состояний. Процесс s(t) может быть марковским или условно
марковским, зависящим от вектора y(t).

По принятой в [145] терминологии s(t) называется процессом смены
структуры, процесс [y(t), s(t)]> – процессом со случайной структурой.
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Кроме того, при фиксированном t ∈ [t0, T ] будем называть y(t) векто-
ром состояния, а [y(t), s(t)]> – расширенным вектором состояния.

Совместная плотность вероятности p(t,y) вектора [y(t), s(t)]> имеет
вид

p(t,y) =
S∑
l=1

p∗(l)(t,y), p∗(l)(t,y) = P(l)(t)p(l)(t,y), l = 1, 2, . . . , S, (3.3)

где

P(l)(t) =
∫
Rny

p∗(l)(t,y)dy, l = 1, 2, . . . , S, (3.4)

– веpоятность того, что система находится в l-м состоянии в момент
времени t; p(l)(t,y) – условная функция плотности фазовых координат
системы при s(t) = l, нормированная к единице. Взвешенная условная
плотность вероятности непоглощенных реализаций p∗(l)(t,y) не норми-
рована к единице, но удовлетворяет следующему условию нормировки:

S∑
l=1

∫
Rny

p∗(l)(t,y)dy = 1, t ∈ [t0, T ]. (3.5)

Здесь и в дальнейшем * означает, что отсутствует нормировка, т. е.
речь идет о непоглощенных реализациях.

Переход системы из l-го в r-е состояние характеризуется функциями
поглощения реализаций v∗lr(t,y), v∗ll(t,y) = 0, l, r = 1, ..., S. Восстановле-
ние l-го состояния характеризуется функциями восстановления u∗rl(t,y),
u∗ll(t,y) = 0, l, r = 1, ..., S. Эти функции связаны зависимостью

u∗rl(t,y) = αrl(t,y)v∗rl(t,y).

При αrl(t,y) = 1 происходит восстановление реализаций без потерь.
Разные задания функций поглощения и восстановления определяют

разные типы систем со случайной структурой.
Обобщенное уравнение Фоккера –Планка –Колмогорова для одно-

мерной функции плотности вероятности p∗(l)(t,y) для каждого l-го со-
стояния системы с учетом поглощения реализаций имеет вид [143]
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∂p∗(l)(t,y)

∂t
= −divπ∗(l)(t,y)−

S∑
r=16=l

v∗lr(t,y) +
S∑

r=1 6=l
u∗rl(t,y),

p∗(l)(t,y)
∣∣∣
t=t0

= p
∗(l)
0 (y), (3.6)

где p∗(l)0 (y) – функция плотности вероятности распределения фазовых
координат y0 в начальный момент времени t0, π∗(l)(t,y) – вектор плот-
ности потока вероятности непоглощенных реализаций с компонентами

π
∗(l)
k (t,y) =

[
a

(l)
k (t,y) +

1

2

ny∑
i=1

nw∑
j=1

∂σ
(l)
kj

∂yi
σ

(l)
ij

]
p∗(l)(t,y)−

− 1

2

ny∑
j=1

∂

∂yj
[B

(l)
kj p
∗(l)
1 (t,y)], (3.7)

B(l) = σ(l)σ(l)>. Для ноpмиpованной одномерной функции плотности
вероятности

p(l)(t,y) =
p∗(l)(t,y)

P(l)(t)

имеет место уравнение

∂p(l)(t,y)

∂t
= −divπ(l)(t,y)− Ṗ

(l)
(t)

P(l)(t)
p(l)(t,y)−

S∑
r=1

vlr(t,y)+

+
S∑
r=1

P(r)(t)

P(l)(t)
url(t,y), p(l)(t,y)

∣∣∣
t=t0

= p
(l)
0 (y), (3.8)

где vlr, url, π(l) – ноpмированные функции поглощения, восстановления
и плотности потока вероятности:

vlr =
v∗lr
P(l)

, url =
u∗rl
P(r)

, π(l) =
π∗(l)

P(l)
.

Дифференциальные уравнения для функций P(l)(t) имеют вид

Ṗ
(l)

(t) = −
S∑

r=16=l

∫
Rny

v∗lr(t,y) dy +
S∑

r=16=l

∫
Rny

u∗rl(t,y) dy, (3.9)

или
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Ṗ
(l)

(t) = −P(l)
S∑

r=16=l
Flr(t) +

S∑
r=16=l

P(r)Rlr(t), P(l)(t0) = Pl0,

где Flr(t) =
∫
Rny

vlr(t,y)dy, Rrl(t) =
∫
Rny

url(t,y)dy – нормированные
потоки поглощения и восстановления соответственно.

Эти уравнения также определяют функции плотности вероятности
распределения времени перехода из l-го состояния

p(l)(t) = Ṗ
(l)

(t)sign(Ṗ
(l)

(t)).

Построенные в диссертации численные методы решения СДУ и ал-
горитмы моделирования пуассоновских ансамблей применимы для ре-
шения разные типов систем со случайной структурой.

Классификация систем со случайной структурой.
1. Системы с сосредоточенными переходами.
В инженерной практике, навигации, робототехнике возникают зада-

чи комплексной автоматизации управления на различных этапах. Каж-
дый из этих этапов может резко отличаться по характеру движения объ-
екта управления и описываться различными уравнениями. В частности,
некоторые фазовые координаты объекта управления на разных этапах
имеют или должны иметь значения, принадлежащие определенной об-
ласти фазового пространства. Автоматизация таких процессов достига-
ется с помощью комбинированных систем управления. Переход от одной
системы к другой должен совершаться автоматически при попадании
определенных фазовых координат в заданную область. В параграфе 3.5
описаны алгоритмы решения cистем с сосредоточенными переходами.
В параграфе 4.4.3 приведены сравнительные численные расчеты стати-
стическим алгоритмом и методом гауссовой аппроксимации.

2. Системы с разделением времени.
Если имеется S объектов и в каждый момент времени идет управле-

ние только одним объектом. Системы с разделением времени задаются
плотностями распределений случайных промежутков времени между
переходами из одной структуры в другую. Алгоритм решения этих си-
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стем описан в параграфе 3.4, а в параграфе 4.5 просчитана задача о
влиянии приоритета на качество управления.

3. Системы со случайным периодом квантования сигналов
во времени.

Среди различных способов применения радиоизотопных измерите-
лей большое место занимают локационные системы, предназначенные
для измерения параметров, определяющих пространственное положе-
ние объекта, таких как угловые координаты, дальность, углы ориен-
тации. Если в течение времени эти параметры изменяются и система
измеряет их с заданной степенью точности, она называется следящей.
Радиоизотопные локационные следящие системы используются в кос-
мической технике в задачах стыковки сближающихся аппаратов, в ро-
бототехнике, при управлении атомными энергетическими установками
и в ряде других случаев.

Системы со случайным периодом квантования можно описать стоха-
стическими дифференциальными уравнениями с пуассоновской состав-
ляющей [98, 145] c пуассоновской мерой, зависящей от вектора состо-
яния. Причем очень часто эта зависимость не может быть перенесена
в коэффициенты. В параграфе 4.6 проведены сравнительные расчеты
построенных статистических алгоритмов.

4. Системы с распределенными переходами (switching
diffusion)

Это важный класс систем со случайной структурой, имеющих
несколько состояний. Переход системы из одного состояния в другое
случаен, т. е. совершается в случайные моменты времени. Если переход
не зависит от значений фазовых координат системы, то это системы с
распределенными независимыми переходами. Моменты перехода обла-
дают свойствами ординарности, отсутствием последействия и вероят-
ностью перехода из l-й структуры к r-й за малый интервал ∆t.

На основе построенных численных методов решения стохастических
дифференциальных уравнений и разработанных алгоритмов моделиро-
вания пуассоновских процессов, будут построены статистические ал-
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горитмы решения систем со случайной структурой с распреденными
переходами. Эти алгоритмы описаны в параграфе 3.3. В параграфе
4.4 проведен сравнительный анализ построенного статистического ал-
горитма со спектральным методом на задаче анализа системы стаби-
лизации малого искусственного спутника, находящегося под действием
гравитационного и управляющего моментов, с учетом возможного от-
каза управляющего устройства. В параграфе 4.7 проведены численные
расчеты для задачи фильтрации диффузионно-скачкобразных процес-
сов, а в параграфе 4.8 - задачи фильтрации для непрерывных систем
с марковскими переключениями.

Все построенные алгоритмы статистического моделирования систем
со случайной структурой выделяются универсальностью и гибкостью
по отношению к изменениям исходной модели.

3.2. Основные вероятностные характеристики
решения и их статистические оценки

Следует заметить, что погрешность оценки вероятностных харак-
теристик решения, полученных с помощью статистического алгорит-
ма, будет складываться из ошибки численного метода и статистической
ошибки. Поэтому, прежде чем перейти к построению алгоритмов мо-
делирования систем со случайной структурой, ниже будут приведены
основные вероятностные характеристики решения и их статистические
оценки. В параграфе 3.6 будет проведена условная оптимизация по-
строенных статистических алгоритмов и получено соотношение между
шагом h и объемом выборки N .

Вероятностные характеристики решения и их статистиче-
ские оценки

При решении задач со случайной структурой возникает потребность
в вычислении вероятностных характеристик решения [7]. Некоторые из
них мы приведем ниже.
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1. Вероятность l-й структуры (или вероятности состояния,
l = 1,. . . , S):

P(l)(t) = P(s(t) = l),
S∑
l=1

P(l)(t) = 1.

2. Плотность условного распределения y(t) при s(t) = l:

p(l)(t,y) = p(y(t)|s(t) = l),
∫
Rny

p(l)(t,y)dy = 1.

3. Взвешенная условная плотность y(t) при s(t) = l:

p∗(l)(t,y) = P(l)(t)p(l)(t,y)

удовлетворяет следующему условию нормировки:

S∑
l=1

∫
Rnyp∗(l)(t,y) dy = 1.

4. Условный начальный момент k-го порядка при s(t) = l

(k = k1 + · · ·+ kn):

$
(l)
k (t) = $

(l)
k1,k2,...,kn

(t) = E(yk1
1 . . . yknn )(l)(t) =

∫
Rny

yk1
1 . . . yknn p(l)(t,y) dy.

5. Начальный взвешенный момент k-го порядка при s(t) = l:

$
∗(l)
k (t) = E(yk1

1 . . . yknn )∗(l)(t) =
∫
Rny

yk1
1 . . . yknn p∗(l)(t,y) dy.

6. Безусловный начальный момент k-го порядка:

$k(t) = E(yk1
1 . . . yknn )(t) =

S∑
l=1

$
(l)
k (t)P(l)(t) =

S∑
l=1

$
∗(l)
k (t).

7. Условный центральный второй момент при s(t) = l:

Θ(l)(t) =
∫
Rny

(y −m(l))(y −m(l))>p(l)(t,y) dy, m(l)(t) = $
(l)
1 (t).

8. Центральный взвешенный второй момент при s(t) = l:

Θ∗(l)(t) =
∫
Rny

(y −m(l))(y −m(l))>p∗(l)(t,y) dy.

9. Безусловный центральный второй момент:

92



Θ(t) =
S∑
l=1

∫
Rny

(y −m)(y −m)>p∗(l)(t,y) dy, m(t) = $1(t),

Θ(t) =
S∑
l=1

[
Θ∗(l)(t) + m∗(l)(t)(m∗(l))>(t)

]
−m(t)m>(t).

Пусть N – объем выборки (общее число моделируемых траекторий);
N

(l)
k – число траекторий, находящихся в l-м состоянии в момент вре-

мени tk (
∑S

l=1
N

(l)
k = N для всех tk); y

(l)
idk обозначает i-ю компоненту

численного решения yk в момент времени tk на d-й траектории в l-й
структуре.

Нас будут интересовать:
1. Безусловные
a) вектор математического ожидания m(t)=$1(t)

(
mi(t)=E(yi)(t)

)
;

b) матрица вторых моментов Φ(t) = $2(t)
(
Φij(t) = E(yiyj)(t)

)
;

c) матрица центральных вторых моментов Θ(t) = Φ(t)−m(t)m>(t).
Их статистические оценки в момент времени tk имеют вид

m̄ik =

N∑
d=1

yidk

N
, Φ̄ijk =

N∑
d=1

yidkyjdk

N
,

Θ̄ijk =

N∑
d=1

(yidk − m̄ik)(yjdk − m̄jk)

N
.

2. Условные m(l)(t), Φ(l)(t), Θ(l)(t). Их статистические оценки в
момент времени tk имеют вид

m̄
(l)
ik =

N
(l)
k∑

d=1

y
(l)
idk

N
(l)
k

, Φ̄
(l)
ijk =

N
(l)
k∑

d=1

y
(l)
idky

(l)
jdk

N
(l)
k

,

Θ̄
(l)
ijk =

N
(l)
k∑

d=1

(y
(l)
idk − m̄

(l)
ik )(y

(l)
jdk − m̄

(l)
jk )

N
(l)
k

.
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3. Взвешенные m∗(l)(t), Φ∗(l)(t) и Θ∗(l)(t).
Их статистические оценки в момент времени tk имеют вид

m̄
∗(l)
ik =

N
(l)
k∑

d=1

y
(l)
idk

N
, Φ̄

∗(l)
ijk =

N
(l)
k∑

d=1

y
(l)
idky

(l)
jdk

N
,

Θ̄
∗(l)
ijk =

N
(l)
k∑

d=1

(y
(l)
idk − m̄

(l)
ik )(y

(l)
jdk − m̄

(l)
jk )

N
.

Замечание [160]. Пусть x1, . . . , xN – независимые случайные вели-
чины, каждая из которых имеет функцию распределения F (x) (мате-
матическое ожидание m, центральный второй момент µ2 (дисперсия),
центральный четвертый момент µ4). Тогда статистические оценки ма-
тематического ожидания x̄ и центрального второго момента m2

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi, m2 =
1

N

N∑
i=1

(xi − x̄)2

имеют следующие математические ожидания и дисперсии:

E(x̄) = m, E(x̄−m)2 =
µ2

N
, E(m2) =

N − 1

N
µ2,

E(m2
2)− (E(m2))2 =

µ4 − µ2
2

N
− 2(µ4 − 2µ2

2)

N2
+
µ4 − 3µ2

2

N3
.

4. Вероятности нахождения системы в l-й структуре в момент вре-
мени tk оцениваются по формуле

P̄(l)
k =

N
(l)
k

N
.

5. Гистограмма маргинальной плотности условного распре-
деления p(l)(tk, yk) строится следующим образом:

a) [a
(l)
i , b

(l)
i ] – область изменения y(l)

i (tk) – равномерно разбивается на

q частей с шагом h =
b
(l)
i − a

(l)
i

q
; обозначим δj – j-й интервал области,

j = 1, . . . , q;
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b) моделируем d = 1, . . . , N траекторий и в момент tk на каждой
траектории для i-й компоненты решения, находящейся в l-й структу-
ре, считаем, сколько y(l)

idk попало в j-й интервал; полученное значение
обозначим N

(l)
jk (

∑q

j=1
N

(l)
jk = N

(l)
k );

с) в качестве приближенного значения для p(l)(tk, yi) на интервале
δj берется величина

p̄j =
N

(l)
jk

NhP̄
(l)
k

.

6. Гистограмма маргинальной плотности распределения
p(tk, yi) строится следующим образом:

a) [ai, bi] – область изменения yi(tk) – равномерно разбивается на

q частей с шагом h =
bi − ai
q

; обозначим δj – j-й интервал области,

j = 1, . . . , q;
b) моделируем n = 1, . . . , N траекторий и в момент tk на каждой

траектории для i-й компоненты решения считаем, сколько yidk попало
в j-й интервал; полученное значение обозначим Njk (

∑q

j=1
Njk = N);

с) в качестве приближенного значения для p(tk, yi) – плотности рас-
пределения yi(tk) на интервале δj – берется величина

p̄j =
Njk
Nh

.

Уравнения на моменты и вероятности состояний. Обобщен-
ное уравнение Фоккера –Планка –Колмогорова (ФПК) для одномерной
плотности распределения p∗(l)(t,y) для каждого l-го состояния системы
со случайной структурой (3.1) с учетом поглощения и восстановления
реализаций имеет вид (3.6).

Из обобщенного уравнения ФПК можно получить дифференциаль-
ные уравнения на безусловный начальный момент порядка k:

$̇k(t) =
S∑
l=1

∫
Rny

(π∗(l)(t,y))>grady(yk1
1 . . . yknn ) dy−

−
∫
Rny

yk1
1 . . . yknn

[ S∑
r=16=l

v∗lr(t,y)−
S∑

r=16=l
u∗rl(t,y)

]
dy. (3.10)
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Дифференциальные уравнения для безусловного центрального второго
момента (i, j = 1) имеют вид

Θ̇ij(t) =
S∑
l=1

∫
Rny

(π∗(l)(t,y))>grady(yi −mi)(yj −mj) dy−

−
∫
Rny

(yi −mi)(yj −mj)
[ S∑
r=16=l

v∗lr(t,y)−
S∑

r=1 6=l
u∗rl(t,y)

]
dy.
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3.3. Системы со случайной структурой
с распределенными переходами

Этот тип задач характерен для систем, имеющих несколько состо-
яний. Переход системы из одного состояния в другое случаен, т. е. со-
вершается в случайные моменты времени. Если переход не зависит от
значений фазовых координат системы, то это системы с распреде-
ленными независимыми переходами. Моменты перехода обладают
свойствами ординарности, отсутствием последействия и вероятностью
перехода из l-й структуры к r-й за малый интервал ∆t:

plr(∆t) = λlr(t)∆t+ o(∆t), (3.11)

где o(∆t) является малой величиной порядка не ниже (∆t)2, а λrl на-
зывается интенсивностью перехода из l-й структуры к r-й. Такое по-
глощение реализаций называют пуассоновским. Компоненты функции
поглощения имеют аналитический вид:

v∗lr(t,y) = λlr(t)p
∗(l)
1 (t,y). (3.12)

Если интенсивности перехода зависят от фазовых координат, то та-
кие системы называют с распределенными зависимыми перехо-
дами, они являются системами с условной марковской структурой и
вероятности перехода дискретного случайного процесса s(t) удовлетво-
ряют условиям [145]

P
(
s(t+ ∆t) = r | s(t) = l, y(t) = y

)
= λlr(t,y)∆t+ o(∆t),

P
(
s(t+ ∆t) = l | s(t) = l, y(t) = y

)
= 1− λl(t,y)∆t+ o(∆t),

s(t0) = s0, l, r = 1, 2, . . . , S, l 6= r, (3.13)

где функция λlr(t,y) : [t0, T ]×Rny → [0,+∞) – интенсивность перехо-
да из l-й структуры в r-ю, λl(t,y) =

∑S

r=16=l λlr(t,y). Данное условие
обеспечивает при любом фиксированном y ∈ Rny отсутствие несколь-
ких переключений процесса s(t) за малый интервал времени ∆t. Ком-
поненты функций поглощения и восстановления имеют вид
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v∗lr(t,y) = λlr(t,y)p
∗(l)
1 (t,y), (3.14)

u∗lr(t,y) =
∫
Rny

v∗lr(t,y
′)p∗(r)(t,y)qlr(t,y|t,y′)dy′, u∗ll(t,y) = v∗ll(t,y) = 0,

где qlr(t,y|t,y′) – условная функция плотности вероятности восстанов-
ления r-й структуры из l-й.

Вид функции qlr(t,y|t,y′) определяется физическим содержанием
задачи и характеризует начальные условия при восстановлении про-
цесса в r-м состоянии при переходе из l-го состояния. Могут иметь ме-
сто различные условия восстановления, определяемые функциями qlr.
В частности, если

qlr(t,y|t,y′) = δ(y − y′), (3.15)

то восстановление точное («жесткое», «без потерь»), т. е. конечные усло-
вия процесса в l-м состоянии совпадают с начальными в r-м состоянии.
Если условная плотность восстановления

qlr(t,y|t,y′) = δ(y − γ(r)(t)), (3.16)

то имеют место несвязанные условия восстановления. При восстанов-
лении процесс всегда начинается с заданной функции времени γ(r)(t).
Если условная плотность вероятности не зависит от предыдущего со-
стояния

qlr(t,y|t,y′) = ψ(r)(y), (3.17)

то имеет место общий случай процесса с несвязанными условиями вос-
становления.

В общем случае условная функция qlr(t,y|t,y′) может иметь произ-
вольный закон распределения фазового вектора y(t) в состоянии r при
заданном y′(t) в состоянии l.

По принятой в [145] терминологии система, описываемая уравнения-
ми (3.1), (3.13) (или (3.2), (3.13)), называется стохастической мульти-
структурной системой с распределенными переходами между струк-
турами, или системой со случайной структурой с распределенными
переходами.
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Наиболее полной вероятностной характеристикой расширенного
вектора состояния является упорядоченная совокупность ненормиро-
ванных плотностей распределения p∗(l)(t,y) : [t0, T ]×Rny→ [0,+∞) век-
тора состояния, l=1, 2, . . . , S, удовлетворяющих условию нормиров-
ки (3.5).

Ненормированные плотности распределения p∗(l)(t,y) удовлетво-
ряют системе обобщенных уравнений Фоккера –Планка –Колмогорова
(3.6) и в случае восстановления без потерь имеют следующий вид:

∂p∗(l)(t,y)

∂t
= −

ny∑
i=1

∂

∂yi

[
f

(l)
i (t,y)p∗(l)(t,y)

]
+

+
1

2

ny∑
i,j=1

∂2

∂yi∂yj

[
b
(l)
ij (t,y)p∗(l)(t,y)

]
−

− λl(t,y)p∗(l)(t,y) +
S∑

r=16=l
λrl(t,y)p∗(r)(t,y), l = 1, 2, . . . , S, (3.18)

с начальными и краевыми условиями

p∗(l)(t,y)
∣∣∣
t=t0

= p
∗(l)
0 (y), p∗(l)(t,y)

∣∣∣
y=±∞

= 0, l = 1, 2, . . . , S,

где b(l)ij (t,y) – элементы матрицы диффузии.
Вероятность того, что в момент времени t система находится в

l-й структуре, т. е. s(t) = l, задается выражением (3.4), а плотность
вероятности p(l)(t,y) вектора состояния при условии s(t) = l связа-
на с p∗(l)(t,y) соотношением (3.3). Безусловная плотность вероятности
p(t,y) вектора состояния определяется в виде

p(t,y) =
S∑
l=1

p∗(l)(t,y) или p(t,y) =
S∑
l=1

P(l)(t)p(l)(t,y). (3.19)

Начальное состояние [y0, s0]> описывается заданными ненормирован-
ными плотностями распределения p∗(l)0 (y), l = 1, 2, . . . , S.

Таким образом, задача анализа систем, описываемых уравнениями
(3.1), (3.13) (или (3.2), (3.13)), состоит в нахождении ненормированных
плотностей распределения p∗(l)(t,y) вектора состояния по заданным
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функциям a(l)(t,y)
(
или f (l)(t,y)

)
, σ(l)(t,y), интенсивностям λlr(t,y) и

ненормированным плотностям распределения p∗(l)0 (y); l, r = 1, 2, . . . , S.
Наряду с нахождением функций p∗(l)(t,y) можно рассматривать за-

дачу нахождения маргинальных плотностей вероятности и моментных
характеристик вектора состояния (в том числе взвешенных и услов-
ных), а также задачу определения вероятностных характеристик вре-
мени перехода из одной структуры в другую [145,202,241].

Эти задачи можно решать путем интегрирования обобщенного урав-
нения Фоккера –Планка –Колмогорова – многомерного уравнения в
частных производных второго порядка для функции плотности вероят-
ности решения. Трудности, возникающие на этом пути решения задач,
связаны со сложностью вычислительных процедур решения уравнений
в частных производных. Другое направление решения основывается на
различных аппроксимациях искомой функции плотности вероятности
фазовых координат с помощью функциональных рядов. В результа-
те получается система обыкновенных дифференциальных уравнений
для коэффициентов разложений – вероятностных моментов, кумулян-
тов или других величин, зависящих от времени. Основные трудности,
возникающие на этом пути решения задач, связаны со сложностью по-
лучения оценок приближения.

3.3.1. Алгоритмы статистического моделирования процесса
смены структуры в системах с распределенными переходами

Данный параграф посвящен отдельному рассмотрению процесса
смены структуры в системах с зависимыми и независимыми распре-
деленными переходами. Для его моделирования будет обосновано при-
менение метода максимального сечения и рандомизированного метода
максимального сечения, а также их модификаций.

Условие (3.13) обеспечивает отсутствие нескольких переключений
процесса s(t) за малый интервал времени ∆t. Моменты смены структу-
ры представляют пуассоновский точечный поток.
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Напомним, что обобщенное экспоненциальное распределение слу-
чайной величины ξ с функцией интенсивности λ имеет вид

pξ(x) = λ(x)e
−
∫ x

0

λ(u)du
, x > 0, λ(x) ≥ 0 (3.20)

При условии s(t) = l промежутки τlr времен перехода из l-й к r-й струк-
туре имеют обобщенное экспоненциальное распределение с плотностями

pτlr (x) = λlr(t+ x)e
−
∫ x

0

λlr(t+u)du
, x > 0, l, r = 1, 2, . . . , S, r 6= l, (3.21)

и смена структуры происходит в момент времени t̃ = t+ τ0, где

τ0 = min
r 6=l

τlr. (3.22)

Для простоты, обозначение λ(t) подразумевает λ(t,y(t)).

Теорема 3.1. Пусть задана система со случайной структурой (3.1) с
независимыми распределенными переходами (3.13) и τlr, r = 1, 2, . . . , S,
r 6= l – промежутки времен перехода из l-й к r-й структуре, распреде-
ленные при условии s(t) = l с плотностями (3.21). Тогда, при условии
s(t) = l:

1) случайная величина τ0 (3.22) имеет обобщенное экспоненциаль-
ное распределение c плотностью

pτ0(τ) = λl(t+ τ)e
−
∫ τ

0

λl(t+u)du
, τ > 0; (3.23)

2) номер новой структуры s(t+ τ0) является случайной величиной
η, для которой

P(η = r|τ0 = τ) =
λlr(t+ τ)

λl(t+ τ)
, r = 1, 2, ..., S, r 6= l. (3.24)

Доказательство. Функция распределения случайной величины τ0

при условии s(t) = l имеет вид
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Fτ0(x) = P(τ0 < x) = 1− P(τ0 > x) = 1− e
−
∫ x

0

λl(t+u)du
,

так как

P(τ0 > x) = P(τl1 > x, τl2 > x, ..., τl,l−1 > x, τl,l+1 > x, ..., τlS > x) =

=
S∏

r=16=l
P(τlr > x) =

S∏
r=1 6=l

e
−
∫ x

0

λlr(t+u)du
= e
−
∫ x

0

λl(t+u)du
.

Дифференцируя функцию распределения по x, получаем плотность
(3.23).

Рассмотрим совместное распределение случайной величины τ0 и слу-
чайной величины η, задающей номер соответствующей структуры. Ве-
роятность того, что η = r, равна

P(η = r|τ0 = τ) = P(τlr = τ, τli > τ(i = 1, ..., S; i 6= l, i 6= r)|τ0 = τ) =

=
P(τlr = τ, τli > τ(i = 1, ..., S; i 6= l, i 6= r))

P(τ0 = τ)
=

=
λlr(t+ τ)e

−
∫ τ

0

λlr(t+u)du∏S

i 6=l,i6=r e
−
∫ τ

0

λli(t+u)du

λl(t+ τ)e
−
∫ τ

0

λl(t+u)du

=
λlr(t+ τ)

λl(t+ τ)
,

что и требовалось доказать.
Из теоремы 3.1 видно, что для моделирования целочисленного про-

цесса помера структуры s(t) нужно уметь моделировать:

• случайную величину с плотностью (3.23) (задающую время на-
хождения системы в текущей структуре);

• случайную величину с распределением (3.24) (задающую номер
следующей структуры).

Если обозначим tk – момент смены структуры, а sk – номер новой струк-
туры, то
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s(t) = sk при tk ≤ t < tk+1, t ≤ T. (3.25)

Применим специальный способ моделирования дискретных случай-
ных величин, описанный во второй главе, для моделирования требу-
емых распределений (3.23), (3.24). Символами α, α1, α2,... будем обо-
значать независимые случайные числа, равномерно распределенные в
интервале (0, 1). Моделирование с помощью «генератора» псевдослу-
чайных чисел будем обозначать как α := RAND. В работе [193] рассмот-
рены различные типы «генераторов» стандартных случайных чисел.

Моделирование обобщенного экспоненциального распреде-
ления (3.23). Cтандартный метод (метод обратной функции) модели-
рования непрерывной случайной величины ξ с функцией распределения
F (x)

ξ = F−1(α)

для обобщенного экспоненциального распределения с плотностью (3.23)
сводится к решению уравнения

∫ ξ

0
λl(t+ u)du = −ln(α). (3.26)

Поэтому в случае постоянных интенсивностей перехода

λlr(t) ≡ λ̄lr, λl ≡ λ̄l =
S∑
i 6=l

λ̄lr (3.27)

моделирование времени нахождения системы в текущей структуре осу-
ществляется по формуле

τ = −ln(α)/λ̄l. (3.28)

В общем случае реализация формулы (3.26) может быть достаточно
трудоемкой. Поэтому для моделирования распределения (3.23) можно
использовать метод максимального сечения, который был подробно рас-
смотре в параграфе 2.3 для переменной мажоранты
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λlr(t) ≤ λ̄lr(t), λl(t) ≤ λ̄l(t) =
S∑
i 6=l

λ̄lr(t), t > 0, (3.29)

если функции λ̄l(t) вычисляются достаточно просто.
Запишем метод максимального сечения для моделирования

случайной величины τ0 с условным распределением (3.23) при
условии s(t) = l.

Пусть ζn =
∑n

k=1
ξk, где ξk – последовательность случайных вели-

чин, распределенных с условными плотностями

f(x|s(t) = l, ζk−1) = λ̄l(t+ ζk−1 + x) exp(−
∫ x

0
λ̄l(t+ ζk−1 + s)ds),

и пусть

N = min{n : αn ≤ λl(t+ ζn)/λ̄l(t+ ζn)}, τ0 = ζN . (3.30)

Тогда τ0 имеет обобщенное экспоненциальное распределение с плотно-
стью (3.23).

Метод максимального сечения основан на правиле прореживания
пуассоновского точечного потока [111]: оставляя точки пуассоновского
потока интенсивности λ̄l(x) с вероятностью

p =
λl(x)

λ̄l(x)
, (3.31)

мы получаем пуассоновский точечный поток интенсивности

λ̄l(x) ∗ p = λ̄l(x) ∗ λl(x)

λ̄l(x)
= λl(x).

Моделирование дискретного распределения (3.24). Запишем рас-
пределение (3.24) в виде

P(η = vj) = pj , j = 1, . . . ,M,
M∑
j=1

pj = 1.

Стандартный метод моделирования этого распределения состоит в сле-
дующем [193]: моделируется α и полагается
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η = vj , если
j−1∑
i=1

pi < α ≤
j∑
i=1

pi, p0 = 0. (3.32)

Используя рассмотренные способы моделирования обобщенного экс-
поненциального распределения с плотностью (3.23), можно сформули-
ровать следующие алгоритмы моделирования процесса смены структу-
ры для решения систем со случайной структурой (3.1) с распределен-
ными переходами (3.13).

Алгоритм 1а (для систем с постоянными интенсивностями пе-
рехода (3.27)).

0) k := 0; моделируем sk согласно заданному начальному условию
s(t0);

1) l := sk; α := RAND; τ = − lnα
λ̄l

(время нахождения в l-й структу-

ре (3.28));

2) tk+1 = tk + τ ; если tk+1 ≥ T , то STOP;

3) α := RAND;

если
r−1∑
i=16=l

λ̄li
λ̄l

< α ≤
r∑

i=16=l

λ̄li
λ̄l
, то sk+1 = r;

4) k := k + 1, идем на 1).

Алгоритм 1b (использование метода максимального сечения).

0) k := 0; моделируем sk согласно заданному начальному условию
s(t0);

1) l := sk; моделируем τ – возможное время нахождения системы в
текущей структуре по методу максимального сечения:

1.1) τ := 0;

1.2) моделируем ξ как значение случайной величины с условной

плотностью p(x) = λ̄l(tk + x)e
−
∫ x

0

λ̄l(tk+u)du
, x > 0 и пола-

гаем τ := τ + ξ;
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1.3) tk+1 = tk + τ ; если tk+1 ≥ T , то STOP;

1.4) α := RAND; если α >
λl(tk+1)

λ̄l(tk+1)
, то идем на 1.2);

2) α := RAND;

если
r−1∑
i=16=l

λli(tk+1)

λl(tk+1)
< α ≤

r∑
i=16=l

λli(tk+1)

λl(tk+1)
, то sk+1 = r;

3) k := k + 1, идем на 1).

Алгоритмы 1a и 1b были использованы в работе [72] в алгоритмах
моделирования систем со случайной структурой с постоянными и с пе-
ременными интенсивностями перехода.

В некоторых случаях, при большом числе структур S, достаточно
трудоемко вычислять сумму функций при вычислении вероятностей
прореживания (3.31). В этих случаях для уменьшения трудоемкости
можно использовать представление вероятности в виде

p =
λl(x)

λ̄l(x)
=

S∑
i=16=l

λli(x)

λ̄l(x)
=

S∑
i=16=l

λ̄li(x)

λ̄l(x)
∗ λli(x)

λ̄li(x)
. (3.33)

Метод максимального сечения, использующий представление (3.33),
также называют рандомизированным методом максимального сечения
[194].

Построим алгоритм моделирования процесса смены структуры, ис-
пользующий рандомизированный метод максимального сечения.

Алгоритм 1с (использование рандомизированного метода макси-
мального сечения).

0) k := 0; моделируем sk согласно заданному начальному условию
s(t0);

1) l := sk; моделируем возможное время перехода из l-й структуры
и возможный номер новой структуры по методу мажорантной
частоты:

1.1) τ := 0;
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1.2) моделируем ξ как значение случайной величины с условной

плотностью p(x) = λ̄l(tk + x)e
−
∫ x

0

λ̄l(tk+u)du
, x > 0 и пола-

гаем τ := τ + ξ;

1.3) полагаем tk+1 = tk + τ ; если tk+1 ≥ T , то STOP;

1.4) α := RAND;

если
j−1∑
i=1 6=l

λ̄li(tk+1)

λ̄l(tk+1)
< α ≤

j∑
i=16=l

λ̄li(tk+1)

λ̄l(tk+1)
, то r = j;

1.5) α := RAND; если α >
λlr(tk+1)

λ̄lr(tk+1)
, то идем на 1.2);

2) sk+1 = r; k := k + 1, идем на 1).

Теорема 3.2. Целочисленный случайный процесс s(t), построенный с
помощью алгоритма 1а, является процессом смены структуры для си-
стемы (3.1), (3.13) с постоянными интенсивностями перехода {λlr ≡
λ̄lr}. Целочисленные случайные процессы, построенные с помощью ал-
горитмов 1b, 1c, являются процессами смены структуры для системы
(3.1), (3.13) с распределенными переходами при условии (3.29).

Доказательство основано на приведенных выше рассуждениях и на
теоремах, доказанных в работах [191,194].

Сформулированная теорема 2.2 позволяет построить экономичную
реализацию предложенных алгоритмов, т.е. экономично моделировать
последовательность независимых случайных величин с требуемыми
дискретными распределениями с помощью одного случайного числа.

На основании теоремы 2.2 и (2.5) запишем алгоритмы 1b и 1c, ис-
пользующие моделирование только одного случайного числа α.

Модифицированный алгоритм 1b (использование модифициро-
ванного метода максимального сечения):

0) k := 0; моделируем sk согласно заданному начальному условию
s(t0);

α := RAND; β := α; lk := 1;

107



1) l := sk; моделируем возможное время нахождения системы в те-
кущей структуре:

1.1) τ := 0;

1.2) моделируем ξ как значение случайной величины с условной

плотностью p(x) = λ̄l(tk + x)e
−
∫ x

0

λ̄l(tk+u)du
, x > 0 и пола-

гаем τ := τ + ξ;

1.3) tk+1 = tk + τ ; если tk+1 ≥ T , то STOP;

1.4) p :=
λl(tk+1)

λ̄l(tk+1
;

если β > p, то β :=
(β − p)
1− p

, lk := lk ∗ (1− p), CM* и идем на

1.2),

иначе β :=
β

p
, lk := lk ∗ p, CM*;

2) моделируем номер следующей структуры:

если
r−1∑
i=1 6=l

λli(tk+1)

λl(tk+1)
< β ≤

r∑
i=16=l

λli(tk+1)

λl(tk+1)
, то

sk+1 =r, p1=
r−1∑
i=16=l

λli(tk+1)

λl(tk+1)
, p=

λlr(tk+1)

λl(tk+1)
, β :=

β−p1
p

, lk := lk∗p, CM∗;

3) k := k + 1, идем на 1).

Модифицированный алгоритм 1c (использование модифициро-
ванного рандомизированного метода максимального сечения):

0) k := 0; моделируем sk согласно заданному начальному условию
s(t0);

α := RAND; β := α; lk := 1;

1) l := sk; моделируем возможное время перехода из l-й структуры
и возможный номер новой структуры по методу «мажорантной
частоты»:
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1.1) τ := 0;

1.2) моделируем ξ как значение случайной величины с условной

плотностью p(x) = λ̄l(tk + x)e
−
∫ x

0

λ̄l(tk+u)du
, x > 0 и пола-

гаем τ := τ + ξ;

1.3) полагаем tk+1 = tk + τ ; если tk+1 ≥ T , то STOP;

1.4) если
∑j−1

i=16=l
λ̄li(tk+1)

λ̄l(tk+1)
< β ≤

∑j

i=16=l
λ̄li(tk+1)

λ̄l(tk+1)
, то

r=j, p1=
r−1∑
i=16=l

λ̄li(tk+1)

λ̄l(tk+1)
, p=

λ̄lr(tk+1)

λ̄l(tk+1)
, β=

β−p1
p

, lk := lk∗p, CM∗;

1.5) p :=
λlr(tk+1)

λ̄lr(tk+1)
;

если β > p, то β :=
(β − p)
1− p

, lk := lk ∗ (1− p), CM* и идем на

1.2),

иначе β :=
β

p
, lk := lk ∗ p, CM*;

2) sk+1 = r, k := k + 1, идем на 1).

Замечание. Переменная lk соответствует lk из (2.5), а оператор
CM* проверяет условие в (2.5) и в случае его невыполнения модели-
руется новое случайное число:

CM∗ : если lk < ε, то α := RAND, β := α, lk := 1.

В главе 4 будет численно показано, что при моделировании неод-
нородных пуассоновских процессов экономичная модификация метода
максимального сечения уменьшает время счета более чем на 10 %, за
счет уменьшения обращений к «генератору» псевдослучайных чисел.
Использование этих экономичных модификаций метода максимально-
го сечения для моделировании процесса смены структуры в системах с
распределенными переходами также позволит уменьшить время расче-
тов.
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Построенные алгоритмы, использующие рандомизированный метод
максимального сечения для моделирования процесса смены структу-
ры, рекомендуется использовать при большом числе структур, когда
достаточно трудоемко вычислять сумму функций при вычислении ве-
роятностей прореживания.

3.3.2. Алгоритм статистического моделирования
систем со случайной структурой
с распределенными переходами

В предыдущем параграфе были построены статистические алгорит-
мы моделирования процесса смены структуры (3.25), т. е. совокупности
пар точек {tk, sk}, задающих момент смены структуры tk и номер новой
структуры sk. С учетом этих алгоритмов, и так как каждая структура
задана соответствующей ей системой стохастических дифференциаль-
ных уравнений, можно записать следующий

Алгоритм статистического моделирования решения систе-
мы со случайной структурой с распределенными переходами
с постоянной интенсивностью переходов:

1) моделируем процесс смены структуры {tk, sk}, k = 0, ...K, sK = T

одним из алгоритмов, построенных в предыдущем разделе;

2) k := 0;

3) на интервале [tk, tk+1] численным методом СДУ решаем уравнения
(3.1) для sk-й структуры, находим yk+1- вектор состояния системы
в момент времени tk+1;

4) если k + 1 < K, то

4а) обновляем yk+1 согласно qsksk+1
(y, t|y′, t) – условной функции

плотности вероятности восстановления sk+1-й реализаций из sk-й;

4b) k := k + 1 и идем на 3);

5) если k + 1 = K, то STOP.
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Вид функции qlr определяется физическим содержанием задачи и
характеризует начальные условия при восстановлении процесса в r-й
структуре при переходе из l-й структуры.

Для систем с распределенными зависимыми переходами, когда ин-
тенсивность перехода зависит от вектора состояния, нельзя заранее для
каждой траектории смоделировать процесс смены структуры на всем
интервале интегрирования.

Алгоритм статистического моделирования решения систе-
мы со случайной структурой с распределенными переходами
с переменной интенсивностью перехода:

1) k := 0;

2) моделируем возможный момент смены структуры tk+1 одним из
алгоритмов, построенных в предыдущем разделе;

3) на интервале [tk, tk+1] численным методом СДУ решаем уравнения
(3.1) для sk-й структуры, находим yk+1- вектор состояния системы
в момент времени tk+1;

4) если k + 1 < K, то

4а) проверяем условие смены структуры. Если оно не выполне-
но, то k := k + 1 и идем на 2), иначе обновляем yk+1 согласно
qsksk+1

(y, t|y′, t), вычисляем номер новой структуры sk+1;

4b) k := k + 1 и идем на 3);

5) если k + 1 = K, то STOP.

Выбор численного метода решения конкретной системы СДУ и шага
интегрирования h определяется видом этой системы и требуемой точ-
ностью вычисления вероятностных характеристик выходных процессов.
Для различных структур могут использоваться разные численные ме-
тоды с различными шагами интегрирования.

Существует много численных методов решения задачи Коши для
СДУ. В главе 1 построено семейство численных методов решения задачи
Коши для СДУ в смысле Стратоновича.
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Пусть для решения l-й структуры используется численный метод,
который слабо сходится с порядком pl на решении задачи Коши для
СДУ и hl обозначает максимальный шаг, используемый для решения
этим методом. Пусть временная сетка включает равномерную сетку с
шагом h и моменты скачков tk.

Определение 3.1 . Численное решение системы со случайной струк-
турой слабо сходится с порядком p, если для любой достаточно гладкой
функции g(y)

max
1≤k≤K

|Et0,y0g(y(tk))− Et0,y0g(yk)| = O(hp), h→ 0, (3.34)

где yk – численное решение в момент времени tk, h – максимальный шаг
интегрирования, tK = T , E – операция вычисления математического
ожидания; Et0,y0

g(y(tk)) = E(g(y(tk))|y(t0) = y0).
На точность вычисления решения влияют:
1) порядки сходимости используемых численных методов решения

СДУ;
2) точность моделирования моментов смены структуры;
3) точность моделирования условий восстановления в новой струк-

туре.
Исследуем слабую сходимость [42] численного решения системы со

случайной структурой с распределенными переходами при точном вос-
становлении реализаций и моделировании моментов смены структуры
одним из построенных точных алгоритмов.

Теорема 3.3. Численное решение системы со случайной структурой
(3.1) с распределенными независимыми переходами (3.11), полученное
с помощью построенных алгоритмов, имеет р-й порядок слабой схо-
димости, где

p = min
l=1,...,S

pl

и pl – порядок слабой сходимости численного метода решения задачи
Коши для СДУ, используемого для решения l-й структуры, l = 1, ...S.
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Доказательство. В построенных алгоритмах, в случае систем с
независимыми переходами, алгоритмическая вероятность нахождения
системы в l-й структуре P(l)

k совпадает с точной вероятностью P(l)(tk).
Для любой точки временной сетки tk имеем

|Et0,y0g(y(tk))− Et0,y0g(yk)| =

= |
S∑
l=1

Et0,y0

(
g(y(tk))|s(tk) = l

)
P(l)(tk)−

S∑
l=1

Et0,y0

(
g(yk)|sk = l

)
P(l)
k | =

= |
S∑
l=1

[
Et0,y0

(
g(y(tk))|s(tk) = l

)
− Et0,y0

(
g(yk)|sk = l

)]
P

(l)

(tk)| ≤

≤ Chp
S∑
l=1

P(l)(tk) ≤ Chp,

а значит, выполнено (3.34) и теорема доказана.
Численное решение систем с распределенными зависимыми перехо-

дами, найденное с помощью построенных алгоритмов, также слабо схо-
дится к точному решению (см. доказательство слабой сходимости при-
ближенных алгоритмов моделирования пуассоновских точечных ансам-
блей в разделе 2.2). Но при моделировании систем с зависимыми пере-
ходами возникает дополнительная погрешность, которая может умень-
шать порядок сходимости.

Результаты верификации построенных алгоритмов решения систем
со случайной структурой с распределенными переходами приведены в
главе, где рассмотрено решение тестовых и прикладных задач.

3.4. Алгоритм статистического моделирования
системы с разделением времени

и автономным управлением

В условиях ограниченного ресурса средств обработки информации
и числа датчиков возникает необходимость их рационального использо-
вания в сложных системах управления. Одним из таких способов явля-
ется последовательное использование этих устройств для поочередного
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обслуживания объектов. При этом мы приходим к управлению в режи-
ме разделения времени. В некоторых случаях системы c разделением
времени можно описать как системы со случайной структурой с рас-
пределенными переходами.

Исследование вопросов качества управления динамическими объек-
тами в режимах разделения времени является задачей, представляю-
щей большой практический интерес.

Если имеется S объектов, в каждый момент времени идет управ-
ление только одним объектом, происходит восстановление без потерь и
закон изменения процесса s(t) не зависит от фазовых координат y(t), то
говорят об управлении системой с разделением времени и автономным
управлением. Система с разделением времени находится в l-й структу-
ре, если идет управление l-м объектом.

Для системы с разделением времени необходимо задать:

1) СДУ (3.1) в смысле Стратоновича для каждой структуры и

2) (plr(τ)), l, r = 1,. . . ,S, l 6= r – плотности распределения случайных
промежутков времени τ между переходами из одной структуры в
другую.

Приближенными методами решения систем с разделением времени яв-
ляются:

1) интегрирование обобщенного уравнения Фоккера –Планка –
Колмогорова (3.6) – уравнения в частных производных второго
порядка для плотности распределения решения;

2) метод двухмоментной параметрической аппроксимации неизвест-
ных плотностей условного распределения известными функциями,
зависящими от первых двух моментов;

3) метод статистического моделирования.

Трудности, возникающие при решении методом первого типа, связаны
со сложностью вычислительных процедур решения уравнений в част-
ных производных. Серьезным недостатком методов второго типа яв-
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ляется сложность получения оценок приближения и то, что изменение
исходной модели вызывает существенное изменение уравнений для ве-
роятностных характеристик.

Рассмотрим алгоритм статистического моделирования для числен-
ного решения систем с разделением времени с автономным управлени-
ем [6,7]. Этот алгоритм отличается универсальностью и возможностью
одновременного вычисления различных вероятностных характеристик
решения (в том числе и плотности распределения).

I. Алгоритм численного моделирования перехода из l-го
состояния для систем с разделением времени с автономным
управлением:

0) пусть в момент tk система находилась в l-м состоянии и вектор
состояния равен yk;

1) для всех i 6= l моделируем τli – время перехода из l-го состояния
в i-е согласно заданной плотности pli;

2) вычисляем момент выхода из l-го состояния tk+1 = tk + τlr,

τlr = min
i 6=l

τli; (3.35)

3) на интервале [tk, tk+1] численным методом для СДУ решаем урав-
нения (3.1) для l-й структуры, находим Yk+1 – вектор состояния
системы в момент времени tk+1;

4) меняем номер структуры на r-й.

Для конкретных плотностей pli с помощью метода обратной функ-
ции [136] может быть получена конкретная моделирующая формула для
τli. Также возможна модификация п. 1 и 2 для уменьшения вычислений,
если удается найти закон распределения τlr (3.35).

Например, как показано в предыдущем параграфе, для экспоненци-
альных плотностей

plr(τ) = λlr exp(−λlrτ), τ ≥ 0, l, r = 1, . . . , nY , l 6= r, (3.36)

случайная величина τlr (3.35) распределена с плотностью
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pl(τ) = λl exp(−λlτ), λl =
∑
i 6=l

λli, τ ≥ 0 , (3.37)

а номер соответствующей r-й структуры распределен с вероятностями

pr =
λlr
λl
. (3.38)

Ia. Алгоритм численного моделирования перехода из l-го
состояния для систем с разделением времени с экспоненци-
альной плотностью перехода (3.36) (п. 0, 3, 4 как в алгоритме I):

1) моделируем момент выхода из l-й структуры tk+1 = tk + τ , где
τ – случайная величина с плотностью распределения (3.37) (по

формуле τ = − lnα
λl

, α – равномерно распределенная на интервале

(0, 1) случайная величина);

2) вычисляем r-й номер следующей структуры, распределенный с ве-
роятностью (3.38) (см. [136]).

3.5. Алгоритм статистического моделирования
систем со случайной структурой
и сосредоточенными переходами

К системам со случайной структурой и сосредоточенными перехода-
ми относится, например, слежение за источником сигнала специальным
следящим устройством. Фазовая координата, характеризующая поло-
жение источника (объекта), должна находиться в пределах заданной
области. При выходе из этой области нарушается функционирование
системы как следящей, срывается процесс слежения. Система перехо-
дит в другой режим, в котором также должно быть обеспечено управ-
ление, при котором произойдет возврат к первому состоянию. Автома-
тизация этих процессов приводит к комбинированной системе, состо-
ящей из двух структур. Аналогичные задачи возникают в навигации
летательных аппаратов при необходимости обеспечения различных за-
данных режимов полета, переходы в которые совершаются в случайные
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моменты времени при достижении некоторыми фазовыми координата-
ми определенных границ.

Подобные задачи являются частным видом динамических систем со
случайной структурой и образуют класс систем с сосредоточенными
переходами [145]. Процесс s(t) является условно марковским, и зависи-
мость от y(t) проявляется функционально. Моменты перехода из одного
состояния в другое функционально связаны с фазовыми координатами.
Переходы от одной структуры к другой могут происходить в те момен-
ты, когда процесс y(t) достигнет определенных границ. Потому эти си-
стемы также называют системами с условной марковской структурой с
сосредоточенными переходами [145].

Для системы, у которой переход от l-й структуры к r-й возможен при
достижении реализациями случайного процесса в фазовом простран-
стве некоторых границ, т. е. происходит поглощение реализаций на гра-
нице Slr, разделяющей l-ю структуру от r-й, функция поглощения имеет
аналитический вид [143]:

v∗lr(t,y) = δ[Slr(y)− γlr(t)](n0
lrπ
∗(l)(y, t)), (3.39)

u∗lr(t,y) =
∫
Rny

v∗lr(t,y
′)p∗(r)(t,y)qlr(t,y|t,y′)dy′, u∗ll(t,y) = v∗ll(t,y) = 0,

где qlr(t,y|t,y′) – условная функция плотности вероятности восстанов-
ления r-й структуры из l-й; δ – дельта-функция; Slr(Y) − γlr(t) = 0 –
уравнение (n−1)-мерной гиперповерхности, записанное в параметриче-
ском виде, где Slr – скалярная функция компонент вектора y; γlr(t) –
заданная действительная скалярная функция или постоянная величи-
на; n0

lr – орт внешней нормали к гиперповерхности Slr, круглые скобки
– символ скалярного произведения векторов, π∗(l)(t,y) – вектор плот-
ности потока вероятности непоглощенных реализаций.

Так как каждая структура описывается системой стохастических
дифференциальных уравнений, то численный алгоритм должен в се-
бя включать: решение систем СДУ численным методом, моделирование
условий поглощения и условий восстановления [3, 241].
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Моделирование условий поглощения для мультиструктурных систем
с сосредоточенными переходами будет сводиться к проверке условий
выхода на границу.

Пусть система описывается СДУ в смысле Стратоновича (3.1). Рас-
смотрим случай восстановления без потерь (это означает, что в случае
смены структуры начальное значение процесса в новом состоянии равно
конечному значению процесса в предыдущем состоянии).

Алгоритм численного моделирования перехода из l-го со-
стояния для систем с сосредоточенными переходами с функ-
цией поглощения вида (3.39):

0) пусть в момент tk система находилась в l-м состоянии и вектор
состояния равен yk;

1) численным методом для СДУ решаем уравнения (3.1) для l-й
структуры с шагом h и находим yk+1 – вектор состояния систе-
мы в момент времени tk+1 = tk + h; k := k + 1;

2) проверяем условие выхода решения на границу Sli для всех i 6= l.
Если выхода не было, то переходим к п. 1. Если был выход на
границу Slr, то меняем номер структуры на r-й.

В работе [293] показано, что для решения диффузии с поглощением
в открытой области Ω порядок слабой сходимости дискретного метода
Эйлера–Маруямы понижается с 1 до 1/2, т. е.

|E(Jχ(t < t∗)− J(h)χ(t < t∗(h)))| ≤ K1e
cth1/2,

где t∗ – момент первого выхода траектории из области (t∗(h) – для
численного решения).

Подобное справедливо и для любого другого численного метода ре-
шения задачи Коши для СДУ: наличие поглощения понижает порядок
метода.

Однако, если численный метод решения задачи Коши для СДУ мо-
дифицировать одним из способов, рассмотренных в работах [293] и [341],
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то модифицированный метод будет иметь прежний порядок слабой схо-
димости.

Способы повышения порядка слабой сходимости состоят в
следующем.

Первый способ состоит в переходе от дискретного численного ме-
тода – к непрерывному, в котором учитывается вероятность невыхода
траектории из области за время h = tk+1 − tk:

p(z1, z2, h) := P
(
∀t ∈ [tk, tk+1] y(t) ∈ Ω|y(tk) = z1, y(tk+1) = z2

)
.

В одномерном случае p(z1, z2, h) связана с распределением inf и sup
броуновского моста и их аналитическое представление можно найти в
справочнике [266]. Для больших размерностей и для областей общего
вида вероятности p(z1, z2, h) могут быть получены с помощью асимпто-
тических разложений [258]. Как показано в работе [293], непрерывный
метод Эйлера имеет первый порядок слабой сходимости при решении
задачи Коши с поглощением.

Второй способ увеличения порядка сходимости – использование
блуждания по малым сферам и шарам [341].

Модификация алгоритма будет состоять в модификации численных
методов решения задачи Коши для СДУ с поглощением с целью повы-
шения их порядка сходимости.

Модифицированный алгоритм численного моделирования
перехода из l-го состояния для систем с сосредоточенными пе-
реходами с функцией поглощения вида (3.39):

0) пусть в момент tk система находилась в l-м состоянии и вектор
состояния равен yk;

1) модифицированным численным методом для СДУ с поглощением
решаем (3.1) для l-й структуры и проверяем условия выхода на
границы областей Sli для всех i 6= l и находим t∗0(h) – уточненный
первый момент выхода из областей – и r – номер соответствующей
ему структуры;
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2) tk := t∗0(h), yk := yt∗0(h);

3) меняем номер структуры на r-й; вычисляем yk согласно заданной
условной плотности восстановления qlr.

3.6. Условная оптимизация статистического
алгоритма

При решении рассматриваемых задач построенными статистически-
ми алгоритмами важной является проблема оптимального (согласован-
ного) выбора параметров статистического алгоритма при вычислении
математического ожидания некоторого функционала от решения: шага
численного метода h и размера выборки N . Ставится следующая задача
условной оптимизации [190]: найти минимум трудоемкости

min
h,N

S(h,N) при T (B)(h,N) = γ,

где γ – фиксированное положительное число, а T (B) – верхняя граница
погрешности в норме функционального пространства B. Общая схема
решения этой задачи такова: из соотношения для T (B)(h,N) один из па-
раметров (например, N) выражается через другой (h), и соответствую-
щее выражение подставляется в выражение для S, при этом получается
функция одного переменного h, которая исследуется на минимум.

Полагаем, что трудоемкость имеет вид произведения S(h,N) =

= CnhN (здесь nh=(T − t0)/h – число шагов по времени).

Теорема 3.4. [10] Пусть JN (h) – оценка некоторого функциона-
ла от решения системы со случайной структурой (3.1) в момент
времени tk1

∈ [t0, T ], полученная статистическим алгоритмом. Тогда
минимум трудоемкости вычисления функционала достигается при
Nopt � γ−2, hopt � γ1/p, где γ – требуемая точность вычислений.

Доказательство. Обозначим ŷt – кусочно-линейный процесс, по-
лученный по значениям yk, а также введем обозначения для функцио-
налов от решения
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f(h) := f(ŷt), J(h) := Ef(h), J := Ef(yt).

Для оценки некоторого функционала от решения системы (3.1) числен-
ным методом моделируется N траекторий процесса и величина J(h)

оценивается средним арифметическим полученных выборочных значе-
ний f(h):

JN (h) =
1

N

N∑
i=1

f (i)(h), EJN (h) = J(h).

Погрешность оценки JN (h) определяется величиной

|E(J − JN (h))| ≤ |J − J(h)|+ E|J(h)− JN (h)| ≤ C1h
p +

√
Df(h)√
N

, (3.40)

где D – дисперсия.
Нас будет интересовать только порядок по γ оптимальных парамет-

ров hopt и Nopt. Так как трудоемкость S пропорциональна произведе-
нию nhN (где nh – число шагов по времени), то достаточно приравнять
погрешность численного метода C1h

p и статистическую погрешность
C2/
√
N и получить требуемый порядок из соотношения

C1h
p +

C2√
N

= γ.

Для уравнивания численной и статистической погрешностей полу-
чаем, что условно оптимальным является число испытаний

N = O(h−2p). (3.41)

Тогда для требуемой погрешности γ имеет место соотношение вида

Nopt � γ−2, hopt � γ1/p,

а соответствующая трудоемкость имеет порядок S � γ−2−1/p [10]. Тео-
рема 3.4 доказана.

Теперь рассмотрим проблему оптимального (согласованного) выбо-
ра параметров статистического алгоритма при вычислении гистограм-
мы решения: шага численного метода h, размера выборки N и шага
гистограммы hg.

121



Теорема 3.5. [10] Пусть π∗(x) – гистограмма маргинальной плот-
ности p(x) (x ∈ [a, b]) в момент времени tk1 ∈ [t0, T ], полученная ста-
тистическим алгоритмом при решении систем со случайной струк-
турой (3.1). Тогда минимум трудоемкости вычисления гистограммы
достигается при ng,opt � γ−1, Nopt � γ−3, hopt � γ1/p, где γ – требуе-
мая точность вычислений в норме пространства L2

(
[a, b]

)
.

Доказательство. Вычислим функциональную оценку погрешности
уклонения гистограммы π∗(x) одномерной случайной величины ξ̂ = yk,
a ≤ yk ≤ b (с плотностью p̂(x)) от графика плотности p(x) случайной
величины y(tk) в норме пространства L2

(
[a, b]

)
:

B2(p, π∗)=
(

E‖p(x)−π∗(x)‖
L2

(
[a,b]
))2

≤
(

E
{ ∫ b

a

[
p(x)−π∗(x)

]2
dx
}

1/2
)2

≤

≤
∫ b

a
E
[
p(x)−π∗(x)

]2
dx=

∫ b

a
Dπ∗(x)dx+

∫ b

a

[
p(x)−Eπ∗(x)

]2
dx. (3.42)

Будем считать шаг гистограммы постоянным, т. е. hg = (b − a)/ng.
Тогда гистограмма π∗(x) определяется

π∗(x) =
mk

Nhg
, x ∈ Ik = [a+ (k − 1)hg, a+ khg],

где mk – число наблюдений случайной величины ξ̂ = yk, попавших в
отрезок Ik. Заметим, что mk является случайной величиной с бино-
миальным распределением и означает число успехов в N независимых
испытаниях Бернулли с вероятностью успеха p̂k =

∫
Ik
p̂(x)dx. Поэтому

Dmk = Np̂k(1− p̂k) и первое слагаемое в (3.42) имеет вид∫ b

a
Dπ∗(x)dx =

ng∑
k=1

∫
Ik

D
mk

Nhg
dx =

ng∑
k=1

∫
Ik

p̂k(1− p̂k)

Nh2
g

dx =
C1

Nhg
=
C1ng
N

.

Если
d2p̂

dx2
ограничена, то для второго слагаемого в (3.42) имеем

‖p(x)− Eπ∗(x)‖ ≤ ‖p(x)− p̂(x)‖+ ‖p̂(x)− Eπ∗(x)‖ ≤ c2hp +
c3
ng
,

где учтено, что численный метод решения СДУ слабо сходится с поряд-
ком p.

Таким образом,
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B2(p, π∗) ≤ C1ng/N + C2h
2p + C3n

−2
g . (3.43)

Для получения оптимальных параметров ng,opt, Nopt и hopt доста-
точно приравнять получившиеся погрешности и получить требуемый
порядок из соотношения

C1ng/N + C2h
2p + C3n

−2
g = γ2.

Получаем, что условно оптимальными являются следующие соотноше-
ния:

ng = O(N1/3), N = O(h−3p). (3.44)

Оптимальный порядок величин h, ng, N таков:

ng,opt � γ−1, Nopt � γ−3, hopt � γ1/p.

Выбирая параметры таким образом, получаем

B(p, π∗) ≤ CN−1/3.

Теорема 3.5 доказана.
Таким образом, мы показали, что если численный метод решения

СДУ имеет p-й порядок слабой сходимости, то при вычислении функ-
ционалов от решения условно оптимальным является число испытаний,
вычисленное по формуле (3.41), а при вычислении гистограммы – по
формуле (3.44).

Результаты численных экспериментов, подтверждающие получен-
ные результаты, приведены в следующей главе. Во всех численных рас-
четах, по умолчанию, для моделирования равномерно распределенных
случайных величин на интервале (0, 1) использовался «генератор» псев-
дослучайных чисел RAND [136] (с модулем 240 и множителем 517).

При численной реализации методов независимые пары нормаль-
но распределенных случайных величин ζ1, ζ2 с нулевым математиче-
ским ожиданием и единичной дисперсией вычислялась по формуле:
ζ =
√
−2 lnα1 cos 2πα2, где α1 и α2 – независимые равномерно распре-

деленные случайные величины на интервале (0, 1) [135].



Глава 4

Решение тестовых и прикладных задач

4.1. Статистический анализ диффузионных систем
с инвариантами

Ограничимся двумерным случаем (ny = 2) и в качестве примеров
многообразий

M(t,y) = M(y) = M(y1, y2) = C = const, [t0, T ]×R2,

рассмотрим поверхности второго порядка: эллиптический, гиперболи-
ческий и параболический цилиндры. Для таких цилиндров построим
двумерные системы линейных СДУ с одним мультипликативным шу-
мом, траектории которых с вероятностью 1 остаются на заданном мно-
гообразии.

Стохастическая система задана двумя уравнениями в смысле Ито:

dy1(t) = f1

(
t,y(t)

)
dt+ σ1

(
t,y(t)

)
dw(t), y1(t0) = y10,

dy2(t) = f2

(
t,y(t)

)
dt+ σ2

(
t,y(t)

)
dw(t), y2(t0) = y20,

(4.1)

где t ∈ [t0, T ], w(t) — скалярный стандартный винеровский случайный
процесс (nyw = 1). Эквивалентные (4.1) СДУ в смысле Стратоновича
имеют вид:

dy1(t) = a1

(
t,y(t)

)
dt+ σ1

(
t,y(t)

)
◦ dw(t), y1(t0) = y10,

dy2(t) = a2

(
t,y(t)

)
dt+ σ2

(
t,y(t)

)
◦ dw(t), y2(t0) = y20.

(4.2)

Так как в СДУ входит одномерный винеровский процесс, то вме-
сто матрицы σ(t,y) получается вектор, который мы обозначили как
[σ1(t,y) σ2(t,y)]T . Коэффициенты уравнений (4.1), (4.2) определяются
согласно общему алгоритму из [147]:
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a1(t,y) =
H1(t,y)

C(t,y)
, a2(t,y) =

H2(t,y)

C(t,y)
,

σ1(t,y) = q0(t,y)
∂M(t,y)

∂y2
, σ2(t,y) = −q0(t,y)

∂M(t,y)

∂y1
,

(4.3)

где

C(t,y) = q3(t,y)
∂M(t,y)

∂y1
− q2(t,y)

∂M(t,y)

∂y2
,

H1(t,y) = q1(t,y)
∂M(t,y)

∂y2
, H2(t,y) = −q1(t,y)

∂M(t,y)

∂y1
.

Коэффициент сноса в уравнении Ито (4.1) вычисляется согласно соот-
ношению (1.76). Функции q0(t,y), q1(t,y), q2(t,y) и q3(t,y) выбираются
произвольным образом, чтобы были выполнены условия существования
и единственности решения СДУ.

Пример 1. Построим двумерную стохастическую динамическую си-
стему с вектором состояния y = [y1 y2]T , находящуюся под непрерыв-
ными случайными воздействиями, траектории которой с вероятностью
1 остаются на эллиптическом (круговом) цилиндре

M(t, y1, y2) = y2
1 + y2

2 = C = const.

Коэффициенты в СДУ Стратоновича (4.2) имеют вид

a1(t,y) =
y2q1(t,y)

y1q3(t,y)− y2q2(t,y)
,

a2(t,y) = − y1q1(t,y)

y1q3(t,y)− y2q2(t,y)
,

σ1(t,y) = 2y2q0(t,y), σ2(t,y) = −2y1q0(t,y).

Функции q0(t,y), q1(t,y), q2(t,y) и q3(t,y) выберем так, чтобы стохасти-
ческая система была линейной. Для этого положим

q0(t,y) =
1
√

2
, q1(t,y) = 1, q2(t,y) =

1

y2
, q3(t,y) =

2

y1
,

y1q3(t,y)− y2q2(t,y) ≡ 1.

Требуемая система СДУ в смысле Стратоновича имеет вид
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dy1(t) = y2(t)dt+
√

2y2(t) ◦ dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) = −y1(t)dt−
√

2y1(t) ◦ dw(t), y2(0) = y20,

которой эквивалентна система СДУ в смысле Ито:

dy1(t) =
(
−y1(t) + y2(t)

)
dt+

√
2y2(t)dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) =
(
−y1(t)− y2(t)

)
dt−

√
2y1(t)dw(t), y2(0) = y20.

Начальные значения выбираются из условия y2
10 + y2

20 = C.
Пример 2. Построим двумерную стохастическую динамическую си-

стему с вектором состояния y = [y1 y2]T , находящуюся под непрерыв-
ными случайными воздействиями, траектории которой с вероятностью
1 остаются на гиперболическом цилиндре

M(t, y1, y2) = y1y2 = C = const.

СДУ в смысле Стратоновича, которым удовлетворяет случайный
процесс y(t) = [y1(t) y2(t)]T , как и ранее, имеют вид (4.2). Находим
коэффициенты в этих уравнениях:

a1(t,y) = − y1q1(t,y)

y1q2(t,y)− y2q3(t,y)
,

a2(t,y) =
y2q1(t,y)

y1q2(t,y)− y2q3(t,y)
,

σ1(t,y) = y1q0(t,y), σ2(t,y) = −y2q0(t,y).

Выберем эти функции так, чтобы стохастическая система была линей-
ной. Например,

q0(t,y) = 1, q1(t,y) = 1, q2(t,y) =
2

y1
, q3(t,y) =

1

y2
,

y1q2(t,y)− y2q3(t,y) ≡ 1.

Таким образом, требуемая система СДУ в смысле Стратоновича
имеет вид

dy1(t) = −y1(t)dt+ y1(t) ◦ dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) = y2(t)dt− y2(t) ◦ dw(t), y2(0) = y20,

которой соответствует система СДУ в смысле Ито:
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dy1(t) = −y1(t)

2
dt+ y1(t)dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) =
3y2(t)

2
dt− y2(t)dw(t), y2(0) = y20.

Начальные значения выбираются из условия y10y20 = C.
Заметим, что для этой системы уравнения связаны только тем, что

в них входит один и тот же винеровский процесс w(t).
Пример 3. Построим двумерную стохастическую динамическую си-

стему с вектором состояния y = [y1 y2]T , находящуюся под непрерыв-
ными случайными воздействиями, траектории которой должны с веро-
ятностью 1 оставаться на параболическом цилиндре

M(t, y1, y2) = y2 − y2
1 = C = const.

СДУ в смысле Стратоновича, которым удовлетворяет случайный
процесс y(t), как и ранее, имеют вид (4.2). Записываем коэффициенты
для этих уравнений согласно формулам (4.3):

a1(t,y) = − q1(t,y)

2y1q3(t,y) + q2(t,y)
,

a2(t,y) = − 2y1q1(t,y)

2y1q3(t,y) + q2(t,y)
,

σ1(t,y) = q0(t,y), σ2(t,y) = 2y1q0(t,y).

Выберем эти функции так, чтобы стохастическая система была линей-
ной. Например,

q0(t,y) = 1, q1(t,y) = 1, q2(t,y) = −1, q3(t,y) =
1

y1
,

2y1q3(t,y) + q2(t,y) ≡ 1.

Таким образом, получаем требуемые СДУ в смысле Стратоновича:

dy1(t) = −dt+ dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) = −2y1(t)dt+ 2y1(t) ◦ dw(t), y2(0) = y20.

Соответствующие СДУ в смысле Ито (4.1) имеют вид
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dy1(t) = −dt+ dw(t), y1(0) = y10,

dy2(t) =
(
1− 2y1(t)

)
dt+ 2y1(t)dw(t), y2(0) = y20.

Начальные значения выбираются из условия y20 − y2
10 = C.

В работах [313,321] линейные системы с мультипликативным шумом
использовались для тестирования численных методов решения СДУ,
для экспериментального определения порядка сходимости, а также для
иллюстрации соответствующего теоретического результата. Построен-
ные СДУ также можно использовать для этих целей.

Рассмотрим часто используемые схемы, применяемые для численно-
го решения СДУ: четыре численных метода для решения СДУ в смысле
Ито и четыре численных метода для решения СДУ в смысле Стра-
тоновича. Эти методы на произвольных нелинейных системах СДУ с
несколькими шумами и переменной матрицей диффузии имеют порядок
сильной сходимости p = 1/2. Но на линейных системах СДУ с аддитив-
ным или мультипликативным шумом, а также в случае произвольных
систем с одним шумом могут иметь порядок p = 1.

Численные методы решения СДУ в смысле Ито (3.2). I1. Ме-
тод Эйлера–Маруямы [338]:

yk+1 = yk + hf(tk,yk) +
√
hσ(tk,yk)∆Wk.

I2. Метод Мильштейна [181,342]:

yk+1 = yk + hf(tk,yk) +
√
hσ(tk,yk)∆Wk +

+
h

2

∂σ(tk,yk)

∂y
σ(tk,yk)(∆W 2

k − 1).

I3. Метод Платена [313]:

yk+1 = yk + hf(tk,yk) +

√
h

2

(
σ(tk,y

p
k)− σ(tk,yk)

)
(∆W 2

k − 1),

ypk = yk +
√
hσ(tk,yk)∆Wk.

I4. Обобщенный метод типа Розенброка [105]:
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yk+1 = yk +

[
I − h

2

∂f(tk,yk)

∂y

]−1[
hf(tk,yk) +

√
hσ(tk,yk)∆Wk

]
.

Численные методы решения СДУ в смысле Стратоновича
(3.1).

S1. Стохастический метод Эйлера–Коши (метод Хьюна) [269,270]:

yk+1 = yk +
h

2

(
a(tk,yk) + a(tk+1,y

p
k)
)

+

+

√
h

2

(
σ(tk,yk) + σ(tk+1,y

p
k)
)
∆Wk,

ypk = yk + hf(tk,yk) +
√
hσ(tk,yk)∆Wk,

fi(t,y) = ai(t,y) +
1

2

ny∑
j=1

nyw∑
l=1

∂σil(t,y)

∂yj
σjl(t,y), l = 1, 2, . . . , ny.

S2. Обобщенный метод типа Рунге–Кутты [197,311]:

yk+1 = yk +
h

2

(
a(tk,yk) + a(tk+1,y

p
k)
)

+

+

√
h

2

(
σ(tk,yk) + σ(tk+1,y

p
k)
)
∆Wk,

где
ypk = yk + ha(tk,yk) +

√
hσ(tk,yk)∆Wk.

S3. Метод (1.60) из семейства обобщенных методов типа Розенброка:

yk+1 = yk +

[
I − h

2

∂a(tk,yk)

∂y

]−1

×

×
[
ha(tk,yk) +

√
hσ(tk,yk)∆Wk +

h

2

∂σ(tk,yk)

∂y
σ(tk,yk)∆W 2

k

]
.

S4. Метод (1.61) из семейства обобщенных методов типа Розенброка:

yk+1 = yk +
h

2

[
I − h

2

∂a(tk,yk)

∂y

]−1[
a(tk,yk) + a(tk,y

p
k)
]

+

+

√
h

2

(
σ(tk,yk) + σ(tk,y

p
k)
)
∆Wk,

где
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ypk = yk +
√
hσ(tk,yk)∆Wk.

В этих формулах h — шаг численного интегрирования, ∆Wk — слу-
чайная величина (nyw = 1), имеющая стандартное нормальное распре-
деление, а I — единичная матрица размера ny × ny. Отметим, что ме-
тоды типа Розенброка ранее хорошо зарекомендовали себя на решении
жестких и осциллирующих систем [47], в задачах физики плазмы [402]
а также при анализе стохастических систем со случайной структурой
[241,249].

Проведем сравнительное тестирование численных методов I1–I4 и
S1–S4 на решении построенных систем СДУ с первыми интегралами.
Будем оценивать точность попадания на многообразие. Не ограничивая
общности, положим t0 = 0 и T = 1, т.е. будем рассматривать стохастиче-
ские динамические системы на отрезке времени T = [0, 1]. Для каждого
примера будем моделировать L = 1000 траекторий, т.е. строить дис-
кретную аппроксимацию {yik}, i = 1, 2, . . . , L, согласно приведенным
выше разностным схемам и вычислять среднее значение отклонения
траектории от многообразия в последнем узле tN = T :

ε̂M =
1

L

L∑
i=1

εiM, εiM = |M(t0,y0)−M(T,yiN )|,

а также доверительный интервал (ε̂M −∆M, ε̂M + ∆M), где

∆M =
3σ̂M√
L
, σ̂M =

√
1

L− 1

L∑
i=1

(εiM − ε̂M)2.

Для примера 1 на рис. 4.1 изображены три выборочные траекто-
рии в пространстве [t0, T ]×R2 и соответствующее многообразие (круго-
вой цилиндр). Изображены траектории, полученные методом Эйлера–
Маруямы с шагом h = 10−4. Начальные данные y10 = y20 = 1, т.е.
многообразие задано уравнением y2

1 + y2
2 = 2.

На рис. 4.2 показаны те же три выборочные траектории случайно-
го процесса y(t) (две координаты; каждой из выборочных траекторий
соответствует свой цвет: синий, красный и зеленый, второй координате
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по сравнению с первой соответствует менее насыщенный цвет; чёрными
точками показаны значения функции M(tk,yk) на выборочных траек-
ториях; на последнем рисунке изображены фазовые траектории).

В табл. 4.1 для примера 1 указаны средние значения отклонения
траектории от многообразия для последнего момента времени T = 1:

δ = |M(1,yN )−M(0,y0)|,

в зависимости от шага численного интегрирования h для всех числен-
ных методов.

Таблица 4.1. Отклонение от заданного многообразия в зависимости от шага
численного интегрирования h.

Метод \ h 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5

I1 1.443204 0.450203 0.143137 0.044666 0.014794

±0.206981 ±0.034758 ±0.010697 ±0.003283 ±0.001058

I2 1.149368 0.088330 0.008114 0.000859 0.000082

±0.125147 ±0.005355 ±0.000465 ±0.000047 ±4.8 · 10−6

I3 1.078042 0.087776 0.008541 0.000826 0.000086

±0.120383 ±0.005325 ±0.000492 ±0.000046 ±4.8 · 10−6

I4 1.139588 0.420895 0.140775 0.045774 0.014345

±0.119916 ±0.033167 ±0.010492 ±0.003404 ±0.001054

S1 0.365840 0.021486 0.001996 0.000200 0.000020

±0.065877 ±0.001495 ±0.000046 ±1.4 · 10−6 ±4.4 · 10−8

S2 0.840842 0.062603 0.006003 0.000600 0.000060

±0.04571 ±0.001449 ±0.000027 ±8.0 · 10−7 ±4.1 · 10−8

S3 0.774899 0.063376 0.005986 0.000607 0.000061

±0.083525 ±0.003144 ±0.000250 ±0.000027 ±2.7 · 10−6

S4 0.867613 0.063182 0.006152 0.000590 0.000061

±0.111446 ±0.003264 ±0.000263 ±0.000026 ±2.6 · 10−6

Аналогичные численные результаты для примера 2 приведены на
рис. 4.3, 4.4 и в табл. 4.2. Показаны три выборочные траектории слу-
чайного процесса y(t), их проекции на фазовую плоскость и соответ-
ствующее многообразие (гиперболический цилиндр). Начальные дан-
ные y10 = y20 = 1. Многообразие задано уравнением y1y2 = 1. Обо-
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Рис. 4.1. Выборочные траектории случайного процесса y(t) на эллиптиче-
ском цилиндре. Пример 1.

Рис. 4.2. Выборочные траектории случайного процесса y(t) (координаты,
значение первого интеграла, фазовые траектории). Пример 1.

132



значения на всех рисунках не отличаются от обозначений, принятых в
предыдущем примере.

Таблица 4.2. Отклонение от заданного многообразия в зависимости от шага
численного интегрирования h.

Метод \ h 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5

I1 0.416696 0.113617 0.035294 0.011450 0.003470

±0.028371 ±0.008081 ±0.002567 ±0.000814 ±0.000248

I2 0.171229 0.016133 0.001660 0.000163 0.000016

±0.013459 ±0.001152 ±0.000118 ±0.000011 ±1.1 · 10−6

I3 0.171229 0.016133 0.001660 0.000163 0.000016

±0.013459 ±0.001152 ±0.000118 ±0.000011 ±1.1 · 10−6

I4 0.424998 0.112359 0.035204 0.011421 0.003585

±0.029986 ±0.008093 ±0.002576 ±0.000842 ±0.000263

S1 0.042785 0.002569 0.000253 0.000025 2.5 · 10−6

±0.005742 ±0.000182 ±5.4 · 10−6 ±1.8 · 10−7 ±5.6 · 10−9

S2 0.101521 0.007664 0.000755 0.000075 7.5 · 10−6

±0.008504 ±0.000238 ±7.2 · 10−6 ±2.4 · 10−7 ±7.4 · 10−9

S3 0.120541 0.010317 0.001029 0.000104 0.000010

±0.011117 ±0.000723 ±0.000072 ±7.1 · 10−6 ±6.8 · 10−7

S4 0.115426 0.010241 0.001028 0.000104 0.000010

±0.010234 ±0.000716 ±0.000072 ±7.1 · 10−6 ±6.8 · 10−7

Численные результаты для примера 3 представлены аналогично
предыдущим примерам на рис. 4.5, 4.6 и в табл. 4.3. Показаны про-
екции на фазовую плоскость и соответствующее многообразие (пара-
болический цилиндр). Начальные данные y10 = y20 = 1. Многообразие
задается уравнением y2 − y2

1 = 0. Обозначения на всех рисунках не от-
личаются от обозначений, принятых в предыдущих примерах.

Численные результаты, приведенные в таблицах демонстрируют у
всех методов, кроме методов I1 и I4, уменьшение погрешности в 10 раз
при уменьшении шага интегрирования в 10 раз, что говорит о первом
порядке сходимости. А у методов I1 и I4 при уменьшении шага интегри-
рования в 10 раз погрешность уменьшается в

√
10 ≈ 3 раза, что говорит

о порядке сходимости p = 1/2.
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Рис. 4.3. Выборочные траектории случайного процесса y(t) на гиперболи-
ческом цилиндре. Пример 2.

Рис. 4.4. Выборочные траектории случайного процесса y(t) (координаты,
значение первого интеграла, фазовые траектории). Пример 2.
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Рис. 4.5. Выборочные траектории случайного процесса y(t) на параболиче-
ском цилиндре. Пример 3.

Рис. 4.6. Выборочные траектории случайного процесса y(t) (координаты,
значение первого интеграла, фазовые траектории). Пример 3.
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Таблица 4.3. Отклонение от заданного многообразия в зависимости от шага
численного интегрирования h.

Метод \ h 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5

I1 0.404348 0.110330 0.036083 0.011291 0.003658

±0.034043 ±0.007721 ±0.002561 ±0.000805 ±0.000251

I2 0.189218 0.018010 0.001795 0.000174 0.000017

±0.013683 ±0.001288 ±0.000130 ±0.000012 ±1.2 · 10−6

I3 0.189218 0.018010 0.001795 0.000174 0.000017

±0.013683 ±0.001288 ±0.000130 ±0.000012 ±1.2 · 10−6

I4 0.385230 0.117109 0.036255 0.011237 0.003625

±0.027334 ±0.008169 ±0.002681 ±0.000792 ±0.000254

S1 0.000000 2.8 · 10−15 8.6 · 10−14 2.7 · 10−13 4.4 · 10−12

±0.000000 ±0.000000 ±9.4 · 10−15 ±6.3 · 10−14 ±5.3 · 10−13

S2 0.000000 0.000000 2.8 · 10−15 8.6 · 10−15 2.7 · 10−14

±0.000000 ±0.000000 ±0.000000 ±0.000000 ±2.9 · 10−15

S3 0.085590 0.008142 0.000814 0.000076 7.8 · 10−6

±0.006150 ±0.000580 ±0.000058 ±5.7 · 10−6 ±5.4 · 10−7

S4 0.085590 0.008142 0.000814 0.000076 7.8 · 10−6

±0.006150 ±0.000580 ±0.000058 ±5.7 · 10−6 ±5.4 · 10−7

Методика построения СДУ, решения которых с вероятностью 1 нахо-
дятся на заданном гладком многообразии, показала, что СДУ в смысле
Стратоновича более естественны для описания таких процессов.

Также было подтверждено, что системы СДУ с первым интегралом
можно использовать для тестовых расчетов с целью изучения силь-
ной сходимости численных методов. Сравнительный анализ точности
восьми численных методов на трех системах СДУ, решения которых с
вероятностью 1 находятся на заданных цилиндрических поверхностях
второго порядка (эллиптическом, гиперболическом и параболическом
цилиндрах) подтвердил их свойства сильной сходимости. Для метода
Эйлера–Маруямы (I1) и обобщенного метода типа Розенброка для СДУ
в смысле Ито (I4) во всех примерах порядок сходимости в смысле откло-
нения траектории от многообразия равен p = 1/2. Остальные методы
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на тестовых двумерных линейных СДУ с мультипликативным скаляр-
ным шумом продемонстрировали первый порядок p = 1 (хотя в общем
случае у методов порядок p = 1/2).

Модификация численных алгоритмов моделирования тра-
екторий СДУ с первым интегралом.

Из-за погрешности численного метода моделируемые траектории не
принадлежат заданному многообразию, а лежат в некоторой его окрест-
ности, которая определяется шагом численного интегрирования и по-
рядком сходимости численного метода. При построении программного
управления с вероятностью 1 для динамических систем при наличии
случайных возмущений нахождение траектории на заданном многооб-
разии является важным. В параграфе 1.4 была проведена модификация
численных алгоритмов моделирования траекторий с целью уменьшения
погрешности отклонения от многообразия до нуля.

Рассмотрены результаты тестирования метода Эйлера–Маруямы и
метода (1.61) из семейства обобщенных методов типа Розенброка с уче-
том дополнительной коррекции численного решения и без нее на систе-
мах СДУ с инвариантами.

Как показано выше, на рассматриваемых примерах метод Эйлера–
Маруямы имеет порядок сильной сходимости 1/2, а метод типа Розен-
брока - первый порядок сильной сходимости.

Исследовалась потраекторная сходимость численных методов, срав-
нивались точное и численное решения. Также оценивалась точность вы-
числения первых двух моментов решения при t = T = 1.

Во всех примерах моделировалось L = 105 траекторий.
Введем следующие обозначения:

ε =
1

L

L∑
l=1

|y(T )− ylN |, ε̃ =
1

L

L∑
l=1

|y(T )− ỹlN |,

где при вычислении ε взята дискретная аппроксимация {ylk}, получен-
ная численным методом без учета коррекции, а при вычислении ε̃ взята
дискретная аппроксимация {ỹlk}, полученная с учетом коррекции (1.84)

и (1.85). Кроме того, будем вычислять

137



εM =
1

L

L∑
l=1

|M(T,ylN )−M(0,y0)|.

Эта величина характеризует точность попадания дискретной аппрок-
симации (без учета коррекции) на заданную поверхность M(t,y) =

M(0,y0) (точность вычисления первого интеграла).
Приведем формулы для оценок первых двух моментов по дискрет-

ной аппроксимации {ylk}:

mi =
1

L

L∑
l=1

(ylN )i, Γij =
1

L

L∑
l=1

(ylN )i(y
l
N )j , i, j = 1, 2,

а также по дискретной аппроксимации {ỹlk}:

m̃i =
1

L

L∑
l=1

(ỹlN )i, Γ̃ij =
1

L

L∑
l=1

(ỹlN )i(ỹ
l
N )j , i, j = 1, 2.

Для двумерных систем СДУ в примерах 1–3 были заданы следую-
щие начальные значения y10 = y20 = 1, т.е. поверхности определяются
уравнениями:

• y2
1 + y2

2 = C = 2 (круговой цилиндр),

• y1y2 = C = 1 (гиперболический цилиндр),

• y2 − y2
1 = C = 0 (параболический цилиндр).

Результаты статистического моделирования примера 1 методами I1
и S4 приведены в таблицах. Моделирование проводилось для шагов чис-
ленного интегрирования h = 0.1; 0.01; 0.001; 0.0001. Результаты стати-
стического моделирования примера 1 приведены в таблицах 4.4, 4.5,
примера 2 — в таблицах 4.6, 4.7, примера 3 — в таблицах 4.8, 4.9.

В таблицах 4.4, 4.6, 4.8 приведены отклонения численного решения
от точного. Оценки первого момента приведены в таблицах 4.5, 4.7, (в
последних строках этих таблиц приведены точные значения соответ-
ствующих моментов).

На рис. 4.7 дополнительно для примера 1 показаны результаты чис-
ленного моделирования на расширенном временном интервале [0, 10] с
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шагом численного интегрирования h = 0.01. Слева приведены три ри-
сунка для метода Эйлера–Маруямы, а справа – для метода типа Розен-
брока:

• траектории на заданных поверхностях,

• траектории координаты y1(t),

• траектории координаты y2(t).

Красным цветом показано численное решение без коррекции; синим —
с коррекцией; черным цветом показана траектория, соответствующая
точному решению. Но на всех графиках точное решение почти совпа-
дает с численным решением с учетом коррекции. Особо отметим, что
моделирование этих траекторий проводилось по одной и той же выбо-
рочной траектории винеровского процесса.

На графиках с траекториями на заданных поверхностях видно, что
1) без коррекции решения метод типа Розенброка считает точнее и пока-
зывает лучшие свойства устойчивости, чем метод Эйлера–Маруямы, 2)
коррекция решения приводит к сохранению инварианта системы. Гра-
фики с координатами траекторий демонстрируют, что коррекция чис-
ленного решения приводит также и к уточнению каждой компоненты
решения.

Графики наглядно демонстрируют результаты численных экспери-
ментов, приведенные в таблицах.
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Рис. 4.7. Выборочные траектории с учетом коррекции и без нее (пример
1).

Таблица 4.4. Отклонение приближенного решения от точного (пример 1).

Метод I1 Метод S4
h

ε̃ (ε) εM ε̃ (ε) εM

10−1 0.187 (0.518) 1.407 0.114 (0.275) 0.738

10−2 0.030 (0.163) 0.446 0.019 (0.032) 0.062

10−3 0.0032 (0.051) 0.143 0.0020 (0.0032) 0.0061

10−4 0.00033 (0.016) 0.045 0.00021 (0.00032) 0.00060

Таблица 4.5. Оценки математического ожидания (пример 1).

Метод I1 Метод S4
h

m̃1 (m1) m̃2 (m2) m̃1 (m1) m̃2 (m2)
10−1 0.571 (0.495) −0.096 (−0.165) 0.451 (0.472) −0.093 (−0.160)
10−2 0.522 (0.510) −0.113 (−0.121) 0.497 (0.503) −0.113 (−0.119)
10−3 0.512 (0.511) −0.115 (−0.116) 0.510 (0.510) −0.114 (−0.114)
10−4 0.511 (0.511) −0.110 (−0.110) 0.511 (0.511) −0.112 (−0.112)
exact 0.508 −0.111 0.508 −0.111
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Таблица 4.6. Отклонение приближенного решения от точного (пример 2).

Метод I1 Метод S4
h

ε̃ (ε) εM ε̃ (ε) εM

10−1 0.750 (0.858) 0.400 0.385 (0.397) 0.107

10−2 0.218 (0.269) 0.114 0.046 (0.045) 0.010

10−3 0.069 (0.085) 0.036 0.0046 (0.0045) 0.0010

10−4 0.022 (0.027) 0.011 0.00047 (0.00046) 0.00010

Таблица 4.7. Оценки математического ожидания (пример 2).

Метод I1 Метод S4
h

m̃1 (m1) m̃2 (m2) m̃1 (m1) m̃2 (m2)
10−1 0.611 (0.597) 3.954 (4.044) 0.615 (0.634) 4.129 (4.219)
10−2 0.611 (0.609) 4.425 (4.435) 0.606 (0.608) 4.436 (4.448)
10−3 0.607 (0.607) 4.467 (4.468) 0.607 (0.607) 4.447 (4.448)
10−4 0.605 (0.605) 4.478 (4.478) 0.605 (0.605) 4.496 (4.496)
exact 0.607 4.482 0.607 4.482

Таблица 4.8. Отклонение приближенного решения от точного (пример 3).

Метод I1 Метод S4
h

ε̃ (ε) εM ε̃ (ε) εM

10−1 0.311 (0.381) 0.381 0.062 (0.080) 0.080

10−2 0.087 (0.113) 0.113 0.0057 (0.0080) 0.0080

10−3 0.028 (0.036) 0.036 0.00057 (0.00080) 0.00080

10−4 0.0087 (0.011) 0.011 0.00006 (0.00008) 0.00008

Таблица 4.9. Оценки математического ожидания (пример 3).

Метод I1 Метод S4
h

m̃1 (m1) m̃2 (m2) m̃1 (m1) m̃2 (m2)
10−1 0.059 (0.00047) 0.962 (0.907) 0.025 (0.0021) 1.019 (1.009)
10−2 0.0031 (−0.0020) 0.991 (0.985) 0.0090 (0.0069) 0.998 (0.997)
10−3 0.0030 (0.0025) 1.007 (1.006) 0.0029 (0.0027) 1.007 (1.007)
10−4 −0.0019 (−0.0020) 0.999 (0.999) −0.00012 (−0.00014) 1.000 (1.000)
exact 0.000 1.000 0.000 1.000
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4.2. Сравнительный анализ алгоритмов
моделирования пуассоновских процессов

Проведем сравнение алгоритмов моделирования пуассоновских про-
цессов.

Для оценки математического ожидания численно моделируется N

траекторий. Напомним, что при приближенном вычислении математи-
ческого ожидания Eξ случайной величины ξ с конечной дисперсией σ2

по формуле ξ̄N =
1

N

N∑
i=1

ξi при заданном уровне доверия (1 − ε) имеет

место соотношение [135]

P
( ∣∣ξ̄N − Eξ

∣∣ ≤ γ(ε)
σ√
N

)
≈ 1√

2π

+γ(ε)∫
−γ(ε)

e−
y2

2 dy = 1− ε,

где γ(ε) – константа, определяемая выбором величины ε. При ε = 0.003

получаем γ(ε) = 3, т. е. при достаточно большом N значение Eξ c веро-
ятностью p = 0.997 принадлежит доверительному интервалу(

ξ̄N −
3σ√
N
, ξ̄N +

3σ√
N

)
.

Чем больше дисперсия σ, тем больший объем выборки N требуется для
вычисления оценки математического ожидания с заданной точностью.

Для оценки математического ожидания численно моделируется N

траекторий и величина Eξ(ti) оценивается средним арифметическим
полученных выборочных значений ξ(ti)

ξN (ti) =
1

N

N∑
j=1

ξ(j)(ti).

Погрешность оценки ε(ti) = |Eξ(ti) − ξN (ti)| определяется величиной√
Dξ(ti)√
N

.

В таблицах с результатами численных экспериментов приведены до-
верительные интервалы для оценки математического ожидания. Время
расчета указано в секундах.
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Тест 1.Моделирование однородного пуассоновского процесса ξ(t),
t ≥ 0 с интенсивностью λ. Известно, что Eξ(t) = λt. Для оценки мате-
матического ожидания моделировалось 106 траекторий на интервале
[0, T ], T = 2.

Сравним два метода моделирования однородного пуассоновского
процесса. Запишем эти методы применительно к данному тесту с ука-
занием формул моделирования. Для моделирования целого значения
k, распределенного по закону Пуассона с параметром a использовалась
формула (см. алгоритм 1.2 из [135]):

k = min{
k∏
i=0

αi < ea},

где αi – независимые равномерно распределенные случайные величины
на (0, 1)

Метод 1, (2.2):

1) моделируем целое k по закону Пуассона с параметром λT ;

2) моделируем k точек {τi}ki=1 в интервале [0, T ] независимо с плот-

ностью p(x) =
1

T
(по формуле τi = αiT , где αi – независимые

равномерно распределенные случайные величины на [0, 1]);

3) упорядочим точки {τi}ki=1 и полагаем ξ(τi) = i.

Метод 2 (параграф 2.3):

1) моделируем последовательность независимых значений τ1, τ2, . . .

с экспоненциальной плотностью p(x) = λ exp(−λx) (по формуле

τi = − lnαi
λ

, где αi – независимые равномерно распределенные
случайные величины на [0, 1]);

2) полагаем ti =
∑i

j=1
τj , ξ(ti) = i, пока ti ≤ T .

Результаты статистического моделирования приведены в табл. 4.10.
Математическое ожидание оценивалось в точках ti = 0.02 + ti−1, i =

1, . . . , 100, t0 = 0.
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Таблица 4.10. Погрешность оценки математического ожидания и время
счета для разных интенсивностей (тест 1)

Mетод 1 Mетод 2

λ ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч

0.6 0.00036± 0.0011 5.22 0.00034± 0.0011 5.23

2 0.00032± 0.0017 6.54 0.00027± 0.0017 6.19

4 0.0025± 0.002 8.54 0.0043± 0.002 7.71

10 0.0074± 0.003 18.6 0.0066± 0.003 11.98

В табл. 4.10 помещены полученные абсолютные погрешности оцен-
ки математического ожидания в последней точке и время счета для
различных параметров λ. Из таблицы видно, что при малых интенсив-
ностях оба метода сравнимы по времени счета. При больших λ метод
1 считает дольше, так как много времени тратится на упорядочение
моментов {τi}ki=1.

Тест 2. Моделирование неоднородного пуассоновского процесса

ξ(t), t ≥ 0 с интенсивностью λ(t) = λme
−2t и Eξ(t) =

λm
2

(1− e−2t). Для
оценки математического ожидания моделировалось 106 траекторий на
интервале [0, T ], T = 2.

Для этого теста рассмотрим три метода. Введем следующие обозна-
чения: метод 1 (использующий формулу (2.2)), метод 2 (метод исклю-
чения из реализаций ансамбля, параграф 2.2), метод 3 (метод макси-
мального сечения из параграфа 2.3). Запишем методы применительно
к данному тесту с указанием формул моделирования.

Метод 1, (2.2):

1) моделируем целое k по закону Пуассона с параметром

Λ([0, T ]) =
λm
2

(1− e−2T );
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Рис. 4.8. График математического ожидания (тест 2)

2) моделируем k точек {τi}ki=1 на [0, T ] независимо с плотно-

стью p(x) =
λ(x)∫ >

0
λ(t)dt

=
2e−2x

1− e−2T
(по формуле τi =

− ln(1− αi(1− e−2T ))

2
, где αi – независимые равномерно распре-

деленные случайные величины на [0, 1]);

3) упорядочим точки {τj}kj=1 и полагаем ξ(τj) = j.

В методе 2 (метод исключения из реализаций ансамбля) и методе
3 (метод максимального сечения) рассмотрена постоянная мажоранта
λ0 = λm на всем интервале [0, T ].

Метод 2 (метод исключения) :

1) полагаем λ0 = λm и моделируем целое k по закону Пуассона с
параметром λ0T ;

2) моделируем k точек {τi}ki=1 в интервале [0, T ] независимо с плот-

ностью p(x) =
1

T
;

3) исключаем i-ю точку с вероятностью pi = 1− e−2τi , i = 1, . . . , k;

4) оставшиеся точки упорядочим {τi}li=1, l ≤ k и полагаем ξ(τi) = i.

Результаты статистического моделирования приведены на рис. 4.8
и в табл. 4.11. На рис. 4.8 приведены графики точного математическо-
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Таблица 4.11. Погрешность оценки математического ожидания и время
счета для разных интенсивностей (тест 2)

Mетод 1 Mетод 2 Mетод 3

λ ε tсч ε tсч ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч

0.6 0.0004 5.38 0.0003 5.7 0.0005± 0.00055 6.07

2 0.0004 5.89 0.001 7.44 0.001± 0.001 8.09

4 0.0006 6.61 0.002 9.78 0.0001 ±0.0017 10.84

10 0.001 8.84 0.002 17.18 0.0012± 0.002 19.07

го ожидания и оценка методом 1 на интервале [0, 2] для λ = 0.6. По-
лученные оценки остальными методами не приведены ввиду сильного
наложения графиков.

В табл. 4.11 приведены полученные абсолютные погрешности ε оцен-
ки математического ожидания в последней точке и время счета tсч для
различных параметров λ. Из таблицы видно, что при малых интенсив-
ностях (λ < 1) все методы сравнимы по времени счета. При больших λ
метод 1 считает быстрее других методов.

При использовании в методе «максимального сечения» кусочно-
постоянной мажоранты уменьшается время счета в результате умень-
шения числа исключений. Также отметим, что метод «максимального
сечения» универсален и реализуется для любого распределения, а при
моделировании методом 1 плотность может не допускать достаточно
эффективного cтандартного алгоритма численного моделирования.

Следующий тест посвящен сравнению метода 1 и метода максималь-
ного сечения, сформулированных для моделирования пуассоновского
процесса с заданной пуассоновской случайной мерой.

Тест 3. Стационарное решение задачи Коши

y(t) = y(0) +
∫ t

0
adτ −

∫ t

0

∫ 1

0
y(τ−)θν(dθ × dτ), (4.4)

где пуассоновская мера ν на [0, 1] × R+ задана мерой Π(dθ) = λ(1 −
θ)λ−1dθ, является гамма-распределением с параметрами a, λ, а плот-
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ность распределения имеет вид p(x) = xλ exp(−x/a)/(aλ+1λ!) [227]. Ма-
тематическое ожидание решения имеет вид

Ey(t) = Ey0 · e−t/(λ+1) + a(1− e−t/(λ+1)/(λ+ 1).

При численном решении (4.4) параметры принимали следующие значе-
ния: a = 1, λ = 3. Начальное значение моделировалось как равномерная
случайная величина на [0, 1]. Численное решение в узлах сетки опреде-
лялось по формуле

yn+1 =

y
−
n+1, если tn+1 не является моментом скачка,

y−n+1(1− ξk+1), если tn+1 является моментом скачка,

где y−n+1 = yn + tk+1 − tk.
Моделирование значений случайной величины с плотностью

p(x) = 3(1− θ)2, θ ∈ [0, 1],

осуществлялось по формуле

ξk+1 = 1− (αk)1/3,

где αk – равномерная случайная величина на T = 10.
Результаты статистического моделирования приведены на рис. 4.9,

4.10 и в табл. 4.12. На рис. 4.9 приведены график плотности стационар-
ного решения и гистограммы, полученные численным методом 1 при
t = 5 и t = 20. На рис. 4.9 видно, что при t = 5 решение еще не является
стационарным.

На рис. 4.10 приведены графики точного математического ожидания
(exact) и оценки (m3), полученные методом 1. Графики, полученные ме-
тодом «максимального сечения», не приводятся, так как они визуально
совпадают с графиками, полученными методом 1.

В таблице приведены полученные абсолютные погрешности ε оценки
математического ожидания и время счета tсч при t = 5 и t = 20. В этом
примере, как и в тесте 1, метод 1 считает дольше.
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Рис. 4.9. График стационарной плотности (st) и ее оценки при t = 5

и t = 20 (тест 3)

Рис. 4.10. График математического ожидания (тест 3)

Проведем сравнение двух алгоритмов: метода максимального сече-
ния (2.13) и его модификации (2.14), предназначенных для моделиро-
вания неоднородного пуассоновского процесса.

Тест 4.Моделирование неоднородного пуассоновского процесса ξ(t),

t ∈ [0, 2] с интенсивностью λ(t) = λme
−2t и Eξ(t) =

λm
2

(1− e−2t).
Полагаем λ0(t) ≡ λm на всем интервале [0, T ]. Результаты стати-

стического моделирования приведены ниже. В таблицах указаны по-
лученные абсолютные погрешности ε оценки математического ожи-
дания в последней точке и время счета tсч для различных пара-
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Таблица 4.12. Погрешность оценки математического ожидания и время
счета для разных интенсивностей (тест 3)

Метод 1 Метод 3

T ε±
√

Dξ(T )√
N

tсч ε±
√

Dξ(T )√
N

tсч

5 0.0002± 0.0017 6.63 0.0002± 0.0017 6.13

20 0.0008± 0.006 26.33 0.0002± 0.006 18.41

метров λm. В табл. 4.13 приведены результаты расчетов при ис-
пользовании «генератора» псевдослучайных чисел RAND [136] (с мо-
дулем 240 и множителем 517), а в табл. 4.14 – для «генератора»
псевдослучайных чисел RND128 [340] (с модулем 2128 и множите-
лем 5100109).

Результаты численного моделирования демонстрируют уменьше-
ние трудоемкости вычислений при использовании модифицированного
«максимального сечения». Из таблиц видно, что оценки, полученные
обоими методами, попадают в доверительные интервалы, а модифици-
рованный метод «максимального сечения» считает быстрее более чем
на 10 %.

Статистическое соответствие оценок, полученных методом «макси-
мального сечения» и его модификацией, является дополнительным кри-
терием удовлетворительности используемых «генераторов» псевдослу-
чайных чисел RAND и RND128.

Проведенные численные эксперименты демонстрируют возможность
применения различных методов Монте-Карло для моделирования одно-
родных и неоднородных пуассоновских процессов.
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Таблица 4.13. Погрешность оценки математического ожидания и время
счета для разных интенсивностей, датчик RAND [135]

метод (2.13) метод (2.14)

λm ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч

0.6 0.0006± 0.0005 6.76 0.0003± 0.0005 6.06

2 0.0004± 0.0010 8.82 0.0006± 0.0010 8.07

4 0.0007± 0.0014 12.41 0.0010± 0.0014 10.86

10 0.0006± 0.0022 22.54 0.0016± 0.0022 19.13

Таблица 4.14. Погрешность оценки математического ожидания и время
счета для разных интенсивностей, датчик RND128 [340]

метод (2.13) метод (2.14)

λm ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч ε±
√

Dξ(2)√
N

tсч

0.6 0.0006± 0.0005 7.17 0.0002± 0.0005 6.41

2 0.0007± 0.0010 10.10 0.0008± 0.0010 8.67

4 0.0008± 0.0014 14.35 0.0004± 0.0014 12.25

10 0.0002± 0.0022 27.28 0.0027± 0.0022 22.19
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4.3. Сравнительный анализ приближенных
алгоритмов моделирования пуассоновских процессов

В параграфе 2.3 рассмотрены приближенные алгоритмы моделиро-
вания пуассоновского процесса, построенные на основе свойства орди-
нарности

P
(
P (t+ h)− P (t) = 1 |X(t) = x

)
= λ(t, x)h+ o(h), h→ 0.

Метод на основе свойства ординарности состоит в следующем. В
каждом узле равномерной сетки tk (hk = h) проверяется вероятностное
условие разрыва траектории. Узел tk является моментом разрыва, если

αk ≤ λ(tk, Xk)h, (4.5)

где αk — случайная величина, имеющая равномерное распределение в
интервале (0, 1).

Проведенные в параграфе 4.7 сравнительные расчеты трех алгорит-
мов показали, что использование метода на основе свойства ординарно-
сти увеличивает время решения задачи оптимальной фильтрации из-за
большого количества вызовов генератора псевдослучайных чисел. Если
временная сетка состоит из Nh узлов и для получения приближенной
оптимальной оценки вектора состояния объекта наблюдения требует-
ся моделирование Ntr траекторий, то для проверки неравенства (4.5)

требуется моделирование Nα = NhNtr независимых равномерных слу-
чайных чисел.

Представим Sprog - время работы программы, использующей фор-
мулу (4.5) для моделирования пуассоновского точечного потока, как

Sprog = Sα + S, (4.6)

где Sα - время, затрачиваемое на проверку условия (4.5) и S - время,
затрачиваемого на все остальные вычисления. Очевидно, что Sα про-
порционально tαNα, где tα - время вычисления равномерного псевдо-
случайного числа, Nα - число вызовов генератора для проверки нера-
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венства (4.5). Заметим, что в S также может входить вызов генератора,
но для других целей.

Если вычислять αk с затратами меньшими, чем вызов генератора,
или уменьшить число вызовов генератораNα, то можно уменьшить тру-
доемкость алгоритма (а значит и время счета). Это уменьшение будет
тем значительнее, чем больше доля первого слагаемого в Sprog. Воз-
можно максимальное уменьшение времени счета в k раз, где

k =
Sprog

S
. (4.7)

В данном параграфе проведем проверку статистической адекватно-
сти алгоритма на основе свойства ординарности и его модификацию с
помощью решения тестовых задач.

Рассмотрим два алгоритма из параграфа 2.3, которые состоят в ис-
пользовании формулы (4.5):

1) Алгоритм 1: αk моделируются на каждом шаге с помощью гене-
ратора псевдослучайных чисел;

2) Алгоритм 2: αk моделируются согласно предложенной модифи-
кации (2.16) с помощью одного равномерного случайного числа.

При применении алгоритма 2 в случае (4.5), нужно положить

αi = β(i), p(i) = λ(ti, Xi)h, i = 1, ..., T/h. (4.8)

Применяемая методика теоретически обоснована для случайных чисел.
Для псевдослучайных чисел требуется проверка. Алгоритм, соответ-
ствующий теореме, следует координировать с точностью вычисления
значений α

Напомним, что одним значением α можно пользоваться, пока

lk =
k∏
i=1

p̄i ≥ ε, p̄i =

p(i), если β(i) ∈ (0, p(i)),

1− p(i), если β(i) ∈ (p(i), 1).
(4.9)

При использовании для вычисления α метода вычетов с числом двоич-
ных разрядов, равным m, обычно рекомендуется значение ε = 2−m/2.
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Методика, применяемая в алгоритме 2, теоретически обоснована для
случайных чисел. Для псевдослучайных чисел, которые получаются с
помощью конкретного генератора и используются при вычислениях,
требуется проверка.

Так как в дальнейшем предполагается использовать предложенный
алгоритм 2 для данных большого объема (длинный временной интер-
вал, большой объем выборки) в параллельной реализации на суперком-
пьютере, то целесообразно делать проверку алгоритма для случайных
чисел, полученных с помощью «многоразрядного» генератора псевдо-
случайных чисел. Поэтому для моделирования равномерно распреде-
ленных случайных величин в интервале (0, 1) использовался генератор
псевдослучайных чисел RND128 (с модулем 2128 и множителем 5100109).
Расчеты проводились на РС с процессором Intel Core i5 3330 (3.00 ГГц).

Генератор RND128 является мультипликативным с числом двоич-
ных разрядов m = 128, поэтому для проверки применяемой методики
можно использовать одно псевдослучайное число, пока выполнено усло-
вие (4.9), где ε = 2−64.

При моделировании пуассоновского точечного потока алгоритмом 2
рассматривалось четыре варианта прекращения моделирования по од-
ному случайному числу:

вар 1) с помощью одного α моделируются 10 равномерно распределен-
ных случайных величин в интервале (0, 1) {αi}, i = 1, ..., 10, со-
гласно (4.8), теоремы 2.1,

вар 2) с помощью одного α моделируются 100 равномерно распределен-
ных случайных величин в интервале (0, 1) {αi}, i = 1, ..., 100, со-
гласно (4.8), теоремы 2.1,

вар 3) с помощью одного α, согласно (4.8), теоремы 2.1 и замечания (4.9)

моделируется последовательность {αi}, при ε = 2−30.

вар 4) с помощью одного α, согласно (4.8), теоремы 2.1 и замечания (4.9)

моделируется последовательность {αi}, при ε = 2−64.
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В алгоритме 2 для проверки неравенства (4.5) для каждой траек-
тории, в каждом узле временной сетки моделируются случайные ве-
личины β и η согласно формулам теоремы 2.1. Если в формуле (4.8)

вероятность «успеха» постоянна

p(i) = p = const,

то равномерные случайные числа теоремы 2.1 имеют коэффициент кор-
реляции

ρu =
E((α− Eα)(β − Eβ))√
E(α− Eα)

√
E(β − Eβ)

= 1− 2p+ 2p2, (4.10)

а соответствующие бернуллиевские случайные величины независимы и

ρb = 0, Eη = p, Dη = E(η −m)2 = p. (4.11)

Используем пример (4.10) - (4.11) для вычислительного эксперимен-
та, чтобы показать, что при моделировании пуассоновского точечного
потока алгоритмом 2 при постоянной вероятности «успеха» p в форму-
ле (4.8), получаются последовательность равномерных случайных ве-
личин {αi} с коэффициентом корреляции (4.10) и соответствующая ей
последовательность бернуллиевских случайных величин {ηi} с нулевым
коэффициентом корреляции (4.11).

Тест 1. Рассмотрим задачу

dX(t) =
∫

Θ
θν(dt× dθ), X(0) = X0 (4.12)

с параметрами:

Θ = {1}, X0 = 0, λ(t) ≡ λ = 10, t ∈ [0, 1],

решением которой является простейший пуассоновский процесс X(t) с
постоянной интенсивностью λ, EX(t) = DX(t) = λ ≡ 10.

Моделирование проводилось алгоритмом 2 на временном интервале
[0, 1] с шагом h = 0.001 и числом траекторий Ntr = 103, Ntr = 104,
Ntr = 105. Для заданных параметров получаем:
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p = 0.01, ρu = 0.9802.

Оценки коэффициентов корреляции для разного объема выборки для
четырех вариантов алгоритма 2 приведены в таблице 4.15 (для рав-
номерной последовательности) и в таблице 4.16 (для бернуллиевской
последовательности). В этих таблицах, а также в таблицах для после-
дующих тестов, использованы обозначения:

• ρ̃i -оценка коэффициента корреляции для i-го варианта, i =

1, 2, 3, 4;

• m̃ - оценка математического ожидания;

• d̃ -оценка дисперсии;

• δ - абсолютная погрешность оценки математического ожидания;

• Nα - число вызовов генератора псевдослучайных чисел для про-
верки неравенства (4.5);

• NS - число вызовов генератора псевдослучайных чисел не связан-
ных с проверкой неравенства (4.5);

• tсч - время счета в секундах.

Таблица 4.15. Оценки коэффициента корреляции для полученных равно-
мерных случайных чисел (тест 1)

Nh Ntr ρu ρ̃1 ρ̃2 ρ̃3 ρ̃4

103 103 0.9802 0.88278 0.97039 0.97785 0.97945
103 104 0.88228 0.97044 0.9778 0.9788
103 105 0.88226 0.97040 0.9777 0.9789

Таблица 4.16. Оценки коэффициента корреляции для полученных берну-
лиевских случайных чисел (тест 1)

Nh Ntr ρb ρ̃1 ρ̃2 ρ̃3 ρ̃4

103 103 0 0.00056 0.00030 -0.000589 0.000664
103 104 0.00017 6 · 10−7 - 0.000475 - 0.000203
103 105 0.00005 0.00002 -0.00002 0.000153
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Таблица 4.17. Численные результаты для полученных бернулиевских слу-
чайных чисел: оценки среднего и дисперсии, погрешность оценки среднего и
доверительный интервал, число вызовов генератора RND128 (тест 1)

Вариант Nh Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα

1 103 103 0.009922 0.009024 0.000078± 0.000099 105

103 104 0.010013 0.009913 0.000013± 0.000031 106

103 105 0.009987 0.009888 0.000013± 0.000010 107

2 103 103 0.009851 0.009754 0.000151± 0.000099 104

103 104 0.010012 0.009912 0.000012± 0.000031 105

103 105 0.010003 0.009903 0.000003± 0.000010 106

3 103 103 0.009886 0.009788 0.000114± 0.000099 2475

103 104 0.009975 0.009875 0.000025± 0.000031 24860

103 105 0.010022 0.009922 0.000022± 0.000010 249596

4 103 103 0.010080 0.009976 0.000080± 0.000100 1217

103 104 0.010047 0.009946 0.000047± 0.000032 12152

103 105 0.010020 0.009920 0.000020± 0.000010 121235

Из таблицы 4.15 видно, что полученная последовательность равно-
мерных случайных чисел в (0, 1) является зависимой. Чем больше дли-
на моделируемой последовательности по одному случайному числу, тем
ближе коэффицент корреляции к точному значению.

Из таблицы 4.16 видно, что полученная бернуллиевская последова-
тельность является некоррелируемой.

Оценки вероятностных характеристик в момент времени t = 1, по-
лученные алгоритмом 2 при моделирования бернуллиевских случайных
величин и пуассоновского точечного потока с постоянной интенсивно-
стью (тест 1) приведены в таблицах 4.17 и 4.18, соответственно. В табли-
цах приводится величина доверительного интервала "одно σ". Из таб-
лиц видно, что полученные оценки совпадают в пределах статистиче-
ской погрешности для всех 4-х вариантов алгоритма 2.

Приведённые оценки коэффициента корреляции (таблица 4.16), ма-
тематического ожидания и дисперсии (таблица 4.17) подтверждают
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возможность применения предложенной методики для моделирования
независимой бернуллиевской последовательности с помощью одного
псевдослучайного числа, пока выполнено условие (4.9).

Из таблицы 4.18 видно, что полученные бернуллиевские последо-
вательности позволяют моделировать пуассоновский точечный поток и
результаты совпадают в пределах статистической погрешности для всех
рассматриваемых четырех вариантов.

Таблица 4.18. Вероятностные характеристики, полученные алгоритмом
2 при моделирования пуассоновского потока с постоянной интенсивностью
(тест 1)

Вариант Nh Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα

1 103 103 9.922 10.074 0.078± 0.1 105

103 104 10.0133 9.854 0.013± 0.031 106

103 105 9.98663 9.7802 0.013± 0.0099 107

2 103 103 9.851 9.735 0.149± 0.099 104

103 104 10.012 9.960 0.012± 0.032 105

103 105 10.003 9.894 0.0033± 0.0099 106

3 103 103 9.886 9.163 0.114± 0.096 2475

103 104 9.975 9.856 0.025± 0.031 24860

103 105 10.022 9.916 0.022± 0.010 249596

4 103 103 10.078 9.786 0.007± 0.019 1217

103 104 10.047 10.044 0.047± 0.031 12152

103 105 10.020 9.990 0.022± 0.010 121235

Далее проведем сравнительный анализ алгоритма 1 и его модифика-
ции при моделировании пуассоновского точечного потока переменной
интенсивности. В качестве примера рассмотрим задачу (4.12) c пара-
метрами:

λ(t) = 2% t, t ∈ [0, 1],

и точное решение:

X(t) = X(0) +
∫ t

0

∫
Θ
θν(dt× dθ), X(0) = X0.
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Согласно свойствам пуассоновской меры получаем следующие уравне-
ния на первый и второй моменты решения:

EX(t) = EX(0) +
∫ t

0

∫
Θ
θπ(t, θ)dθdt, EX(0) = EX0, EX2(0) = EX2

0 ,

EX2(t) = EX2(0) + 2EX(0) ·
∫ t

0

∫
Θ
θπ(t, θ)dθdt+

∫ t

0

∫
Θ
θ2π(t, θ)dθdt+

+
( ∫ t

0

∫
Θ
θπ(t, θ)dθdt

)2

.

Согласно равенству (1.71), получаем:

EX(t) = EX(0)+
∫ t

0
λ(t)

∫
Θ
θψ(θ|t)dθdt, EX(0) = EX0, EX2(0) = EX2

0 ,

EX2(t) = EX2(0) + 2EX(0) ·
∫ t

0
λ(t)

∫
Θ
θψ(θ|t)dθdt+∫ t

0
λ(t)

∫
Θ
θ2ψ(θ|t)dθdt+

( ∫ t

0
λ(t)

∫
Θ
θψ(θ|t)dθdt

)2

.

Тест 2. Рассмотрим задачу (4.12) и зададим

Θ = {1}, X0 = 0,

т.е. в качестве Θ рассмотрим одноточечное множество. В этом случае
величина скачка всегда равна единице и решением является неодно-
родный пуассоновский процесс интенсивности λ(t) с математическим
ожиданием и дисперсией

EX(t) = DX(t) =
∫ t

0
λ(t)dt.

С учетом (4.12), получаем:

EX(t) = DX(t) = % t2, EX(0) = DX(0) = 0.

Тест 3. Рассмотрим задачу (4.12) и зададим

Θ = R, X0 = 0, ψ(θ|t) =
1
√

2π
e−

θ2

2 ,

т.е. в качестве Θ рассмотрим всю вещественную ось и величина скачка
имеет стандартное нормальное распределение. В этом случае решением
является неоднородный общий пуассоновский процесс интенсивности
λ(t) и, с учетом (4.12):
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EX(t) = 0, EX(0) = 0, EX2(0) = 0,

DX(t) = EX2(t) =
∫ t

0
λ(t)dt = % t2.

Полученные оценки вероятностных характеристик смоделированно-
го пуассоновского точечного потока в момент времени t = 1 приведены
в таблицах 4.19 - 4.23 (тест 2) и в таблицах 4.24 - 4.28 (тест 3). Расчеты
проводились с шагом h = 0.001 для разных интенсивностей (λ(t) = t,
λ(t) = 2t, λ(t) = 10t) и разного числа траекторий (Ntr = 104, Ntr = 105).
Из таблиц видно, что

• оценки, полученные обоими методами, попадают в доверительные
интервалы,

• и предложенная модификация алгоритма 1 уменьшила время сче-
та.

В таблице 4.29 приведено M - число вызовов генератора псевдослу-
чайных чисел и затраченное время (в секундах) на их вызов генерато-
ром RND128.

В тесте 3 моделируется общий неоднородный пуассоновский процесс
со скачками, имеющими стандартное нормальное распределение, моде-
лирование которых требует дополнительные вызовы генератора. Поэто-
му в таблицах 4.24 - 4.28 также приведено NS - число этих дополнитель-
ных вызовов генератора.

Нетрудно оценить, что для пуассоновского процесса интенсивности
λ(t) на интервале [0, T ] требуется гауссовских случайных величин NS ≈
λ · T · Ntr, где λ(t) ≤ λ. В нашем случае λ(t) = 2%t, T = 1. Поэтому
NS ≈ 105 (для Ntr = 104) и NS ≈ 106 (для Ntr = 105) и, как видно
из таблицы 4.29, время вызова генератора RND128 незначительно, по
сравнению со временем счета.

Моделирование пар независимых стандартных нормальных случай-
ных величин ζ1, ζ2 осуществлялось по формулам [94]:

ζ1 =
√
−2 lnα1 cos 2πα2, ζ2 =

√
−2 lnα1 sin 2πα2,
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Таблица 4.19. Численные результаты, полученные алгоритмом 1 с исполь-
зованием генератора RND128 (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.5050 0.5057 0.0050± 0.0071 107 1.67
1 104 0.9924 0.9805 0.0076±0.0099 107 1.67
5 104 4.9980 4.9475 0.0020±0.0222 107 1.67
5 105 5.0241 4.9725 0.0241±0.0070 108 16.67

Таблица 4.20. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
1) с использованием генератора RND128 (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.5076 0.5101 0.0076±0.0071 106 0.62
1 104 1.0073 1.0239 0.0073±0.0101 106 0.62
5 104 4.9891 5.1211 0.0109±0.0226 106 0.62
5 105 5.0045 4.9548 0.0045±0.0070 107 6.23

Таблица 4.21. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
2) с использованием генератора RND128 (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.4944 0.51037 0.0056±0.0071 105 0.50
1 104 0.9827 1.0064 0.0173±0.0100 105 0.53
5 104 5.013 4.9842 0.0130±0.0223 105 0.51
5 105 5.0062 4.9780 0.0062±0.0071 106 5.14

Таблица 4.22. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
3, ε < 2−30) с использованием генератора RND128 (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.4977 0.50959 0.0053±0.0071 1702 0.53
1 104 1.0096 1.00671 0.0096±0.0100 3362 0.53
5 104 4.9761 4.9091 0.0239±0.0222 13152 0.53
5 105 5.0110 4.9704 0.0110±0.0071 132282 5.34

Таблица 4.23. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
4, ε < 2−64) с использованием генератора RND128 (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.5187 0.5231 0.0187±0.0072 974 0.53
1 104 0.9991 0.9915 0.0009±0.0099 1727 0.53
5 104 5.0050 4.9601 0.0050±0.0222 6980 0.55
5 105 5.0004 4.9799 0.0004±0.0071 69756 5.34
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Таблица 4.24. Численные результаты, полученные алгоритмом 1 с исполь-
зованием генератора RND128 (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 0.0117 0.4979 0.0117±0.0070 107 1.67 9924
1 104 0.0163 1.0439 0.0163±0.0102 107 1.69 19894
5 104 -0.0308 5.0110 0.0308±0.0223 107 1.69 100424
5 105 -0.0085 5.0342 0.0085±0.0071 108 16.92 1005718

Таблица 4.25. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
1) с использованием генератора RND128 (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 0.0038 0.5356 0.0038±0.0073 106 0.61 10198
1 104 -0.0090 1.0408 0.0090±0.0102 106 0.63 20170
5 104 -0.0412 5.0340 0.0412±0.0224 106 0.63 100454
5 105 -0.0028 4.9663 0.0028±0.0070 107 6.34 999350

Таблица 4.26. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
2) с использованием генератора RND128 (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 0.0092 0.5113 0.0092±0.0072 105 0.50 9984
1 104 0.0061 0.9977 0.0061±0.0100 105 0.50 19982
5 104 0.0147 4.8989 0.0147±0.0221 105 0.51 99692
5 105 0.0004 4.9999 0.0004±0.0070 106 5.21 998886

Таблица 4.27. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
3, ε < 2−30) с использованием генератора RND128 (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 -0.0027 0.5109 0.0027±0.0071 1718 0.53 10062
1 104 0.0010 0.9780 0.0010±0.0099 3341 0.54 20018
5 104 0.0032 5.0659 0.0032±0.0225 13137 0.55 99468
5 105 0.0074 4.9998 0.0074±0.0070 131992 5.50 999380

Таблица 4.28. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
4, ε < 2−64) с использованием генератора RND128 (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 0.0096 0.5257 0.0096±0.0073 953 0.53 10018
1 104 0.0071 1.0021 0.0071±0.0100 1750 0.54 19928
5 104 0.0084 4.9749 0.0084±0.0223 6974 0.55 99240
5 105 -0.0018 4.9349 0.0018±0.0070 69871 5.54 1002102
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где α1, α2 - независимые равномерные случайные числа в (0, 1).
Из сравнения времени вызова генератора RND128 (таблица 4.29) и

времени счета алгоритмом 1 теста 2 (таблица 4.19) и теста 3 (таблица
4.24) видно, что в обоих тестах вызов генератора для проверки нера-
венства (4.5) составляет ∼ 70% от общего времени счета задачи. Таким
образом:

• использование алгоритма 2 в рассматриваемых тестовых приме-
рах целесообразно и позволило уменьшить время счета приблизи-
тельно в три раза.

Сравнение 4-х вариантов алгоритма 2 позволяет сделать вывод, что

• для уменьшения трудоемкости вычислений и времени счета доста-
точно использовать построение десяти случайных чисел по одному
псевдослучайному числу, так как дальнейшее увеличение последо-
вательности не приводит к их заметному уменьшению.

Таблица 4.29. Число и время вызовов генератора псевдослучайных чисел
RND128 и RAND

M tRND128 tRAND

105 0.01 0.00
106 0.11 0.04
107 1.19 0.41
108 11.9 3.97

В таблице 4.29 также приведено время, затрачиваемое наM вызовов
«классического» генератора псевдослучайных чисел RAND с модулем
240 и множителем 517 (использовалась программа из книги [206]). Ес-
ли не требуется проведения параллельных вычислений, и при расчетах
требуется обращений к генератору 109 и меньше, то можно использо-
вать генератор RAND, который прошел всестороннее многолетнее те-
стирование. Из таблицы видно, что генератор RAND работает в три
раза быстрее, чем RND128. В следующем разделе будет рассмотрено
применение генератора RAND для рассматриваемой залачи.
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Вычислительные эксперименты (генератор RAND)
Генератор RAND является мультипликативным с числом двоичных

разрядов m = 40, значит для проверки применяемой методики мож-
но использовать одно псевдослучайное число, пока выполнено условие
(4.9), где ε = 2−20. Поэтому при расчетах алгоритмом 2 рассматрива-
лись только вариант 1 и вариант 2. Во всех тестовых примерах так-
же вычислялось математическое ожидание и дисперсия моделируемого
пуассоновского точечного потока в момент времени t = 1.

Таблица 4.30. Численные результаты, полученные алгоритмом 1 с исполь-
зованием генератора RAND (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.5069 0.5156 0.0069±0.0072 107 0.89
1 104 1.0086 1.0163 0.0086±0.0101 107 0.91
5 104 5.0264 4.9537 0.0264±0.0222 107 0.90
5 105 5.0104 4.9504 0.0104±0.0070 108 8.99

Таблица 4.31. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
1) с использованием генератора RAND (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.4962 0.4984 0.0038±0.0071 106 0.53
1 104 0.9794 0.9802 0.0206±0.0099 106 0.53
5 104 4.9716 4.8984 0.0284±0.0070 106 0.53
5 105 4.9984 4.9738 0.0016±0.0222 107 5.36

Таблица 4.32. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
2) с использованием генератора RAND (тест 2)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч

0.5 104 0.4855 0.4788 0.0145±0.0069 105 0.50
1 104 0.9893 0.9738 0.0107±0.0099 105 0.50
5 104 4.9998 4.9212 0.0002±0.0070 105 0.50
5 105 5.0060 4.9542 0.0060±0.0222 106 4.95
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Таблица 4.33. Численные результаты, полученные алгоритмом 1 с исполь-
зованием генератора RAND (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 -0.0015 0.4784 0.0015±0.0069 107 0.92 10114
1 104 -0.0059 0.9967 0.0059±0.0100 107 0.91 20280
5 104 -0.0288 5.0650 0.0029±0.0225 107 0.90 99984
5 105 -0.0019 4.9958 0.0019±0.0070 108 9.17 1001586

Таблица 4.34. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
1) с использованием генератора RAND (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 0.0023 0.4923 0.0023±0.0070 106 0.56 9690
1 104 -0.0051 0.9889 0.0051±0.0099 106 0.54 19856
5 104 -0.0046 4.9753 0.0045±0.0225 106 0.54 99376
5 105 -0.0121 5.0069 0.0121±0.0070 107 5.51 999268

Таблица 4.35. Численные результаты, полученные алгоритмом 2 (вариант
2)с использованием генератора RAND (тест 3)

% Ntr m̃ d̃ δ ±
√
DX
√
Ntr

Nα tсч NS

0.5 104 -0.0110 0.4866 0.0110±0.0070 105 0.50 9724
1 104 -0.0110 0.9959 0.0110±0.0100 105 0.52 19938
5 104 -0.0441 5.0548 0.0441±0.0070 105 0.50 99704
5 105 -0.0071 5.0290 0.0071±0.0225 106 5.11 1000590

Результаты статистического моделирования с использованием гене-
ратора RAND для теста 2 приведены в таблицах 4.30 - 4.32. Эти таблицы
аналогичны таблицам 4.19 - 4.21 с использованием генератора RND128.
Результаты статистического моделирования с использованием генера-
тора RAND для теста 3 приведены в таблицах 4.33 - 4.35. Эти таблицы
аналогичны таблицам 4.24 - 4.26 с использованием генератора RND128.
Как видно из таблиц:

• все полученные оценки лежат в доверительном интервале,

• применение алгоритма 2 позволило уменьшить время счета,
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• применение алгоритма 2 целесообразно применять при использо-
вании и генератора RND128, и генератора RAND.

Еще раз отметим, что для моделирования пуассоновского точечного
потока в тесте 3 часть S формулы (4.6) содержит вычислительные за-
траты, связанные с вызовом генератора псевдослучайных чисел для мо-
делирования гауссовских случайных величин. В рассматриваемом при-
мере число вызовов генератора NS ≈ 105 (для Ntr = 104) и Np ≈ 106

(для Ntr = 105). Как видно из таблицы 4.29 время вызова генераторов
RAND незначительно, по сравнению со временем счета.

Для моделирования пуассоновского точечного потока алгоритмами 1
и 2 используются «длинные» серии независимых выборочных значений
бернуллиевских случайных величин {η(i)}. Только в алгоритме 1 для
моделирования каждой бернуллиевской случайной величины требуется
вызов генератора, а в алгоритме 2 - возможно многократное использо-
вание одного и того же псевдослучайного числа.

Расчёты показали, что при моделировании пуассоновского точеч-
ного потока более экономичным является многократное использование
одного и того же псевдослучайного числа генератора RND128, чем од-
нократное использование псевдослучайного числа, полученного с помо-
щью генератора RAND.

Проведенные расчеты подтверждают статистическую адекватность
предложенного метода. Многократное использование одного и того же
псевдослучайного числа при моделировании пуассоновского точечного
потока показало, что результаты совпадают в пределах статистической
погрешности.

Предложенная модификация алгоритма 1 позволяет существенно
уменьшить время счета в задачах, когда затрачиваемое время модели-
рования псевдослучайных чисел при использовании проверки условия
(4.5) сравнимо с общим временем счета. Сравнение 4-х вариантов моди-
фицированного алгоритма на таких задачах позволяет сделать вывод,
что для уменьшения трудоемкости вычислений достаточно использо-
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вать построение десяти случайных чисел по одному псевдослучайному
числу.

Сравнение проведенных расчетов с применением генератора
RND128 и генератора RAND показало, что при моделировании пуас-
соновского точеного потока, более экономичным является многократ-
ное использование одного и того же псевдослучайного числа генерато-
ра RND128, чем однократное использование псевдослучайного числа,
полученного с помощью генератора RAND.

Построенный алгоритм 2 может быть применен как при решении
задач анализа, синтеза, фильтрации, так и при решении задачи про-
гнозирования [312] для стохастических систем диффузионно - скачко-
образного типа.
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4.4. Сравнительный анализ алгоритмов
моделирования ССС

4.4.1. Численный анализ систем с распределенными
переходами

В предыдущей главе были построены статистические алгоритмы мо-
делирования систем с распределенными переходами. В данном парагра-
фе проведем численные испытания построенных алгоритмов с исполь-
зованием метода (1.61) на системах со случайной структурой с распре-
деленными независимыми и зависимыми от времени переходами.

Пример 1. Линейная система имеет две структуры, каждая из ко-
торых описывается уравнением первого порядка с различным коэффи-
циентом усиления

dy(t) = (−b(l)y + c)dt+ σdw(t), c = const > 0, l = 1, 2. (4.13)

Переход от первой структуры ко второй и обратно происходит путем пе-
реключения коэффициента усиления b в случайные моменты времени.
Нормированные функции поглощения имеют вид

v12(t,y) = ν12(t)p
(1)
1 (t,y), v21(t,y) = ν21(t)p

(2)
1 (t,y).

Требуется определить: вероятностные моменты координаты y; вероят-
ности пребывания системы в первом и втором состояниях; функции
плотности вероятности распределения времени перехода; числовые ве-
роятностные характеристики времени перехода системы из первого со-
стояния во второе и обратно.

Первые два момента и вероятности состояния удовлетворяют следу-
ющим ОДУ [143]:

ṁ(1) = −b(1) ·m(1) − ν21(m(1) −m(2))P (2)/P (1) + c,

ṁ(2) = −b(2) ·m(2) − ν12(m(2) −m(1))P (1)/P (2) + c,

Ḋ
(1)

= −2b(1) ·D(1) + σ2 − ν21(D(1) −D(2))P (2)/P (1), (4.14)
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Ḋ
(2)

= −2b(2) ·D(2) + σ2 − ν12(D(2) −D(1))P (1)/P (2),

Ṗ (1) = −P (1)ν + ν21, ν = ν12 + ν21, P (2) = 1− P (1).

Рассмотрим постоянные интенсивности перехода и параметры:

b (1) = 1, b(2) = 2, c = 1/2, σ = 1, y0 = 1, (4.15)

ν 12 = 0.02, ν21 = 0.01. (4.16)

При численном решении СДУ обобщенным методом типа Розенброка
(1.61) процесс номера структуры моделировался алгоритмом 1а из па-
раграфа 3.3. В этой задаче существует установившийся режим, для ко-
торого P (1) = 1/3, P (2) = 2/3. Так как интенсивности перехода ма-
лы, для выхода в установившийся режим задачу приходится решать на
длительном временном интервале [0, 200]. Метод (1.61) является асимп-
тотически несмещенным, поэтому шаг вычислений можно было взять
достаточно большим: h = 0.1. Для оценки функционалов от решения
моделировалось N = 105 траекторий.

На рис. 4.11 приведены графики точных значений безусловных вели-
чин: математического ожидания (тонкая линия) и дисперсии (жирная
линия). Полученные методом (1.61) оценки этих величин обозначены
точками. На рис. 4.12 приведены графики точных значений вероятности
нахождения системы в первом состоянии (тонкая линия) и вероятности
нахождения системы во втором состоянии (жирная линия). Полученные
методом (1.61) оценки этих величин обозначены точками. Вычисленные
значения сильно совпадают с точными, поэтому графики практически
сливаются.

На рис. 4.13 приведены плотность вероятности распределения време-
ни перехода из первого состояния (жирная линия) и ее оценка – гисто-
грамма, полученная методом (1.61) (тонкая линия). На рисунке видно
их хорошее совпадение.

Были получены следующие оценки математического ожидания вре-
мени перехода из первого состояния во второе и обратно: m̃(1)

t = 21.47,

168



Рис. 4.11. Безусловные моменты (пример 1)

Рис. 4.12. Вероятности состояний (пример 1)

Рис. 4.13. Плотность вероятности времени перехода из первого состояния
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Рис. 4.14. Моменты для первой структуры (пример 2)

m̃
(2)
t = 21.47. Точные значения равны m

(1)
t = m

(2)
t = 22.2(2). Относи-

тельная ошибка равна 3 %.
Пример 2. Задача (4.13), (4.15) из примера 1, но с интенсивностями

перехода, зависящими от времени:

ν12(t) = 0.02(1− e−t), ν21(t) = 0.1(1− e−0.01t).

Требуется определить вероятности пребывания системы в первом и вто-
ром состояниях и вероятностные моменты координаты Y .

Эта задача была просчитана с использованием алгоритма 1b из па-
раграфа 3.3, для определения номера структуры, с шагом h = 0.1, мо-
делировалось 105 траекторий. На рис. 4.14 приведены графики точного
математического ожидания (тонкая линия) и точной дисперсии (жир-
ная линия) для первой структуры. Полученные методом (1.61) оценки
этих величин обозначены точками.

На рис. 4.15 приведены графики точных значений вероятности на-
хождения системы в первом состоянии (тонкая линия) и вероятности
нахождения системы во втором состоянии (жирная линия). Получен-
ные методом (1.61) оценки этих величин обозначены точками.

Изменение интенсивностей перехода существенно повлияло на веро-
ятности состояния и почти не изменило вероятностные моменты. Так
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Рис. 4.15. Вероятности состояний (пример 2)

же, как и в предыдущем примере, при вычислении вероятностных мо-
ментов максимальная относительная ошибка составила 2.5 %, а при
вычислении вероятностей состояния – 1 %.

Проведенные тестовые расчеты показали, что данный алгоритм поз-
воляет с высокой точностью вычислять вероятностные характеристики
решения динамических систем со случайной структурой с распределен-
ными независимыми и зависимыми от времени переходами [3].

В качестве примера для проверки статистического алгоритма из па-
раграфа 3.3.2, предназначенного для решения систем с переменной ин-
тенсивностью перехода, рассмотрим задачу с известным аналитическим
решением [145], которая отражает основные особенности динамических
систем с условной марковской структурой:

– скачкообразный характер случайных процессов,
– статистическую зависимость переходов от значений переменных.
Нас будут интересовать:
– точность вычисления распределения предложенным алгоритмом,
– как влияет на вид распределения зависимость интенсивностей от

вектора состояния системы.
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Спектральный метод не смог просчитать системы с условной мар-
ковской структурой ввиду зависимости интенсивностей от вектора со-
стояния.

Рассмотрим непрерывную линейную систему с условно марковской
структурой [145]. Система описывается уравнением

dy(t) = a(l)(−y + u(l))dt, l = 1, 2, 3, (4.17)

a(1) = a(2) = a; a(3) = 0; u(1) = u1; u(2) = −u2; u(3) = u1 ∪ u2.

В третьем состоянии система нейтральна (a(3) = 0). Дискретный про-
цесс s(t) – непрерывная условная марковская цепь с тремя состояниями,
заданная условными интенсивностями переходов νlr(t, y):

ν12(t, y) = ν1, ν13(t, y) =

λ1, b1 < y < 2u1 − b1;

λ2, y ≤ b1, y ≥ 2u1 − b1;
(4.18)

ν21(t, y) = ν2, ν23(t, y) =

λ1, −2u2 + b2 < y < −b2;

λ2, y ≤ −2u2 + b2, y ≥ −b2;

ν31(t, y) =


ω2ν2

ν1 + ν2
, b1 < y < 2u1 − b1;

ω1ν2

ν1 + ν2
, y ≤ b1, y ≥ 2u1 − b1;

ν32(t, y) =


ω2ν1

ν1 + ν2
, −2u2 + b2 < y < −b2;

ω1ν1

ν1 + ν2
, y ≤ −2u2 + b2, y > −b2;

где b1 = u1−δ0, b2 = u2−δ0; b1, b2, u1, u2, δ0, ν1, ν2, λ1, λ2, ω1, ω2 – задан-
ные константы. Требуется найти условные (при фиксированных состо-
яниях структуры) и безусловный законы распределения процесса y(t) в
установившемся режиме. Точные выражения для стационарных (уста-
новившихся) условных и безусловных плотностей вероятности можно
найти в [145] (стр. 180). Так как в общем случае выражения для плот-
ностей являются достаточно громоздкими, приведем их вид, когда ин-
тенсивности перехода не зависят от фазовых координат (λ1 = λ2 = λ3,
ω1 = ω2 = ω3).
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Стационарная безусловная плотность вероятности определяется
формулой

p1(y) =

C(u2 + y)α−1(u1 − y)β−1, y ∈ [−u2, u1],

0, y /∈ [−u2, u1],
(4.19)

α =
1

a
(
λν1

ν1 + ν2
+ ν2), β =

1

a
(
λν2

ν1 + ν2
+ ν1),

где C – неопределенная постоянная, которая находится из условия нор-
мировки p1(y).

Стационарные условные плотности вероятности процесса y(t) имеют
вид:

p
(1)
1 (y) = Cg1

ω(u2 + y)α(u1 − y)β−1

(u1 + u2)(ω + λ)
, y ∈ [−u2, u1], g1 = 1;

p
(2)
1 (y) = Cg2

ω(u2 + y)α−1(u1 − y)β

(u1 + u2)(ω + λ)
, y ∈ [−u2, u1], g2 = 1;

p
(3)
1 (y) = Cg3

λ(u2 + y)α−1(u1 − y)β−1

(ω + λ)
, y ∈ [−u2, u1], g3 = 1;

p
(1)
1 (y) = p

(1)
2 (y) = p

(1)
3 (y) = 0, y /∈ [−u2, u1].

Из вида стационарных плотностей вероятностей можно сделать сле-
дующие выводы:

• даже в случае линейной системы с марковской структурой и при
гауссовских начальных распределениях стационарные условные
и безусловные распределения процесса y(t) будут негауссовскими
(при u1 = 1, u2 = 0 распределения являются β-распределениями);

• в системах с условной марковской структурой, где переходы из од-
ного состояния в другое неоднородны по области изменения фазо-
вых координат, отклонение законов распределения от гауссовского
еще более выражено. В случае зависимости от y интенсивностей
перехода аналитический вид плотностей сохраняется, но коэффи-
циенты g1, α и β становятся разрывными и зависят от y [145].
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Так как структуры заданы линейными СДУ с нулевым шумом, то
для численного решения систем СДУ использовался численный метод
решения ОДУ – классический метод Рунге –Кутты четвертого порядка.
Посмотрим, как предложенный алгоритм из параграфа 3.3.2, использу-
ющий для моделирования процесса номера структуры алгоритм 1b из
параграфа 3.3, будет оценивать распределение решения. Задача (4.17)–
(4.18) была просчитана на интервале [0, 200] с шагом h = 0.05. Стаци-
онарные характеристики решения оценивались в последней точке. При
численном решении задавались:

a = 1, b1 = 2, b2 = 1, u1 = 4, u2 = 3, δ0 = 2, y(0) = 1, l(0) = 1.

Для оценки функционалов от решения моделировалось 106 траекторий.
Было просчитано два теста.

Пример 3. Дискретный процесс l(t) – непрерывная марковская цепь
с тремя состояниями, заданная постоянными интенсивностями перехо-
дов (4.18), где

ν1 = 1.5, ν2 = 1.1, λ1 = λ2 = 0.3, ω1 = ω2 = 0.5.

На рис. 4.16–4.19 приводятся точные графики стационарных плотностей
вероятности и полученные гистограммы при T = 200. Точное распреде-
ление хорошо согласуется с результатами вычислений.

Также оценивались стационарные вероятности состояния. В устано-
вившемся режиме P(1) = 0.274 (0.263), P(2) = 0.351 (0.364), P(3) = 0.375
(0.373). В скобках указаны полученные оценки. Максимальная относи-
тельная ошибка составила 4 %.

Пример 4. Дискретный процесс l(t) – непрерывная условная мар-
ковская цепь с тремя состояниями, заданная условными интенсивностя-
ми переходов (4.17), где

ν1 = 1.5, ν2 = 1.1, λ1 = 0.1, λ2 = 0.3, ω1 = 0.2, ω2 = 0.5.

На рис. 4.20–4.23 приводятся точные графики стационарных плот-
ностей вероятности и полученные гистограммы. Точные значения и по-
лученные оценки стационарных вероятностей состояния равны: P(1) =
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Рис. 4.16. Стационарная безусловная плотность вероятности и гистограмма
ее оценки (Пример 3)

Рис. 4.17. Стационарная условная плотность вероятности 1-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 3)

0.222 (0.220), P(2) = 0.285 (0.305), P(3) = 0.493 (0.474). В скобках указа-
ны полученные оценки. Максимальная относительная ошибка состави-
ла 7 %.

Из рисунков видно, что зависимость интенсивностей перехода от
вектора состояния изменила вид плотности вероятности решения. Ре-
зультаты численных экспериментов демонстрируют хорошее приближе-
ние распределения решения и универсальность статистического алго-
ритма.
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Рис. 4.18. Стационарная условная плотность вероятности 2-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 3)

Рис. 4.19. Стационарная условная плотность вероятности 3-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 3)

4.4.2. Задачи управления техническими объектами.
Сравнение со спектральным методом

Системы со случайной структурой являются математическими
моделями мультирежимных стохастических систем автоматического
управления, для которых характерно в случайные моменты времени
скачкообразное изменение отдельных параметров или структуры, т. е.
совокупности функциональных элементов и связей между ними.
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Рис. 4.20. Стационарная безусловная плотность вероятности и гистограмма
ее оценки (Пример 4)
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Рис. 4.21. Стационарная условная плотность вероятности 1-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 4)

Аналитическое решение для таких систем можно найти лишь в ис-
ключительных случаях. Поэтому рассмотренная ниже задача анализа
систем управления ансамблем траекторий с учетом случайного измене-
ния структуры будет просчитана построенным в параграфе 4.4 стати-
стическим алгоритмом и спектральным методом. Параметры статисти-
ческого алгоритма будут выбираться согласно условной оптимизации
алгоритма. Будет проведено сравнение полученных результатов.
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Рис. 4.22. Стационарная условная плотность вероятности 2-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 4)

Рис. 4.23. Стационарная условная плотность вероятности 3-го состояния и
гистограмма ее оценки (Пример 4)

Метод статистического моделирования основан на непосредственном
моделировании системы управления при воздействии случайных возму-
щений с последующей статистической обработкой результатов. В основе
спектрального метода [202] лежит переход к детерминированной задаче
(к решению обобщенных уравнений Фоккера –Планка –Колмогорова)
с последующей параметризацией плотности вероятности вектора состо-
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яния системы. Оба метода позволяют оценивать любые вероятностные
характеристики выходных процессов, в том числе и плотность вероят-
ности.

Применение методов статистического моделирования и спектраль-
ного метода при анализе систем с распределенными переходами име-
ет ряд преимуществ по сравнению с другими приближенными метода-
ми [145,226], например, методами функциональной аппроксимации (ме-
тод ортогонального разложения, метод полигауссовой аппроксимации),
позволяющими перейти от обобщенных уравнений Фоккера –Планка –
Колмогорова к системе обыкновенных дифференциальных уравнений
достаточно большой размерности для коэффициентов некоторого функ-
ционального ряда, аппроксимирующего плотность вероятности или ха-
рактеристическую функцию. Другие подходы, а именно методы гауссо-
вой и двухмоментной параметрической аппроксимации, требуют зада-
ния структуры априори неизвестной плотности вероятности.

Вопросы, связанные с актуальностью разработки и применения ма-
лых искусственных спутников стандарта CubeSat (наноспутников и пи-
коспутников), достаточно подробно освещены в работах [180, 310, 366].
В качестве примеров можно привести международную систему Disaster
Monitoring Constellation, позволяющую производить мониторинг ката-
строф по всему миру; проект AAUSAT, предназначенный для получе-
ния детальных изображений Земли; норвежский спутник nCube, отсле-
живающий перемещение кораблей по территориальным водам Норве-
гии; спутник UWE-1 (Вюрцбургский университет), позволяющий ана-
лизировать использование технологий TCP/IP для телеметрических и
телекомандных данных с учетом проблем задержек и помех; японский
проект XI, созданный для демонстрации и тестирования систем спутни-
ковой платформы с использованием готовых элементов, включая про-
верку аппаратуры спутника в условиях реального орбитального полета.

Учет возможных отказов управляющего устройства (например, сры-
вов стабилизации) в случайные моменты времени приводит к необходи-
мости использования моделей систем со случайной структурой [145].
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Рассматривается модельная задача анализа системы стабилизации
малого искусственного спутника, находящегося под действием грави-
тационного и управляющего моментов, с учетом возможного отказа
управляющего устройства. Отметим, что задача рассматривается как
задача анализа нелинейных систем управления ансамблем траекторий
[215] с учетом случайного изменения структуры системы.

Наряду с оценкой точности нахождения вероятностных характери-
стик приведено время, затрачиваемое на решение задачи (для расче-
тов использовался ПК с процессором Intel Celeron 2ГГц и 256МБ опе-
ративной памяти). Для решения этой задачи применяются два мето-
да: построенный метод статистического моделирования, основанный на
моделировании траекторий системы управления, и спектральный ме-
тод [202]. Так как точное решение неизвестно, то совпадение численных
решений, полученных разными методами, позволяет судить о точности
решения задачи.

Расчет задачи анализа системы стабилизации
Возмущенное движение спутника, находящегося под действием гра-

витационного и управляющего моментов, в плоскости орбиты описыва-
ется следующими уравнениями:

dθ(τ)

dτ
= q(τ),

dq(τ)

dτ
= −3Ω2β sin θ(τ) cos θ(τ) + Lυ(τ),

где θ – угол отклонения оси спутника по отношению к радиус-вектору
центра масс, q – угловая скорость вращения вокруг центра масс, Ω –
угловая скорость обращения спутника по круговой орбите, L и β – кон-
станты, зависящие от конструкции спутника, υ – управление [126].

В [366] показано, что при малых колебаниях спутника с учетом воз-
можного отказа управляющего устройства его движение приближенно
описывается уравнениями

dy1(t)

dt
= y2(t),

dy2(t)

dt
= −y1(t) + (2− k)u(t), k = 1, 2,

где τ = αt, θ = γy1 и q = δy2, а числа α, γ и δ выбраны таким образом,
что
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αδ

γ
= 1,

3Ω2βαγ

δ
= 1,

αL

δ
= 1, t ∈ [0, 1].

Случай k = 1 соответствует режиму нормального функционирования,
а случай k = 2 – режиму отказа, т. е. срыву стабилизации.

Будем предполагать, что начальные условия y10 = y1(0) и y20 = y2(0)

принадлежат некоторому ограниченному множеству Ω ∈ R2, характе-
ризующему неопределенность задания начальных данных, и описыва-
ются заданной плотностью распределения p0(y1, y2). При отсутствии ин-
формации о законе распределения величин y10 и y20 можно положить

p0(y1, y2) =


1

mes Ω
, (y1, y2) ∈ Ω,

0, (y1, y2) /∈ Ω.

В случайные моменты времени возможен отказ управляющего
устройства с последующим восстановлением режима нормального
функционирования. Интенсивности отказа и восстановления в общем
случае зависят от времени и задаются функциями λ12(t) и λ21(t) соот-
ветственно [145]. В начальный момент времени система функционирует
нормально с вероятностью P

(1)
0 < 1. Таким образом, параметр k прини-

мает значения дискретного случайного процесса s(t) с двумя состояни-
ями.

Задача анализа системы стабилизации заключается в нахождении
ненормированных плотностей распределения

p∗(1)(t, y1, y2), p∗(2)(t, y1, y2)

вектора состояния y = [y1 y2]> по заданным характеристикам: началь-
ной плотности p0(y1, y2), вероятности P

(1)
0 нормального функциониро-

вания системы в начальный момент времени, интенсивностям λ12(t) и
λ21(t).

Ненормированные плотности распределения удовлетворяют следую-
щей системе обобщенных уравнений Фоккера –Планка –Колмогорова:

∂p∗(1)(t, y1, y2)

∂t
= −y2

∂p∗(1)(t, y1, y2)

∂y1
− ∂((−y1 + u(t))p∗(1)(t, y1, y2))

∂y2
−
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− λ12(t)p∗(1)1(t, y1, y2) + λ21(t)p∗(2)(t, y1, y2),

∂p∗(2)(t, y1, y2)

∂t
= −y2

∂p∗(2)(t, y1, y2)

∂y1
+ y1

∂p∗(2)(t, y1, y2)

∂y2
−

− λ21(t)p∗(2)(t, y1, y2) + λ12(t)p∗(1)(t, y1, y2),

p(1)(0, y1, y2) = P
(1)
0 p0(y1, y2), p(2)(0, y1, y2) =

(
1− P

(1)
0

)
p0(y1, y2).

В качестве конкретного численного примера рассмотрим задачу на-
хождения вероятностей P(k)(t) работы системы в режимах нормального
функционирования и срыва стабилизации, маргинальных плотностей
вероятности pi(t, yi), математических ожиданий mi(t) и вторых началь-
ных моментов Ψi(t) координат вектора состояния:

P(k)(t) =
∫
R2

p∗(k)(t, y1, y2)dy1dy2, k = 1, 2;

p1(t, y1) =

+∞∫
−∞

p(t, y1, y2)dy2, p2(t, y2) =

+∞∫
−∞

p(t, y1, y2)dy1;

mi(t) =

+∞∫
−∞

yipi(t, yi)dyi, Ψi(t) =

+∞∫
−∞

y2
i pi(t, yi)dyi, i = 1, 2,

где p(t, y1, y2) = p∗(1)(t, y1, y2) + p∗(2)(t, y1, y2) – плотность вероятности
вектора состояния. Пусть y10 и y20 являются независимыми случайны-
ми величинами, имеющими усеченное нормальное распределение с па-
раметрами m10 =−0.3, D10 =1 и m20 =0.1, D20 = 1 соответственно, т. е.

p0(y1, y2) =


1

2πγ
exp

(
− (y1 + 0.3)2 + (y2 − 0.1)2

2

)
, (y1, y2) ∈ Ω,

0, (y1, y2) /∈ Ω,

где

γ =
∫
Ω

1

2π
exp

(
− (y1 + 0.3)2 + (y2 − 0.1)2

2

)
dy1dy2, Ω = [−5, 5]× [−5, 5].

Управляющее воздействие задано соотношением
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u(t) = −0.2(1− tg 1− 2 tg2 1) cos t− 0.2(3 + 3 tg 1 + 2 tg2 1) sin t (4.20)

и в среднем обеспечивает минимальный расход энергии, а также стаби-
лизацию спутника в момент времени t = 1, т. е. математические ожида-
ния величин y1(1) и y2(1) равны нулю. Интенсивности отказа и восста-
новления заданы функциями λ12(t) = 0.2 и λ21(t) = 0.1 соответственно.
В начальный момент времени система функционирует нормально с ве-
роятностью P

(1)
0 = 0.95.

При решении задачи методом статистического моделирования ис-
пользовались алгоритм 1a (см. параграф 4.3) и метод типа Розенброка
(1.61) с шагом h = 0.01; число моделируемых траекторий N = 106; для
построения гистограммы отрезок [−4, 4] изменения координат вектора
состояния равномерно разбивался на 100 частей. Оценки функционалов
от решения и гистограммы вычислялись одновременно. Время счета со-
ставило 3 минуты. Погрешность вычисления функционалов от решения
составляет O(h) (для получения такой точности достаточно было брать
N = 104). Выбранные параметры задачи (N = 106, h = 10−2, ng = 100)
являются оптимальными параметрами для получения наилучшей оцен-
ки гистограммы при выбранном шаге h = 10−2 и гарантируют погреш-
ность вычисления гистограммы в норме пространства L2([−∞,∞]) по-
рядка O(h). Дальнейшее уменьшение шага гистограммы или шага чис-
ленного метода точность вычисления гистограммы не увеличивает. До-
полнительные расчеты проводились при h = 10−2 и ng = 500, а также
при h = 10−3 и ng = 500. Погрешность гистограммы не уменьшается,
хотя время вычислений увеличивается (при h = 10−3 в 10 раз).

При получении искомых характеристик спектральным методом в
качестве базисной системы для представления функций времени бы-
ли выбраны полиномы Лежандра (порядок усечения L0 = 8), а в каче-
стве базисных систем для представления функций координат вектора
состояния – функции Эрмита (порядки усечения L1 = L2 = 12). Время
счета составило 8 минут. Дальнейшее небольшое увеличение порядков
усечения спектральных характеристик (L1 = L2 = 16) практически не
отражается на точности решения.
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Рис. 4.24. Вероятности режимов работы системы стабилизации

Рис. 4.25. Математические ожидания координат вектора состояния

Рис. 4.26. Вторые начальные моменты координат вектора состояния
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Результаты расчетов представлены на рис. 4.24–4.26 (тонкой линией
показаны характеристики, полученные методом статистического моде-
лирования, а толстой – характеристики, полученные спектральным ме-
тодом). Графики демонстрируют практически полное совпадение чис-
ленных решений, полученных обоими методами, для математических
ожиданий координат вектора состояния и небольшие расхождения для
вторых начальных моментов. Эти расхождения обусловлены тем, что
в спектральном методе искомые ненормированные плотности распре-
деления аппроксимируются функциями, представляющими собой про-
изведение плотности нормального распределения по y1, y2 и полинома
переменных t, y1, y2, порядок которого определяется усечениями спек-
тральных характеристик. При этом неизбежны колебания плотности
вблизи нуля, и условие нормировки оказывается лишь приближенным,
что в первую очередь отражается на точности вычисления моментов
вектора состояния (особенно моментов высокого порядка) при неболь-
ших порядках усечения спектральных характеристик.

Из проведенных численных экспериментов видно, что оба мето-
да обеспечивают достаточную для приложений точность анализа си-
стем управления ансамблем траекторий с учетом случайного изменения
структуры. Точность оценок, полученных методом статистического мо-
делирования, зависит от шага интегрирования h и числа моделируемых
траекторий N . Точность оценок, полученных спектральным методом,
зависит от выбора базисных систем и порядков усечения L0, . . . , Ln.

Погрешность метода статистического моделирования можно оце-
нить, не пользуясь точным решением. Поэтому погрешность спектраль-
ного метода можно контролировать с помощью метода статистического
моделирования. На данной задаче при сравнимых погрешностях время
счета спектрального метода существенно больше (почти в три раза),
чем у метода статистического моделирования.

Рассмотрим еще два примера. Получить точное решение задачи ана-
лиза в рассматриваемых ниже модельных примерах затруднительно.
Однако для вероятностей P(l)(t), а в линейном случае и для момен-
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тов вектора состояния, можно найти аналитическое выражение. Поэто-
му, как и в предыдущем случае, рассмотренные ниже примеры будут
просчитаны построенным статистическим алгоритмом и спектральным
методом, а сравнение методов будет проводиться по точности оценки
точных вероятностных характеристик.

Будем использовать два критерия для сравнения аналитического ре-
шения µт(t) и соответствующего приближенного решения µп(t):

J1(µ) = max
t0≤t≤T

|µт(t)− µп(t)| и J2(µ) =

{ ∫ >
t0
|µт(t)− µп(t)|2dt

} 1
2

,

где в качестве функции µ(t) могут выступать вероятности P(l)(t) или
моментные характеристики координат вектора состояния (заметим, что
для метода статистического моделирования функция µп(t) определена
только в узлах сетки).

Наряду с оценкой точности нахождения вероятностных характери-
стик будем приводить время, затрачиваемое на решение задачи (для
расчетов использовался ПК с процессором Intel Celeron 2 ГГц и 256 МБ
оперативной памяти).

Пример 1. Задача анализа релейной следящей системы управления
[109], описываемой уравнением

dy(t) = −k sign y(t)dt+ dw(t), y(0) = y0,

где t ∈ [0, 2]; y(t) характеризует точность системы; y0 – случайная ве-
личина, имеющая гауссовское распределение с параметрами m0 = 0.5

и D0 = 0.5; w(t) – одномерный стандартный винеровский процесс, не
зависящий от y0 (n = m = 1).

Система может работать в двух режимах: при k = 1 имеем нормаль-
ный режим, при k = −1 – срыв слежения. В начальный момент времени
система находится в режиме срыва слежения. Процесс перехода в нор-
мальный режим работы и в режим срыва слежения определяется ин-
тенсивностями ν21(t, y) = 0.6 exp(−2t) и ν12(t, y) = 1− exp(−t) соответ-
ственно. Следовательно, рассматриваемая система относится к классу
систем с распределенными переходами, при этом
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Рис. 4.27. Сечения ненормированных плотностей распределения p∗(1)(t, y)

и p∗(2)(t, y) в момент времени t = 0.5 (для первой структуры – 1, для второй
структуры – 2)

dy(t) = (2l − 3) sign y(t)dt+ dw(t), y(0) = y0,

где l = 1 и l = 2 соответствуют режимам нормального функциониро-
вания и срыва слежения, т. е. s(t) является дискретным марковским
процессом с двумя состояниями (S = 2), а ненормированные плотности
распределения начального состояния y0 имеют вид

p
∗(1)
0 (y) = 0, p

∗(2)
0 (y) =

1√
π

exp
(
−(y − 0.5)2

)
.

Требуется найти вероятности P(l)(t) работы системы в режимах
нормального функционирования и срыва слежения, ненормированные
плотности распределения p∗(l)(t, y), а также математическое ожидание
m(t) и дисперсию D(t) состояния системы; l = 1, 2.

Результат расчетов представлен на рис. 4.27–4.29 (тонкой линией
показаны характеристики, полученные методом статистического моде-
лирования, а толстой – спектральным методом).

При решении задачи методом статистического моделирования ис-
пользовался метод Эйлера–Маруямы с шагом h = 0.01; число моде-
лируемых траекторий N = 106; для построения гистограммы область
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Рис. 4.28. Сечения ненормированных плотностей распределения p∗(1)(t, y)

и p∗(2)(t, y) в момент времени t = 2 (для первой структуры – 1, для второй
структуры – 2)

Рис. 4.29. Математическое ожидание m(t) и дисперсия D(t) состояния си-
стемы
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изменения вектора состояния [−5, 5] равномерно разбивалась на 100
частей. Для получения искомых характеристик спектральным мето-
дом в качестве базисной системы {qi0(t)}∞i0=0 выбраны полиномы Ле-
жандра (порядок усечения L0 = 16), а в качестве базисной систе-
мы {χi1...in(y)}∞i1,...,in=0O – функции Эрмита с параметрами m = 0 и
D = 1/3 [212] (порядок усечения L1 = 32).

Погрешности вычисления вероятностей P(1)(t), P(2)(t) приведены в
табл. 4.36 и 4.37 (через дробь даны значения для критериев J1 и J2

соответственно, tсч – время счета). Погрешности спектрального метода
при других базисных системах приведены в табл. 4.38.

Пример 2. Упрощенная математическая модель стабилизации ма-
лого искусственного спутника, находящегося под действием гравитаци-
онного и управляющего моментов имеет вид [126,366]

dy1(t) = y2(t)dt, dy2(t) =
(
−y1(t) + u(t)

)
dt+ σdw(t), (4.21)

y1(0) = y10, y2(0) = y20.

В модели (4.21) переменная y1(t) – угол отклонения оси спутника по от-
ношению к радиус-вектору центра масс, y2(t) – угловая скорость враще-
ния спутника вокруг центра масс; t ∈ [0, 1]; y10 и y20 являются независи-
мыми случайными величинами, имеющими гауссовское распределение
с параметрами m10 = −0.3, D10 = 1 и m20 = 0.1, D20 = 1 соответствен-
но (n = 2, m = 1, y(t) = [y1(t), y2(t)]>). В начале параграфа эта задача
была рассмотрена при σ = 0. Сейчас мы рассмотрим ее при наличии
случайных возмущений σ = 0.1.

Управляющее воздействие u(t) задается соотношением (4.20) и в
среднем обеспечивает стабилизацию спутника в момент времени t = 1,
т. е. математические ожидания величин y1(1) и y2(1) равны нулю.

Рассмотрим ситуацию, когда в случайный момент времени возможен
отказ управляющего устройства (срыв стабилизации) с последующим
восстановлением режима нормального функционирования. Интенсив-
ности отказа и восстановления задаются функциями ν12(t, y1, y2) = 0.2
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Таблица 4.36. Погрешность метода статистического моделирования при
различном объеме выборки

N J(P(1)) J(P(2)) tсч

104 0.010058/0.008888 0.010058/0.008888 1′′

105 0.001200/0.000790 0.001200/0.000790 12′′

106 0.000637/0.000607 0.000637/0.000607 2′ 15′′

Таблица 4.37. Погрешность спектрального метода при различных усе-
чениях спектральных характеристик ({qi0(t)}∞i0=0 – полиномы Лежандра,
{χi1...in(y)}∞i1,...,in=0O – функции Эрмита с параметрами m = 0 и D = 1/3)

(L0, L1) J(P(1)) J(P(2)) tсч

(16, 16) 0.012645/0.012749 0.109495/0.054063 4′′

(16, 32) 0.006164/0.006450 0.008055/0.003501 1′ 56′′

(16, 48) 0.004141/0.004352 0.001620/0.001226 6′ 10′′

Таблица 4.38. Погрешность спектрального метода при различных
усечениях спектральных характеристик ({qi0(t)}∞i0=0 – косинусоиды,
{χi1...in(y)}∞i1,...,in=0O – функции Эрмита с параметрами m = 0 и D = 1)

(L0, L1) J(P(1)) J(P(2)) tсч

(16, 16) 0.026826/0.019491 0.021677/0.007139 4′′

(16, 32) 0.026843/0.012002 0.024573/0.004660 1′ 57′′

(16, 48) 0.026866/0.008908 0.025313/0.004156 6′ 20′′

и ν21(t, y1, y2) = 0.1 соответственно. В начальный момент времени систе-
ма функционирует нормально. Таким образом, данную систему управ-
ления можно рассматривать как систему со случайной структурой, опи-
сываемую уравнениями

dy1(t) = y2(t)dt, dy2(t) =
(
−y1(t) + (2− l)u(t)

)
dt+ 0.1dw(t),

y1(0) = y10, y2(0) = y20,
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где l = 1 соответствует режиму нормального функционирования, а l = 2

– режиму срыва стабилизации, т. е. s(t) представляет собой дискретный
однородный марковский процесс с двумя состояниями (S = 2), а на-
чальное состояние y0 = [y10, y20]> характеризуется ненормированными
плотностями распределения

p
∗(1)
0 (y1, y2) =

1

2π
exp

(
− (y1 + 0.3)2 + (y2 − 0.1)2

2

)
, p

∗(2)
0 (y1, y2) = 0.

Требуется найти вероятности P(l)(t) работы системы в режимах
нормального функционирования и срыва стабилизации, маргинальные
плотности вероятности pi(t, yi) и математические ожидания mi(t) коор-
динат вектора состояния; l = 1, 2; i = 1, 2.

При решении задачи методом статистического моделирования ис-
пользовались алгоритм 1a (см. параграф 3.3) и обобщенный метод типа
Розенброка (1.61) с шагом h = 0.001; N = 106; для построения гисто-
граммы область изменения координат вектора состояния [−4, 4] равно-
мерно разбивалась на 100 частей. Для получения искомых характери-
стик спектральным методом в качестве базисной системы {qi0(t)}∞i0=0

выбраны полиномы Лежандра (порядок усечения L0 = 8), а в каче-
стве базисных систем {χi1...in(y)}∞i1,...,in=0X1, {χi1...in(y)}∞i1,...,in=0X2 –
функции Эрмита с параметрами m = 0 и D = 1 (порядки усечения
L1 = L2 = 12), т. е. χi1i2(y) = χ1

i1
(y1)χ2

i2
(y2); i1, i2 = 0, 1, 2, . . .

Метод двухмоментной параметрической аппроксимации [145] позво-
ляет для данной задачи найти аналитическое решение для вероятностей
P(l)(t) и моментов mi(t). Погрешность метода статистического модели-
рования приведена в табл. 4.39, 4.40, а спектрального метода – в табл.
4.41, 4.42. Обозначения такие же, как и в табл. 4.36–4.38.

При решении методом статистического моделирования оценки функ-
ционалов от решения и гистограммы вычислялись одновременно. Опти-
мальными параметрами для получения наилучшей оценки гистограммы
при объеме выборки N = 106 являются h = 10−2, ng = 102. Дальней-
шее уменьшение шага гистограммы или шага численного метода точ-
ность вычисления гистограммы не увеличивает. Дополнительные рас-
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Таблица 4.39. Погрешность вычисления вероятностей состояния методом
статистического моделирования при различных шаге и объеме выборки

h N J(P(1)) J(P(2))

0.01 104 0.007388/0.005135 0.007388/0.005135

0.01 106 0.001017/0.000547 0.001017/0.000547

0.001 104 0.003829/0.002083 0.003829/0.002083

0.001 106 0.000562/0.000332 0.000562/0.000332

Таблица 4.40. Погрешность вычисления математического ожидания мето-
дом статистического моделирования при различных шаге и объеме выборки

h N J(m1) J(m2) tсч

0.01 104 0.021895/0.018748 0.022492/0.013881 1.5′′

0.01 106 0.005661/0.002681 0.009814/0.006131 2′ 37′′

0.001 104 0.003802/0.002134 0.007895/0.007253 15′′

0.001 106 0.000320/0.000236 0.001072/0.000601 25′ 12′′

Таблица 4.41. Погрешность вычисления вероятностей состояния спектраль-
ным методом при различных усечениях спектральных характеристик

(L0, L1, L2) J(P(1)) J(P(2))

(8, 8, 8) 0.012117/0.007337 0.002185/0.001039

(8, 12, 12) 0.001093/0.000584 0.000178/0.000080

(8, 16, 16) 0.000095/0.000046 0.000014/0.000006

Таблица 4.42. Погрешность вычисления математического ожидания спек-
тральным методом при различных усечениях спектральных характеристик

(L0, L1, L2) J(m1) J(m2) tсч

(8, 8, 8) 0.008719/0.005693 0.011070/0.008628 50′′

(8, 12, 12) 0.001078/0.000728 0.001398/0.001076 8′ 36′′

(8, 16, 16) 0.000129/0.000086 0.000158/0.000121 59′ 02′′
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четы проводились при h = 10−2 и ng = 500, а также при h = 10−3

и ng = 500. Погрешность гистограммы не уменьшается, хотя время
вычислений увеличилось (при h = 10−3 в 10 раз), что подтверждает
полученные результаты.

При h = 10−3 для вычисления функционалов от решения условно
оптимальным является N = 106. Погрешности вычисления математи-
ческих ожиданий функционалов от решения, согласно формуле (4.34),
равны γ = O(h). Приводимые в таблицах результаты численных экс-
периментов подтверждают полученные результаты и даже демонстри-
руют более высокую точность вычисления известных вероятностных
характеристик решения тестовых примеров.

Алгоритмы нахождения вероятностей P(l)(t), маргинальных плотно-
стей вероятности и моментных характеристик вектора состояния спек-
тральным методом, а также алгоритмы вычисления спектральных ха-
рактеристик операторов дифференцирования и умножения относитель-
но различных базисных систем приведены в [202].

В основе спектрального метода лежит представление плотностей ве-
роятности в виде обобщенных рядов Фурье, поэтому погрешность J2,
как правило, существенно меньше погрешности J1, так как решение
ищется в классе функций из L2([t0, T ]×Rn) и, вообще говоря, не пред-
полагает дальнейшего поточечного сравнения. Для метода статистиче-
ского моделирования погрешности J1 и J2 почти не различаются.

Решение задачи анализа, полученное спектральным методом, пред-
ставляет собой функции непрерывных аргументов t и y, но при этом та-
кое решение может не удовлетворять условию нормировки (4.5) в отли-
чие от решения, полученного методом статистического моделирования.
Это в первую очередь отражается на точности вычисления моментов
вектора состояния (особенно моментов высокого порядка) при неболь-
ших порядках усечения спектральных характеристик. Поэтому так же,
как в примере 1, оценки математического ожидания m(t), полученные
обоими методами, полностью совпали, но оценка дисперсии D(t), полу-
ченная спектральным методом, несколько отличается от оценки, полу-
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ченной методом статистического моделирования (которая фактически
совпадает с точной).

При сравнимых погрешностях время счета спектрального метода су-
щественно больше, чем у метода статистического моделирования.

Значение результатов состоит в том, что оценки метода статистиче-
ского моделирования являются асимптотически (по h → 0) несмещен-
ными, этим самым и обеспечивая контроль спектрального метода.

4.4.3. Сравнение с методом гауссовой аппроксимации

С помощью спектрального метода не удается просчитать системы с
сосредоточенными переходами ввиду наличия поглощения, зависящего
от вектора состояния. В параграфе 3.5, были рассмотрены алгоритмы
решения систем со случайной структурой с сосредоточенными пере-
ходами. Рассмотрим несколько примеров и результаты их численного
решения с помощью предложенного статистического алгоритма моде-
лирования систем с сосредоточенными переходами. Во всех примерах
структуры заданы линейными СДУ с аддитивным шумом. Поэтому для
численного решения систем СДУ в смысле Стратоновича использован
метод (1.61) из семейства численных методов, рассмотренного в первой
главе, так как в случае линейных систем СДУ с аддитивным шумом
этот метод является асимптотически несмещенным и имеет второй по-
рядок среднеквадратической сходимости.

Как и во всех предыдущих расчетах, при численной реализации ме-
тода (1.61) нормально распределенная случайная величина ζ с нулевым
математическим ожиданием и единичной дисперсией вычислялась по
формуле

ζ =
√
−2 lnα1 cos 2πα2,

где α1 и α2 – независимые равномерно распределенные случайные вели-
чины на интервале (0, 1) [135]; для моделирования равномерно распре-
деленных случайных величин использовался датчик псевдослучайных
чисел RAND [135].
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Сравнение построенного алгоритма статистического моделирования
систем со случайной структурой с сосредоточенными переходами с ме-
тодом гауссовой аппроксимации проведем на примерах систем со слу-
чайной структурой, рассмотренных в [143].

Задача 1. Процесс захвата с полным поглощением на границе. Рас-
смотрим систему первого порядка, заданную уравнением

dY (t) = bY dt+ σdw(t), Y (0) = y0, (4.22)

где b, σ – заданные константы. В начальный момент времени система
имеет детерминированную координату y0. При достижении координа-
той Y границы α происходят поглощение реализаций и переход системы
в режим слежения. Требуется оценить вероятность захвата, плотность
вероятности распределения времени захвата, нормированный поток по-
глощения и вероятностные моменты решения.

При отсутствии поглощения решением (4.22) будет гауссовский про-
цесс с математическим ожиданием и дисперсией:

m(t) = m(0)ebt,

D(t) = D(0)e2bt +
σ2

2b

(
e2bt − 1

)
. (4.23)

При наличии поглощения для задачи (4.22) имеем следующую си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений для моментов и ве-
роятности состояния [143]:

ṁ(t) = b ·m(t)− [α−m(t)]F (t),

Ḋ(t) = 2b ·D(t)− [[α−m(t)]2 −D(t)]F (t) + σ2(t), (4.24)

Ṗ
(1)

(t) = −P(1)(t)F (t), m(0) = y0, D(0) = 0, P(1)(0) = 1.

В случае поглощения при Y = α нормированная функция потока по-
глощения F (t) равна

F (t) = −σ
2

2

[∂p1(Y, t)

∂Y

]
Y=α

, (4.25)

так как
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v(Y, t) = δ(Y − α)

(
b · p1(Y, t)− σ2

2

∂p1(Y, t)

∂Y

)
, u(Y, t) = 0. (4.26)

В методе гауссовой аппроксимации плотность p1(Y, t) полагается усе-
ченной гауссовой. При численных расчетах системы ОДУ (4.24) мето-
дом Рунге –Кутты четвертого порядка с шагом h = 0.01 производная
функции p1(Y, t) в (4.25) заменялась конечной разностью. Вероятность
захвата вычислялась по формуле

P(t) = 1− P(1)(t). (4.27)

При численном решении задавались

b = 1, σ = 1, y0 = 1, α = 2. (4.28)

Задача (4.22), (4.28) была просчитана статистическим алгоритмом с ша-
гом h = 0.01. Для оценки функционалов от решения моделировалось
N = 105 траекторий. Траектория обрывалась при выходе численного
решения на границу α = 2.

На рис. 4.30–4.34 приводятся оценки вероятностных характеристик
решения, вычисленные обоими методами. Оценки, полученные стати-
стическим методом, изображены тонкими линиями, а оценки, получен-
ные методом гауссовой аппроксимации, – жирными.

На рис. 4.35 приведены гистограмма нормированной функции плот-
ности вероятности непоглощенных реализаций, полученная статистиче-
ским алгоритмом, и усеченная плотность вероятности нормального рас-
пределения, используемая в методе гауссовой аппроксимации (в момент
t = 1 – тонкие линии, а в момент t = 3 – жирные). Из графиков вид-
но, что плотность вероятности решения в случае задачи поглощения не
является гауссовой и ее приближение усеченной гауссовой плотностью
достаточно грубо.

Анализируя полученные результаты, можно сделать вывод, что при
вычислении интегральных характеристик решения оба метода дают хо-
рошие оценки. Для вычисления плотности вероятности фазовых коор-
динат, а также вероятностных моментов – лучше использовать числен-
ные методы решения СДУ.
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Рис. 4.30. Оценки вероятности захвата (задача 1)

Рис. 4.31. Оценки плотности вероятности времени захвата (задача 1)

Рис. 4.32. Оценки нормированного потока поглощения (задача 1)

197



– 

– 

– 

– 

– 

Рис. 4.33. Оценки математического ожидания решения (задача 1)

Рис. 4.34. Оценки дисперсии решения (задача 1)

Рис. 4.35. Оценки плотности вероятности решения (задача 1)
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Задача 2. Процесс захвата с полным поглощением на границе (дву-
мерный случай). Рассмотрим систему СДУ второго порядка, описыва-
емую уравнениями

dY1(t) = Y2(t)dt,

dY2(t) = (−a2Y1 − 2baY2)dt+ σdw(t), (4.29)

Y1(0) = y10, Y2(0) = 0.

Начальное состояние системы детерминировано. При достижении коор-
динатой Y1 границы α происходит захват, т. е. поглощение реализаций.
Требуется определить вероятность захвата P(t), плотность распределе-
ния времени захвата, вероятностные моменты координаты Y1.

Найдем решение задачи (4.29) статистическим алгоритмом и мето-
дом гауссовой аппроксимации и сравним полученные оценки.

В работе [143] с помощью метода гауссовой аппроксимации получена
система обыкновенных дифференциальных уравнений для первых двух
моментов, для вероятности состояния и выражение для нормированного
потока поглощения. Эта система ОДУ была просчитана методом Рунге –
Кутты четвертого порядка с шагом h = 0.01. Результаты численных
расчетов жирными линиями приведены на рис. 4.36–4.38.

При численном решении задавались

a = 6, b = 0.8, σ = 1, y10 = 2, α = 1. (4.30)

В случае отсутствия поглощения решением (4.29) будет гауссов процесс
Y (t), математическое ожидание и ковариационная матрица которого
удовлетворяют системе ОДУ [238]

ṁ(t) = Am(t), m(0) = m0,

Ḋ(t) = AD(t) + D(t)A> + GG>,D(0) = D0, (4.31)

где

A =

(
0 1

−a2 −2ba

)
, G = (0, σ)>.
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Рис. 4.36. Оценки вероятности захвата (задача 2)

Рис. 4.37. Оценки плотности распределения времени захвата (задача 2)

Рис. 4.38. Оценка дисперсии первой компоненты решения (задача 2)
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При численном решении методом (1.61) сначала задача (4.29) ре-
шалась при отсутствии поглощения с шагом h = 0.01, моделировалось
105 траекторий. Полученные оценки маргинальных плотностей в произ-
вольный момент времени, математического ожидания и дисперсии чис-
ленного решения сильно совпали с точными решениями (4.31). Затем
задача была просчитана методом (1.61) при наличии поглощения с ша-
гом h = 0.01. Для оценки функционалов моделировалось также 105 тра-
екторий. После введения поглощения математическое ожидание резко
ушло на нуль, а у дисперсии появился всплеск, похожий на δ-функцию.
При t > 0.28 математическое ожидание и дисперсия занулились.

Для задачи поглощения полученные оценки вероятностных харак-
теристик решения (вероятности захвата, плотности распределения вре-
мени захвата, дисперсии первой компоненты решения) методом (1.61)
приведены на рис. 4.36–4.38 тонкими линиями. Здесь также приведе-
ны оценки, полученные методом гауссовой аппроксимации (жирными
линиями).

Из графиков видно их сильное различие. Так, полученная стати-
стическим алгоримом оценка вероятности захвата (см. рис. 4.36) при
t > 0.28 становится равной единице. А вероятность захвата, получен-
ная методом гауссовой аппроксимации, устанавливается на значении
P = 0.747.

Анализируя результаты расчетов, можно сделать вывод, что для
двумерной задачи полного поглощения метод гауссовой аппроксимации
так же, как и для одномерной задачи, плохо оценивает вероятностные
моменты решения. Интегральные характеристики решения метод гаус-
совой аппроксимации вычислил тоже с большой погрешностью.

Проведенные тестовые расчеты показали, что даже немодифициро-
ванный статистический алгоритм позволяет с высокой точностью вы-
числять вероятностные характеристики решения динамических систем
со случайной структурой с сосредоточенными переходами.

Из численного сравнения построенного алгоритма с методом гауссо-
вой аппроксимации можно сделать следующие выводы:
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1) статистический алгоритм отличается простотой и универсально-
стью по отношению к изменениям исходной модели в отличие от
метода гауссовой аппроксимации;

2) при вычислении интегральных характеристик решения оба метода
дают близкие по точности оценки;

3) для вычисления плотности вероятности фазовых координат и ве-
роятностных моментов рекомендуется использовать алгоритм ста-
тистического моделирования;

4) для улучшения точности метода двухпараметрической аппрокси-
мации желательно сделать предварительные расчеты методом ста-
тистического моделирования с целью определения вида плотности
вероятности фазовых координат.

4.5. Задача о влиянии степени приоритета
на качество управления

Рассмотрим случай линейного управления с функцией поглощения
(3.12) динамической системой с разделением времени

dy(t) = (A(l)(t)y + C(l)(t)u(t))dt+ σ(l)(t)dw(t), (4.32)

где вектор управления u(t) – nu-мерный вектор регулярных функций;
A(l)(t), C(l)(t) – матричные функции размера ny · ny, ny · nu.

В этом случае плотность распределения времени перехода является
экспоненциальной (3.36).

В рассматриваемом случае вектор коэффициентов сноса, матрица
коэффициентов диффузии и вектор потока вероятности определяются
как

α(l)(t,y) = A(l)(t)y + C(l)(t)u, B(l)(t) = σ(l)(t)σ(l)>(t),

π∗(l)(t,y) =

[
A(l)(t)y+C(l)(t)u

]
p∗(l)(t,y)− 1

2
B(l)(t)

∂

∂y
p∗(l)(t,y). (4.33)

В работе [145] получучены следующие дифференциальные уравнения
на безусловные и взвешенные начальные моменты порядка k:
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$̇k(t) = Ė(
ny∏
s=1

ykss )(t) =
S∑
l=1

$̇k(t)∗(l),

$̇k(t)∗(l) =
ny∑
i,j=1

kia
(l)
ij E(yjy

ki−1
i

ny∏
s=1,s6=i

ykss )∗(l)+

+
ny∑
i=1

nu∑
j=1

kic
(l)
ij ujE(yki−1

i

ny∏
s=1,s6=i

ykss )∗(l)+

+
1

2

ny∑
i=1

[
ki(ki − 1)b

(l)
ii E(yki−2

i

ny∏
s=1,s6=i

ykss )∗(l)+

+
ny∑

j=1,j 6=i
kikjb

(l)
ij E(yki−1

i y
kj−1
j

ny∏
s6=i,s6=j

ykss )∗(l)

]
−

−
S∑

r=16=l
λlrE(yk1

1 . . . yknn )∗(l) +
S∑

r=16=l
λrlE(yk1

1 . . . yknn )∗(r). (4.34)

Откуда получаем дифференциальное уравнение для безусловного ма-
тематического ожидания

ṁ(t)=
S∑
l=1

ṁ∗(l) =
S∑
l=1

[
A(l)m∗(l)+C(l)uP (l)−

S∑
r=1 6=l

λlrm
∗(l)+

S∑
r=16=l

λrlm
∗(r)

]
(4.35)

и дифференциальное уравнение для безусловного начального момента
второго порядка

Φ̇(t) =
S∑
l=1

Φ̇∗(l)(t) =
S∑
l=1

[
A(l)Φ∗(l) + Φ∗(l)A(l)> + C(l)um∗(l)T+

+ m∗(l)(C(l)u)> + B(l)P (l) −
S∑

r=16=l
λlrΦ

∗(l) +
S∑

r=16=l
λrlΦ

∗(r)

]
. (4.36)

Матрица безусловных центральных вторых моментов Θ(t) равна

Θ(t) = Φ(t)−m(t)m>(t). (4.37)

Рассматриваемый пример был использован в работах [7, 8] в качестве
тестового для проверки алгоритма. В рамках этого примера можно опи-
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сать представляющую практический интерес задачу о влиянии степени
приоритета на качество управления [145].

Если обозначим T (i)
ср как среднее время обслуживания i-й структуры,

то степень приоритета оценивается отношением q =
T

(i)
ср

T
(j)
ср

. Если q = 1,

то структуры по времени обслуживания равноценны. Если q > 1, то
структура i обладает приоритетом по сравнению со структурой j [145].

Рассмотрим два одинаковых объекта. Изучим влияние приоритета
на точность управления первым объектом [6–8].

Пусть во время управления объект описывается линейным СДУ ви-
да формул (4.32).

Из табл. 4.43 видно, что с ростом приоритета первого объекта ма-
тематическое ожидание и дисперсия ошибки первого объекта уменьша-
ются, а второго – увеличиваются. Скорость изменения моментов зависит
от значений интенсивностей и параметров модели (a, k).

Тогда в первой структуре, когда управление идет первым объектом,
уравнение системы относительно ошибки управления e имеет вид [145]:

de
(1)
1 (t) = (−ke(1)

1 + a) dt− kdw(t), de
(1)
2 (t) = adt, (4.38)

а во второй структуре –

de
(2)
1 (t) = adt, de

(2)
2 (t) = (−ke(2)

2 + a) dt− kdw(t), (4.39)

где a, k – постоянные параметры модели.
Тест 1. Сравним качество управления объектом при наличии прио-

ритета и экспоненциальных законах распределения интервалов обслу-
живания:

p12(τ) = ν1 exp(−ν1τ), p21(τ) = ν2 exp(−ν2τ), τ ≥ 0.

Тогда T (1)
ср = 1/ν1, T

(2)
ср = 1/ν2.

Уравнения на взвешенные начальные первые и вторые моменты
m∗(l)(t), Φ∗(l)(t), на безусловные моменты m(t), Φ(t) и на вероятно-
сти состояния P (l)(t) в данном случае, согласно формулам (4.30), (4.31)
и (4.25), имеют вид
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Таблица 4.43. Численные результаты, полученные алгоритмом 1
с использованием обобщенного метода типа Розенброка (Тест 1)

ν1 ν2 q m1 m2
m1

m2
Θ11 Θ22

Θ11

Θ22

0.1 0.1 1 6.96 6.86 1.01 84.1 81.35 1.03
exact 7 7 1 85.5 85.5 1

0.1 0.3 3 2.185 11.35 0.196 6.434 120.6 0.0533
exact 2.166 11.5 0.188 6.472 123.6 0.0525

0.1 0.5 5 1.523 14.08 0.108 2.068 142.54 0.0145
exact 1.533 14.31 0.107 2.122 145 0.0146

0.1 5 50 1.024 47.86 0.021 0.531 262.5 0.002
exact 1.024 49 0.021 0.505 261 0.002

1 1 1 2.508 2.482 1.01 2.285 2.323 0.98
exact 2.5 2.5 1 2.25 2.25 1

1 3 3 1.405 4.668 0.3 0.674 4.095 0.136
exact 1.417 4.748 0.298 0.66 4.44 0.149

1 5 5 1.232 6.45 0.19 0.553 5.235 0.105
exact 1.233 6.833 0.18 0.55 6.47 0.085

10 10 1 2.043 2.038 1.00 0.62 0.607 1.02
exact 2.05 2.05 1 0.6075 0.6075 1

10 30 3 1.335 4.058 0.329 0.516 0.838 0.615
exact 1.342 4.075 0.329 0.512 0.809 0.633

10 50 5 1.199 6.046 0.1983 0.509 1.01 0.502
exact 1.203 6.083 0.198 0.504 1.01 0.5

ṁ1
∗(1)(t) = −km1

∗(1) + aP (1) − ν1m1
∗(1) + ν2m1

∗(2),

ṁ2
∗(1)(t) = aP (1) − ν1m2

∗(1) + ν2m2
∗(2),

ṁ1
∗(2)(t) = aP (2) − ν2m1

∗(2) + ν1m1
∗(1),

ṁ2
∗(2)(t) = −km2

∗(2) + aP (2) − ν2m2
∗(2) + ν1m2

∗(1),

ṁ1(t) = −km∗(1)
1 + a, ṁ2(t) = −km∗(2)

2 + a,

Ṗ
(1)

(t) = −ν1P(1) + ν2P(2), P(2)(t) = −ν2P(2) + ν1P(1),

Φ̇
∗(1)
11 (t) = −2kΦ11

∗(1) + 2am1
∗(1) − ν1Φ11

∗(1) + ν2Φ11
∗(2) + k2P(1),

(4.40)
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Φ̇
∗(1)
22 (t) = 2am2

∗(1) − ν1Φ22
∗(1) + ν2Φ22

∗(2),

Φ̇
∗(2)
11 (t) = 2am1

∗(2) − ν2Φ11
∗(2) + ν1Φ11

∗(1),

Φ̇
∗(2)
22 (t) = −2kΦ22

∗(2) + 2am2
∗(2) − ν2Φ22

∗(2) + ν1Φ22
∗(1) + k2P(2),

Φ̇11(t) = −2kΦ11
∗(1) + 2a(m1

∗(1) +m1
∗(2)) + k2P(1),

Φ̇22(t) = −2kΦ22
∗(2) + 2a(m2

∗(1) +m2
∗(2)) + k2P(2).

Точные значения для стационарных моментов и вероятностей состо-
яний ошибки управления имеют вид

m1
∗(1) =

a

k
, m1

∗(2) =
a

kq
+

a

(1 + q)ν2
;

m2
∗(1) =

aq

k
+

aq

(1 + q)ν1
, m2

∗(2) =
a

k
;

m1 =
a(1 + q)

kq

[
1 +

k

ν1(1 + q)2

]
,m2 =

a(1 + q)

k

[
1 +

kq

ν1(1 + q)2

]
;

P(1) =
ν2

(ν1 + ν2)
=

q

1 + q
, P(2) =

ν1

(ν1 + ν2)
=

1

1 + q
;

Φ11
∗(1) =

am1

k
+
kP (1)

2
, Φ11

∗(2) =
2am

∗(2)
1 + ν1Φ

∗(1)
11

ν2
;

Φ22
∗(1) =

2am
∗(1)
2 + ν2Φ

∗(2)
22

ν1
; Φ22

∗(2) =
am2

k
+
kP(2)

2
,

Φ11 =
2am

∗(2)
1

ν2
+Φ
∗(1)
11

(1+q)

q
, Θ11 =

k

2
+

a2

kν2q

[
1+

k

ν1(1+q)

(
2− 1

1+q

)]
;

Φ22 =
2am

∗(1)
2

ν1
+Φ
∗(2)
22 (1 + q); Θ22 =

k

2
+
a2q

kν1

[
1+

kq

ν2(1 + q)

(
2− q

1 + q

)]
.

Влияние приоритета q будет оцениваться отношениями
m1

m2
и

Θ11

Θ22
.

Для стационарных значений получаем следующие асимптотические
оценки:

m1

m2
' 1

q2
,

Θ11

Θ22
' 1

q3
if

k

ν1
� 1,

k

ν1
� q.

Таким образом, с ростом приоритета q ошибки в первой системе резко
уменьшаются.
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Рис. 4.39. Безусловные математические ожидания первой компоненты ре-
шения (тест 1)

Для численного решения систем СДУ в смысле Стратоновича ис-
пользован обобщенный метод типа Розенброка (1.61). В случае линей-
ных систем СДУ с аддитивным шумом метод является асимптотиче-
ски несмещенным с любым шагом h.

Были проведены численные расчеты алгоритмом Ia из параграфа
3.4 при следующих параметрах: k = 1, a = 1. Моделировалось N = 106

траекторий обобщенным методом типа Розенброка с шагом h = 0.01 на
интервале [0, 100]. Интенсивность ν1 полагалась постоянной, интенсив-
ность ν2 постепенно уменьшалась. В табл. 4.43 приведены результаты
численных экспериментов. В качестве точных приводятся значения, по-
лученные при решении ОДУ на моменты (4.40) классическим числен-
ным методом Рунге –Кутты 4-го порядка. Все моменты были вычисле-
ны при t = 100. Для интенсивностей перехода ν1 ≥ 1 к этому моменту
времени был достигнут стационар. Для ν1 = 0.1 стационар для второ-
го объекта еще не наступил (это можно видеть из приводимых ниже
рисунков).

Для моделирования равномерно распределенных случайных вели-
чин на интервале (0, 1) использовался датчик псевдослучайных чисел
RAND [136].
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Рис. 4.40. Безусловные математические ожидания второй компоненты ре-
шения (тест 1)

– – 

Рис. 4.41. Гистограммы маргинальной плотности вероятности ошибки
управления первым объектом для разных интенсивностей

На рис. 4.39, 4.40 приведены точные значения безусловных матема-
тических ожиданий (точки) и их численные оценки (сплошная линия)
при ν1 = 0.1 и ν2 = 5. Графики демонстрируют высокую точность оцен-
ки функционалов от решения.

Гистограммы маргинальной плотности вероятности ошибки управ-
ления первым объектом, полученные при численном решении модели
для интенсивности ν1 = 0.1, приведены на рис. 4.41 (тонкая линия для
q = 1, жирная – q = 5, точки – q = 50). На рис. 4.42 приведены анало-
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– 

Рис. 4.42. Гистограммы маргинальной плотности вероятности ошибки
управления вторым объектом для разных интенсивностей

гичные графики для второго объекта, приоритет которого падает. Из
графиков видно, что плотность ошибки управления первым объектом
стягивается в точку, в то время как у второго – размазывается по всей
положительной оси.

Отметим достоинство нашего метода: возможность оценки плотно-
сти распределения. Аналитическое выражение для плотности распре-
деления невозможно получить даже в таком простом случае.

Тест 2. Сравним качество управления объектом при наличии при-
оритета и эрланговском законе распределения интервалов обслужива-
ния s-го порядка (s = 2, 3):

p12(τ) =
ν1 exp(−ν1τ)(ν1τ)s−1

(s− 1)!
, p21(τ) =

ν2 exp(−ν2τ)(ν2τ)s−1

(s− 1)!
, τ ≥ 0.

Тогда T (1)
ср = s/ν1, T

(2)
ср = s/ν2.

Систему ОДУ на точные вероятностные моменты можно получить
из уравнений (4.29)–(4.31), если предварительно, используя метод псев-
досостояний [97], перейти к экспоненциальным законам распределения.
В этом случае при s = 2 вводятся два дополнительных состояния, а при
s = 3 – четыре. Система уравнений на моменты (4.40) увеличится в два
(при s = 2) и в четыре раза (при s = 3) соответственно.
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Известно [225], что плотность распределения времени появления s-й
точки в точечном процессе Пуассона с интенсивностью νlr имеет эрлан-
говский закон распределения s-го порядка с параметром νlr. Поэтому
при проведении численных расчетов моделирование времени перехода
из l-й структуры в r-ю проводилось по формуле

τlr = − (lnα1 + lnα2 + ...+ lnαs)

νlr
= −

ln(
∏s

i=1
αi)

νlr
,

где αi – независимые случайные величины, равномерно распределенные
на (0, 1) [136].

Были проведены численные расчеты алгоритмом 1 из параграфа 3.4
при следующих параметрах: k= 1, a = 1. Моделировалось N = 106 тра-
екторий обобщенным методом типа Розенброка с шагом h = 0.01 на
интервале [0, 100]. Интенсивность ν1 полагалась постоянной, интенсив-
ность ν2 постепенно уменьшалась. В табл. 4.44 приведены результаты
численных экспериментов. В качестве точных приводятся значения, по-
лученные при решении ОДУ на моменты (см. уравнения (4.29)) класси-
ческим численным методом Рунге –Кутты 4-го порядка. Все моменты
были вычислены при t = 100.

Из табл. 4.44 видно, что при изменении закона распределения вре-
мени обслуживания выросли значения моментов для небольших значе-
ний q. При q = 50 значения практически не изменились. Хотя в табли-
це приведены значения только для математических ожиданий ошибки
управления, аналогично ведут себя и остальные моменты. Маргиналь-
ные плотности ведут себя аналогично экспоненциальному распределе-
нию.

Таким образом, при экспоненциальном и эрланговском законе управ-
ления ошибки незначительно отличаются друг от друга. А рассмотрен-
ный алгоритм одинаково хорошо считает, требуя незначительных изме-
нений при моделировании времени обслуживания.
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Таблица 4.44. Численные результаты, полученные алгоритмом 1a с исполь-
зованием обобщенного метода типа Розенброка (тест 2)

λm ν1 ν2 q m1 m2
m1

m2
m1 m2

m1

m2

(s = 2) (s = 2) (s = 2) (s = 3) (s = 3) (s = 3)

0.1 0.1 1 9.0354 9.1219 0.9763 11.412 11.641 0.9803
exact 9.081 9.083 1 11.407 11.61 0.9825

0.1 0.3 3 2.49 13.857 0.1798 2.916 16.96 0.1719
exact 2.514 13.844 0.182 2.918 17.022 0.1714

0.1 0.5 5 1.678 16.323 0.103 1.82 19.49 0.0933
exact 1.672 16.417 0.1019 1.834 19.462 0.0946

0.1 5 50 1.024 49.058 0.021 1.025 49.608 0.0206
exact 1.026 49.501 0.0208 1.0275 50.24 0.0205

4.6. Статистический анализ систем со случайным
периодом квантования сигналов во времени

Системы со случайным периодом квантования сигналов во времени
относятся к системам со случайной структурой [98, 145]. Радиоизотоп-
ные измерительные системы являются примером системы со случайной
структурой с распределенными переходами.

Системы со случайным периодом квантования можно описать стоха-
стическими дифференциальными уравнениями с пуассоновской состав-
ляющей [98,145]. Системы со случайным квантованием с амплитудной
модуляцией описываются СДУ с пуассоновской мерой, не зависящей от
вектора состояния. Системы со случайным квантованием с частотной
модуляцией могут быть описаны только СДУ с пуассоновской мерой,
зависящей от вектора состояния. Причем очень часто эта зависимость
не может быть перенесена в коэффициенты. Алгоритм решения таких
СДУ описан в параграфе 1.3.

В параграфе 3.3 построен алгоритм статистического моделирования
динамических систем со случайной структурой при распределенных пе-
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реходах, использующий менее трудоемкий, модифицированный метод
максимального сечения из параграфа 2.3. В данном разделе мы срав-
ним метод максимального сечения и его модификацию [9].

Испытание построенных алгоритмов проведем на примерах из [98],
для которых удалось записать аналитические формулы для математи-
ческого ожидания решения. В работе [98] в качестве примеров систем
со случайным периодом квантования приведены скачкообразные СДУ
с пуассоновской случайной мерой, зависящей от вектора состояния.

Чтобы продемонстрировать влияние пуассоновской составляющей
на поведение решения СДУ, рассмотрим простейшее уравнение первого
порядка

dy(t) =
∫

Γ
θν(dθ × dτ). (4.41)

Характеристическая мера Π, задающая пуассоновскую случай-
ную меру ν, определяется через функцию π следующим образом:
Π(B, t,y(t−)) =

∫
B
π(θ, t|y(t−))dθ, B ∈ Γ. Обозначим функции

µ(t) =
∫

Γ
π(θ, t)dθ, h(θ, t) =

π(θ, t)

µ(t)
, (4.42)

характеризующие пуассоновскую случайную меру ν.
Пусть функции, характеризующие пуассоновскую меру ν, не зависят

от y. Задавая по-разному функцию h(θ), можно получить скачкообраз-
ные процессы с разными размерами скачков. Так, если

h(θ) = δ(θ − λ),

то все скачки одинаковы. При λ > 0 процесс y(t) возрастающий, а при
λ < 0 – убывающий. При

h(θ) =
N∑
i=1

piδ(θ − λi),
N∑
i=1

pi = 1,

где λi – некоторые числа, можно получить модель случайного процесса
с дискретным числом состояний, но более сложной структуры.

Рассмотрим СДУ (4.41), когда функции, характеризующие пуассо-
новскую меру ν, зависят от y.

Задача 1. Рассмотрим СДУ (4.41) при
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h(θ, y) =

δ(θ − λ) при y < 0

δ(θ + λ) при y > 0, λ > 0.

Получаем процесс с двумя возможными состояниями: y0 и y1 = y0 + λ,
если −λ < y0 < 0; y0 и y1 = y0 − λ, если λ > y0 > 0.

Задача 2. Рассмотрим СДУ (4.41), когда h(θ, y) задана, как в задаче
1, но функция µ также зависит от y:

µ(y) =

α при y < 0

β при y > 0,
γ = α+ β;

λ > 0, α, β > 0. В этом случае, если −λ < y0 < 0, получаем процесс
y(t) с двумя возможными состояниями: y0 и y1 = y0 + λ. При α < β

в среднем процесс y(t) будет чаще принимать значение y0, а при α >

β – значение y1. При β = 0 процесс y(t), приняв значение y1, далее не
меняется. Точные значения первогоm(t) и второго d(t) моментов имеют
вид

m(t) = y0p1(t) + y1p2(t), d(t) = y2
0p1(t) + y2

1p2(t),

где

p1(t) =
α

γ
+ (p1(0)− α

γ
)e−γt, p2(t) =

β

γ
− (p1(0)− α

γ
)e−γt.

Рассмотренные задачи являются примерами систем с двумя струк-
турами со случайным периодом квантования с интенсивностями пере-
ходов, зависящими от вектора состояния системы. В уравнении (4.41)
отсутствуют коэффициенты сноса и диффузии. Поэтому при численной
реализации построенного алгоритма не требуется использовать числен-
ный метод решения СДУ с винеровской компонентой, и погрешность
численного решения состоит только из статистической составляющей.

Для моделирования процесса смены структуры применялись алго-
ритм 1b (использование метода «максимального сечения») и модифи-
цированный алгоритм 1b (использование модифицированного метода
«максимального сечения») из параграфа 3.3.1.
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Таблица 4.45. Результаты численных расчетов задач из параграфа 4.6

Алгоритм Параметры m m̃ d d̃ t, c
1b λ = 2, y0 = 1, 0 0.0012 1 1 80

µ = 10

1b λ = 4, y0 = 3, 1 1.0023 5 5.005 81
µ = 10

1b λ = 2, y0 = 1, −1

3
-0.3343 1 1 100

α = 5, β = 10

MA λ = 2, y0 = 1, −1

3
-0.3324 1 1 91

α = 5, β = 10 < на 9 %

1b λ = 4, y0 = 3,
1

3
0.3314

11

3
3.663 98

α = 5, β = 10

МА λ = 4, y0 = 3,
1

3
0.3351

11

3
3.670 91

α = 5, β = 10 < на 6 %

1b λ = 4, y0 = 3, −0.(63) -0.6366 1.(72) 1.723 102
α = 1, β = 10

МА λ = 4, y0 = 3, −0.(63) -0.6360 1.(72) 1.723 83
α = 1, β = 10 < на 19 %

Примеры были просчитаны при следующих значениях параметров:
задача 1:
а) λ = 2, y0 = 1, µ = 10;
b) λ = 4, y0 = 3, µ = 10;
задача 2:
а) λ = 2, y0 = 1, α = 5, β = 10;
b) λ = 4, y0 = 3, α = 5, β = 10;
c) λ = 4, y0 = 3, α = 1, β = 10.
Результаты, полученные модифицированным алгоритмом, приво-

дятся в строках, обозначенных «МА», в табл. 4.45.
Оценивалось математическое ожидание решения в узлах временной

сетки с шагом h = 0.1 на интервале [0, T ]. Моделировалось N = 106 тра-
екторий и полагалось p1(0) = 1. При численных расчетах использовался
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«генератор» псевдослучайных чисел RAND [136] с модулем 240 и мно-
жителем 517. Длина периода данного датчика составляет 238. Данный
датчик рекомендуется для численных расчетов, в которых требуется по-
следовательность псевдослучайных чисел не длиннее, чем 237. Расчеты
проводились на РС Intel Celeron, 2.00 ГГц, 768 МБ.

Приводятся точные стационарные значения оцениваемого функцио-
нала в момент времени T = 20. В табл. 4.45 с результатами численных
экспериментов указаны полученные абсолютные погрешности δ оценки
математического ожидания в последней точке и приведены доверитель-
ные интервалы для оценки математического ожидания при γ(ε) = 1.
Из таблицы видно, что полученные оценки попадают в доверительные
интервалы. На данной задаче проведено апробирование алгоритма ре-
шения СДУ с пуассоновской составляющей, когда пуассоновская мера
зависит от фазовых координат.

Временные графики n(t), m̄(t) не приводятся ввиду их сильного сов-
падения. Численные расчеты демонстрируют:

1) использование модифицированного метода максимального сече-
ния позволило уменьшить вычислительное время за счет уменьшения
числа обращений к «генератору» псевдослучайных чисел;

2) кроме уменьшения трудоемкости вычислений, уменьшение коли-
чества используемых значений псевдослучайных чисел снизило кон-
структивную размерность алгоритма, связанную с многомерной рав-
номерностью используемых псевдослучайных чисел [220];

3) статистическое соответствие оценок, полученных обоими мето-
дами, является дополнительным критерием удовлетворительности ис-
пользуемого «генератора» псевдослучайных чисел.
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4.7. Использование метода «максимального
сечения» в задаче фильтрации

диффузионно-скачкобразных процессов

Методы и вычислительные алгоритмы оптимального оценивания со-
стояний динамических систем (фильтрации, сглаживания и прогнози-
рования) применяются в различных прикладных задачах [260,348].

Задача фильтрации для систем диффузионно-скачкообразного типа
рассматривалась в работах многих авторов. В частности в [216,272,273,
350, 351, 368] получены уравнения нелинейной фильтрации (уравнения
типа Закаи), исследованы вопросы существования и единственности их
решений.

В книге [257] для решения задачи нелинейной фильтрации строится
и обосновывается метод частиц, получивший название фильтра частиц
в теории фильтрации случайных процессов. Современные методы оце-
нивания случайных процессов, относящиеся к фильтрам частиц, вклю-
чают в себя как моделирование весовых коэффициентов, так и обрывы
и ветвления [257,271].

Рассмотрим три статистических алгоритма решения задачи нели-
нейной фильтрации для систем диффузионно-скачкообразного типа ме-
тодом частиц, которые различаются способом моделирования пуассо-
новской составляющей, входящей в уравнение объекта наблюдения.

Фильтрация случайных процессов в стохастических систе-
мах диффузионно-скачкобразного типа.

Будем рассматривать модель стохастической системы наблюдения с
непрерывным временем, которая включает уравнение модели объекта
наблюдения и уравнение измерительной системы [353]:

dX(t) = f
(
t,X(t)

)
dt+ σ

(
t,X(t)

)
dW (t)

+
∫

Γ
v
(
t,X(t−), θ

)
ν(dt× dθ), X(0) = X0, (4.43)

dY (t) = c
(
t,X(t)

)
dt+ ζ(t)dV (t), Y (0) = Y0 = 0. (4.44)
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Уравнение (4.43) является СДУ в смысле Ито с пуассоновской со-
ставляющей. В нем используются следующие обозначения: X ∈ Rnx

— nx-мерный вектор состояния, t ∈ T = [0, T ], T — заданный от-
резок времени функционирования системы; f(t, x) : T × Rnx → Rnx ,
σ(t, x) : T×Rnx → Rnx×nw , v(t, x, θ) : T×Rnx ×Γ→ Rnx , Γ ⊂ RnΓ \ {0};
W (t) — nw-мерный стандартный винеровский случайный процесс, ν —
пуассоновская случайная мера на R+×Γ с характеристической мерой Π,
заданной функцией π(t, θ) : T × Γ → R+. Закон распределения началь-
ного вектора состояния X0 задан. Начальный вектор состояния X0, ви-
неровский процессW (t) и пуассоновская мера ν независимы. В частном
случае X0 — детерминированный nx-мерный вектор.

В СДУ (4.44) используются следующие обозначения: Y ∈ Rny — ny-
мерный вектор измерений; c(t, x) : T × Rnx → Rny , ζ(t) : T → Rny×nv ;
V (t) — nv-мерный стандартный винеровский случайный процесс, не за-
висящий от винеровского процесса W (t) и меры ν. При этом предпо-
лагается, что матрица η(t) = ζ(t)ζT(t) невырождена, т.е. det η(t) 6= 0 и
существует обратная матрица η−1(t) при любом t ∈ T.

В наиболее общем случае для математической модели объекта на-
блюдения и измерительной системы процессы X(t) и Y (t) входят в пра-
вые части уравнений (4.43), (4.44), а также (4.44) является СДУ в смыс-
ле Ито с пуассоновской составляющей [272,273].

Задача оптимальной фильтрации для стохастической системы на-
блюдения (4.43), (4.44) заключается в нахождении оценки X̂(t) вектора
состояния по доступным к текущему моменту времени t измерениям

Y t0 = {Y (τ), τ ∈ [0, t]}

в виде
X̂(t) = Φ(t, Y t0 ),

т.е. требуется определить функцию Φ(t, · ), преобразующую измерения
Y t0 в оценку вектора состояния объекта наблюдения.

Функцию Φ(t, · ) можно найти из условия оптимальности оценки, т.е.
исходя из заданного критерия качества [260,353].
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Наиболее часто используется квадратичная функция потерь

Π(ε) = εTε,

где
ε(t) = X(t)− X̂(t)

— вектор ошибки оценивания. В этом случае решение задачи миними-
зации

EΠ
(
ε(t)

)
→ min, (4.45)

где минимум берется по всем допустимым функциям Φ(t, · ), записыва-
ется в форме

X̂(t) = Φ(t, Y t0 ) = E[X(t)|Y t0 ] =
∫
Rnx

xp(t, x|Y t0 )dx,

где p(t, x|Y t0 ) — апостериорная плотность вероятности вектора состоя-
ния X. Оптимальная оценка представляет собой условное математиче-
ское ожидание вектора состояния. Она обеспечивает минимум средне-
квадратического отклонения оценки.

Если задать простую функцию потерь

Π(ε) = 1− δ(ε),

где δ(ε) — дельта-функция, то решение задачи минимизации (4.45) опре-
деляется следующим образом:

X̂(t) = Φ(t, Y t0 ) = arg max
x∈Rnx

p(t, x|Y t0 ),

т.е. оптимальная оценка представляет собой моду условного распределе-
ния вектора состояния (maximum a posteriori estimate), которое задается
апостериорной плотностью вероятности p(t, x|Y t0 ).

Уравнения для апостериорной плотности вероятности
В этом и последующих разделах для упрощения соотношений будем

полагать, что nx = nθ и v(t, x, θ) = θ. Тогда ненормированная апо-
стериорная плотность вероятности ϕ(t, x|Y t0 ) удовлетворяет уравнению
Закаи [273]:
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dϕ(t, x|Y t0 ) =

[
Aϕ(t, x|Y t0 )

− λ(t, x)ϕ(t, x|Y t0 ) +
∫
Rnx

λ(t, θ)ψ(t, x− θ)ϕ(t, θ|Y t0 )dθ

]
dt

+ cT
(
t,X(t)

)
η−1(t)ϕ(t, x|Y t0 )dY (t)

− 1

2
cT
(
t,X(t)

)
η−1(t)c

(
t,X(t)

)
ϕ(t, x|Y t0 )dt, ϕ(t0, x) = ϕ0(x), (4.46)

в котором

Aϕ(t, x|Y t0 ) = −∇T
(
f(t, x)ϕ(t, x|Y t0 )

)
+

1

2
tr
[
∇∇T

(
g(t, x)ϕ(t, x|Y t0 )

)]
,

g(t, x) = σ(t, x)σT(t, x).

Оператор A называется прямым производящим оператором случай-
ного процесса X(t). Уравнение Закаи [203,216] является стохастическим
дифференциальным уравнением с частными производными, поэтому
оно может быть записано как в форме Ито, так и в форме Стратонови-
ча. В данном случае уравнение (4.46) записано в форме Стратоновича.

Результатом нормировки решения ϕ(t, x|Y t0 ) является апостериорная
плотность вероятности p(t, x|Y t0 ) вектора состояния X:

p(t, x|Y t0 ) =
ϕ(t, x|Y t0 )∫

Rnx
ϕ(t, x|Y t0 )dx

.

При фиксированных измерениях Y t0 СДУ в частных производных
(4.46) можно рассматривать как детерминированное, аналогичное обоб-
щенному уравнению Фоккера–Планка–Колмогорова [83]. В этом случае
решение сопряженного уравнения Закаи задается с помощью вероят-
ностного представления (формула Фейнмана–Каца [257]), а оптималь-
ная оценка по критерию минимума среднеквадратического отклонения
оценки выражается следующим образом [257]:

X̂(t) =
E[ω(t)X(t)]

Eω(t)
, (4.47)

где X(t) — решение уравнения (4.43), а весовая функция ω(t) задается
формулой
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ω(t) = exp

{∫ t

0
cT
(
τ,X(τ)

)
η−1(τ)dY (τ)

− 1

2

∫ t

0
cT
(
τ,X(τ)

)
η−1(τ)c

(
τ,X(τ)

)
dτ

}
(4.48)

при условии, что измерительная система описывается уравнением
(4.44).

Представление оптимальной оценки с помощью формул (4.47), (4.48)

лежит в основе фильтра частиц.
Статистические алгоритмы фильтрации случайных процес-

сов
В фильтре частиц предлагается наряду с траекториями X(t) объек-

та наблюдения (4.43) моделировать траектории ω(t) весовой функции
(4.48).

1. Введем сетку {tk} с переменным шагом hk > 0, определяющую
разбиение отрезка времени T:

tk+1 = tk + hk, k = 0, 1, . . . , N ; t0 = 0, tN = T.

2. Выберем число M моделируемых траекторий пары (X(t), ω(t)) и
обозначим через (Xi

k, ω
i
k) дискретную аппроксимацию выборочной тра-

ектории (X(t), ω(t)) с номером i = 1, 2, . . . ,M .
3. Для нахождения реализаций (Xi

k, ω
i
k) используем соотношения

Xk+1 = F (tk, Xk, hk), (4.49)

ωk+1 = G(tk, Xk,∆Yk, ωk, hk), (4.50)

где функция F (t,X, h) определяется конкретным численным ме-
тодом, используемым для решения уравнения (4.43), а функция
G(t,X,∆Y, ω, h) определяется правой частью (4.48) и зависит от при-
ращения измерений Y (t), т.е. ∆Yk = Y (tk+1)− Y (tk).

Тогда приближенное решение задачи оптимальной фильтрации со-
гласно формуле (4.47) имеет вид нормированного взвешенного среднего
при выборе квадратичной функции потерь:
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X̂k =

( M∑
i=1

ωik

)−1 M∑
i=1

ωikX
i
k, (4.51)

где индекс k соответствует текущему моменту времени t = tk.
Точность оценки и трудоемкость метода зависит от используемых

численных схем в рекуррентных формулах (4.49), (4.50).
Для приближенного вычисления весов будем использовать формулу

прямоугольников:

ωk+1 = ωk exp

{
cT(tk, Xk)η−1(tk)∆Yk

− 1

2
cT(tk, Xk)η−1(tk)c(tk, Xk)hk

}
, ω0 = 1. (4.52)

Это рекуррентное соотношение для веса в общем случае имеет пер-
вый порядок среднеквадратической сходимости.

При численных расчетах в алгоритме фильтрации используются три
метода моделирования пуассоновского точечного потока для получения
приближенной оптимальной оценки вектора состояния объекта наблю-
дения по критерию минимума среднеквадратического отклонения оцен-
ки.

В алгоритме 1 используется приближенный алгоритм 1 из парагра-
фа 2.3, использующий свойство ординарности пуассоновского процесса.

В алгоритме 2 используется метод максимального сечения.
В алгоритме 3 используется экономичная модификация метода мак-

симального сечения.
В качестве примера рассмотрим задачу фильтрации процесса

Орнштейна–Уленбека со скачками X(t) [331]:

dX(t) = µX(t)dt+ σdW (t) +
∫

Ξ
θ ν(dt× dθ), X(0) = X0 = 1,

по результатам измерений Y (t):

dY (t) = X3(t)dt+ ζdV (t), Y (0) = Y0 = 0,

где X,Y ∈ R, t ∈ T = [0, 1], W (t) и V (t) — одномерные независимые
стандартные винеровские процессы. Интенсивность общего пуассонов-
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ского процесса λ(t, x) = % t (1 + sinx) зависит как от времени, так и
от состояния объекта наблюдения. Величина скачка имеет стандартное
нормальное распределение; µ, σ, % и ζ — числовые параметры.

Отметим, что в более простом случае при наличии только винеров-
ской составляющей и при µ = 0 в работе [299] была доказана невозмож-
ность построения для такой системы наблюдения конечномерного филь-
тра, т.е. решение уравнения Закаи нельзя свести к нахождению конечно-
го числа моментных характеристик как, например, в случае фильтров
Калмана–Бьюси (Kalman–Bucy filter) или Бенеша (Beneš filter) [257].

При численных расчетах задавались следующие параметры модели:

µ = 0.5, σ = 0.2, ζ = 0.1,

λ∗ = max
(t,x)∈T×R

λ(t, x) = max
(t,x)∈T×R

(
% t (1 + sinx)

)
= 2 %.

В таблице 4.46 для каждого алгоритма и каждого значения % =

0.1; 0.5; 1; 5 приведено число обращений к датчику случайных чисел для
моделирования пуассоновского точечного потока (обращения к датчику
случайных чисел для моделирования приращений винеровского случай-
ного процесса и скачков не учитывались). Время оценивания для одной
наблюдаемой траектории приведено в таблице 4.47.

Так как рассматриваются СДУ с аддитивным шумом (т.е. СДУ Ито
совпадают с СДУ Стратоновича), то для численного решения использо-
вался обобщенный метод типа Розенброка (1.61). Этот асимптотически
несмещенный метод на рассматриваемой задаче имеет первый порядок
сильной сходимости. Шаг численного интегрирования h = 0.01, число
частиц M = 104.

Моделирование пар независимых случайных величин ζ1, ζ2, имею-
щих стандартное нормальное распределение, осуществлялось по фор-
мулам ζ1 =

√
−2 lnα1 cos 2πα2, ζ2 =

√
−2 lnα1 sin 2πα2. Моделирование

случайной величины ς, имеющей показательное распределение с пара-
метром λ∗, осуществлялось по формуле ς = −(lnα)/λ∗. Для моделиро-
вания независимых равномерно распределеных на интервале (0, 1) слу-
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Таблица 4.46. Число обращений к датчику случайных чисел

% Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3
0.1 1000000 14192 13864
0.5 1000000 30184 27600
1.0 1000000 49996 43053
5.0 1000000 210148 157766

Таблица 4.47. Среднее время оценивания одной наблюдаемой траектории,
с

% Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3
0.1 0.235 0.185 0.183
0.5 0.292 0.243 0.241
1.0 0.292 0.247 0.246
5.0 0.507 0.476 0.470

чайных величин α, α1, α2... применялся «генератор» псевдослучайных
чисел RND128 (с модулем 2128 и множителем 5100109) [340].

На рис. 4.43 показана выборочная траектория случайного процесса
X(t) и ее оценка X̂(t), полученная для % = 5 с помощью модифици-
рованного метода максимального сечения . Дисперсия оценки показана
на рис. 4.44, она соответствует траектории X(t) и оценке X̂(t), кото-
рые изображены на рис. 4.43. Соответствующие измерения приведены
на рис. 4.45.

Далее на рис. 4.46 приведены характеристики точности трех алго-
ритмов фильтра частиц, а именно среднеквадратическое отклонение
оценки в узлах равномерной сетки при % = 5:

σε(tk) =

√
1

L− 1

L∑
i=1

|Xi(tk)− X̂i(tk)|2,

где i — номер оцениваемой траектории случайного процесса X(t) и ее
оценки X̂(t), L = 104 — общее число оцениваемых траекторий.
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Рис. 4.43. Выборочная траектория случайного процесса X(t) и ее оценка
X̂(t) модифицированным методом максимального сечения.

Рис. 4.44. Среднеквадратическое отклонение оценки X̂(t) траектории X(t)

(из рис. 4.43).

На примере оценивания траекторий процесса Орнштейна–Уленбека
со скачками показано, что применение модификации метода максималь-
ного сечения позволяет сократить число обращений к датчику псевдо-
случайных чисел при моделировании пуассоновского точечного потока
и тем самым уменьшить время счета. А приближенный алгоритм 1 мо-
делирования пуассоновского точечного потока построенный на основе
свойства ординарности считает дольше всех. В параграфе 4.3 построена
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Рис. 4.45. Траектория измерений Y (t) для оцениваемой траектории X(t).

Рис. 4.46. Сравнение точности алгоритмов.

его модификация, использующая экономичный способ моделирования
случайных величин.

В рассматриваемом примере интенсивность пуассоновской меры за-
висела как от времени так и от самого вектора состояния процесса.
Также статистическое соответствие оценок, полученных алгоритмами
может служить дополнительным критерием удовлетворительности ис-
пользуемого датчика случайных чисел.
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4.8. Метод максимального сечения в задаче
фильтрации для непрерывных систем

с переключениями

В параграфе 4.7 были рассмотрены статистические алгорит-
мы оценивания траекторий динамических систем диффузионно-
скачкообразного типа, когда модель системы описывается стохастиче-
скими дифференциальными уравнениями (СДУ) с винеровской и пуас-
соновской составляющими.

В этом параграфе рассмотрим аналогичный подход к оцениванию
траекторий стохастических динамических систем с переключением ре-
жимов функционирования [144]). Модель таких систем описывается
СДУ, правая часть которых зависит от марковского или условно-
марковского случайного процесса с конечным множеством состояний.
В новых алгоритмах фильтрации метод максимального сечения и его
модификация применяются для моделировании процесса смены струк-
туры.

Возможные приложения разработанных алгоритмов фильтрации
для систем со случайной структурой — задачи слежения за движу-
щимися объектами [144, 328] и обработка навигационной информации
[371,372,381].

Решение задачи фильтрации для систем со случайной структу-
рой в самом общем случае сводится к системе СДУ с частными про-
изводными, а именно к системе обобщенных уравнений Стратонови-
ча для условно-апостериорных плотностей [144] (аналог уравнения
Стратоновича–Кушнера для систем диффузионного типа). Даже для
систем диффузионного типа нахождение апостериорной плотности со-
ставляет трудную задачу, которая упрощается в линейном случае и
некоторых нелинейных случаях, допускающих построение так называ-
емых конечномерных фильтров [257].

В публикациях описано применение фильтров частиц для систем со
случайной структурой, однако для упрощенных математических моде-
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лей. Например, для динамических систем, изменение режима функци-
онирования которых происходит без учета информации о непрерывной
части вектора состояния, либо при рассмотрении стационарных распре-
делений. Ниже будет рассмотрен общий случай.

Задача оптимальной фильтрации для систем со случайной
структурой

В задаче фильтрации предполагается, что известна математическая
модель динамической системы, состояние которой измеряется. В этой
работе будем полагать, что математическая модель задается векторным
СДУ Ито

dX(t) = f (l)
(
t,X(t)

)
dt+ σ(l)

(
t,X(t)

)
dW (t), X(0) = X0, (4.53)

где X ∈ Rn — n-мерный вектор, t ∈ T = [0, T ]; f (l)(t, x) : T×Rn → Rn,
σ(l)(t, x) : T × Rn → Rn×s — заданные функции для всех l ∈ L =

{1, 2, . . . , Lmax}, l — номер структуры (номер режима функционирова-
ния); W (t) — s-мерный стандартный винеровский случайный процесс.
Закон распределения начального вектора состояния X0 задан.

В каждый момент времени l = L(t), где L(t) — это случай-
ный процесс смены структуры L(t). Он задается с помощью функций
λlr(t, x) : T × Rn → R+, определяющих интенсивности смены структу-
ры; l, r = 1, 2, . . . , Lmax; l 6= r. Тогда при малых ∆t

P
(
L(t+ ∆t) = r | L(t) = l, X(t) = x

)
= λlr(t, x)∆t+ o(∆t),

P
(
L(t+ ∆t) = l | L(t) = l, X(t) = x

)
= 1−

Lmax∑
r=1,r 6=l

λlr(t, x)∆t+ o(∆t),

где P обозначает вероятность. Т.е. рассматривается ССС с распределен-
ными переходами.

Начальное условие для процесса смены структуры L(t) задается в
виде L(0) = L0 ∈ L. Траектории L(t) — это кусочно-постоянные функ-
ции со значениями из множества L; X0, L0 и W (t) независимы.

Вектор состояния X̄ системы со случайной структурой состоит из
двух компонент: X — непрерывная и L — дискретная, т.е. информация
о текущем состоянии задается в виде X̄ = [XT, L]T.
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Измерения заданы векторным СДУ

dY (t) = c(l)
(
t,X(t)

)
dt+ ζ(l)(t)dV (t), Y (0) = Y0 = 0, (4.54)

в котором Y ∈ Rm — m-мерный вектор; c(l)(t, x) : T × Rn → Rm,
ζ(l)(t) : T → Rm×d — заданные функции для всех l ∈ L; V (t) — d-
мерный стандартный винеровский случайный процесс, не зависящий
от винеровского процесса W (t). При этом предполагается, что матрица
η(l)(t) = ζ(l)(t)[ζ(l)(t)]T невырождена для всех l ∈ L и t ∈ T.

Будем предполагать, что решение СДУ (4.53), (4.54) существует и
единственно. Достаточные условия, которым удовлетворяют функции
f (l)(t, x), σ(l)(t, x), c(l)(t, x), ζ(l)(t) и λlr(t, x), перечислены в [290]. Кроме
того, E|X0|2 < ∞, где E обозначает математическое ожидание. Также
предполагается, что интенсивности λlr(t, x) ограничены на T × Rn и
существует плотность для вектора X = X(t) в каждый момент времени
t ∈ T.

Задача оптимальной фильтрации для системы со случайной струк-
турой (4.53), (4.54) заключается в нахождении оценки ˆ̄X вектора со-
стояния X̄ по доступным к текущему моменту времени t измерениям
Y t0 = {Y (τ), τ ∈ [0, t]} в виде ˆ̄X = Φ(t, Y t0 ), т.е. требуется определить
функцию Φ(t, · ), преобразующую измерения Y t0 в оценку вектора со-
стояния в текущий момент времени t ∈ T.

Функцию Φ(t, · ) можно найти из условия оптимальности оценки
(синтезировать оптимальный фильтр), т.е. исходя из заданного крите-
рия качества, обеспечивающего минимум среднего риска [364]:

EΠ(X̄, ˆ̄X)→ min,

где минимум берется по всем допустимым функциям Φ(t, · ), Π(x̄, ˆ̄x) —
функция потерь, x̄ = [xT, l]T.

Для систем со случайной структурой используют следующие функ-
ции потерь Π(x̄, ˆ̄x):

1) аддитивную квадратично-простую функцию потерь:
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Π(x̄, ˆ̄x) = (x− x̂)TC(x− x̂) + (1− δl,l̂),

где C — симметричная положительно определенная матрица n× n, δl,l̂
— символ Кронекера;

2) мультипликативную простую функцию потерь:

Π(x̄, ˆ̄x) = 1− δl,l̂ δ(x− x̂),

где δ(x) — дельта-функция.
Функции потерь часто рассматривают как функции ошибки оцени-

вания [144], т.е. разности ε = x̄− ˆ̄x. В этом случае они будут выражаться
через δ0,l−l̂ = δl,l̂.

Для того чтобы записать решение задачи оптимальной фильтрации,
требуется ввести обозначения для апостериорной плотности вектора X
и вероятностей, задающих распределение номера структуры L. Обозна-
чим через ϕ(t, x, l | Y t0 ) функцию, которая описывает апостериорное
распределение вектора состояния X̄:

Lmax∑
l=1

∫
Rn
ϕ(t, x, l | Y t0 )dx = 1.

При фиксированном l ∈ L — это ненормированная условно-
апостериорная плотность ϕ(l)(t, x | Y t0 ) вектора X, а функция

P(l)(t | Y t0 ) =
∫
Rn
ϕ(l)(t, x | Y t0 )dx (4.55)

определяет апостериорную вероятность события L(t) = l (вероятности
P(l)(0) = P

(l)
0 , l = 1, 2, . . . , Lmax, характеризуют распределение началь-

ного состояния L0). Далее, функция

ϕ̃(l)(t, x | Y t0 ) =
ϕ(l)(t, x | Y t0 )

P(l)(t | Y t0 )
(4.56)

задает условно-апостериорную плотность вектора X при L(t) = l, а
функция
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ϕ̃(t, x | Y t0 ) =
Lmax∑
l=1

ϕ(l)(t, x | Y t0 ) (4.57)

является нормированной апостериорной плотностью вектора X.
Согласно [364] оптимальная оценка ˆ̄X(t) = [X̂T(t), L̂(t)]T для адди-

тивной квадратично-простой функции потерь определяется соотноше-
ниями

X̂(t) =
Lmax∑
l=1

P(l)(t | Y t0 )X̂(l)(t), L̂(t) = arg max
l∈L

P(l)(t | Y t0 ),

где

X̂(l)(t) = E[X(t) | L(t) = l, Y t0 ] =
∫
Rn
xϕ̃(l)(t, x | Y t0 )dx, l = 1, 2, . . . , Lmax,

а для мультипликативной простой функции потерь —

X̂(t) = X̂(L̂(t))(t), L̂(t) = arg max
l∈L

ϕ(l)(t, X̂(l)(t) | Y t0 ),

где
X̂(l)(t) = arg max

x∈Rn
ϕ̃(l)(t, x | Y t0 ), l = 1, 2, . . . , Lmax.

Статистические алгоритмы фильтрации
Для приближенного решения задачи оптимальной фильтрации при-

менен метод статистического моделирования. Для учета имеющихся из-
мерений Y t0 применяется метод частиц, в котором наряду с траектори-
ями динамической системы (4.53) и процессом смены структуры тре-
буется моделирование траекторий весовой функции по определенному
правилу. Тогда вклад каждой траектории системы со случайной струк-
турой в искомую оценку вектора состояния зависит от соответствующей
траектории весовой функции, которая формируется на основе модели
измерений (4.54) (вес уменьшается, если траектория далека от опти-
мальной оценки; вес растет, если траектория близка к оптимальной
оценке). Для стохастических динамических систем с непрерывным и
дискретным временем определения соответствующих весовых функций
отличаются [257]. Однако применение численных методов решения СДУ
означает фактический переход от непрерывного времени к дискретному,
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что позволяет использовать более простое определение весовой функ-
ции и не приводить уравнения для ненормированных и нормированных
условно-апостериорных плотностей вектора X [144].

Для краткости воспользуемся методом Эйлера–Маруямы, чтобы по-
строить дискретную аппроксимацию решения СДУ (4.53), (4.54) при
фиксированном l ∈ L:

Xk+1 = Xk + hf (l)(tk, Xk) +
√
hσ(l)(tk, Xk)∆Wk, (4.58)

Yk+1 = Yk + hc(l)(tk, Xk) +
√
hζ(l)(tk)∆Vk, (4.59)

где ∆Wk и ∆Vk — s-мерный и d-мерный случайные векторы, координа-
ты которых независимы в совокупности и имеют стандартное нормаль-
ное распределение для всех k, h > 0 — шаг численного интегрирования,
т.е.

tk+1 = tk + h, k = 0, 1, . . . , N − 1, t0 = 0, tN = T.

Случайный вектор (Yk+1−Yk)/h−c(l)(tk, Xk) имеет гауссовское рас-
пределение с нулевым математическим ожиданием и ковариационной
матрицей η(l)(tk)/h, т.е. с плотностью

p
(l)
k (x, h) =

hd/2

(2π)d/2
√

det η(l)(tk)
exp

{
−1

2
xT[η(l)(tk)]−1xh

}
.

Эта плотность выполняет роль функции правдоподобия [257] и поз-
воляет записать правило обновления весовых коэффициентов

ωk+1 = ωk p
(l)
k

(
Yk+1 − Yk

h
− c(l)(tk, Xk), h

)
. (4.60)

Начальное условие для весового коэффициента должно быть поло-
жительным, его конкретная величина не имеет принципиального зна-
чения, например ω0 = 1. Эти весовые коэффициенты позволяют найти
апостериорные моменты вектора X. В частности, апостериорное мате-
матическое ожидание вектора X при t = tk оценивается следующим
образом (оно дает приближенное решение задачи оптимальной филь-
трации при выборе аддитивной квадратично-простой функции потерь):
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X̂k =
1

Ωk

M∑
i=1

ωikX
i
k, Ωk =

M∑
i=1

ωik,

где i — номер моделируемой траектории случайного процесса X(t), M
— число траекторий.

Аналогичным образом можно оценить апостериорные начальные и
центральные моменты. Например, для моментов второго порядка имеем

Ψ̂k =
1

Ωk

M∑
i=1

ωikX
i
k(Xi

k)T, R̂k =
1

Ωk

M∑
i=1

ωik(Xi
k − X̂k)(Xi

k − X̂k)T,

и оценка R̂k ковариационной матрицы вектора X при t = tk может ис-
пользоваться как характеристика точности фильтрации по отношению
к непрерывной части вектора состояния X̄.

В качестве численного метода решения СДУ (4.53) будет использо-
ван обобщенный метод типа Розенброка, предназначенный для реше-
ния СДУ Стратоновича (1.61), который обеспечивает более высокую
точность по сравнению с методом Эйлера–Маруямы.

Численное решение уравнения (4.54) требуется только для модели-
рования работы фильтра. В реальной задаче фильтрации моделирова-
ние случайного процесса Y (t) не проводится.

Для систем со случайной структурой наряду с моделированием тра-
екторий случайного процессаX(t) требуется моделирование траекторий
случайного процесса смены структуры L(t). При этом все приведенные
выше соотношения остаются справедливыми с условием l = Lk = L(tk),
узлы разбиения отрезка T должны включать моменты смены структу-
ры.

Рассмотрим приближенное решение задачи оптимальной фильтра-
ции, на основе алгоритмов моделирования траекторий систем со слу-
чайной структурой и методов моделирования пуассоновских точечных
потоков, выбирая аддитивную квадратично-простую функцию потерь.

Для моделирования процесса смены структуры, как и в параграфе
4.7 будут использоваться метод максимального сечения и его модифи-
кация.
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Интенсивность композиции пуассоновских точечных потоков смены
структуры для текущего номера l задается выражением

λl(t, x) =
Lmax∑

r=1,r 6=l
λlr(t, x).

Пусть также числа λ∗lr (l, r = 1, 2, . . . , Lmax; l 6= r) удовлетворяют усло-
виям:

λlr(t, x) 6 λ∗lr, l, r = 1, 2, . . . , Lmax, l 6= r.

Обозначим

λ∗l =
Lmax∑

r=1,r 6=l
λ∗lr.

В качестве примера рассмотрим задачу фильтрации процесса
Орнштейна–Уленбека X(t) со случайным изменением коэффициента
сноса:

dX(t) = µX(t)dt+ σdW (t) (первая структура),

dX(t) = −µX(t)dt+ σdW (t) (вторая структура),

X(0) = X0 = 1, L(0) = L0 = 1,

по результатам измерений Y (t):

dY (t) =
(
aX3(t) + bL3(t)

)
dt+ ζdV (t), Y (0) = Y0 = 0,

где X,Y ∈ R, t ∈ T = [0, 1], W (t) и V (t) — одномерные независи-
мые стандартные винеровские процессы. Интенсивности смены струк-
тур λ12(t, x) = λ21(t, x) = % t (1 + sinx) зависят как от времени, так и от
состояния объекта наблюдения; µ, σ, a, b, ζ и % — числовые параметры.

При численных расчетах задавались следующие параметры модели:

µ = 1, σ = 0.2, ζ = 0.1, % = 1.

Рассмотрены три варианта задания параметров a и b:
1) a = 1, b = 0: измерения не зависят от L(t) явно, а зависят от X(t);
2) a = 0, b = 1: измерения не зависят от X(t) явно, а зависят от L(t);
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3) a = 1, b = 1: измерения зависят от X(t) и L(t).
Для численного решения СДУ использовался обобщенный метод ти-

па Розенброка (1.61). Шаг численного интегрирования h = 0.01, число
частиц M = 104.

На рисунках 4.47–4.49 показаны выборочные траектории случайных
процессов X(t), L(t) (полужирные линии), их оценки X̂(t), L̂(t) (тонкие
линии), дисперсия D(t) оценки X(t), измерения Y (t). Рисунки соответ-
ствуют перечисленным выше трем вариантам задания параметров a и
b. Использовался алгоритм 2.

Рис. 4.47. Выборочные траектории случайных процессов X(t), L(t),
их оценки, дисперсия оценки X(t) и измерения Y (t) (a = 1, b = 0).

Расчеты проводились на РС с процессором Intel Core i7 4930K, 3.9
ГГц. Для моделирования независимых равномерных случайных вели-
чин применялся датчик псевдослучайных чисел RND128 (с модулем 2128

и множителем 5100109) [340].
В таблице 4.48 для каждого алгоритма и каждого значения % =

0.1; 0.5; 1.0; 5.0; 10.0 приведено число обращений к датчику случайных
чисел для моделирования процесса смены структуры (обращения к дат-
чику для моделирования приращений винеровского случайного процес-
са не учитывались). Среднее время оценивания одной пары траекторий
X(t) и L(t) по выборке объема 103 приведено в таблице 4.49, данные
соответствуют первому варианту задания параметров a и b.
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Рис. 4.48. Выборочные траектории случайных процессов X(t), L(t),
их оценки, дисперсия оценки X(t) и измерения Y (t) (a = 0, b = 1).

Рис. 4.49. Выборочные траектории случайных процессов X(t), L(t),
их оценки, дисперсия оценки X(t) и измерения Y (t) (a = 1, b = 1).

Отметим, что если применить статистический алгоритм фильтра-
ции, построенный на основе условия ординарности, т.е. изменять струк-
туру системы при выполнении условия

αk 6 λl(tk, Xk)h, k = 0, 1, . . . , N − 1,

где α1, α2, . . . , αN−1 ∼ R(0, 1) — независимые случайные величины, l =

Lk, то число обращений к датчику случайных чисел равно NM . Здесь
число N определяет узлы разбиения отрезка T: N+1 узел с постоянным
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Таблица 4.48. Число обращений к датчику случайных чисел

% Алгоритм 1 Алгоритм 2
0.1 13976 13878
0.5 30120 27869
1.0 50250 42573
5.0 209988 157452
10.0 409450 297914

Таблица 4.49. Среднее время оценивания одной наблюдаемой траектории
(датчик RND128), с

% Алгоритм 1 Алгоритм 2
0.1 0.600 0.595
0.5 0.612 0.613
1.0 0.627 0.624
5.0 0.728 0.707
10.0 0.859 0.823

шагом h. В этом примере N = 102, поэтому число обращений к датчику
будет равно 106, что значительно больше величин из табл. 4.48.

В данном параграфе рассмотрены алгоритмы решения задачи оп-
тимальной фильтрации для систем со случайной структурой с непре-
рывным временем. В настоящее время с использованием оптимизиру-
ющих компиляторов, которые позволяют наиболее эффективно задей-
ствовать вычислительные ресурсы процессоров, можно реализовать по-
добные алгоритмы для сложных динамических систем, обеспечивая при
этом решение задачи оптимальной фильтрации в реальном времени.
При необходимости реализации более быстрых и не требующих обработ-
ки большого объема данных алгоритмов субоптимальной фильтрации
алгоритмы, построенные на основе метода статистического моделиро-
вания, могут применяться для сравнения.
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4.9. Апробация асимптотически несмещенного
метода на тестовых задачах, связанных с вопросами

фазовых переходов

Численные исследования фазовых переходов как процессов ассоциа-
ции частиц в кластеры связаны со многими приложениями: образование
аэрозолей в атмосфере (газопылевых межпланетных облаков, кометных
хвостов и др.), конденсация в высокоскоростных потоках газов, исте-
кающих из сопла, полимеризация и кристаллизация, осаждение паров
металлов и др. Кинетическая теория [175] и развитие численных мето-
дов [31, 193] позволили в течение последних лет решать задачи обра-
зования зародышей конденсации островов напыления [141], образова-
ния пористости для твердофазной эпитаксии [142] и др., расширившие
рассмотрение кластеризации [119]. В работах [141, 265, 401] изучается
флуктуационная неустойчивость фазовых переходов на начальной ста-
дии процесса образования зародышей [142].

Ассоциацию частиц в кластеры иначе называют нуклеацией. При
гомогенной нуклеации зародыши новой фазы образуются из молекул
основного конденсирующегося компонента, в случае гетерогенной кон-
денсации образование кластеров происходит на посторонних ядрах. В
теории конденсации уделяется большое внимание флуктуационной при-
роде процесса образования ядер конденсации первой стадии нуклеа-
ции [175].

Процесс нуклеации с точки зрения неравновесной кинетики можно
рассматривать как непрерывный процесс формирования кластеров пу-
тем присоединения одной частицы газа к кластеру либо «испарения»
аналогичной частицы с его поверхности (∆g = ±1). Эти процессы при-
водят к процессу диффузии в пространстве размеров {G} кластеров
с коэффициентом диффузии, зависящим от температуры и давления
пара (газа).

Согласно свойствам диффузионных марковских процессов, кине-
тическая модель флуктуационной стадии конденсации (первая ста-
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дия нуклеации) заменяется системой стохастических дифференциаль-
ных уравнений. Рассмотрена модельная задача для изобарически-
изотермической нуклеации в парах воды, иллюстрирующая стадию
диффузионного расплывания начального распределения кластеров, на-
пример, одного размера, вводимых в пары при заданных температуре
и давлении пара [64].

Моделирование случайного процесса диффузии в фазовом простран-
стве размеров кластеров (предложенного Зельдовичем) с использовани-
ем стохастических моделей [137] и численных методов [49] позволяет до-
статочно подробно исследовать не только эволюцию среднего размера
кластеров и дисперсию, но и функцию распределения кластеров по раз-
мерам в заданных неизменных условиях за счет их флуктуаций, разви-
вающихся в среде вследствие столкновений в течение времени порядка
10–100 мс.

Теоретические флуктуационные модели кинетики фазовых перехо-
дов первого рода рассматривались в работе [175] и др. В них содер-
жится предположение о процессе формирования кластеров (агрегаций
молекул, образующихся при объемной конденсации или на поверхности
твердого тела) как о последовательных реакциях

a1 + a1 ↔ a2,

· · · ,

an−1 + a1 ↔ an,

приводящих к диффузии в пространстве размеров кластеров.
Диссертация [174] посвящена разработке и применению метода сто-

хастического аналога в задачах неравновесной кинетики и геофизиче-
ских приложениях. В работе [137] была рассмотрена численная модель
начальной флуктуационной неравновесной стадии конденсации, в пред-
положении кластеризации зародышей как диффузии в фазовом про-
странстве размеров кластеров.

Представление о стадии зародышеобразования как о случайном мар-
ковском процессе позволяет сформулировать задачу в виде уравне-
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ния Фоккера –Планка –Колмогорова (ФПК) для плотности вероятно-
сти распределения кластеров по размерам f(g, t) [137,401]:

∂f(g, t)

∂t
=

∂
[
D(g, t)

∂f(g, t)

∂g

]
∂g

+
1

kT

∂
[
D(g, t)f(g, t)

∂∆Φ(g, t)

∂g

]
∂g

, (4.61)

с начальным условием

f(g, 0) = f0(g),
∂f(g, t)

∂t
|g=2 = 0, f(g, t)|g<2 = 0.

Здесь g – число несжимаемых объемов, занимаемых атомами в класте-
ре, D = D0g

2/3 – коэффициент диффузии; ∆Φ(g, t) – свободная энергия
формирования кластеров зародышей (или свободная энергия Гиббса).

Величина f(g, t)dg определяет число кластеров в интервале разме-
ров [g, g + ∆g] (в единице объема среды). Область изменения перемен-
ных:

g ∈ G = [2, gmax], t ∈ [0,∞).

Функция f(g, t) нормирована так, чтобы в единице объема находился
хотя бы один кластер, состоящий не менее, чем из двух частиц. Макро-
скопические характеристики газопаровой смеси (такие как число кла-
стеров в единице объема и др.) могут быть вычислены с учетом функ-
ции f(g, t). Число кластеров равно

NL(t) =
∫
G
f(g, t)dg,

а водность (параметр порядка фазового перехода)

qL(t) =
4π

3

∫
G
g3f(g, t)dg.

Для изобарически-изотермической модели нуклеации Фольмера –Зель-
довича коэффициент диффузии в пространстве размеров и уравнение
(4.61) выведены в предположении, что существует равновесие между
молекулами пара и кластером размера g.
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Классическая модель нуклеации предполагает сферическую форму
кластера, представление пара идеальным газом, использование в рас-
четах для кластера малого размера константы межфазного взаимодей-
ствия, измеренной для бесконечной поверхности, а также то, что свой-
ства макроскопической термодинамики перенесены на микроскопиче-
ский уровень.

Полная свободная энергия Гиббса ∆Φ учитывает энергию газовой
фазы ΦG, жидкой фазы ΦL и энергию межфазного взаимодействия ΦS

(с учетом поправки на сферическую форму зародыша). Характерным
параметром модели является критический радиус кластера или соот-
ветствующее ему число частиц, т. е. величина, определяемая из усло-
вия экстремума ∆Φ (классическая теория конденсации опирается на
это условие). В работах [137, 401] показано численно, что для зароды-
шеобразования важны модель ∆Φ(g) и область неустойчивости класте-
ризации зародышей вблизи экстремума.

Уравнению ФПК (4.61) для модели кластеризации зародышей в
форме жидких капель в единице объема пара соответствует стохасти-
ческое дифференциальное уравнение в смысле Ито:

dg(t) = − 1

kT

∂∆Φ(g, t)

∂g
D(g, t)dt+

√
2D(g, t)dw(t), (4.62)

или эквивалентное (4.62) СДУ в смысле Стратоновича [137]:

dg(t) = −
( 1

kT

∂∆Φ(g, t)

∂g
D(g, t)+

1

2

∂D(g, t)

∂g

)
dt+

√
2D(g, t)◦dw(t), (4.63)

где
t0 ≤ t ≤ Tk, g(t0) = g0; ∀t t ∈ [t0, Tk] g(t) ∈ G.

Коэффициент диффузии D(g, t) зависит от температуры T и давле-
ния газа pv. Но вследствие быстротечности рассматриваемых процессов
температура и давление в данной работе полагаются постоянными. Как
функция от g коэффициент диффузии имеет вид

D = D0g
2/3, (4.64)

240



где D0 = D0(pv, T,mg,ml), mg, ml – массы молекул пара и жидкости
соответственно

Используя химические потенциалы жидкости и пара, а также усло-
вие равновесия между жидкостью и паром, в пренебрежении скачком
давления на границе жидкость – пар, получено выражение для энергии
Гиббса в виде функции [119]

∆Φ = −ag + bg2/3, (4.65)

где a, b не зависят от g и допускают дальнейшее развитие предложен-
ной стохастической модели флуктуационной неустойчивой стадии нук-
леации.

С учетом вида коэффициентов (4.64)–(4.65), уравнения (4.62), (4.63)
принимают, соответственно, вид

dg(t) = H(g)dt+ σ(g)dw(t), (4.66)

и
dg(t) = F (g)dt+ σ(g) ◦ dw(t), (4.67)

где

σ(g) =
√

2D(g), F (g) = H(g)−D0

3
g−1/3, H = −D0

kT

(
−ag2/3 +

2

3
bg1/3

)
.

Проведем численное исследование построенной стохастической мо-
дели флуктуационной стадии конденсации. Исследуем особенности из-
менения направления процесса кластеризации в зависимости от началь-
ных значений. Моделирование проведено с помощью численных мето-
дов решения СДУ, рассмотренных в первой главе и работах [31, 238].
Для численного решения СДУ в смысле Стратоновича (4.67) использо-
вался асимптотически несмещенный обобщенный метод типа Розенбро-
ка (1.61):

gk+1 = gk +
h(F (gk) + F (gpk+1))

2(1− hF ′(gk)/2)
+

√
h

2

(
σ(gk) + σ(gpk+1)

)
ζk, (4.68)
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Рис. 4.50. Энергия ∆Φ образования кластеров в парах воды с параметрами
(4.69)

gpk+1 = gk +
√
hσ(gk)ζk,

где ζk – независимые между собой нормальные случайные величины с
нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией.

В качестве примера рассмотрим начальную стадию конденсации па-
ров воды при T = 350K, заданную СДУ (4.66) или (4.67). При числен-
ном решении задавались следующие параметры модели:

a = 0.24318, b = 2.36613, b0 =
1

3
b, D0 = 0.25, kT = 1. (4.69)

На рис. 4.50 приведен вид функции ∆Φ – свободной энергии Гиббса
для этих параметров. Область неустойчивости образования кластеров
находится около точки перегиба g∗. Из вида функции ∆Φ следует, что
g∗ = 274.

Была исследована зависимость характера флуктуационного зароды-
шеобразования от задания начальных условий относительно критиче-
ской области значений.

В численных экспериментах на временном интервале [0, 10] модели-
ровалось N = 2 · 105 траекторий с шагом h = 0.01. Оценивались ма-
тематическое ожидание и дисперсия для трех начальных значений g0.
Были выявлены следующие закономерности:
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Рис. 4.51. Математическое ожидание, характеризующее среднее число мо-
лекул в кластере (для трех начальных значений размера g0) в зависимости
от времени

Рис. 4.52. Гистограмма плотности вероятности распределения размера кла-
стера в момент времени t = 2 при g0 = 500

1) для начального значения g0 = 100, которое меньше критического
значения, преобладают процессы испарения молекул и кластер умень-
шается;

2) при попадании начальных значений в «критическую» область зна-
чений свободной энергии (g0 = 300) возможен как рост, так и убывание;

3) для начального значения g0 = 500 преобладает рост кластера.
На рис. 4.51–4.55 приводятся численные результаты, полученные ме-

тодом (4.68). Также оценивалось распределение кластеров по размерам.
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Для начального значения g0 = 500 на рис. 4.52 приведено распреде-
ление кластера по размерам в момент времени t = 2, на рис. 4.53 – в
последний момент времени t = 10, а рис. 4.54 показывает эволюцию рас-
пределения кластеров по размерам. Эти рисунки демонстрируют пре-
обладание роста кластера.

На рис. 4.55 изображена эволюция размера кластера при случайных
равномерно распределенных начальных значениях, g0 ∈ [250, 350].

Эти результаты хорошо согласуются с теоретическими и численны-
ми результатами, полученными в работе [137], и демонстрируют измене-
ние направления процесса кластеризации в зависимости от начальных
значений.

Численное исследование модели с учетом заряда капель
Дополнительным фактором неравновесности процесса конденсации

является неустойчивость крупных капель, которая связана либо с тем,
что пар движется с некоторой скоростью, либо – что капли конденсата
попадают в условия, когда появляется заряд на поверхности капли.

Если учитывать заряд капли, который согласно критерию Релея
приводит к возникновению явления неустойчивости и к развалу кап-
ли, то в уравнении Колмогорова–Феллера (типа Фоккера - Планка) для
плотности распределения зародышей по размерам содержатся дополни-
тельные операторы источника (S) и стока частиц (Q), что приводит к
наличию пуассоновской компоненты в СДУ (4.63):

dg(t) = −
( 1

kT

∂∆Φ(g, t)

∂g
D(g, t) +

1

2

∂D(g, t)

∂g

)
dt+

√
2D(g, t) ◦ dw(t)+

(4.70)

+
∫

Γ
z(t−, g(t−), θ)ν(dθ × dt), t ∈ [0, T ],

где ν – пуассоновская мера на [0, Tfinish]×Γ с характеристической мерой
Π, заданная неотрицательной функцией π(θ).

Рассмотрим процесс кластеризации при T = 350K, pν = 0.5 МПа,
S = 2, 0 с коэффициентом диффузии и энергией Гиббса вида

D = D0g
2/3, ∆Φ = −ag + bg2/3(1− (1/3)g−1/3) + cg−1/3.
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Рис. 4.53. Гистограмма плотности вероятности распределения размера кла-
стера в последний момент времени T = 10 при g0 = 500

Рис. 4.54. Эволюция плотности при g0 = 500

0
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Рис. 4.55. Эволюция плотности для равномерно распределенных начальных
данных g0 ∈ [250, 350]
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Свободная энергии Гиббса без учета заряда (т.е. при c = 0) рассмотре-
на выше. Введение дополнительного слагаемого (при c 6= 0) позволяет
учитывать заряд капель.

Рассматривались следующие безразмерные параметры модели:

a = 0.24318, b = 2.36613, c = 25, D0 = 0.25, z0 = 0.5, z = −z0θg.

(4.71)

Критическое значение gkrit находится из условия ∂Φ

∂g
= 0. Вид функции

Гиббса – энергии образования кластеров для заряженной капли – пред-
ставлен на рис. 4.56. Из сравнения графиков видно, что учет заряда
капель привел к появлению ямы для малых размеров кластера.

Рис. 4.56. Свободная энергия Гиббса формирующихся зародышей с учетом
заряда

Согласно критерию Релея для заряженной капли радиуса rd с посто-
янным зарядом Z условие неустойчивости в безразмерной форме имеет
вид:

W =
Z2

16πσr3
d

≥ 1.

При достаточно больших размерах капля будет дробиться и при до-
стижении определенного радиуса либо разорвется на две сравнимых по
размеру и по величине заряда частицы, либо сбросит избыточный заряд
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путем эмиссии высокодисперсных сильно заряженных мелких дочерних
капель, что и используется для получения дисперсных порошков малых
размеров. Характер дробления зависит от ее свойств – вязкости и элек-
тропроводности.

Дополнительное слагаемое в модельном СДУ позволяет учесть рас-
пад заряженной капели. При выполнении условия неустойчивости Ре-
лея происходит распад капли и дополнительные безразмерные парамет-
ры модели, задающие пуассоновскую меру, равны

Γ = (0, 1), π(θ) = 0.1, Π(Γ) =
∫

Γ
π(θ)dθ = 0.1.

Исследовалась флуктуационная стадия фазового перехода процесса
конденсации пара с учетом релеевской неустойчивости. Для численного
моделирования применялся описанный в параграфе 1.3 алгоритм моде-
лирования СДУ с пуассоновской составляющей, использующий метод
(4.68). Моделировалось 108 траекторий с шагом h = 0.05 на интервале
[0, 30]. Отметим, что характерное время образования кластеров – 10−6 -
10−3 сек, а шаг по времени h = 0.01 является величиной порядка 10−9.

Сравнительные рисунки эволюции кинетической функции распре-
деления кластеров зародышей жидкости без учета и с учетом распада
приведены на рис. 4.57 - 4.60. Начальный размер кластера задавался
больше критического размера g0 = 400, gmax = 420, gcrit = 274. Так как
начальное значение было неслучайным, одинаковым для всех моделиру-
емых траекторий, то кинетическая функция распределения кластеров
зародышей в начальный момент является дельта-функцией.

На рис. 4.57 приведена эволюция плотности распределения класте-
ров по размерам без учета распада капель. На рис. 4.58 приведена эво-
люция плотности распределения кластеров, характеризующихся нерав-
новесным распределением по размерам, вклад в формирование кото-
рого вносит распад капель, размер которых неустойчив согласно ка-
пиллярной неустойчивости Релея. Гистограммы плотности распределе-
ния кластеров по размерам в разные моменты времени приведены на
рис. 4.59 - 4.60. Гистограммы, соответствующие рис. 4.57, приведены на
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Рис. 4.57. Эволюция распределения кластеров зародышей по размерам (
z = 0 )

Рис. 4.58. Эволюция распределения кластеров зародышей по размерам с
учетом распада (z = θ/2, π = 0.1)

рис. 4.59, а соответствующие рис. 4.58 – на рис. 4.60. Графики демон-
стрируют, что учет релеевской неустойчивости привел к бимодальному
распределению капель конденсата по размерам, что важно знать при
зарядовом диспергировании в процессе получения порошков.

Проведенные расчеты показывают, что разработанные асимптотиче-
ски несмещенные методы позволяют численно исследовать начальную
стадию фазового перехода, и могут быть востребованы для моделиро-
вания многих технологических процессов диспергирования материала.
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Рис. 4.59. Гистограммы распределения кластеров по размерам (без учета
распада) для трех моментов времени

Рис. 4.60. Гистограммы распределения кластеров по размерам (с учетом
распада)
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Заключение

В диссертации рассмотрены вопрося построения и использования
численных методов решения стохастических дифференциальных урав-
нений в смысле Стратоновича и систем со случайной структурой. Ос-
новные результаты диссертации состоят в следующем:

1. Построено семейство численных методов решения СДУ в смыс-
ле Стратоновича, исследованы их устойчивость (асимптотическая
несмещенность), среднеквадратическая и слабая сходимости.

2. Построены модифицированные алгоритмы решения СДУ, сохра-
няющие первый интеграл. Предложенная методика обеспечивает
принадлежность моделируемых траекторий решения СДУ задан-
ному гладкому многообразию.

3. Построены эффективные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских точечных ансамблей со сложной интенсивностью на основе
экономичных методов моделирования распределений.

4. Построен алгоритм приближенного «цифрового» моделирования
неоднородных пуассоновских точечных ансамблей и доказана со-
ответствующая слабая сходимость.

5. Построены экономичные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских точечных потоков.

6. Построены эффективные алгоритмы моделирования систем со
случайной структурой с распределенными, зависимыми от фазо-
вых координат, переходами на основе модифицированного метода
максимального сечения. Доказана соответствующая теорема схо-
димости.

7. Построены и теоретически обоснованы эффективные методы, ис-
пользующие разработанные алгоритмы моделирования пуассонов-
ских ансамблей, для численного решения СДУ с пуассоновской
составляющей в случае, когда пуассоновская мера зависит от вре-
мени и от фазовых координат.
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8. Разработанные алгоритмы и их обоснование продемонстрированы
на примере решения тестовых и ряда модельных задач, имеющих
прикладное значение. Решены задачи фильтрации диффузионно-
скачкобразных процессов и непрерывных систем с марковскими
переключениями, а также задачи, связанные с вопросами фазовых
переходов.

В качестве перспективы дальнейшей разработки темы предполага-
ется применение построенных устойчивых алгоритмов статистического
моделирования СДУ и систем со случайной структурой с распределен-
ными зависимыми переходами для решения математических моделей
в различных областях науки. Разработанные устойчивые (асимптоти-
чески несмещенные) численные методы решения СДУ могут быть ис-
пользованы для решения достаточно широкого класса научных задач,
связанных в том числе с исследованием фазовых переходов как процес-
сов ассоциации частиц в кластеры.

Построенные экономичные статистические алгоритмы моделирова-
ния систем со случайной структурой с распределенными переходами
могут быть использованы для решения задач в экономике, на производ-
стве, в биологии и медицине, где появилось много моделей, заданных
такими системами. Важным приложением разработанных алгоритмов
является их использование в задачах оптимальной фильтрации для си-
стем со случайной структурой с непрерывным временем. В настоящее
время с использованием оптимизирующих компиляторов, которые поз-
воляют наиболее эффективно задействовать вычислительные ресурсы
процессоров, можно реализовать построенные алгоритмы для сложных
динамических систем, обеспечивая при этом решение задачи оптималь-
ной фильтрации в реальном времени. При необходимости реализации
более быстрых и не требующих обработки большого объема данных
алгоритмов субоптимальной фильтрации алгоритмы, построенные на
основе метода статистического моделирования, могут применяться для
сравнения.
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