




Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû îáóñëîâëåíà íåîáõîäèìîñòüþ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåê-
òîâ. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ðàçìåùå-
íèå, ñëåäóåò áîëåå ïîëíî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ è ïðàâèëà, âîçíèêàþùèå â
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð, íàëè÷èå çàïðåùåííûõ çîí, ðåãóëÿðíîñòü
ðàçìåùåíèÿ, çîíèðîâàíèå òåððèòîðèè è ò.ä. Ýòî òðåáóåò ìîäèôèêàöèè èç-
âåñòíûõ è ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìîäåëåé îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ
è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçðàáîòêè íîâûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷.

Àêòóàëüíûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì çàïðåùåííûõ çîí è áàðüåðîâ. Ýòî ó÷àñòêè,
â êîòîðûõ íåëüçÿ ðàçìåùàòü îáúåêòû ïî êàêèì�ëèáî ïðè÷èíàì. Ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé � ýòî ìîãóò áûòü ýëåìåíòû
ãåîãðàôè÷åñêîãî ëàíäøàôòà, ïðè ðåêîíñòðóêöèè ïðåäïðèÿòèé � òåõíîëî-
ãè÷åñêîå îáîðóäîâàíèå, êîòîðîå íå çàìåíÿåòñÿ ïðè ìîäåðíèçàöèè. Äëÿ ó÷å-
òà òàêèõ ó÷àñòêîâ ìîæíî ïðèìåíÿòü àïïàðàò öåëî÷èñëåííîãî è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèé ìîäåëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ íà âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ.

Äàííîå èññëåäîâàíèå ìîòèâèðîâàíî ñëàáîé èçó÷åííîñòüþ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ ñ ó÷åòîì çàïðåùåííûõ
çîí è èõ àêòóàëüíîñòüþ â îáëàñòè îïòèìèçàöèè, à òàêæå â ðàçëè÷íûõ
ñôåðàõ ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Íåäîñòàòî÷íî èçó÷åíû çàäà÷è ðåãó-
ëÿðíîãî ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çà-
ïðåùåííûìè çîíàìè. Ïîñêîëüêó â îáùåé ïîñòàíîâêå òàêèå çàäà÷è ÿâëÿ-
þòñÿ NP�òðóäíûìè, òî ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè èõ èññëåäîâàíèÿ
â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ: ïîñòðîåíèå íîâûõ ìîäåëåé, ñóæåíèå îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè ïîèñêå îïòèìóìà, ïðèìåíåíèå äåêîìïîçèöèîííî-
ãî ïîäõîäà, â êîòîðîì ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà ðÿä çàäà÷
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèé.

Öåëü ðàáîòû: ïîñòðîåíèå ìîäåëåé è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííû-
ìè çîíàìè.

Ñ ó÷åòîì ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìî-
ñòè ñâÿçåé íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè;

2. ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé
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çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ ñâîéñòâ;

3. èññëåäîâàòü ñâîéñòâà è ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ c ìèíèìàêñíûì êðè-
òåðèåì íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè;

4. ñîçäàòü ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå è ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå, ñ ïðèìåíåíèåì
èçâåñòíûõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ
íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì ìèíè-
ìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé:

(à) ïîñòðîåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ;

(á) ïðåäëîæåí äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ ðå-
øåíèÿ èñõîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ ñåðèè äèñêðåòíûõ
çàäà÷ îäèíàêîâîé ñòðóêòóðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè;

(â) ðàçðàáîòàíû êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ.

2. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà
ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì ðàç-
ðàáîòàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö, â êîòîðîì ñîêðàùåí ïåðåáîð âà-
ðèàíòîâ ðåøåíèé íà îñíîâå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà î ñóæåíèè îáëàñòè
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïðè ïîèñêå îïòèìóìà.

3. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû ïðåäëîæåí-
íûå àëãîðèòìû. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåê-
òèâíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ è òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ñ
ïîìîùüþ óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìåíåíèÿ ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG
CPLEX.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ñíàáæåíû ñòðîãèìè
ìàòåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëèðîâêàìè è äîêàçàòåëüñòâàìè, êîððåêòíûì èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äèñêðåòíîé îïòè-
ìèçàöèè, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîäòâåðæäåíèåì òåîðåòè÷å-
ñêèõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, à èõ íîâèçíó ðàñêðûâàþò
ñëåäóþùèå àðãóìåíòû (ïî êàæäîìó îñíîâíîìó ðåçóëüòàòó).
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1. Äëÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ
íà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è êðèòåðèåì ìè-
íèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìî-
äåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èç ï. 1 (à), ïîç-
âîëÿþùèå èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.
Ïðèìåíåíèå ïîäõîäà èç ï. 1 (á) äàåò âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèðîâàòü
èñõîäíóþ çàäà÷ó íà çàäà÷è ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-
ðûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü îäèí è òîò æå àëãîðèòì. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
çàäà÷è èç ï. 1 (â) ðàçðàáîòàíû âïåðâûå.

2. Àëãîðèòì ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñ-
êîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè è ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì èç ï. 2 ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà ñóæåíèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïî-
ñòðîåí âïåðâûå è ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ.

3. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ èç ï. 3 ñ ðåàëèçàöèåé ïðåäëîæåííûõ
àëãîðèòìîâ, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðûõ ïîäòâåðæäåíà ÷èñëåííûìè ýêñ-
ïåðèìåíòàìè ñ ïðèìåíåíèåì ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, òåîðèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ìåòîäîëîãèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ñ ïðèìåíåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïàêåòîâ
ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Òåîðåòè-
÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäëîæåííûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçâèâàþò òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè è öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàí-
íûå àëãîðèòìû ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêà-
çàííîãî êëàññà çàäà÷ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ äåêîìïîçèöèîííîãî ïîäõîäà.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííûå ìîäåëè,
ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû è ñîçäàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ìîãóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ â îáëàñòè àâòîìàòèçèðîâàííîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ ãåíåðàëüíûõ ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, ðàçìåùåíèÿ îáîðóäî-
âàíèÿ â öåõàõ, ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ è ò.ä. Êðîìå òîãî,
ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè íàïèñàíèè ìåòîäè÷å-
ñêèõ ïîñîáèé ïî ïðîåêòèðîâàíèþ ñõåì ðàçìåùåíèÿ çäàíèé, ñîîðóæåíèé è
òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ.
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Íà çàùèòó âûíîñèòñÿ ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïî ïîñòðîåíèþ ìî-
äåëåé è ðåøåíèþ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáú-
åêòîâ ñ êðèòåðèåì ìèíèìóìà ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé íà ïàðàëëåëü-
íûõ ëèíèÿõ è òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì íà ïëîñêîñòè ñ
çàïðåùåííûìè çîíàìè, âêëþ÷àÿ: 1) ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííî-
ãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà
ïàðàëëåëüíûõ ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè; 2) ñâîéñòâà çàäà÷, ïîçâî-
ëÿþùèå èñïîëüçîâàòü äåêîìïîçèöèîííûé ïîäõîä, óìåíüøèòü îáëàñòü äî-
ïóñòèìûõ ðåøåíèé; 3) àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è íà-
õîæäåíèÿ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî îïòèìóìîâ; 4) êîìïëåêñ ïðîãðàìì ñ
ðåàëèçàöèåé óêàçàííûõ àëãîðèòìîâ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïðåäëîæåíû íàó÷íûì ðó-
êîâîäèòåëåì. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ðàçðàáîòêà àëãîðèò-
ìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îñóùåñòâëåíû ñîâìåñòíî. Ñîçäàíèå ïðîãðàììíîãî êîì-
ïëåêñà è ïðîâåäåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû ñîèñêàòå-
ëåì ëè÷íî. Êîíôëèêò èíòåðåñîâ ñ ñîàâòîðàìè îòñóòñòâóåò.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà XII,
XVI Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå è
ïðèëîæåíèÿ� (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2003, 2015), VIII, IX Ìåæäóíàðîäíûõ êîí-
ôåðåíöèÿõ �Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé� (ã. Íîâî-
ñèáèðñê, 2013, ã. Âëàäèâîñòîê, 2016), XVI, XVII Áàéêàëüñêèõ Ìåæäóíà-
ðîäíûõ øêîëàõ�ñåìèíàðàõ �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ� (ã.
Èðêóòñê, 2014, ñ. Ìàêñèìèõà, Áóðÿòèÿ, 2017), V International Conference
on Optimization Methods and Applications �Optimization and Applications�
(Petrovac, Montenegro, 2014), XV Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî�èííîâàöèîííîé
êîíôåðåíöèè àñïèðàíòîâ, ñòóäåíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ñ ýëåìåíòàìè íàó÷-
íîé øêîëû �Òåîðåòè÷åñêèå çíàíèÿ � â ïðàêòè÷åñêèå äåëà� (ã. Îìñê, 2014),
VI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè �Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè è ýêîíîìè÷å-
ñêèå ïðèëîæåíèÿ� (ã. Îìñê, 2015), III Ðåãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè ìàãè-
ñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå �ÔÌ
ÎìÃÓ 2015� (ã. Îìñê, 2015), Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî�ïðàêòè÷åñêîé êîí-
ôåðåíöèè �Àðõèòåêòóðà, ñòðîèòåëüñòâî, òðàíñïîðò� (ã. Îìñê, 2015), IV Ðå-
ãèîíàëüíîé êîíôåðåíöèè ìàãèñòðàíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî
ôèçèêå, ìàòåìàòèêå è õèìèè �ÔÌÕ ÎìÃÓ 2016� (ã. Îìñê, 2016), X Ìåæ-
äóíàðîäíîé IEEE íàó÷íî�òåõíè÷åñêîé þáèëåéíîé êîíôåðåíöèè �Äèíàìèêà
ñèñòåì, ìåõàíèçìîâ è ìàøèí� (ã. Îìñê, 2016), à òàêæå íà íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðàõ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ� â Îìñêîì
ôèëèàëå Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Îìñê, 2015�
2017), �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé� â Èíñòèòóòå ìàòåìà-
òèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ (ã. Íîâîñèáèðñê, 2017), ñåìèíàðå îòäåëà
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè
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èì. Í.Í. Êðàñîâñêîãî ÓðÎ ÐÀÍ (ã. Åêàòåðèíáóðã, 2017).
Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 5

ñòàòüÿõ [1�5] â æóðíàëàõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ, â 11 òåçèñàõ è ñòàòüÿõ
[6�16] â æóðíàëàõ, ñáîðíèêàõ è ìàòåðèàëàõ êîíôåðåíöèé. Çàðåãèñòðèðîâà-
íà ïðîãðàììà äëÿ ÝÂÌ [17]. Îáùåå ÷èñëî ïóáëèêàöèé � 17.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû (135 íàèìåíîâàíèé) è äâóõ ïðè-
ëîæåíèé. Îáúåì äèññåðòàöèè � 119 ñòðàíèö.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, îïèñûâà-
þòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, êðàòêî èçëàãàåòñÿ ñîäåðæàíèå ðàáîòû,
ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èõ àïïðî-
áàöèè.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿ-
çàííûõ îáúåêòîâ, îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ, êðàòêèé îáçîð ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Â ï. 1.1 îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ïðè ðåøåíèè ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàçìåùåíèÿ îáîðóäîâàíèÿ íåôòåõèìè÷å-
ñêîãî è øâåéíîãî ïðåäïðèÿòèé. Øâåéíîå îáîðóäîâàíèå, íàïðèìåð, îáû÷íî
ãðóïïèðóåòñÿ â ñïåöèàëèçèðîâàííûå ìîäóëè ñ ó÷åòîì çîí îáñëóæèâàíèÿ
è ðàáî÷èõ ìåñò. Ìîäóëè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêàìè è ðàçìå-
ùàþòñÿ íà ïëàíå ïðîèçâîäñòâåííîãî ó÷àñòêà èëè öåõà. Ðàçìåùåíèå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ âäîëü ëèíèé äëÿ ñîçäàíèÿ ïðÿìûõ ïðîåçäîâ, óäîáñòâà îáñëó-
æèâàíèÿ îáîðóäîâàíèÿ. Ñâÿçüþ ìåæäó ìîäóëÿìè ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
êîëè÷åñòâî èçäåëèé â ÷àñ, ïåðåäàâàåìûõ ìåæäó ñòàíêàìè. Ïðè ìîäåðíè-
çàöèè ïðîèçâîäñòâà ÷àñòü îáîðóäîâàíèÿ îñòàåòñÿ íà ìåñòå, è åãî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå çàïðåùåííûõ çîí. Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ôîðìóëè-
ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü íîâîå îáîðóäîâàíèå
(ìîäóëè) ñðåäè èìåþùåãîñÿ íà ëèíèÿõ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû íà
ïåðåäà÷ó èçäåëèé ìåæäó åäèíèöàìè îáîðóäîâàíèÿ áûëè ìèíèìàëüíûìè.

Â ï. 1.2. îïèñûâàåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ
îáúåêòîâ ïî ðàçëè÷íûì ïðèçíàêàì.

Ïîñòàíîâêè è êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ðàçìåùå-
íèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ ïðèâåäåí â ï. 1.3. Äàëåå, ÷òîáû
íå ïîâòîðÿòü ñî÷åòàíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ, áó-
äåì ãîâîðèòü î çàäà÷àõ Âåáåðà. Ñôîðìóëèðóåì êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè
íà ïëîñêîñòè.

Íà ïëîñêîñòè ñðåäèm ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ P1, . . . , Pm ðàçìåùàþò-
ñÿ n îáúåêòîâX1, . . . , Xn. Îáîçíà÷èì: J = {1, . . . ,m}� ìíîæåñòâî íîìåðîâ
ôèêñèðîâàííûõ îáúåêòîâ ñ êîîðäèíàòàìè (p1j, p2j), j ∈ J ; I = {1, . . . , n} �
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ìíîæåñòâî íîìåðîâ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yi), i ∈ I ;
d(Xi, Pj) è d(Xi, Xk) � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó Xi, Pj è Xi, Xk ñîîòâåòñòâåííî,
j ∈ J , i, k ∈ I, i < k; wij ≥ 0 è uik ≥ 0 � óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçè ìåæäó
Xi, Pj è Xi, Xk, j ∈ J , i, k ∈ I, i < k. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü îáúåêòû
X1, . . . , Xn íà ïëîñêîñòè ñðåäè ôèêñèðîâàííûõ P1, . . . , Pm òàê, ÷òîáû ñóì-
ìàðíàÿ (ìèíèñóììíàÿ çàäà÷à) èëè ìàêñèìàëüíàÿ (ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à)
ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìîäåëè ìèíèñóììíîé è ìèíèìàêñíîé çàäà÷ èìåþò âèä:

n
∑

i=1

m
∑

j=1

wijd(Xi, Pj) +
n−1
∑

i=1

n
∑

k=i+1

uikd(Xi, Xk) → min,

max{ max
i∈I,j∈J

{wijd(Xi, Pj)}; max
i,k∈I,i<k

{uikd(Xi, Xk)}} → min .

Ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé è íàïðàâëåíèé
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ñ ðàçëè÷íîé ìåòðèêîé. Äëÿ
ñëó÷àÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêè ñôîðìóëèðîâàííûå çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìû. Ýòî ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â ï. 1.4 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ïî ïîñòàíîâêàì è ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷
ðàçìåùåíèÿ ãàáàðèòíûõ îáúåêòîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à Âåáåðà äëÿ òî÷å÷-
íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

Â ï. 2.1 îïèñàí êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé ïî çàäà÷àì Âåáåðà ñ çàïðå-
ùåííûìè çîíàìè è áàðüåðàìè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Â ï. 2.2 ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêà è ñâîéñòâà ìèíèìàêñíîé çàäà÷è Âåáåðà
äëÿ òî÷å÷íûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîóãîëüíûìè çàïðåùåííûìè
çîíàìè è ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêîé.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïëîñêîñòè ñðåäè ôèêñè-
ðîâàííûõ îáúåêòîâ Pj, j ∈ J , ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû Xi, i ∈ I . Êðîìå òîãî,
çàäàíû ïðÿìîóãîëüíûå çàïðåùåííûå çîíû Fk ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíû-
ìè îñÿì êîîðäèíàò, âíóòðè êîòîðûõ íå äîïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ,
F =

∪z
k=1 Fk, k ∈ Z = {1, . . . , z}. Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü X1, . . . , Xn íà

ïëîñêîñòè ñðåäè P1, . . . , Pm âíå çàïðåùåííûõ çîí F1, . . . , Fz òàê, ÷òîáû ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè áûëà ìèíèìàëüíîé.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò âèä:

max{ max
i∈I,j∈J

wijd(Xi, Pj), max
i,k∈I,i<k

uikd(Xi, Xk)} → min, (1)

Xi /∈ Int F, i ∈ I, (2)

ãäå d(·, ·) � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìåòðèêà, Int F � âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà F .

Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü âûïóê-
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ëóþ îáîëî÷êó F ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò, ñîäåðæàùóþ ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû è çàïðåùåííûå çîíû.

Ïóñòü R ïîäìíîæåñòâî èç F , â êîòîðîì äîïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå îáú-
åêòîâ, ò.å. R = F \ Int F . Îáëàñòü R íåâûïóêëàÿ è íåñâÿçíàÿ. Îáîçíà÷èì
X ′

1, . . . , X
′
n îïòèìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ òîëüêî ïî

îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííûì, è (x′i, y
′
i) � èõ êîîðäèíàòû, i ∈ I . Ïóñòü

A′ = min
i∈I

{x′i}, B′ = max
i∈I

{x′i}, C ′ = min
i∈I

{y′i}, D′ = max
i∈I

{y′i}.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ îáëàñòü F ′, çàäàííóþ êîîðäèíàòàìè ëåâîãî
íèæíåãî è ïðàâîãî âåðõíåãî óãëîâ [(A′, C ′); (B′, D′)] è ÷åðåç ∂F ′ îáîçíà÷èì
åå ãðàíèöó. Äîêàçàíî ñâîéñòâî, ïîçâîëÿþùåå óìåíüøèòü îáëàñòü ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (ñâîéñòâî ñóæåíèÿ)

Òåîðåìà 2.1 Åñëè ∂F ′ ⊆ R, òî â îáëàñòè F ′ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2).

Äëÿ ó÷åòà óñëîâèÿ (2) îáëàñòü R ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ Rk � ðàçðåøåííûõ îáëàñòåé ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíûìè
îñÿì êîîðäèíàò, â êîòîðûõ äîïóñêàåòñÿ ðàçìåùåíèå, k ∈ G = {1, . . . , g}.

Çàìå÷àíèå 2.1 Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî G′ ⊆ G òàêèõ, ÷òî
F ′ ⊆

∪

k∈G′ Rk, òî çàäà÷à (1)�(2) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.
Â ï. 2.3 îïèñàí àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Âåòâ-

ëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ôèêñèðîâàíèÿ îáúåê-
òîâ â çàäàííîì ïîðÿäêå â ðàçðåøåííûõ îáëàñòÿõ.

Ïðåäëîæåíû âàðèàíòû íàõîæäåíèÿ íèæíèõ îöåíîê çíà÷åíèÿ öåëåâîé
ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ îäíîãî
îáúåêòà òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ôèêñèðîâàííûì è ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû.
Ïóñòü Xi çàôèêñèðîâàí â îáëàñòè Rk, G

′ � íîìåðà îáëàñòåé, â êîòîðûõ
çàôèêñèðîâàíû ðàçìåùàåìûå îáúåêòû, I(Rs) � ìíîæåñòâî ðàçìåùàåìûõ
îáúåêòîâ â îáëàñòè Rs, s ∈ G′ ⊆ G. Òîãäà íèæíÿÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè (1) ïðè ðàçìåùåíèè îáúåêòà Xi â îáëàñòè Rk âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå:

max{max
j∈J

(wijd(Rk, Pj)),max
s∈G′

(uit(s)d(Rk, Rs))},

ãäå uit(s) = maxr∈I(Rs) uir, s ∈ G′.
Â ï. 2.4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ
ïðèìåíåíèåì ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêå-
òà IBM ILOG CPLEX. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ñâîéñòâà ñóæåíèÿ ñîêðà-
ùàåò âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîèõ óêàçàííûõ ïîäõîäîâ.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ è ðåøåíèþ NP�òðóäíîé ìè-
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íèñóììíîé çàäà÷è Âåáåðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ îáúåêòîâ íà ïàðàëëåëüíûõ
ëèíèÿõ ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè.

Â ï. 3.1 ïðèâåäåí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ è äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð íà ïëîñêîñòè.

Â ï. 3.2 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è Âåáå-
ðà äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèíèè ñ çàïðåùåííûìè çîíàìè. Ðàçìåùåíèå
ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ëèíèè ñâîäèòñÿ ê ðàçìåùåíèþ îòðåçêîâ.

Íà îòðåçêå äëèíû LS ñ ôèêñèðîâàííûìè îáúåêòàìè è çàïðåùåííûìè
çîíàìè (îòðåçêàìè) ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû, öåíòðû êîòîðûõ ñâÿçàíû ìåæ-
äó ñîáîé, ñ ôèêñèðîâàííûìè è ñ çîíàìè. Íåîáõîäèìî ðàñïîëîæèòü îáúåêòû
âíå çîí òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé è ñ ôèêñèðîâàííû-
ìè, è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè áûëà
ìèíèìàëüíîé.

Áóäåì íàçûâàòü ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû è çàïðåùåííûå çîíû � çîíà-
ìè, à ðàçìåùàåìûå îáúåêòû � îáúåêòàìè. Äàëåå ìíîæåñòâî íîìåðîâ çîí
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç J . Êîîðäèíàòû öåíòðîâ è äëèíû îáúåêòà Xi è çîíû
Fj îáîçíà÷èì êàê xi, bj è li, pj, i ∈ I , j ∈ J ñîîòâåòñòâåííî; wij ≥ 0, uik ≥ 0
� óäåëüíûå ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó Xi è Fj, Xi è Xk, i, k ∈ I , j ∈ J , i < k.
Íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü îáúåêòû X1, . . . , Xn íà îòðåçêå âíå çîí F1, . . . , Fm

òàê, ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü, è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé îáúåêòîâ
ìåæäó ñîáîé è ñ çîíàìè áûëà ìèíèìàëüíîé. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èìååò
âèä:

G(x) =
n

∑

i=1

m
∑

j=1

wij|xi − bj|+
n−1
∑

i=1

n
∑

k=i+1

uik|xi − xk| → min, (3)

|xi − bj| ≥
li + pj

2
, i ∈ I, j ∈ J, (4)

|xi − xk| ≥
li + lk
2

, i, k ∈ I, i < k, (5)

li
2
≤ xi ≤ LS −

li
2
, i ∈ I. (6)

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü B, B =
∪

k=1,r Bk, íåñâÿçíàÿ è ñîñòîèò èç íàáîðà r
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ (áëîêîâ) Bk ñ äëèíàìè Lk.

Äëÿ äîïóñòèìîãî ðàçìåùåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îñòàòêîì â áëîêå Bk

îòðåçîê ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè îáúåêòàìè áåç îáùåé ãðàíèöû, ëèáî ìåæ-
äó ãðàíèöåé áëîêà è ñîñåäíèì îáúåêòîì. Ïàðû ýëåìåíòîâ (îáúåêòû, çîíû,
îñòàòêè) áóäåì íàçûâàòü ñêëååííûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ ãðàíèöó.

Îáîçíà÷èì JL(Bk), JR(Bk) � ìíîæåñòâî çîí ëåâåå, ïðàâåå áëîêà Bk,
IL(A), IR(A) � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ëåâåå, ïðàâåå áëîêà (çîíû) A. Äëÿ
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êàæäîãî îáúåêòà Xi â áëîêå Bk îïðåäåëèì

Lwi =
∑

j∈JL(Bk)

wij +
∑

k∈IL(Bk)

uik, Rwi =
∑

j∈JR(Bk)

wij +
∑

k∈IR(Bk)

uik.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(6).
Îáîçíà÷èì Ik(x) � ìíîæåñòâî íîìåðîâ îáúåêòîâ â Bk, I =

∪

k=1,r Ik(x),
à ÷åðåç Hk(x) � ìíîæåñòâî îñòàòêîâ â Bk äëÿ x. Ïóñòü âåëè÷èíà nk �
ýòî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Ik(x), òîãäà |Hk(x)| ≤ nk + 1. Îòìåòèì, ÷òî x
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x = (x1, . . . , xr), ãäå xk � êîîðäèíàòû öåíòðîâ
îáúåêòîâ, ðàñïîëîæåííûõ â Bk ñ íîìåðàìè èç Ik(x). Äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ x çà-
äà÷è (3)�(6) ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x′ òàêîå, ÷òî
|Hk(x

′)| ≤ 1, k = 1, . . . , r è G(x′) ≤ G(x).

Ñôîðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå èñõîäíîé
íåïðåðûâíîé çàäà÷è ê ðåøåíèþ äèñêðåòíîé.

Îáîçíà÷èì LBk, RBk � êîîðäèíàòû ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèö áëîêà Bk,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ôèêòèâíûå îáúåêòû FL è FR. Òîãäà, ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ðàçáèåíèè îáúåêòîâ ïî áëîêàì, öåëåâóþ ôóíêöèþ G(x) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

G(x) =
r

∑

k=1

Gk(x
k) + C,

ãäå

Gk(x
k) =

∑

s∈Ik(x)

∑

t∈Ik(x),t>s

ust|xs − xt|+
∑

s∈Ik(x)

|xs − LBk|

(

∑

j∈JL(Bk)

wsj+

+
∑

i∈IL(Bk)

usi

)

+
∑

t∈Ik(x)

|xt −RBk|

(

∑

j∈JR(Bk)

wtj +
∑

i∈IR(Bk)

uti

)

,

C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ â Gk(x
k) � ýòî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ìåæ-

äó îáúåêòàìè â áëîêå Bk, âòîðàÿ � ìåæäó îáúåêòàìè èç Bk è FL, òðåòüÿ
� ìåæäó îáúåêòàìè èç Bk è FR.

Äîïóñòèìîå ðåøåíèå x áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì çàäà÷è
(3)�(6), åñëè G(x) ≤ G(x′) äëÿ ëþáîãî x′ : Ik(x) = Ik(x

′), k = 1, . . . , r.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà çàäà÷è (3)�(6) äîñòà-
òî÷íî íàéòè ìèíèìóìû ôóíêöèé Gk(x

k), k = 1, . . . , r.

Â ï. 3.3 äëÿ ðåøåíèÿ (3)�(6) ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ïîèñêà ïðèáëè-
æåííîãî ðåøåíèÿ è âåòâåé è ãðàíèö.

Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ
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ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèòñÿ î÷åðåäíîå äîïóñòèìîå ðàçáèåíèå îáú-
åêòîâ ïî áëîêàì, íà âòîðîì � îáúåêòû ïåðåñòàâëÿþòñÿ â áëîêàõ ñ öåëüþ
ìèíèìèçàöèè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé. Ïðåäëàãàåòñÿ äâà âàðèàíòà àë-
ãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ñ ó÷åòîì äëèí îáúåêòîâ (À2) è áåç ó÷åòà (À3). Êðè-
òåðèè îñòàíîâêè àëãîðèòìîâ: âðåìÿ ðàáîòû, ÷èñëî èòåðàöèé, ïðîñìîòð âñåõ
ðàçáèåíèé. Òðóäîåìêîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê O(rn(mn2 + n3)). Äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 3.2 Åñëè ust = 0, ∀s, t ∈ Ik(x), s < t, ∀k = 1, . . . , r
è ôèêñèðîâàíî ðàçáèåíèå îáúåêòîâ, òî ëîêàëüíûé îïòèìóì çàäà÷è (3)�
(6) ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà À2, ïðèìåíÿåìîãî â êàæäîì
áëîêå.

Ïîèñê ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà çàäà÷è (3)�(6) ñîñòîèò â ïîî÷åðåäíîì âû-
ïîëíåíèè äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå íàõîäèòñÿ î÷åðåäíîå äîïóñòèìîå
ðàçáèåíèå îáúåêòîâ, à íà âòîðîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à â êàæäîì áëîêå àëãî-

ðèòìîì âåòâåé è ãðàíèö.

Îïèøåì àëãîðèòì âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áëîêà Bk.

Âåòâëåíèå. Íà ïåðâîì óðîâíå â äåðåâå âåòâëåíèÿ êàæäûé èç ðàçìåùà-
åìûõ îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè èç Ik(x) ïîî÷åðåäíî ñêëåèâàåòñÿ ñ ëåâîé ãðàíè-
öåé áëîêàBk, íà âòîðîì � êàæäûé èç íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ïîî÷åðåäíî
ñêëåèâàåòñÿ ñ ïðàâîé ãðàíèöåé áëîêà, íà ïîñëåäóþùèõ � íåðàçìåùåííûå
îáúåêòû ïîî÷åðåäíî ñêëåèâàþòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ñêëååííûõ ìåæäó ñîáîé
îáúåêòîâ, êðàéíèé ëåâûé èç êîòîðûõ ñêëååí ñ ëåâîé ãðàíèöåé áëîêà.

Íèæíèå îöåíêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D � ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàç-
ìåùåíèé â Bk, êîãäà ÷àñòü îáúåêòîâ ðàçìåùåíà (÷àñòè÷íîå ðàçìåùåíèå);
÷åðåç ξ(D) � íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Gk(x

k) íà ïîäìíîæåñòâå D. Òîãäà
ξ(D) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

ξ(D) = ξ1(D) + ξ2(D) + ξ3(D),

ãäå ξ1(D) � ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ðàçìåùåííûõ â Bk îáúåêòîâ ñ
FL, FR è ìåæäó ñîáîé; ξ2(D), ξ3(D) � îöåíêè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé
åùå íåðàçìåùåííûõ â Bk îáúåêòîâ ñ ðàçìåùåííûìè â Bk è ñ FL, FR è
íåðàçìåùåííûõ îáúåêòîâ ìåæäó ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü NFl è NFr � ìíîæåñòâà íîìåðîâ îáúåêòîâ, ñêëååííûõ ìåæäó
ñîáîé è ñ ëåâîé è ïðàâîé ãðàíèöàìè áëîêà Bk ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî îáúåêòû èìåþò íîìåðà îò 1 äî s â NFl è îò t+1 äî nk â NFr. Äëÿ
êàæäîãî i ∈ Ik(x)\{NFl

∪

NFr} îïðåäåëèì ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ñ
FL, FR è îáúåêòàìè, ðàçìåùåííûìè â Bk, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SL(i) = Lwi +
∑

k∈NFl

uik, SR(i) = Rwi +
∑

k∈NFr

uik.

Ìíîæåñòâî Ik(x)\{NFl

∪

NFr} ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ NL

∪

NC

∪

NR, ãäå ÷åðåç NL, NC , NR îáîçíà-
÷åíû ìíîæåñòâà íîìåðîâ îáúåêòîâ äëÿ êîòîðûõ SL(i) > SR(i), SL(i) =
SR(i), SL(i) < SR(i) ñîîòâåòñòâåííî. Îáúåêòû ñ íîìåðàìè èçNL (NR) óïî-
ðÿäî÷èâàþòñÿ ïî íåâîçðàñòàíèþ îòíîøåíèé (SL(i) − SR(i))/li ((SR(i) −
SL(i))/li) è ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëåèâàþòñÿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ñ ñàìûì
ëåâûì (ïðàâûì) ðàçìåùåííûì îáúåêòîì â Bk. Îáúåêòû ñ íîìåðàìè èç
NC ðàçìåùàþòñÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè îáúåêòîâ ñ íîìåðàìè èç NL è NR

â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ïóñòü Ik(x)\{NFl

∪

NFr} = {s+ 1, . . . , t}, òîãäà
îïðåäåëèì Z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z =
t

∑

q=s+1

(

Lwq

q−1
∑

g=1

lg +
s

∑

i=1

uqi

q−1
∑

k=i+1

lk+

+Rwq

nk
∑

h=q+1

lh +

nk
∑

j=t+1

uqj

j
∑

v=q+1

lv

)

.

Äîêàçàíî
Óòâåðæäåíèå 3.3 Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî ðàçìåùåíèÿ D ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî ξ2(D) ≥ Z.
Ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ýôôåêòèâíî-

ñòè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ è ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ïîñòðîåí-
íîé ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïàêåòà IBM ILOG CPLEX
12.2. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè
ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ.

Â ï. 3.4 ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà è ìîäåëü çàäà÷è íà ëèíèÿõ, ñïîñîáû å¼
ñâåäåíèÿ ê çàäà÷å íà ëèíèè. Ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíîãî îïòèìóìà. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé
ýêñïåðèìåíò ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ïàêåòà IBM ILOG
CPLEX 12.2.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû.
Â ïðèëîæåíèè A ïðèâåäåí ïðèìåð ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ðàç-

ìåùåíèÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ñóæåíèÿ.
Â ïðèëîæåíèè B ïðåäñòàâëåíî ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ïðîãðàì-

ìû äëÿ ÝÂÌ â Ôîíäå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì ÑÎ ÐÀÍ, à òàêæå îïèñàíèå
ñîçäàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíû ïðåäëîæåí-
íûå àëãîðèòìû. Õðàíåíèå äàííûõ è ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèé îðãàíèçîâàíî â
âèäå ðåëÿöèîííîé áàçû äàííûõ.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè

Ïóáëèêàöèè â èçäàíèÿõ, âõîäÿùèõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ
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