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Введение

Актуальность темы исследования.

Существует довольно широкий круг задач естествознания и техники, в ос

нове математических моделей которых лежат случайные процессы. Разработка

методов численного статистического моделирования для решения таких задач

весьма актуальна, так как соответствующие алгоритмы допускают эффектив

ное распределение вычислений на многопроцессорных ЭВМ.

Сравнительная эффективность таких алгоритмов возрастает, если пара

метры задачи являются случайными полями, то есть фактически рассматри

ваются задачи с многомасштабной стохастичностью, причём требуется оценить

полные средние значения некоторых функционалов.

Логически наиболее простым подходом для оценки изучаемых функцио

налов при этом является решение серии задач для выбранных реализаций слу

чайного поля параметров с последующим осреднением полученных значений.

Однако такой способ оценки для реальных моделей является слишком трудоём

ким. Традиционные подходы, связанные с замыканием цепочки вероятностных

моментов и теорией малых возмущений, дают для таких моделей оценки с плохо

контролируемой погрешностью.

В то же время с помощью статистического моделирования можно стро

ить несмещённые оценки 𝑛 вероятностных моментов решения, используя “метод

двойной рандомизации”, в котором для каждой реализации параметрического

поля реализуется лишь ограниченное число 𝑛 траекторий базового случайного

процесса.

В рамках такого метода необходимо использовать малотрудоёмкие “реа

листические” вычислительные модели случайных полей. В связи с этим в дис

сертации разработаны многомерные модели экспоненциально коррелированных

“разорванных” неотрицательных случайных полей, которые эффективны для

решения стохастических задач теории переноса излучения.

Известно, что, как показывают и результаты настоящей работы, стохасти

ческая неоднородность среды существенно усиливает прохождение излучения.

Поскольку метод Монте-Карло сравнительно трудоёмок, то для массовых ра

диационных исследований целесообразно эффективно осреднять радиационную
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модель, то есть переходить к детерминированным параметрам модели с прибли

жённым сохранением изучаемых осреднённых функционалов.

В работе построены выражения указанных детерминированных парамет

ров для случая модельных пуассоновских сред. На основе численного моде

лирования переноса излучения эти выражения переносятся на реалистические

модели сред, что актуально для их практического применения.

Теоретическая и практическая значимость работы, степень раз

работанности темы исследования.

Для решения стохастических задач из различных областей науки стро

ятся вычислительные математические модели случайных сред. Особую роль

играют кусочно-постоянные модели, основанные на случайном разбиении про

странства с независимым выбором значений характеристик среды в каждой

подобласти соответственно заданному распределению (см., например, [35], [14],

[22], [27]); эти модели естественно называть мозаичными ([10], [35]). Одномерное

распределение таких модельных случайных полей может быть произвольным, а

корреляционная функция определяется в некотором классе положительно опре

деленных функций.

Естественными для исследования проблем, связанных с каким-либо хао

сом, представляются мозаичные модели, в некотором смысле основанные на

пуассоновских случайных точечных полях (пуассоновских точечных потоках).

Многомерная модель такого типа, по аналогии с “сеточными пальмовскими” мо

делями из [15], разработана в [17]. В ней разбиение пространства определяется

координатными плоскостями, проходящими через точки пуассоновского поля.

Однако, эта модель не изотропна и ее корреляционная функция не является

экспоненциальной.

В работе [35] была построена мозаичная модель двумерного случайного

поля с экспоненциальной корреляционной функцией на основе пуассоновского

точечного поля во вспомогательном параметрическом пространстве с полярны

ми координатами. Конструкцию этой модели формально нетрудно распростра

нить на трехмерный и даже 𝑘-мерный варианты фазового пространства, однако

исследование модельного поля при этом радикально усложняется.

Диссертация содержит разработанное в [27] с использованием результатов

монографии [34] обобщение модели случайного поля из [35]. Случайное “моза

ичное” разбиение пространства при этом реализуется базовым пуассоновским
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ансамблем гиперплоскостей, который определяется пуассоновским точечным

полем во вспомогательном параметрическом пространстве. Точка этого про

странства объединяет направление нормали к гиперплоскости и её расстояние

до начала координат. Как и в [35], случайные значения поля в элементах разбие

ния выбираются независимо, соответственно заданному одномерному распреде

лению. Такую модель поля далее будем называть пуассоновской (или базовым

мозаичным полем Пуассона). В [27] показано (см. также далее пункт 1.1), что

построенное таким образом 𝑘-мерное случайное поле является однородным и

изотропным, то есть (стохастически) инвариантным относительно сдвигов, по

воротов и отражений. На этой основе вычисляется параметр соответствующей

экспоненциальной корреляционной функции. Этот параметр пропорционален

объему единичного шара, размерность которого на единицу меньше размерно

сти случайного поля.

Практически наиболее важной является трехмерная модель рассматрива

емого типа. Можно полагать, что это наиболее естественная модель плотности

𝜎 = 𝜎(r), r ∈ R3, хаотической среды с заданным произвольным одномерным

распределением и экспоненциальной корреляционной функцией, единственный

параметр которой оценивается на основе минимальной статистической инфор

мации.

Логически наиболее простым подходом для оценки таких функционалов,

как осреднённая вероятность 𝑃𝑡 = 𝑃𝑡(𝜎) прохождения частиц (квантов излу

чения) через стохастическую среду, является решение серии задач переноса

излучения для выбранных реализаций случайной среды с последующим осред

нением полученных значений вероятности прохождения. Однако такой способ

оценки для реальных радиационных моделей является слишком трудоёмким.

Традиционные подходы, связанные с замыканием цепочки вероятностных мо

ментов и теорией малых возмущений, дают для таких моделей оценки с пло

хо контролируемой погрешностью. Для оценки вероятностных моментов слу

чайной вероятности прохождения 𝑃𝑡(𝜎) в работе использован так называемый

“метод двойной рандомизации” [13], в котором для каждой реализации среды

статистически моделируются одна или несколько (соответственно порядку мо

мента) траекторий частиц (см. далее п. 2.1). Такой подход можно распростра

нить на решение других задач математической физики, в основе которых ле

жат случайные процессы. К таким задачам можно отнести некоторые проблемы
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критичности физических процессов с размножением частиц, радиационно-кон

дуктивного теплопереноса, разреженной газодинамики и диффузии примесей с

коагуляцией в стохастических полях скоростей (см., например, [5], [18], [23]).

В диссертации разработаны специальные геометрические алгоритмы мо

делирования переноса излучения через стохастические среды, моделируемые

базовыми полями Пуассона и Вороного, на основе “метода максимального сече

ния” с использованием специально распределённого датчика псевдослучайных

чисел для эффективного коррелирования оценок в различных вариантах рас

чёта. Численно определена “погрешность перевыбора” (см. пункт 3.6).

Практически важно то, что осреднённая вероятность 𝑃𝑡 прохождения ча

стиц через стохастическую среду может существенно превышать соответству

ющую вероятность для детерминированной среды с осреднённой плотностью

(см., например, [10], [14], [24]). Поскольку метод Монте-Карло сравнительно

трудоёмок, то отображение этого факта в массовых численных радиационных

исследованиях целесообразно осуществлять, используя эффективное осредне

ние уравнения переноса, то есть создание детерминированной радиационной

модели, для которой вероятность прохождения приближённо равна 𝑃𝑡 (см., на

пример, [16], [18]).

Для пуассоновской модели поля последовательность пересечений задан

ного луча с базовыми плоскостями является пуассоновским точечным потоком

[34]. В связи с тем, что поток столкновений частицы также является пуассо

новским, это существенно упрощает решение практически важной задачи эф

фективного осреднения радиационной модели (см. пункт 2.3). Разработанное в

диссертации для пуассоновской модели поля решение такой задачи на основе

эвристических соображений (путём замены среднего расстояния между пере

сечениями на обратную корреляционную длину) приближённо переносится на

произвольные поля с той же корреляционной функцией, первыми двумя момен

тами одномерного распределения и “степенью заполненности” (см. пункт 1.5).

Для тестирования такого приближения используются разработанные в [29] “реа

листические” модели “разорванных” неотрицательных случайных полей 𝜎(𝑛)(r),

которые получаются путём суммирования независимых реализаций базового

специально сконструированного ограниченного мозаичного пуассоновского по

ля. Доказано, что эти поля асимптотически, по числу слагаемых, слабо сходятся

к случайным полям с одномерными распределениями, которые, как показали
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расчёты, близки к гамма-распределениям, и, соответственно, к гауссовским рас

пределениям.

Отметим, что при суммировании базовых полей со стандартными безгра

нично делимыми одномерными распределениями невозможно воспроизвести за

данное значение степени разорванности и случайная величина 𝜎(𝑛)(r) не огра

ничена. Это, в частности, существенно затрудняет моделирование случайных

траекторий квантов излучения в среде с коэффициентом ослабления 𝜎(𝑛)(r).

Численные эксперименты с гамма-распределённой величиной 𝜎(𝑛)(r) показали

также некоторую нереалистичность соответствующих изображений, в которых

сохраняются отдельные большие значения 𝜎(𝑛)(r) при 𝑛→ ∞ [20].

В работе также рассматривается известное (см., например, [32], [34]) ба

зовое мозаичное поле Вороного (диаграмма Вороного), которое строится на ос

нове пуассоновского точечного потока, определяющего разбиение пространства

на ячейки, каждая из которых является множеством точек, наиболее близких к

одной из точек потока. В пункте 3.5 показано, что поле Пуассона существенно

более эффективно для решения стохастических задач теории переноса излуче

ния, чем поле Вороного. Кроме того корреляционная функция поля Вороного

не является экспоненциальной.

На основе численного исследования показаний протяжённого нормирован

ного детектора частиц показано, что для изучаемых моделей случайных полей

выполняется соответствующая эргодическая гипотеза [6], то есть показание де

тектора асимптотически, по площади детектора, совпадает с осреднённой ве

роятностью прохождения. В связи с этим проведено исследование поля про

ходящей радиации: построена оценка параметра экспоненциальной, асимптоти

ческой (по площади протяжённого нормированного детектора) формулы для

соответствующей корреляционной функции; построены статистические оценки

коэффициентов экспоненциальной (асимптотической по толщине слоя) форму

лы для осреднённой вероятности прохождения частицы.

В работе получен ряд тестовых сравнительных статистических оценок. Та

кие оценки целесообразно специально коррелировать, проводя зависимые ста

тистические испытания. С этой целью был реализован “распределительный спо

соб” использования псевдослучайных чисел, в котором некоторые подпоследо

вательности априори связываются с отдельными испытаниями, то есть траек

ториями соответствующих номеров [12].
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Дополнительно доказана теорема о предельных значениях функционалов

от потока частиц для мозаичных случайных сред, которая, в частности, устанав

ливает тот практически важный факт, что для среды с малой корреляционной

длиной вероятность прохождения близка к соответствующему значению для

детерминированного слоя с осреднённой плотностью.

Таким образом, задачи, рассматриваемые в данной диссертационной ра

боте, являются актуальными и имеют научную и практическую значимость.

Цель исследования.

Построение пуассоновской модели многомерного однородного изотропно

го мозаичного случайного поля с экспоненциальной корреляционной функцией;

сравнение с однородным изотропным мозаичным случайным полем Вороного.

Построение на основе мозаичного поля Пуассона реалистической модели разо

рванного неотрицательного случайного поля с приближённо гауссовским одно

мерным распределением.

Детальное изучение вероятности прохождения частицы через рассмотрен

ные стохастические среды на основе численного статистического моделирова

ния процесса переноса частиц. Изучение оценки показаний протяжённого нор

мированного детектора, оценка соответствующего среднего значения и диспер

сии, проверка соответствующей эргодической гипотезы. Оценка корреляцион

ной функции поля проходящей радиации. Построение асимптотической, относи

тельно толщины слоя, экспоненциальной оценки осреднённой вероятности про

хождения 𝑃𝑡. Исследование влияния корреляционной длины на величину 𝑃𝑡 и

трудоёмкости моделирования для базовых моделей случайной среды. Дополни

тельное изучение осреднённой вероятности отражения (альбедо).

Оценка “погрешности перевыбора” в методе двойной рандомизации, кото

рая возникает, если значение 𝜎 заново выбирается при повторном попадании

траектории кванта в элемент разбиения пространства.

Изучение возможности эффективного (относительно величины 𝑃𝑡) осред

нения стохастической радиационной модели с использованием “пуассоновости”

потока столкновений частицы. Распространение этих результатов на случай

реалистических “разорванных” сред с приближённо гауссовским одномерным

распределением, реализации которых (относительно влияния на перенос излу

чения) близки к непрерывным.
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Научная новизна.

Доказана однородность и изотропность мозаичного поля Пуассона. По

строен новый рекуррентный алгоритм моделирования 𝑘-мерного единичного

изотропного вектора. Построены новые реалистические вычислительные моде

ли разорванных неотрицательных случайных полей с приближённо гауссовски

ми одномерными распределениями путём суммирования независимых реализа

ций базовых специально сконструированных ограниченных мозаичных пуассо

новских полей.

Доказана теорема о предельных значениях функционалов от решения ин

тегрального уравнения переноса при уменьшении корреляционной длины до

нулевого значения (см. пункт 2.5). Отметим, что аналогичная задача решалась

ранее для уравнения диффузии (cм., например, [26]).

Для моделирования траекторий частиц в “мозаичных средах” разработа

ны специальные алгоритмы “метода максимального сечения”, основанного на

геометрическом “выравнивании” коэффициента ослабления среды путём допол

нения её искусственным “дельта-рассеивателем” (см. пункт 2.1).

Построены приближённые выражения параметров эффективно осреднён

ной (относительно величины 𝑃𝑡) радиационной модели для пуассоновской мо

дели среды с учётом пуассоновости потока пересечений базовых плоскостей за

данным лучом. Эти результаты существенно уточняют и обобщают результаты,

полученные ранее без достаточного обоснования для частного случая мозаич

ного поля Пуассона в [16]. На основе эвристических соображений и тестовых

расчётов эти выражения распространены на случай произвольной стохастиче

ской модели с теми же вероятностными первым и вторым моментами и степе

нью заполненности пространства. Практическая удовлетворительность такого

приближения была проверена тестовыми расчётами для построенных в работе

реалистических моделей.

В работе впервые достаточно точно оценены дисперсии флуктуаций веро

ятности прохождения, связанных с реализациями среды. Показано, что, как и

следовало ожидать, такие дисперсии существенно различны для случаев лока

лизованного и распределённого источников.

Методология и методы исследования.

В диссертационной работе для решения поставленных задач использова

лись:
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– аппарат теории методов Монте-Карло, математического анализа, тео

рии вероятностей

– алгоритм моделирования пуассоновского точечного поля

– алгоритм “двойной рандомизации”, “метод максимального сечения”, “ме

тод минимального пробега” для численного моделирования траекторий

квантов в случайной среде

– метод зависимых испытаний на основе распределительного способа ис

пользования псевдослучайных чисел

– язык программирования C++ для написания вычислительных про

грамм

– известный “прыгающий” мультипликативный датчик псевдослучайных

чисел с модулем 240 и множителем 517 в численных экспериментах

Положения, выносимые на защиту.

Построение многомерного мозаичного поля Пуассона, доказательство его

однородности и изотропности. Сравнительное исследование свойств базовых мо

заичных полей Пуассона и Вороного для различных значений корреляционной

длины. Построение реалистических моделей разорванных неотрицательных слу

чайных полей путём суммирования независимых реализаций базовых специаль

но сконструированных ограниченных мозаичных пуассоновских полей.

Специальные геометрические алгоритмы “метода максимального сечения”

для моделирования переноса излучения через мозаичные случайные среды.

Построение формул для параметров радиационной модели, эффективно

осреднённой относительно вероятности прохождения частицы через стохасти

ческий слой вещества.

Построение экспоненциальной асимптотической (по площади протяжён

ного нормированного детектора) формулы для корреляционной функции по

ля проходящей радиации, а также экспоненциальной (асимптотической по тол

щине слоя) формулы для осреднённой вероятности прохождения частицы.

Сравнительные численные оценки средних значений и дисперсий вероят

ности прохождения частицы через мозаичные и реалистические случайные сре

ды.

Вычисление значений параметров эффективно осреднённых радиацион

ных моделей для различных вариантов мозаичного поля Пуассона и соответ

ствующих значений осреднённой вероятности прохождения, а также их срав
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нение с “точными” значениями. Распространение, с использованием численных

оценок, этих результатов на реалистические модели случайных сред.

Результаты исследования дисперсии показания протяжённого нормиро

ванного детектора и оценка параметра экспоненциальной формулы для кор

реляционной функции поля проходящей радиации; проверка на этой основе со

ответствующей эргодической гипотезы.

Вычисление значений коэффициентов экспоненциальной (асимптотиче

ской по толщине слоя) формулы для осреднённой вероятности прохождения

частицы. Численное исследование зависимости осреднённой вероятности про

хождения 𝑃𝑡 от корреляционной длины 𝜌 и трудоёмкости моделирования для

базовых мозаичных случайных сред.

Оценка погрешности “перевыбора 𝜎” в методе двойной рандомизации, ко

торая возникает, если значение 𝜎 заново выбирается при повторном попадании

траектории кванта в элемент разбиения пространства.

Личный вклад.

Автор диссертации принимал активное участие в работах, отражённых во

всех совместных публикациях на равноправной основе, в анализе и оформлении

результатов в виде публикаций и научных докладов, разработал описанные в

работе новые алгоритмы, написал соответствующие вычислительные програм

мы и провёл численные эксперименты.

Структура и объём работы. Диссертация состоит из введения, 3 глав,

заключения и списка использованной литературы. Объем диссертационной ра

боты – 83 страницы, в том числе 7 рисунков и 14 таблиц. В списке литературы

содержится 35 наименований на русском и английском языках.

Краткое содержание работы.

Первая глава диссертации посвящена исследованию однородных изотроп

ных мозаичных случайных полей различных типов.

В пункте 1.1 построен и исследован ансамбль базовых гиперплоскостей,

на основе которого строится мозаичное поле Пуассона 𝜎(r;𝒫), и обоснованы его

однородность и изотропность.

В пункте 1.2 определена мера в параметрическом пространстве множества

гиперплоскостей, пересекающих заданный отрезок и на этой основе построен но

вый рекуррентный алгоритм моделирования 𝑘-мерного единичного изотропного

вектора.
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В пункте 1.3 построено мозаичное поле Пуассона и показано, что его кор

реляционная функция экспоненциальна.

В пункте 1.4 рассмотрено мозаичное поле Вороного и указаны некоторые

его фактически известные свойства.

В пункте 1.5 построены реалистические модели разорванных неотрица

тельных случайных полей с приближённо гауссовскими одномерными распре

делениями и заданной степенью заполненности пространства путём суммирова

ния независимых реализаций базовых специально сконструированных ограни

ченных мозаичных пуассоновских полей и изучены некоторые их свойства.

Вторая глава диссертации посвящена вопросам, связанными с переносом

излучения через стохастическую среду.

В пункте 2.1 указаны способы моделирования траекторий в случайной

среде и нахождения оценок соответствующих функционалов

В пункте 2.2 разработаны новые геометрические алгоритмы “метода мак

симального сечения” для моделирования траекторий в мозаичных случайных

средах.

В пункте 2.3 построены формулы для коэффициентов рассеяния и погло

щения эффективно осреднённых радиационных моделей.

В пункте 2.4 проведено исследование поля проходящей радиации: постро

ена оценка параметра экспоненциальной асимптотической (по площади протя

жённого нормированного детектора) формулы для соответствующей корреля

ционной функции; построены статистические оценки коэффициентов экспонен

циальной (асимптотической по толщине слоя) формулы для осреднённой веро

ятности прохождения частицы.

В пункте 2.5 найдены некоторые предельные соотношения для мозаичных

случайных полей при уменьшении параметра корреляционной длины до нуля

и доказана теорема о предельных значениях функционалов от потока частиц

для мозаичных случайных сред.

Третья глава диссертации посвящена вычислительным экспериментам.

В пункте 3.1 оценена вероятность прохождения, осреднённая по поверхно

сти источника, и её дисперсия.

В пункте 3.2 вычислены параметры осреднённых радиационных моделей

для различных вариантов мозаичного поля Пуассона и соответствующие зна

чения осреднённой вероятности прохождения; проведено их сравнение с “точ
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ными” значениями. Показано, что полученные результаты с помощью дополни

тельных расчётов можно распространить на реалистические модели случайных

сред.

В пункте 3.3 оценена дисперсия показания протяжённого нормированно

го детектора и вычислен параметр экспоненциальной оценки корреляционной

функции поля проходящей радиации; на этой основе проверена соответствую

щая эргодическая гипотеза.

В пункте 3.4 вычислены коэффициенты экспоненциальной (асимптотиче

ской по толщине слоя) формулы для осреднённой вероятности прохождения и

их дисперсии.

В пункте 3.5 для полей Вороного и Пуассона проведено численное сравне

ние корреляционных функций, изучена зависимость осреднённой вероятности

прохождения 𝑃𝑡 и трудоёмкости моделирования от корреляционной длины 𝜌.

В пункте 3.6 оценена погрешность “перевыбора 𝜎” в методе двойной рандо

мизации, которая возникает, если значение 𝜎 заново выбирается при повторном

попадании траектории кванта в элемент разбиения пространства.

Заключение содержит перечень основных результатов диссертационной

работы.

Достоверность полученных результатов.

В диссертационной работе использованы научные методы обоснования по

лученных результатов и выводов. Проведены теоретические исследования и со

ответствующие численные эксперименты. Полученные алгоритмы протестиро

ваны сравнительными расчётами и специальными способами тестирования вы

числительных программ. Проведена верификация построенных моделей.

Апробация результатов.

Результаты данной работы были апробированы на семинаре “Методы

Монте-Карло в вычислительной математике и математической физике” ИВ

МиМГ СО РАН и на конференциях:

– XLIX международная научная студенческая конференция «Студент

и научно-технический прогресс» (Россия, Новосибирск, 16–20 апреля,

2011 г.),

– международная конференция “Актуальные проблемы вычислительной

и прикладной математики 2014” (Россия, Новосибирск, 9–11 июня, 2014

г.),
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– международная молодежная школа и конференция по вычисли

тельно-информационным технологиям для наук об окружающей среде

“CITES-2015” (Россия, Томск, 20-30 июня 2015 г.),

– международная конференция “Актуальные проблемы вычислительной

и прикладной математики 2015” (Россия, Новосибирск, 19-23 октября

2015 г.).

По теме диссертации опубликовано 5 статей [27], [28], [2], [3], [29], они

опубликованы в журналах, включенных в перечень ВАК РФ.

Диссертационная работа выполнена при финансовой поддержке Програм

мы фундаментальных исследований Президиума РАН I.33, РФФИ (проекты

15-01-00894, 16-01-0530), гранта НШ-5111.2014.1.

Пользуясь случаем, автор выражает искреннюю благодарность своему на

учному руководителю чл.-корр. РАН Геннадию Алексеевичу Михайлову за по

стоянное внимание и руководство работой, а также Сергею Михайловичу При

гарину за ценные замечания.
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Глава 1. Мозаичные случайные поля

Далее будут рассмотрены две вычислительные “мозаичные” модели од

нородных изотропных случайных полей 𝜎(r), r ∈ R𝑘. Они строятся на основе

некоторого разбиения пространства на ячейки со случайным выбором в каждой

ячейке постоянного в ячейке значения поля, согласно некоторому распределе

нию (независимо от остальных ячеек) со средним значением E𝜎 и дисперси

ей D𝜎. Первая (основная) рассматриваемая модель - мозаичное поле Пуассона

𝜎(r;𝒫), основанная на пуассоновском ансамбле гиперплоскостей, вторая (вспо

могательная) модель - мозаичное поле Вороного 𝜎(r;𝒱), основанная на пуассо
новском точечном потоке в R𝑘.

1.1 Построение и исследование базового случайного поля

гиперплоскостей

Перейдём к построению и исследованию ансамбля базовых гиперплоско

стей Γ, на основе которого будет построено мозаичное поле Пуассона 𝜎(r;𝒫).

Каждая гиперплоскость полностью определяется единичным вектором

“внешней”, то есть направленной от начала координат 𝑂, нормали

n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘)

и расстоянием ℎ до 𝑂, то есть точкой (ℎ,n) параметрического пространства

𝑇 = R+ × 𝑆(𝑘),

где 𝑆(𝑘) - единичная сфера в R𝑘 с центром в начале координат. Отождествим

точки (ℎ,n) ∈ 𝑇 с “опорными” (для гиперплоскостей) точками ℎn ∈ R𝑘. Введем

также меру 𝜏 в параметрическом пространстве 𝑇 . Определим её как произведе

ние меры Лебега в R и меры Хаусдорфа ℋ𝑘−1 на 𝑆(𝑘) (“площадь” на сфере), то

есть

𝑑𝜏 = 𝑑ℎ𝑑ℋ(𝑘−1) = 𝑑ℎds.
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Рассмотрим пуассоновское точечное поле в пространстве 𝑇 с параметром

(интенсивностью) 𝜆𝑝. Отождествив каждую точку этого поля с гиперплоско

стью, как указано выше, получаем требуемое поле Γ случайных гиперплоско

стей.

Лемма 1. [27] Построенное случайное поле гиперплоскостей Γ однород

но и изотропно, то есть инвариантно относительно сдвигов, поворотов и

отражений.

Доказательство. Каждая гиперплоскость в пространстве 𝑇, связанным

с 𝑂, является также и гиперплоскостью в параметрическом пространстве 𝑇 ′,

связанным с любым другим началом координат 𝑂′.

Обозначим через 𝐵 замкнутый шар с центром 𝑂+𝑂′

2 и радиусом |𝑂−𝑂′|
2 .

Гиперплоскость ℎn относительно 𝑂 при сдвиге системы координат будет опре

деляться уже точкой ℎ′n′, где ℎ′− некоторое другое расстояние от 𝑂′, а n′ сов

падает с n или с -n. Если ℎn лежит во внутренности шара 𝐵, то точки 𝑂 и 𝑂′

окажутся по разные стороны от гиперплоскости и нормаль n′ поменяет знак, то

есть n′ = −n. Если же ℎn лежит вне шара 𝐵, то n′ = n. Действительно, через

три точки 𝑂,𝑂′, ℎn можно провести плоскость, пересечение которой с шаром

образует окружность с теми же центром и радиусом. Если ℎn лежит на окруж

ности, то, как известно из элементарной геометрии, векторы (𝑂, ℎn), (𝑂′, ℎn)

ортогональны. Это означает, что вектор (𝑂′, ℎn) лежит в гиперплоскости, опре

деляемой точкой ℎn, то есть эта плоскость проходит через𝑂′. Рассмотрим точку̃︀ℎn, лежащую на луче 𝑂 + ̃︀ℎn,̃︀ℎ > 0. Если ̃︀ℎ > ℎ, то расстояние от гиперплос

кости до 𝑂 увеличится, и точки 𝑂,𝑂′ не окажутся от неё по разные стороны, а

при 0 < ̃︀ℎ < ℎ - окажутся.

Теперь убедимся, что поле гиперплоскостей Γ в параметрическом про

странстве 𝑇 является также и пуассоновским полем в пространстве 𝑇 ′ с тем

же параметром. Для этого покажем, что мера любого борелевского множества

в пространстве 𝑇 остается неизменной при переходе в пространство 𝑇 ′.

Рассмотрим точки (ℎ𝑥,n), (ℎ𝑦,n) ∈ 𝑇 , лежащие на одном и том же луче,

исходящем из 𝑂. Это параллельные гиперплоскости, следовательно, при замене

координат имеем |ℎ𝑥 − ℎ𝑦| = |ℎ′𝑥 − ℎ′𝑦|.
Достаточно рассмотреть цилиндрические множества следующего вида:

𝐴 = [ℎ1,ℎ2] × 𝑣, где ℎ1, ℎ2 ≥ 0, 𝑣 - борелевское подмножество точек сферы

𝑆(𝑘), причем 𝐴 либо полностью лежит в шаре 𝐵, либо лежит вне его (по
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скольку граница шара имеет нулевую меру). Эти множества измеримы, причем

𝜏(𝐴) =
∫︀
𝐴

𝑑ℎds. Обозначим через 𝐴′ образ множества 𝐴, то есть

𝐴′ = {(ℎ′,n′) : n′ ∈ 𝑣′, ℎ′1(n
′) < ℎ′ < ℎ′2(n

′)}.

При этом, как указанно выше, либо 𝑣′ = 𝑣, либо 𝑣′ = −𝑣.
Справедливо равенство ∫︁

𝐴

𝑑ℎds =

∫︁
𝐴′

𝑑ℎ′ds′,

то есть мера любого рассматриваемого цилиндрического множества сохраняет

ся. Следовательно, пуассоновский поток гиперплоскостей относительно одного

начала координат является также пуассоновским потоком гиперплоскостей от

носительно другого начала координат с тем же параметром 𝜇, то есть поле Γ

однородно.

Очевидно, что Γ инвариантно относительно поворотов и отражений в на

чале координат 𝑂; с учетом однородности оно инвариантно относительно пово

ротов и отражений в любой другой точке, то есть изотропно.

Лемма 1 доказана. �

Следствие. Распределение пересечений отрезка длины 𝐿 с гиперплоско

стями поля Γ не зависит от дислокации отрезка.

Следует отметить, что это утверждение известно и приведено в [34]. Од

нако оно не достаточно для установления свойств однородности и изотропности

мозаичного поля Пуассона; эти свойства обеспечиваются доказанной здесь лем

мой 1.

Утверждение. [27] Для двумерного и трехмерного случаев лемму 1

можно также доказать, вычислив якобиан описанного выше отображения

Φ : 𝑇 → 𝑇 ′.

Доказательство. Рассмотрим Φ, как композицию трех отображений

Φ1,Φ2,Φ
−1
3 , где

Φ1 : 𝑇 → R𝑘 по правилу (ℎ,n) ↦→ ℎn;

Φ2 : R𝑘 → R𝑘 по правилу ℎn ↦→ ℎ′n′;

Φ3 : 𝑇
′ → R𝑘 по правилу (ℎ′,n′) ↦→ 𝑝′n′.
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Отображение Φ1 действует по формулам:

𝑥 = 𝑟 sin𝜓1 sin𝜓2, 𝑦 = 𝑟 sin𝜓1 cos𝜓2, 𝑧 = 𝑟 cos𝜓1.

Его якобиан имеет вид 𝒥1 = 𝑟2 sin(𝜓1). Аналогично для Φ3 : 𝒥3 =

(𝑟′)2 sin(𝜓′
1). Заметим, что sin(𝜓1) = sin(𝜓′

1).

Выпишем формулу перехода от ℎn = (𝑥,𝑦,𝑧) к ℎ′n′ = (𝑥′,𝑦′,𝑧′). Пусть

𝑂 = (0,0,0), 𝑂′ = (𝑎,𝑏,𝑐).

Тогда

(𝑥′,𝑦′,𝑧′) = Φ(𝑥,𝑦,𝑧) = (𝑓𝑥(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑓𝑦(𝑥,𝑦,𝑧), 𝑓𝑧(𝑥,𝑦,𝑧)) =

=
[(𝑥− 𝑎,𝑦 − 𝑏,𝑧 − 𝑐)(𝑥,𝑦,𝑧)](𝑥,𝑦,𝑧)

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
+ (𝑎,𝑏,𝑐).

На поверхности шара 𝐵 отображение Φ2 вырождается, но это множество

имеет нулевую меру Лебега.

Якобиан этого отображения найден с помощью программы Mathcad 13:

𝒥2 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎛⎜⎝

𝜕𝑓𝑥
𝜕𝑥

𝜕𝑓𝑥
𝜕𝑦

𝜕𝑓𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝑥

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝑦

𝜕𝑓𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝑥

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝑦

𝜕𝑓𝑧
𝜕𝑧

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = (𝑧4 − 2𝑧3𝑐− 2𝑥𝑎𝑧2 + 2𝑦2𝑧2 + 𝑧2𝑐2 + 2𝑥2𝑧2−

−2𝑦𝑏𝑧2 − 2𝑧𝑐𝑦2 + 2𝑧𝑐𝑥𝑎+ 2𝑧𝑦𝑏𝑐− 2𝑧𝑐𝑥2 + 𝑦2𝑏2 − 2𝑥3𝑎− 2𝑦3𝑏+ 2𝑥2𝑦2+

+2𝑥𝑎𝑦𝑏+ 𝑦4 + 𝑥4 − 2𝑥𝑎𝑦2 − 2𝑦𝑏𝑥2 + 𝑥2𝑎2)/(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)2.

Подстановка найденных выражений дает: 𝒥1𝒥2𝒥 −1
3 = 1.

Заметим, что в двумерном случае:

(𝑥′,𝑦′) = (𝑓𝑥(𝑥,𝑦), 𝑓𝑦(𝑥,𝑦)) =
[(𝑥− 𝑎,𝑦 − 𝑏)(𝑥,𝑦)](𝑥,𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
+ (𝑎,𝑏)

𝒥1𝒥2𝒥 −1
3 =

(︁
𝑥2 + 𝑦2

)︁1/2(︁𝑥2 − 𝑥𝑎+ 𝑦2 − 𝑦𝑏

𝑥2 + 𝑦2

)︁(︁
𝑓 2𝑥(𝑥,𝑦) + 𝑓 2𝑦 (𝑥,𝑦)

)︁−1/2

= 1.

Равенство якобианов единице подтверждает лемму 1 для 𝑘 = 2,3. �
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1.2 Исследование потока пересечений заданной прямой с

базовыми гиперплоскостями

Следующее утверждение фактически также приведено в [34]. Однако

здесь приводится его другое обоснование, которое позволило также далее сфор

мулировать новый алгоритм моделирования 𝑘-мерного единичного изотропного

вектора.

Лемма 2. [27] Множество гиперплоскостей, пересекающих произ

вольный отрезок длины 𝐿, имеет в параметрическом пространстве меру

𝑉𝑘−1(1)𝐿, где 𝑉𝑘−1(1) - объем (𝑘 − 1)-мерного единичного шара.

Доказательство. Согласно следствию из леммы 1 достаточно опреде

лить меру𝑚𝑒𝑠𝑀𝐿 множества𝑀𝐿 гиперплоскостей, которые пересекают отрезок

длины 𝐿 с координатами (0, . . . ,0), (0, . . . ,0,𝐿).

Гиперплоскость пересекает отрезок, если выполняются следующие усло

вия:

1) 𝑛𝑘 ≥ 0,

2) расстояние ℎ от начала координат до плоскости достаточно мало.

Найдем верхнюю границу указанного расстояния. Гиперплоскость можно

задавать уравнением :

𝐹 (r) = (n, r− ℎn) =
𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖(𝑟𝑖 − ℎ𝑛𝑖) = 0,

где r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑘) - произвольная точка из R𝑘.

Заметим, что 𝐹 (0) < 0, при ℎ > 0. Следовательно, пересечение с отрезком

будет иметь место, если 𝐹 (0,...,𝐿) ≥ 0, т.е. при 0 ≤ ℎ ≤ 𝑛𝑘𝐿.

Ясно, что

𝑚𝑒𝑠𝑀𝐿 =

∫︁
𝑀𝐿

𝑑ℎds =

∫︁
𝑆(𝑘)

ds

∫︁
R

𝜒𝑀𝐿
𝑑ℎ =

∫︁
𝑆
(𝑘)
+

𝑛𝑘𝐿ds,

где 𝑆(𝑘)
+ = 𝑆(𝑘) ∩ {𝑛𝑘 ≥ 0} - “верхняя” полусфера.
Для вычисления последнего поверхностного интеграла, воспользуемcя так

называемой формулой коплощади на многообразиях [25]:
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∫︁
𝑆
(𝑘)
+

𝑛𝑘ds =

∫︁
R

𝑑𝑠

∫︁
𝜙−1(𝑠)

𝑛𝑘(𝒥1(n,𝜙))
−1𝑑ℋ(𝑘−2). (1.1)

Здесь

𝜙(n) = 𝑛𝑘, 𝒥1(n,𝜙) =

√︁
𝑑𝑒𝑡𝒟𝜙(n)𝒟𝜙(n)

*
,

где ̃︁𝒟𝜙 : Tn𝑆
(𝑘)
+ → R

является сужением линейного отображения 𝒟𝜙 : R𝑘 → R (определяющего диф

ференциал 𝑑𝜙) на Tn𝑆
(𝑘)
+ - касательное пространство к полусфере в точке n

(или “1-форма” на полусфере). Отображение ̃︁𝒟𝜙 определяется (𝑘−1) - мерным

вектором, следовательно 𝒟𝜙(n)𝒟𝜙(n)
*
- это обычное скалярное произведение

векторов, то есть здесь

𝒥1(n,𝜙) =

√︁
𝒟𝜙(n)𝒟𝜙(n)

*
.

Введем систему координат на сфере 𝑆(𝑘):

𝑛1 = sin𝜓1 sin𝜓2 . . . sin𝜓𝑘−2 sin𝜓𝑘−1,

𝑛2 = sin𝜓1 sin𝜓2 . . . sin𝜓𝑘−2 cos𝜓𝑘−1,

. . .

𝑛𝑘−𝑖+1 = sin𝜓1 sin𝜓2 . . . sin𝜓𝑖−1 cos𝜓𝑖

. . .

𝑛𝑘−1 = sin𝜓1 cos𝜓2,

𝑛𝑘 = cos𝜓1,

где 𝜓1, . . . , 𝜓𝑘−2 принимают значения из [0, 𝜋], а 𝜓𝑘−1 из [0, 2𝜋].

Отображение ̃︁𝒟𝜙 в касательном пространстве определяется своим дей

ствием на базис этого пространства. Покажем, что набор векторов { 𝜕n
𝜕𝜓𝑘

} яв

ляется базисом, для этого покажем его ортогональность, т.е. 𝜕n
𝜕𝜓𝑖

𝜕n
𝜕𝜓𝑗

= 0 при

𝑖 ̸= 𝑗. Докажем это для 1 < 𝑖, 𝑗 < 𝑘 − 1 (для остальных случаев аналогично).
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Определим 𝜕n
𝜕𝜓𝑖

:

𝜕𝑛1
𝜕𝜓𝑖

= sin𝜓1 . . . sin𝜓𝑖−1 cos𝜓𝑖 sin𝜓𝑖+1 . . . sin𝜓𝑘−2 sin𝜓𝑘−1,

𝜕𝑛2
𝜕𝜓𝑖

= sin𝜓1 . . . sin𝜓𝑖−1 cos𝜓𝑖 sin𝜓𝑖+1 . . . sin𝜓𝑘−2 cos𝜓𝑘−1,

. . .

𝜕𝑛𝑘−𝑖
𝜕𝜓𝑖

= sin𝜓1 . . . sin𝜓𝑖−1 cos𝜓𝑖 cos𝜓𝑖+1,

𝜕𝑛𝑘−𝑖+1

𝜕𝜓𝑖
= sin𝜓1 . . . sin𝜓𝑖−1(− sin𝜓𝑖),

𝜕𝑛𝑘−𝑖+2

𝜕𝜓𝑖
= 0,

. . .

𝜕𝑛𝑘
𝜕𝜓𝑖

= 0,

Пусть 𝑖 < 𝑗, тогда:

𝜕n

𝜕𝜓𝑖

𝜕n

𝜕𝜓𝑗
= sin2 𝜓1 . . . sin

2 𝜓𝑖−1 sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖 sin
2 𝜓𝑖+1 . . . sin

2 𝜓𝑗−1 sin𝜓𝑗 cos𝜓𝑗·

· sin2 𝜓𝑗+1 . . . sin
2 𝜓𝑘 + sin2 𝜓1 . . . sin

2 𝜓𝑖−1 sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖 sin
2 𝜓𝑖+1 . . . sin

2 𝜓𝑗−1 sin𝜓𝑗·
· cos𝜓𝑗 sin2 𝜓𝑗+1 . . . sin

2 𝜓𝑘−1 cos
2 𝜓𝑘 + . . .+ sin2 𝜓1 . . . sin

2 𝜓𝑖−1 sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖·
· sin2 𝜓𝑖+1 . . . sin

2 𝜓𝑗−1 sin𝜓𝑗 cos𝜓𝑗 cos
2 𝜓𝑗+1 + sin2 𝜓1 . . . sin

2 𝜓𝑖−1·
· sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖 sin2 𝜓𝑖+1 . . . sin

2 𝜓𝑗−1 cos𝜓𝑗(− sin𝜓𝑗) =

= sin2 𝜓1 . . . sin
2 𝜓𝑖−1 sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖 sin

2 𝜓𝑖+1 . . . sin
2 𝜓𝑗−1 sin𝜓𝑗 cos𝜓𝑗+

+sin2 𝜓1 . . . sin
2 𝜓𝑖−1 sin𝜓𝑖 cos𝜓𝑖 sin

2 𝜓𝑖+1 . . . sin
2 𝜓𝑗−1 cos𝜓𝑗(− sin𝜓𝑗) = 0

Таким образом

(̃︁𝒟𝜙)𝑘 = 𝒟𝜙 𝜕n
𝜕𝜓𝑘

= (0, 0, . . . , 1)(
𝜕𝑛1
𝜕𝜓𝑘

, . . . ,
𝜕𝑛𝑘
𝜕𝜓𝑘

)𝑇 =
𝜕𝑛𝑘
𝜕𝜓𝑘

,

𝜕𝑛𝑘
𝜕𝜓1

= − sin𝜓1,
𝜕𝑛𝑘
𝜕𝜓𝑘

= 0, при 𝑘 = 2, . . . , 𝑘 − 1.
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Следовательно ̃︁𝒟𝜙 определяется вектором (− sin𝜓1, 0, . . . , 0). Отсюда по

лучаем

𝒥1(n, 𝑛𝑘) = sin𝜓1 =
√︁

1− 𝑛2𝑘.

Обозначим через 𝑆𝑘−1 площадь поверхности единичной сферы в R𝑘−1, то

есть

𝑆𝑘−1 =

∫︁
𝑆(𝑘−1)

𝑑ℋ𝑘−1.

Тогда∫︁
𝑆(𝑘),𝑛𝑘≥0

𝑛𝑘ds =

∫︁ 1

0

𝑠𝑑𝑠

∫︁
𝜙−1(𝑠)

1√
1− 𝑠2

𝑑ℋ(𝑘−2) = 𝑆𝑘−1

∫︁ 1

0

𝑠

(1− 𝑠2)1/2
(1− 𝑠2)

𝑘−2
2 𝑑𝑠 =

= −𝑆𝑘−1
(1− 𝑠2)

𝑘−1
2

𝑘 − 1

⃒⃒⃒1
0
=

𝑆𝑘−1

𝑘 − 1
= 𝑉𝑘−1(1).

В результате получаем: 𝑚𝑒𝑠𝑀𝐿 = 𝐿𝑉𝑛−1(1).

Лемма 2 доказана. �

Отметим, что в трехмерном случае выражение (1.1) представляет собой

стандартный поверхностный интеграл, который элементарно приводится к ви

ду:

2𝜋

1∫︁
0

𝑟𝑑𝑟 = 𝜋 = 𝑉2(1).

Способ доказательства леммы 2 позволяет также построить рекуррентный

алгоритм моделирования 𝑘-мерного единичного изотропного вектора

n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑘),
𝑘∑︁
1

𝑛2𝑖 = 1.

Для построения реализации вектора n достаточно реализовать координа

ту 𝑛𝑘, а остальные затем реализовывать как равномерно распределенную точку

на сфере размерности 𝑘 − 1 радиуса
√︀

1− 𝑛2𝑘.
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Используя формулу коплощади найдем функцию распределения 𝑛𝑘 :

F𝑘(𝑡) = P(𝑛𝑘 < 𝑡) =

∫︁
𝑆(𝑘),−1≤𝑛𝑘≤𝑡

1

𝑆𝑘
ds =

𝑆𝑘−1

𝑆𝑘

∫︁ 𝑡

−1

(1− 𝑠2)
𝑘−3
2 𝑑𝑠 =

=
𝑆𝑘−1

𝑆𝑘

arcsin(𝑡)∫︁
−𝜋

2

cos𝑘−2(𝜃)𝑑𝜃.

Случайное значение 𝑛𝑘 реализуется по формуле

𝑛𝑘 = F−1
𝑘 (𝛼),

где 𝛼 − стандартное случайное число, равномерно распределенное в (0,1)

(см, например [18]); следовательно требуется достаточно точное табулирование

функции F−1
𝑘 (𝑦), 0 < 𝑦 < 1. Соответствующий рекуррентный алгоритм может

быть целесообразным, если необходимы не все компоненты изотропного век

тора, а только некоторые, например, 𝑘-я. В этих случаях данный алгоритм,

по-видимому, существенно эффективнее стандартного алгоритма, вытекающе

го из того известного факта, что вектор из независимых гауссовских 𝑁(0,1)

величин изотропен. Для простоты сравнения алгоритмов рассмотрим вариант

𝑘 = 2𝑚. Стандартный алгоритм определяется формулами:

𝑛2𝑘−1 =
√︁
− ln𝛼′

𝑘 cos(2𝜋𝛼
′′
𝑘), 𝑛2𝑘 =

√︁
− ln𝛼′

𝑘 sin(2𝜋𝛼
′′
𝑘), 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

Трудоемкость стандартного алгоритма в основном определяется реализа

цией: 𝑘 раз значения 𝛼; 𝑘 раз вычисления значения функций cos или sin; 𝑘
2

раз вычисления значения функции
√
− ln; 𝑘 раз деления (для нормировки).

Сформулированный рекуррентный алгоритм определяется реализацией: 𝑘 раз

значения 𝛼; 𝑘 − 2 раза табличной функции ℱ−1
𝑖 ; 𝑘 − 1 раз вычисления корня;

один раз вычисления значения функции sin и cos.

Следовательно, если реализация ℱ−1
𝑖 имеет такую же сложность как sin,

то рекуррентный алгоритм несколько экономичнее стандартного.
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1.3 Построение кусочно-постоянной случайной функции с

экспоненциальной корреляцией

Особую роль в прикладных исследованиях играет величина

𝜌 =

∞∫︁
0

𝐾(𝑟)𝑑𝑟,

где 𝐾(𝑟) - нормированная корреляционная функция, определяемая по формуле

𝐾(𝑟) =
1

D𝜎

(︀
E[𝜎(r)𝜎(r′)]− (E𝜎)2

)︀
, 𝑟 = |r′ − r|.

Величину 𝜌 иногда называют “корреляционной длиной” в связи с тем, что

для простейшей “ступенчатой” аппроксимации 𝐾(𝑟) ≈ 𝐾ℎ(𝑟) = 𝜒(0,ℎ) выпол

няется равенство 𝜌 = ℎ; здесь 𝜒(𝑎,𝑏) - индикатор интервала (𝑎,𝑏).

В случае изотропного поля величину 𝜌 называют также радиусом корре

ляции. Для неизотропного однородного поля 𝜌 зависит от направления вектора

r − r′. Соответствующее осреднение даёт возможность приближённого распро

странения результатов настоящей работы на слабо неизотропные поля.

Для мозаичных случайных полей с независимыми значениями поля в ячей

ках, если через 𝐴𝑟 обозначить событие, состоящее в том, что точки r и r′ нахо

дятся в одной ячейке, где 𝑟 - расстояние между точками, то

E[𝜎(r)𝜎(r′)] = E[𝜎(r)𝜎(r′)|𝐴𝑟]P(𝐴𝑟) + E[𝜎(r)𝜎(r′)|𝐴𝑟]P(𝐴𝑟) =

= E𝜎2P(𝐴𝑟) + (E𝜎)2(1− P(𝐴𝑟)) = D𝜎P(𝐴𝑟) + (E𝜎)2

и, следовательно, 𝐾(𝑟) = P(𝐴𝑟).

Теперь определим мозаичное поле Пуассона 𝜎(r;𝒫), r ∈ R𝑘, следующим

образом: в каждой из подобластей, образованными пересечениями гиперплоско

стей, поле имеет случайное значение c некоторым заданным распределением,

независимо для каждой подобласти. Ясно, что каждая подобласть будет полно

стью определяться набором

(𝛾1, . . . , 𝛾𝑛, . . . ), 𝛾𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛
(︁
𝐹𝑛(r)

)︁
, (1.2)
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где 𝐹𝑛−уравнение соответствующей гиперплоскости, а r−произвольная точка

подобласти.

Как уже было показано, мера множества гиперплоскостей 𝑀 , пересекаю

щих заданный отрезок L длины 𝐿, равна 𝜇𝐿, где 𝜇 = 𝑉𝑘−1(1). Следовательно,

случайное число этих пересечений имеет пуассоновское распределение с пара

метром 𝜆𝑝𝜇𝐿; в частности вероятность того, что ни одна гиперплоскость не

пересечет L равна 𝑒−𝜆𝑝𝜇𝐿. Кроме того, если L1, L2 - два непересекающихся сег

мента одной прямой, то соответствующие множества гиперплоскостей𝑀1 и𝑀2

также не пересекаются в параметрическом пространстве 𝑇 , так как прямая и

гиперплоскость могут пересечься лишь в одной точке. Следовательно, число

гиперплоскостей пересекающих L1, не зависит от числа гиперплоскостей пере

секающих L2. Таким образом, пересечения заданной прямой с полем гиперплос

костей образуют пуассоновский поток на прямой с параметром 𝜆𝑝𝜇. Отсюда

𝑃 (𝐴𝑟) = 𝐾(𝑟) = 𝑒−𝜆𝑝𝜇𝑟,

то есть корреляционная функция является экспоненциальной и 𝜌𝑝 = 1/(𝜆𝑝𝜇).

Следовательно, с учетом лемм 1,2 справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. [27] Построенное поле 𝜎(r;𝒫), r ∈ R𝑘, является однородным

и изотропным с экспоненциальной корреляционной функцией 𝐾(𝑟) = 𝑒−𝜆𝑝𝜇𝑟.

1.4 Мозаичное поле Вороного

В качестве альтернативы полю Пуассона рассмотрим мозаичное поле Во

роного 𝜎(r;𝒱). Оно строится на основе пуассоновского точечного потока интен
сивности 𝜆𝑣, который определяет разбиение пространства на ячейки, каждая из

которых является множеством точек наиболее близких к одной из точек пото

ка (диаграмма Вороного). Реализации мозаичных полей Вороного и Пуассона

в трёхмерном пространстве приведены на рис. 1.1.

Геометрические свойства таких разбиений для обеих моделей детально

изучены в [34], [35], [32]. Отметим, что для обеих моделей ячейки (элементы

разбиения) являются выпуклыми многогранниками.
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а) б)

Рисунок 1.1 — Реализации мозаичного поля Вороного (а) и мозаичного поля

Пуассона (б) в трёхмерном пространстве. Размер 20× 40× 40, 𝜌 = 3.6.

В работе [32] для мозаичного поля Вороного аналитически найдена веро

ятность:

P(𝐴𝑟) = 𝜆

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑉 (𝑅,𝑢)𝑟36𝜋 sin(𝑢)𝑅2𝑑𝑅𝑑𝑢,

где 𝑉 (𝑅,𝑢) - объём объединения двух шаров с центрами на расстоянии 1 с ради

усами 𝑅 и
√︀
𝑅2 + 1− 2𝑅 cos(𝑢). С помощью этой формулы в [32] фактически

получено соотношение∫︁ ∞

0

P(𝐴𝑟)𝑑𝑟 = 𝜆−1/3
𝑣 4𝜋Γ(4/3)

∫︁ 𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑉 (𝑅,𝑢)−4/3 sin(𝑢)𝑅2𝑑𝑅𝑑𝑢 = 0.459𝜆−1/3
𝑣 .

Таким образом для этого поля

𝜌𝑣 ≈ 0.459𝜆−1/3
𝑣 .

Хотя корреляционная функция 𝐾(𝑟) = P(𝐴𝑟) для мозаичного поля Воро

ного не является экспоненциальной функцией [32], однако расчёты показали,

что она близка к ней (см. далее пункт 3.5).
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1.5 Построение реалистических моделей неотрицательных

разорванных случайных полей

В качестве базового далее рассматривается мозаичное случайное поле

Пуассона 𝜎(r;𝒫), r ∈ R𝑘,

Настоящая работа ориентирована в основном на моделирование плотности

случайных сред, поэтому предполагается, что 𝜎(r) ≥ 0. Если P(𝜎 = 0) = 𝑝0 > 0,

то средний относительный объём “пустой” части пространства (степень “разо

рванности”) для поля 𝜎(r) равен 𝑝0. Однако использование поля 𝜎(r) для ре

шения практических задач затруднено тем, что его реализации постоянны в

элементах разбиения пространства, средний диаметр 𝐷(𝜎) которых близок к

корреляционной длине 𝜌 [34], [27].

Для преодоления этого недостатка в [27], по аналогии с [15], было предло

жено для случая безгранично делимого распределения 𝜎 использовать следую

щую модификацию поля:

𝜎𝑛(r) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎
(𝑛)
𝑖 (r),

причём пуассоновские поля {𝜎(𝑛)𝑖 (r)} независимы и случайная величина 𝜎𝑛 рас

пределена так же, как 𝜎. В частности,

E𝜎(𝑛)(r) =
E𝜎

𝑛
, D𝜎(𝑛)(r) =

D𝜎

𝑛
.

Для соответствующих характеристических функций выполняется соотно

шение

𝜑𝑛(𝑢) = 𝜑𝑛𝑛(𝑢),

а для корреляционных функций - соотношение

𝐾(𝑟;𝜎𝑛) = 𝐾(𝑟;𝜎) = 𝑒−𝜋𝜆𝑟,
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так как

𝐾(𝑟;𝜎𝑛) =
1

D𝜎𝑛

(︀
E𝜎𝑛(r)𝜎𝑛(r

′)− (E𝜎𝑛)
2
)︀
=

=
1∑︀𝑛

𝑖=1D𝜎
(𝑛)
𝑖

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

E𝜎
(𝑛)
𝑖 (r)𝜎

(𝑛)
𝑖 (r′) +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1;�̸�=𝑗

E𝜎
(𝑛)
𝑖 (r)𝜎

(𝑛)
𝑗 (r′)− (

𝑛∑︁
𝑖=1

E𝜎
(𝑛)
𝑖 )2

⎞⎠ =

=
1∑︀𝑛

𝑖=1 𝑛
−1D𝜎

·

·

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

(D𝜎
(𝑛)
𝑖 P(𝐴) + (E𝜎

(𝑛)
𝑖 )2) + (𝑛2 − 𝑛)𝑛−1(E𝜎)2 − (

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛−1E𝜎)2

)︃
=

=
1

D𝜎

(︀
D𝜎P(𝐴) + (E𝜎)2 − (E𝜎)2

)︀
=

1

D𝜎

(︀
E𝜎(r)𝜎(r′)− (E𝜎)2

)︀
= 𝐾(𝑟;𝜎).

Естественной моделью для одномерного распределения 𝜎(r) является без

гранично делимое гамма-распределение с плотностью

𝐶𝑢𝜈−1𝑒𝑥𝑝(−𝜆𝑢), 𝑢 > 0,

которое при достаточно большом значении параметра 𝜈 близко к нормальному.

Реализации функции 𝜎𝑛(r) являются более реалистическими по сравне

нию с 𝜎(r), так как 𝜎𝑛(r) принимает постоянные значения в меньших областях

и эти значения зависимы.

Заметим, что при использовании моделей случайных сред типа 𝜎𝑛(r) в

теории переноса излучения, с целью получения результатов, практически со

ответствующих 𝑛 = ∞, достаточно выбирать такое значение 𝑛, для которого

средний диаметр 𝐷(𝜎) элемента разбиения пространства объединённым ансам

блем плоскостей существенно меньше средней длины свободного пробега.

Однако здесь при использовании стандартных безгранично делимых рас

пределений невозможно воспроизвести заданное значение степени разорванно

сти и случайная величина 𝜎(𝑛)(r) не ограничена. Это, в частности, существенно

затрудняет моделирование случайных траекторий квантов излучения в среде

с “коэффициентом ослабления” 𝜎(𝑛)(r) [2]. Численные эксперименты с гамма

распределённой величиной 𝜎(𝑛)(r) показали также некоторую нереалистичность

соответствующих изображений, в которых сохраняются отдельные большие зна

чения 𝜎(𝑛)(r) при 𝑛→ ∞ [20].
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В связи с вышесказанным в работе [29] разработано представление вида

𝜎𝑛 со следующими свойствами

E𝜎(𝑛)(r) =
𝑚

𝑛
, D𝜎(𝑛)(r) =

𝑑

𝑛
, 0 < 𝜎(𝑛)(r) ≤ 𝑎(𝑛) < +∞. (1.3)

При этом

E𝜎𝑛(r) = 𝑚 = E𝜎, D𝜎𝑛(r) = 𝑑 = D𝜎

и, вследствие суммирования в (1.3), можно надеяться на реалистичность услов

ного одномерного распределения 𝜎𝑛(r) при условии 𝜎𝑛(r) > 0, т.е. в заполненной

части пространства. Свойства (1.3), в частности, позволяют применить алго

ритм моделирования случайного пробега кванта, состоящий в том, что пробег

моделируется независимо для каждого из слагаемых 𝜎
(𝑛)
𝑖 (r) “методом макси

мального сечения” [18] (см. далее в 2.1) и затем выбирается пробег минимальной

длины.

Ясно, что свойства (1.3) требуют сосредоточения распределения 𝜎(𝑛) в ма

лой окрестности нуля. Поэтому здесь целесообразно рассмотреть распределения

с “атомом” в нуле, т.е.

P(𝜎(𝑛) = 0) = 𝑝
(𝑛)
0 > 0,

и некоторой плотностью

𝑓 (𝑛)(𝑢) ≡ 𝑓 (𝑛)(𝑢|𝜎 > 0)

условного распределения 𝜎(𝑛) в заполненной части пространства. Поэтому це

лесообразно использовать плотность

𝑓
(𝑛)
𝛽 (𝑢) = 𝐶𝜈𝑢

𝜈−1(𝑎
(𝑛)
𝛽 − 𝑢)𝜈−1

симметричного “бета”-распределения и, в качестве альтернативы, степенную

плотность

𝑓 (𝑛)𝑝 (𝑢) = 𝐶𝜈𝑢
𝜈−1, 0 < 𝑢 < 𝑎(𝑛)𝑝 .

Нетрудно объединить эти варианты 𝑓 (𝑛) в рамках общей “бета”-плотности,

однако это несколько затрудняет формулировку получаемых далее результатов.
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Из формул (1.3) и соотношения

𝑝0 = P(𝜎∞ = 0) = lim
𝑛→∞

(𝑝
(𝑛)
0 )𝑛

получаем следующие выражения для первого и второго вариантов плотности

𝑓 (𝑛)(𝑢) соответственно:

1− 𝑝
(𝑛)
0,𝛽 = 2(𝜈+1)

(2𝜈+1)(1+ 𝑑𝑛
𝑚2 )
, 𝑎

(𝑛)
𝛽 = 2𝜈+1

𝜈+1 (
𝑚
𝑛 + 𝑑

𝑚),

𝑝0,𝛽 = 𝑒𝑥𝑝
(︁
−2𝑚2(𝜈+1)

𝑑(2𝜈+1)

)︁
, 𝑚2

𝑑 < | ln(𝑝0,𝛽)| < 2𝑚
2

𝑑 ,

1− 𝑝
(𝑛)
0,𝑝 =

(𝜈+1)2

𝜈(𝜈+2)(1+ 𝑑𝑛
𝑚2 )
, 𝑎

(𝑛)
𝑝 = 𝜈+2

𝜈+1(
𝑚
𝑛 + 𝑑

𝑚),

𝑝0,𝑝 = 𝑒𝑥𝑝
(︁
−𝑚2(𝜈+1)2

𝑑𝜈(𝜈+2)

)︁
, 𝑚2

𝑑 < | ln(𝑝0,𝑝)|.

(1.4)

По аналогии с [15] можно также определить предельные конечномерные

распределения поля 𝜎𝑛(r) через пределы соответствующих характеристических

функций. Справедливо выражение:

𝜑𝑛(𝑟;𝑢) = E𝑒𝑖𝜎𝑛𝑛 = 𝑝
(𝑛)
0 + (1− 𝑝

(𝑛)
0 )𝜑(𝑛)(𝑢) = 1− (1− 𝑝

(𝑛)
0 )(1− 𝜑(𝑛)(𝑢)), (1.5)

где 𝜑(𝑛)(𝑢) - характеристическая функция, соответствующая плотности 𝑓 (𝑛)(𝑢).

Характеристическая функция Θ(r;𝑢) предельного одномерного распределения

определяется соотношением

Θ(r;𝑢) = lim
𝑛→∞

𝜑𝑛𝑛(r;𝑢).

Отсюда, используя формулы (1.4), (1.5), получаем для вариантов с 𝑓 (𝑛)𝛽 (𝑢)

и 𝑓 (𝑛)𝑝 (𝑢) соответственно:

Θ𝛽(𝑢) = 𝑒𝑥𝑝

{︂(︂
−2(𝜈 + 1)

2𝜈 + 1

)︂
𝑚2

𝑑
(1− 𝜑𝛽(𝑢))

}︂
,

Θ𝑝(𝑢) = 𝑒𝑥𝑝

{︂(︂
−(𝜈 + 1)2

𝜈 + 2

)︂
𝑚2

𝑑
(1− 𝜑𝑝(𝑢))

}︂
,
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где Θ𝛽(𝑢), Θ𝑝(𝑢) - характеристические функции для плотностей 𝑓𝛽(𝑢), 𝑓𝑝(𝑢) в

предельных интервалах (0,𝑎) с границами

𝑎𝛽 =
𝑑

𝑚

2𝜈 + 1

𝜈 + 1
, 𝑎𝑝 =

𝑑

𝑚

𝜈 + 2

𝜈 + 1
.

Можно показать, что такое предельное распределение безгранично дели

мо, однако соответствующая случайная величина 𝜎(𝑛) не ограничена и её моде

лирование весьма затруднительно.

Предельные характеристические функции для многоточечных распреде

лений можно получить, пользуясь свойствами пуассоновского поля 𝜎(𝑛)(r) по

аналогии с [15]. В частности, характеристическая функция для предельного

двухточечного распределения выражается формулой

Θ(r1, r2;𝑢1, 𝑢2) = [Θ(r;𝑢1 + 𝑢2)]
P(𝐴𝑟)[Θ(r;𝑢1) + Θ(r;𝑢2)]

1−P(𝐴𝑟), 𝑟 = |r1 − r2|

причём здесь

P(𝐴𝑟) = 𝑒−𝜋𝜆𝑟.

Согласованность получаемых таким образом распределений имеет место

[15].

Рассматривая поле 𝜎𝑛(r) в ограниченной области 𝐺 ⊂ R3, имеем:

𝜎𝑛 ∈ 𝐿𝑝(𝐺), E𝜎2𝑛 = 𝑑2 +𝑚2.

Соответственно сказанному выше частные распределения поля 𝜎𝑛(r) сла

бо сходятся к частным распределениям некоторого поля 𝜎(r). Таким образом

выполнены условия теоремы из [7] о слабой сходимости случайных полей в мет

рике 𝐿𝑝(𝐺) и тем самым справедливо следующее утверждение

Теорема 2. [7] Случайные поля

𝜎𝑛(r) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜎
(𝑛)
𝑖 (r), 𝑟 ∈ 𝐺 ⊂ R3,

слабо сходятся в метрике 𝐿𝑝(𝐺) к полю 𝜎(r), согласованные конечномер

ные распределения которого определяются свойствами пуассоновского поля

𝜎(𝑛)(r).
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Введём обозначения:

𝑚𝑐 = E(𝜎|𝜎 > 0), 𝑑𝑐 = D(𝜎|𝜎 > 0).

Проведя ряд выкладок на основе соотношений

𝑚 = (1− 𝑝0)𝑚𝑐, 𝑑 = 𝑝0(1− 𝑝0)𝑚
2
𝑐 + (1− 𝑝0)𝑑𝑐

и (1.4), для “бета”-распределения величины 𝜎(𝑛) получаем

𝜈 =
1

2

2𝑚
2

𝑑 − | ln(𝑝0)|
| ln(𝑝0)| − 𝑚2

𝑑

> 0.

Аналогичным образом для степенного распределения 𝜎(𝑛) получается со

отношение

𝜈 = −1 +

√︃
𝑑| ln(𝑝0)|

𝑑| ln(𝑝0)| −𝑚2
> 0.

Рассмотрим теперь вопрос об определении плотности 𝑓(𝑥) предельного

одномерного условного распределения 𝜎 в заполненной части пространства, т.е.

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑢|𝜎𝑛 > 0).

Справедливо представление:

𝑓𝑛(𝑢) = 𝑓𝑛(𝑢|𝜎𝑛 > 0) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝
(𝑛)
0,𝑖 (𝑓

(𝑛))*𝑖(𝑢), (1.6)

где

𝑝
(𝑛)
0,𝑖 = (𝑝(𝑛))𝑛−𝑖(1− 𝑝(𝑛))𝑖𝐶 𝑖

𝑛,
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝
(𝑛)
0,𝑖 = 1, (𝑓 (𝑛))*𝑖 = (𝑓 (𝑛))*(𝑖−1) * 𝑓 (𝑛),

символ “*” обозначает операцию свёртки. Перейдя в (1.6) к пределу при 𝑛→ ∞,

получаем равенство:

𝑓(𝑢) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑝0,𝑖(𝑓
(∞))*𝑖(𝑢), (1.7)
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причём

𝑝0,𝑖 =
𝐿𝑖

𝑖!
𝑒−𝐿,

где

𝐿 = lim
𝑛→∞

𝑛(1− 𝑝(𝑛)) = − ln(𝑝0),

а (𝑓 (∞))*𝑖(𝑢) строится так же, как (𝑓 (𝑛))*𝑖(𝑢) с заменой 𝑎𝑛 на 𝑎 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛. Нетруд

но видеть, что
∞∑︁
𝑖=0

𝑝0,𝑖 = 1, то есть
∫︁ ∞

0

𝑓(𝑢)𝑑𝑢 = 1.

Расчёты были проведены для следующих двух вариантов параметров

𝑉1 : 𝑚 = 1, 𝑑 = 0.16, 𝑝0 = 0.00055; 𝑉2 : 𝑚 = 1, 𝑑 = 1, 𝑝0 = 0.301,

причём для каждого из вариантов были использованы обе из рассмотренных

выше элементарных плотностей: 𝑓 (𝑛)𝛽 (𝑢) и 𝑓 (𝑛)𝑝 (𝑢). Соответствующие варианты

расчёта обозначим через

Σ1 = (𝑉1, 𝛽), (𝑉1, 𝑝), Σ2 = (𝑉2, 𝛽), (𝑉2, 𝑝).

Формулы (1.4) дают:

𝜈(𝑉1, 𝛽) = 𝜈(𝑉2, 𝛽) = 2, 𝜈(𝑉1, 𝑝) = 𝜈(𝑉2, 𝑝) = 1.449.

Нетрудно показать, что для этих вариантов выполняется неравенство

(𝑓 (𝑛))*𝑖 < 𝐶 <∞,

то есть использованный предельный переход в (1.6) допустим.

Такой выбор параметров связан с тем, что в [28] представлены результаты

тестовых расчётов переноса излучения для пуассоновского поля 𝜎(r) с 𝜌 = 3.6

и бернуллиевским одномерным распределением:

P(𝜎 = 0.6) = P(𝜎 = 1.4) = 0.5,

для которого 𝑚 = 1 и 𝑑 = 0.16. Сравнение результатов этих расчётов с ре

зультатами для поля Σ1, приведёнными далее, позволяет проверить гипотезу
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об определяющем влиянии значении параметров 𝜌,𝑚, 𝑑, 𝑝0 на перенос излуче

ния. Дополнительные вычисления с 𝑛 = 1000 показали, что характеристики

полей Σ1,Σ2 и соответствующие значения вероятности 𝑃𝑡 практически близки

к предельным.

На рис. 1.2 представлены гистограммы 𝑓𝜎 условных плотностей 𝑓𝜎(𝑢|𝜎 >
0) для полей Σ1 и Σ2, а также графики соответствующих условных гауссовских

плотностей 𝑓𝑔 и гамма-плотностей 𝑓𝛾 с теми же значениями первого и второго

моментов �̂�, 𝑑. Параметры гамма-плотности

𝑓𝛾(𝑥) = 𝑐𝑥𝜈−1𝑒𝜆𝑥

определяются формулами

𝜈 = �̂�2/𝑑, 𝜆 = �̂�/𝑑.

Из рис. 1.2 видно, что плотности являются вполне реалистическими. На

рис. 1.3 даны плоские сечения реализаций полей Σ1 и Σ2, которые существенно

различаются, т.к. вероятность 𝑝0 для Σ1 равна 0.00055, а для Σ2 - 0.301. До

полнительные расчёты показали, что представленные на рис. 1.2 графики при

переходе от 𝑛 = 50 к 𝑛 = 1000 практически не изменяются.

Таким образом, поле Σ при некоторых значениях параметров может быть

подходящей для решения задач теории переноса излучения моделью разорван

ной облачности, дополняя таким образом серию моделей из [10]. Наряду с реа

листичностью для задач переноса излучения поле Σ характерно тем, что позво

ляет точно фиксировать значение корреляционной длины 𝜌, а также “степень

заполненности” пространства (балл облачности), которая совпадает с 𝑝0.

Для полученной оценки плотности 𝑓 вычислялось её “информационное

расхождение”[33]:

𝐼𝛾 = −
∫︁ ∞

0

𝑓𝛾(𝑢) ln(𝑓(𝑢)/𝑓𝛾(𝑢))𝑑𝑢

по отношению к плотности

𝑓𝛾(𝑢) = 𝐶𝛾𝑢
𝛼−1𝑒−𝑞𝑢
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а) б)

Рисунок 1.2 — Гистограммы 𝑓𝜎 и графики 𝑓𝑔, 𝑓𝛾 для а) 𝑑 = 0.16, б) 𝑑 = 1.0.

гамма распределения со средним 𝑚𝑐 и дисперсией 𝑑𝑐; при этом параметры опре

деляются формулами:

𝛼 =
𝑚2

𝑑
, 𝑞 =

𝑚

𝑑
.

Формула (1.7) с числом слагаемых 20 дала оценки:

𝐼𝛾(𝑉1, 𝛽) = 0.014, 𝐼𝛾(𝑉1, 𝑝) = 0.014, 𝐼𝛾(𝑉2, 𝛽) = 0.004, 𝐼𝛾(𝑉2, 𝑝) = 0.03,

которые были подтверждены при численном статистическом моделировании со

ответствующих полей 𝜎(𝑛) для 𝑛 = 1000. Отметим, что оценки весовых 𝐿1-норм∫︀∞
0 𝑓𝛾(𝑢)|𝑓𝛾(𝑢)− 𝑓(𝑢)|𝑑𝑢 здесь находятся в том же соотношении.

Эти оценки, как и сравнение соответствующих графиков, показывает, что

использование плотности 𝑓𝛽 сравнительно с 𝑓𝑝 даёт несколько более реалисти

ческие распределения 𝜎 в заполненной части пространства для 𝑝0 ≫ 0. Допол

нительные расчёты показали, что это соотношение сохраняется и при замене 𝑓𝑝
на плотность 𝐶𝜈(𝑎𝑛 − 𝑢)𝜈−1 “правостороннего” степенного распределения, для

которого здесь 𝜈 = 0.5. С другой стороны, визуализация сечений полей 𝜎𝑛(𝑉2,𝛽)

и 𝜎𝑛(𝑉2, 𝑝) не дала существенных различий.

Отметим также, что при малых значениях 𝑝0 построенные поля 𝜎(𝑛) с

ограниченными слагаемыми существенно более реалистичны, сравнительно с

неограниченными гамма-распределёнными 𝜎(𝑛), визуализация которых пред

ставлена в [20].
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а) б)

Рисунок 1.3 — Сечения полей Σ1 (а) и Σ2 (б), n = 50, размер 50 × 50.
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Глава 2. Перенос излучения в стохастической среде

2.1 Моделирование траекторий квантов

Построенные в главе 1 случайные поля можно использовать для решения

задач радиационного баланса в стохастических средах с полным коэффициен

том ослабления излучения 𝜎(r) методом Монте-Карло [11].

При этом траектории квантов необходимо строить в геометрически слож

ных реализациях среды. С этой целью в работе использован так называемый

“метод максимального сечения”, требующий здесь идентификации элемента раз

биения (ячейки), в котором происходит столкновение частицы, для определения

значения случайной плотности среды. В связи с этим были разработаны специ

альные алгоритмы моделирования рассмотренных выше мозаичных случайных

полей и соответствующие алгоритмы идентификации [2].

Длина 𝜒 свободного пробега кванта из точки r′ в направлении 𝜔 распре

делена “неравномерно зкспоненциально” с плотностью

𝑓𝜒(𝑡; r
′, 𝜔) = 𝜎(r′ + 𝑡𝜔)𝑒𝑥𝑝(−𝜏(𝑡; r′, 𝜔)), (2.1)

где

𝜏(𝑡; r′, 𝜔) =

𝑡∫︁
0

𝜎(r′ + 𝑡′𝜔) 𝑑𝑡′.

Здесь 𝜎(r) - случайное поле коэффициента ослабления. Соответствующая

плотности (2.1) функция распределения определяется выражением:

𝐹𝜒(𝑡; r
′, 𝜔) = 1− 𝑒−𝜏(𝑡;r

′,𝜔).

Предполагается, что

𝜏(+∞; r′, 𝜔) = +∞;
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для этого среда искусственно дополняется до R3 абсолютным поглотителем.

Стандартная моделирующая формула

𝑙 = 𝐹−1
𝜒 (𝛼),

сводящаяся к решению уравнения

𝜏(𝑙; r′, 𝜔) = − ln𝛼,

для мозаичных полей 𝜎(r;𝒱) и 𝜎(r;𝒫) затруднена тем, что требует вычисле

ния и анализа расстояний от r′ в направлении 𝜔 до плоскостей, разделяющих

ячейки. Однако достаточно эффективным может оказаться “метод максималь

ного сечения” [30], который реализуется в предположении 𝜎(r) ≤ 𝜎𝑚 на основе

искусственной модификации среды путём дополнения её “𝛿-рассеивателем” с

сечением 𝜎𝑚 − 𝜎(r) [11], [14].

После такого преобразования радиационной модели интегро-дифференци

альное уравнение переноса приобретает вид:

𝜔∇Φ(r, 𝜔) + 𝜎𝑚Φ(r, 𝜔) =

=

∫︁
Ω

[𝜎𝑠(r)𝑤(𝜔, 𝜔
′) + (𝜎𝑚 − 𝜎𝑠(r))𝛿(𝑤 − 𝑤′)]Φ(r, 𝑤′)𝑑𝑤′.

Для модифицированной среды длина пробега моделируется по формуле

𝑙 = − ln𝛼/𝜎𝑚.

В полученной таким образом точке “столкновения” с вероятностью

𝜎(r)/𝜎𝑚 моделируется “физическое” столкновение, а с вероятностью 1−𝜎(r)/𝜎𝑚
фиксируется “дельта-рассеяние”, то есть далее строится новый пробег в том

же направлении. Заметим, что метод максимального сечения непосредствен

но вытекает из того известного факта, что “прореживание” с вероятностью

1− 𝜎(r)/𝜎𝑚 пуассоновского точечного потока с параметром 𝜎𝑚 даёт пуассонов

ский поток интенсивности 𝜎(r), “время ожидания” для которого распределено

с плотностью (2.1); никакого дополнительного обоснования здесь не требуется.

Среднее число фиктивных столкновений на траектории ограничено, на

пример, если 𝜎(r)/𝜎𝑚 ≥ 𝜀 > 0 и вероятность “выживания” кванта (в точке фи
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зического столкновения) 𝑞(r) ≤ 𝑞0 < 1. При таком моделировании траекторий

значение 𝜎(r) достаточно выбирать лишь для тех подобластей, в которых реа

лизуются столкновения. Ясно, что для мозаичных полей это может радикально

сократить трудоемкость моделирования, сравнительно с полным построением

реализации 𝜎(r).

Используемые авторами алгоритмы идентификации точки для мозаичных

полей требуют 𝑂(𝑁) операций, где 𝑁 - число точек в параметрическом про

странстве. Если среда заключена в куб с ребром длины 𝐻, то величина 𝑁𝑣

имеет распределение Пуассона с параметром Λ𝑣 = 𝐻3𝜆𝑣, а 𝑁𝑝 в алгоритме из

[27] имеет распределение Пуассона с параметром

Λ𝑝 = 4𝜋𝜆𝑝𝑑𝑝, где 𝑑𝑝 =
√
3𝐻/2.

Следовательно, при 𝜌 → 0 трудоёмкость алгоритма для мозаичного поля

Вороного возрастает быстрее, чем для поля Пуассона, так как

𝜆𝑣 ≈ (0.459/𝜌)3,

а

𝜆𝑝 = 1/(𝜋𝜌) и E𝑁𝑣/E𝑁𝑝 = Λ𝑣/Λ𝑝 ≈ 0.0279𝐻2𝜌−2.

В то же время соответствующие оценки величины 𝑃𝑡 для больших𝐻 прак

тически совпадают, т.е. пуассоновское поле в расчётах предпочтительнее.

Рассмотрим теперь алгоритмы статистического моделирования переноса

частиц, в которых поглощение учитывается весовым множителем (см. напри

мер, [14]). Предполагается, что 𝜎(r) = 𝜎𝑠(r) + 𝜎𝑐(r), где 𝜎𝑠(r) - коэффициент

рассеяния, а 𝜎𝑐(r) - коэффициент поглощения. Вместо моделирования погло

щения можно домножать вспомогательный вес [11] на 𝑞(r) = 𝜎𝑠(r)/𝜎(r). По

глощение можно также учитывать экспоненциальным весовым множителем. В

соответствующем алгоритме траектория L : r = rL(𝑡), 𝑡 > 0, строится для

𝜎𝑐 ≡ 0 (то есть при 𝜎 ≡ 𝜎𝑠) и вычисляется вспомогательный вес

𝐽(𝑡;L) = 𝑒−𝜏𝑐(𝑡;L), 𝜏𝑐(𝑡;L) =

𝑡∫︁
0

𝜎𝑐(rL(𝑠))𝑑𝑠. (2.2)
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Учитывая вклад траектории с весом (2.2), получаем несмещённые оценки

изучаемых функционалов [14]. Такие оценки могут быть сравнительно эффек

тивными. Это видно из того, что в случае “дельта рассеяния” при мононаправ

ленном точечном источнике соответствующая оценка вероятности прохождения

имеет нулевую дисперсию. Экспоненциальный учёт поглощения особенно поле

зен для оценки влияния малого изменения толщины слоя среды на вероятность

прохождения.

Для среды с кусочно-постоянным коэффициентом 𝜎𝑐(r) справедливо ра

венство 𝜏𝑐(𝑡;L) =
∑︀
𝑖

𝜎𝑐,𝑖𝑙𝑖, где 𝑙𝑖 - длина участка траектории в подобласти с

коэффициентом 𝜎𝑐,𝑖. Таким образом, возникает задача вычисления длин {𝑙𝑖}
при использовании “метода максимального сечения”, для решения которой был

разработан специальный геометрический алгоритм.

Для оценки вероятностных моментов серии функционалов {𝐼𝑘(𝜎)} от ин
тенсивности излучения в стохастической среде можно использовать “метод двой

ной рандомизации” [14], который определяется соотношениями:

E𝐼𝑘(𝜎) = E𝜎EL𝜉𝑘(L, 𝜎) = E(L,𝜎)𝜉𝑘(L, 𝜎),

E[𝐼𝑖(𝜎)𝐼𝑗(𝜎)] = E(L1,L2,𝜎)[𝜉𝑖(L1, 𝜎)𝜉𝑗(L2, 𝜎)].

Здесь L - случайная траектория кванта, моделируемая для предваритель

но построенной реализации поля 𝜎, а (L1,L2) - пара таких условно-независимых

траекторий. Таким образом, для построения несмещённых оценок рассматрива

емых вероятностных моментов достаточно для каждой реализации 𝜎 модели

ровать лишь пару условно-независимых траекторий L1,L2. Для уменьшения

относительной трудоёмкости расчётов здесь можно моделировать две условно

независимые серии траекторий {L(𝑛)
1 } и {L(𝑛)

2 }, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁𝜎, причём произве

дение 𝜉𝑖(L1, 𝜎)𝜉𝑗(L2, 𝜎) заменяется на

[

𝑁𝜎∑︁
𝑛=1

𝜉𝑖(L
(𝑛)
1 , 𝜎)

𝑁𝜎∑︁
𝑛=1

𝜉𝑗(L
(𝑛)
2 , 𝜎)]𝑁−2

𝜎 .

Следует отметить, что при возвращении траектории в ранее пройденную

ячейку мозаичного поля следует использовать уже реализованное значение 𝜎,



42

что усложняет алгоритм. Если же 𝜎 при этом выбирается заново, то возникает

“погрешность перевыбора”, которая растёт при ослаблении анизотропии.

2.2 Специальные геометрические алгоритмы.

Рассмотрим теперь геометрические алгоритмы моделирования траекто

рии частицы в слое вещества

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐻2, −𝐻1 ≤ 𝑦,𝑧 ≤ 𝐻1

для мозаичных полей Вороного и Пуассона.

Построить реализацию мозаичного поля Вороного можно достаточно лег

ко следующим алгоритмом:

(1) моделируется пуассоновское число 𝑘 точек случайного пуассоновского

потока {r(𝑖)} согласно параметру 𝜆𝑣𝐻2
1𝐻2,

(2) моделируется 𝑘 векторов вида (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜎) по формулам:

𝑥 := 𝑟𝑎𝑛𝑑 ·𝐻2,

𝑦 := (1− 2 · 𝑟𝑎𝑛𝑑)𝐻1,

𝑧 := (1− 2 · 𝑟𝑎𝑛𝑑)𝐻1,

𝜎 := 𝐹−1
𝜎 (𝑟𝑎𝑛𝑑),

где 𝐹−1
𝜎 - обратная функция для функции распределения 𝐹𝜎 значений поля в

ячейках.

Значение поля 𝜎 в точке r определяется номером ячейки arg min
𝑖=1...𝑘

‖r(𝑖)−r‖.
Такой алгоритм может быть достаточно трудоёмким, поэтому значения

𝜎 целесообразно моделировать по мере необходимости. Поскольку при модели

ровании пуассоновского потока точек в ограниченной области мозаичное поле

Вороного не является однородным и изотропным, то пуассоновский поток то

чек следует моделировать в области большего размера, чтобы мозаичное поле

в рассматриваемом слое было близко к однородному и изотропному.
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Построить реализацию мозаичного поля Пуассона несколько сложнее. Ба

зовые плоскости поля, то есть точки {ℎ𝑖n𝑖} моделируются следующим алгорит

мом:

(1) моделируется пуассоновское число 𝑘 базовых плоскостей согласно па

раметру Λ(Ω) = 4𝜋𝑑, где Ω - достаточно большой шар радиуса 𝑑, содержащий

искомую область, а Λ его мера в параметрическом пространстве R+ × 𝑆(3) (см.

[27]),

(2) моделируется 𝑘 векторов вида (ℎ, 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3) по формулам:

ℎ := 𝑑 · 𝑟𝑎𝑛𝑑,
𝑛1 := 1− 2 · 𝑟𝑎𝑛𝑑,
𝛼 := 𝑟𝑎𝑛𝑑,

𝑛2 :=
√︁
1− 𝑛21 cos(2𝜋𝛼),

𝑛3 :=
√︁

1− 𝑛21 sin(2𝜋𝛼).

Отметим, что такой алгоритм реализации n является частным случаем

указанного выше (см. пункт 1.2) рекуррентного алгоритма моделирования мно

гомерного изотропного вектора.

Значение поля 𝜎 в точке r определяется последовательностью (𝛾1, . . . ,𝛾𝑘)

из 1.2. Хранить значения поля для всех 2𝑘 вариантов последовательностей прак

тически неэффективно, поэтому их можно хранить в виде “дерева” - связного

ациклического графа, где ветвления строятся и выбираются в зависимости от

знаков {𝛾𝑖}.
Соответствующий алгоритм можно реализовать следующим образом

(описание алгоритма даётся частично в терминах C++). Граф строится

из объектов “Node” с параметрами: “Node.Sigma” - значение поля 𝜎, и

“Node.NextNode1”,“Node.NextNode2” - указатели на следующие узлы. При

создании нового такого объекта полагается: Node.NextNode1 := NULL,

Node.NextNode2 := NULL, где NULL - это нулевой указатель.

Параметр “Sigma” не задаётся при создании нового объекта, так как он

имеет смысл только для узлов-“листьев”, то есть только для небольшой части

всех узлов.
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В начале программы создаётся корневой узел “StartNode” и указатель на

текущий узел “CurrentNode”. Тогда алгоритм, который выдаёт значение 𝜎 в

точке r будет выглядеть так:

(1) Найти набор {𝛾1, . . . , 𝛾𝑘} - соответствующий точке r.
(2) CurrentNode := *StartNode, где “*StartNode” - указатель на объект

“StartNode”.

(3) Для 𝑖 от 1 до 𝑘 делать

(3.1) Если 𝛾𝑖 < 0, то

(3.1.1) Если CurrentNode.NextNode1 = NULL, то

(3.1.1.1) создать новый узел NewNode.

(3.1.1.2) Если 𝑖 = 𝑘, то NewNode.Sigma := 𝐹−1
𝜎 (𝑟𝑎𝑛𝑑),

(3.1.1.3) CurrentNode.NextNode1 := *NewNode.

(3.1.2) CurrentNode := CurrentNode.NextNode1.

(3.2) Иначе

(3.2.1) Если CurrentNode.NextNode2 = NULL, то

(3.2.1.1) создать новый узел NewNode.

(3.2.1.2) Если 𝑖 = 𝑘, то NewNode.Sigma := 𝐹−1
𝜎 (𝑟𝑎𝑛𝑑),

(3.2.1.3) CurrentNode.NextNode2 := *NewNode.

(3.2.2) CurrentNode := CurrentNode.NextNode2.

Когда алгоритм закончит работу значение параметра “CurrentNode.Sigma”

и будет искомым.

Заметим, что узлы, соответствующие заданной последовательности

(𝛾1, . . . , 𝛾𝑘), строятся не более одного раза и потому значение “Node.Sigma” соот

ветствующего узла-листа вычисляется только один раз для каждой реализации

поля (нет перевыбора).

Корректность этого алгоритма была верифицирована расчётами для

небольшого слоя с использованием более простого алгоритма, в котором со

здавался массив размером 2𝑘 для хранения значений поля.

После каждого моделирования свободного пробега из точки x в точку y

используются следующие рекуррентные алгоритмы 𝐹𝜏(x,y) вычисления соот

ветствующего вклада 𝜏+𝑐 в

𝜏𝑐(𝑡;L) =

𝑡∫︁
0

𝜎𝑐(rL(𝑠))𝑑𝑠.
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Для мозаичного поля Вороного:

(1) Найти номера ячеек содержащих x,y и соответствующие точки пуас

соновского потока X и Y, определяющие эти ячейки

(2.1) Если X = Y, то 𝜏+𝑐 := 𝜏+𝑐 + ‖y− x‖𝜎(x).
(2.2) Иначе

(2.2.1) Найти точку пересечения плоскости разделяющей ячейки соответ

ствующие 𝑋 и 𝑌 и отрезка [x,y] по формуле

z := x+
0.5(Y−X)(X+Y− 2x)

(y− x)(Y−X)
(y− x).

(2.2.2.1) Если z принадлежит ячейке соответствующей X или Y, то

𝜏+𝑐 := 𝜏+𝑐 + ‖z− x‖𝜎(x) + ‖y− z‖𝜎(y).

(2.2.2.2) Иначе запустить 𝐹 (𝑣)
𝜏 (x, z), 𝐹

(𝑣)
𝜏 (z,y).

Для мозаичного поля Пуассона:

(1) Найти число 𝑛 базовых плоскостей разделяющих x и y (плоскость Γ𝑖

разделяет эти точки, если значение 𝛾𝑖 для них разное),

(2.1) Если 𝑛 = 0, то 𝜏+𝑐 := 𝜏+𝑐 + ‖y− x‖𝜎(x).
(2.2) Если 𝑛 = 1, то вычислить точку пересечения 𝑧 отрезка и плоскости

по формуле

𝑧 := x+ (y− x)
𝑝+ nx

n(y− x)

и сделать

𝜏+𝑐 := 𝜏+𝑐 + ‖z− x‖𝜎(x) + ‖y− z‖𝜎(y).

(2.3) Если 𝑛 ≥ 2, то запустить 𝐹 (𝑝)
𝜏 (x, x+y2 ), 𝐹

(𝑝)
𝜏 (x+y2 ,y).

Метод максимального сечения обычно реализуется следующим образом:

(1) 𝑡 := 0, 𝛼 := 𝑟𝑎𝑛𝑑.

(2) Пока

𝛼 ≥ 𝜎(r(𝑡))

𝜎𝑚
(2.3)

делать

𝑡 := 𝑡− ln(𝑟𝑎𝑛𝑑)

𝜎𝑚
, 𝛼 := 𝑟𝑎𝑛𝑑.

(3) r(𝑡) := r′ + u𝑡.
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Здесь 𝑟𝑎𝑛𝑑 - процедура, которая при обращении к ней вычисляет новое

псевдослучайное число 𝛼. Как указано в [1], количество используемых значений

𝛼 здесь можно сократить, использовав тот факт, что случайное число циклов

(2.3) имеет неоднородное геометрическое распределение с вероятностью 𝑝𝑡, ко

торая после перехода 𝑡′ ↦→ 𝑡 рекуррентно перевычисляются по формуле

𝑝𝑡 := 𝑝𝑡′
𝜎(r(𝑡))

𝜎(r(𝑡′))
(1− 𝜎(r(𝑡′))

𝜎𝑚)
),

причём начальное значение вероятности равно 𝜎(r(𝑡))/𝜎𝑚. Соответствующее

распределение можно моделировать стандартным методом, который реализует

ся здесь алгоритмом [1]:

(1) 𝑡 := 0, 𝛼 := 𝑟𝑎𝑛𝑑, 𝑝 := 1− 𝜎(r(𝑡))
𝜎𝑚

.

(2) Пока

𝛼 ≤ 𝑝 (2.4)

делать

𝑡 := 𝑡− ln(𝑟𝑎𝑛𝑑)

𝜎𝑚
, 𝑝 := 𝑝(1− 𝜎(r(𝑡))

𝜎𝑚
).

(3) r(𝑡) := r′ + u𝑡.

Такой алгоритм расширяет возможности коррелирования оценок для раз

личных вариантов задачи (см. [28]).

Сформулируем теперь распределительный способ моделирования базовых

случайных чисел, который позволяет коррелировать оценки с целью их пара

метрического анализа. В расчётах использовался мультипликативный датчик

псевдослучайных чисел с параметрами 40, 517 и с периодом 238 [18].

Пять отдельных последовательности одинаковой длины были использо

ваны соответственно для моделирования: “пуассоновских плоскостей” для слу

чайного разбиения области; значений поля 𝜎 в элементах разбиения; величин

{− ln(𝑟𝑎𝑛𝑑)/𝜎𝑚} в алгоритме “максимального сечения”; направлений пробегов;
значения 𝛼 в (2.4).

Для каждого статистического испытания, то есть для реализации траек

тории (или пары траекторий) строится новая реализация поля и в каждой из

четырёх последовательностей используется подпоследовательность значений,

начало которой отстоит на 1000 значений от начала предыдущей подпоследова
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тельности. Практически это гарантирует независимость последовательных ста

тистических испытаний и коррелирует оценки для различных вариантов раcчё

та.

2.3 Эффективное осреднение радиационной модели относительно

величины 𝑃𝑡

Здесь рассматривается односкоростной процесс переноса частиц (см., на

пример, [11]) через плоский слой вещества 0 < 𝑥 < 𝐻 с коэффициентом ослаб

ления 𝜎(r), r = (𝑥,𝑦,𝑧), причём 𝜎(r) - однородное изотропное случайное поле.

Выполняется равенство 𝜎(r) = 𝜎𝑠(r) + 𝜎𝑐(r), где 𝜎𝑐(r) - коэффициент погло

щения, а 𝜎𝑠(r) - коэффициент рассеяния с заданной индикатрисой рассеяния

𝑔(𝜇) [11], причём 𝜎𝑠(r)/𝜎(r) ≡ 𝑞 < 1. Предполагается, что средний косинус

рассеяния

𝜇0 =

∫︁ 1

0

𝜇𝑔(𝜇)𝑑𝜇

близок к единице, то есть рассеяние анизотропно.

В качестве тестовой рассмотрена задача с параметрами 𝜇0 = 0.9 и 𝑞 = 0.9,

которые соответствуют переносу видимого солнечного излучения через облач

ную атмосферу [8]. Рассеяние определяется стандартной индикатрисой Хеньи

Гринстейна с параметром 𝜇0:

𝑔(𝜇) =
1

2

1− 𝜇20
(1 + 𝜇20 − 2𝜇0𝜇)3/2

.

В качестве основного функционала рассматривается вероятность 𝑃 (𝜎)

прохождения частицы через слой; требуется оценить среднюю (по распреде

лению 𝜎) вероятность

𝑃𝑡 = E𝑃 (𝜎).

Осреднённая вероятность прохождения 𝑃𝑡 прохождения через указанный

слой реализуется, если нормированный “на один квант” источник сосредоточен

на границе слоя 𝑥 = 0 и направлен по оси 𝑥, то есть распределён с плотностью
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𝑓1(𝑦, 𝑧)𝛿(𝜔 − (1,0,0)), причём∫︁ +∞

−∞
𝑓1(𝑦,𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 = 1.

Вследствие “горизонтальной” однородности стохастической среды для вы

числения 𝑃𝑡 можно использовать

𝑓1(𝑦, 𝑧) = 𝛿(𝑦)𝛿(𝑧).

Полагая, что поле 𝜎 является мозаичным с заданным одномерным распре

делением, перейдём далее к оценке коэффициентов рассеяния ̃︀𝜎𝑠 и поглощения̃︀𝜎𝑐 в требуемой детерминированной радиационной модели, для которой вероят
ность прохождения равна 𝑃𝑡.

Прежде всего заметим, что в рассматриваемых условиях непосредственное

осреднение 𝜎𝑠(r), то есть замена 𝜎𝑠(r) на величину

𝜎𝑠(r) = 𝑝𝜎
(𝑠)
1 + (1− 𝑝)𝜎

(𝑠)
2 ,

может несущественно повлиять на величину 𝑃𝑡 лишь в случае существенно ани

зотропного рассеяния. В связи с этим рассмотрим полуэвристический метод

осреднения случайного коэффициента рассеяния, который, как показали те

стовые расчёты (см. далее пункт 3.2), может быть более эффективным, чем

использование 𝜎𝑠.

Вначале рассмотрим простейший вариант распределения 𝜎:

P(𝜎 = 0) = 𝑝0, P(𝜎 = 𝜎𝑠) = 1− 𝑝0,

причём 1/𝜎𝑠 < �̄�, где �̄� - среднее расстояние между последовательными пересе

чениями границ ячеек пробегом частицы. Величина 1/𝜎𝑠 равна среднему зна

чению свободного “пробега рассеяния” (то есть расстояния между последова

тельными рассеяниями) в “непустой” ячейке при �̄� = +∞; в случае �̄� < +∞
это соотношение будем использовать приближённо для построения требуемой

оценки ̃︀𝜎𝑠. Используя это приближение на основе повторного осреднения по

ансамблю остатков свободных пробегов после их пересечений с границами яче

ек получаем следующее приближённое выражение полного среднего “пробега
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рассеяния”: ̃︀𝜎−1
𝑠 ≈ (1− 𝑝0)𝜎

−1
𝑠 + 𝑝0(�̄� + ̃︀𝜎−1

𝑠 ),

то есть ̃︀𝜎𝑠 ≈ 1− 𝑝0
(1− 𝑝0)𝜎−1

𝑠 + 𝑝0�̄�
, (2.5)

при 𝜎−1
𝑠 < �̄�, то есть при 𝜎𝑠 > �̄�−1. Такое осреднение целесообразно, так как

указанные остатки распределены с плотностью (2.1) вследствие пуассоновости

потока столкновений. Его практическая удовлетворительность была подтвер

ждена тестовыми расчётами (см. пункт 3.2)).

Как было указано выше (см. пункт 1.3), для мозаичного поля Пуассона

�̄� = 1/(𝜋𝜆𝑝) = 𝜌.

Приближение �̄� = 𝜌 в (2.5) можно использовать для поля Вороного, а

также для произвольного изотропного поля 𝜎 на основе его кусочно-постоянной

аппроксимации. Заметим, что если 𝜎−1
𝑠 > �̄�, то целесообразно полагать

̃︀𝜎𝑠 = 𝜎𝑠 = (1− 𝑝0)𝜎𝑠.

Далее, если в непустой ячейке имеет место нормированное распределение

𝐹 (𝑑𝑥), 𝜎(1)𝑠 ≤ 𝑥 ≤ 𝜎(2)𝑠 ,

значения 𝜎 при 𝜎(1)𝑠 > �̄�−1, то по аналогии с (2.5) получаем

̃︀𝜎𝑠 = 1− 𝑝0

(1− 𝑝0)
∫︀ 𝜎(2)

𝑠

𝜎
(1)
𝑠

𝐹 (𝑑𝑥)
𝑥 + 𝑝0�̄�

. (2.6)

Если же

1/𝜎(1)𝑠 > �̄�, а 1/𝜎(2)𝑠 < �̄�,

то целесообразно использовать формулу

̃︀𝜎𝑠 = 1− 𝑝′0

(1− 𝑝′0)
∫︀ 𝜎(2)

𝑠

�̄�−1

𝐹1(𝑑𝑥)
𝑥 + 𝑝′0�̄�

,
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где

𝑝′0 = 𝑝0 + (1− 𝑝0)

∫︁ �̄�−1

𝜎
(1)
𝑠

𝐹 (𝑑𝑥) = P(𝜎𝑠 < �̄�−1),

а мера 𝐹1 получается нормированием меры 𝐹 на интервале (�̄�−1, 𝜎
(2)
𝑠 ).

Если 𝑝0 = 0 и мера 𝐹 (𝑑𝑥) такова, что

P(𝜎𝑠 = 𝜎(1)𝑠 ) = 𝑝, P(𝜎𝑠 = 𝜎(2)𝑠 ) = 1− 𝑝

при 𝜎(1)𝑠 , 𝜎
(2)
𝑠 < �̄�−1, то формула (2.6) приобретает вид

̃︀𝜎𝑠 = 1

𝑝/𝜎
(1)
𝑠 + (1− 𝑝)/𝜎

(2)
𝑠

. (2.7)

Именно такая формула без достаточных объяснений была использована в

[16].

Дополнительно заметим, что, как указано в [16], при малом относительном

различии величин 𝜎
(𝑠)
1 и 𝜎

(𝑠)
2 может быть эффективным осреднение 𝜎𝑠(r) по

формуле ̃︀𝜎′𝑠 = 1

𝑝 1

𝜎
(𝑠)
1

+ (1− 𝑝) 1

𝜎
(𝑠)
2

.

В случае непрерывного распределения 𝜎𝑠(r) это выражение заменяется на

(
∫︀
𝑓𝜎𝑠(𝑢)𝑢

−1𝑑𝑢)−1.

Рассмотрим теперь вопрос об осреднении коэффициента поглощения, т.е.

об оценке величины 𝜎𝑐 ≡ ̃︀𝜎𝑐, которая совместно с ̃︀𝜎𝑠 воспроизводит достаточно
точное значение 𝑃𝑡 асимптотически, при толщине слоя среды 𝐻 → ∞.

Согласно сказанному в пункте 2.1 в случае детерминированной, т.е. эф

фективно осреднённой рассеивательной модели, для осреднённой вероятности

пропускания выполняется соотношение:

𝑃𝑡 =

∫︁
E𝜎𝑒

−𝜏𝑐(L)P𝑠(𝑑L),

где P𝑠(𝑑L) - соответствующее рассеивательной модели распределение траекто

рий, а

𝜏𝑐(L) = 𝜏𝑐(+∞,L)
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это полная длина поглощения прошедшей траектории L. Для рассмотренных

выше моделей поля 𝜎(r) имеем

E𝜎𝑒
−𝜏𝑐(L) = E𝜎𝑒𝑥𝑝(−

∑︁
𝑖

𝜎
(𝑐)
(𝑖) 𝑙𝑖),

где {𝑙𝑖} - длины пробега на L в подобластях базового мозаичного разбиения про

странства, {𝜎(𝑐)(𝑖)} - соответствующие случайные значения 𝜎𝑐. Вследствие услов
ной независимости этих значений имеем:

E𝜎𝑒
−𝜏𝑐(L) =

∏︁
𝑖

E𝑒𝑥𝑝(−𝜎(𝑐)(𝑖) 𝑙𝑖). (2.8)

В случае “непроходящей траектории” полагаем

E𝜎𝑒
−𝜏𝑐(L) = 0.

Отметим, что вследствие хорошо известной формулы “дисперсия равна диспер

сии условного математического ожидания плюс условная дисперсия” использо

вание (2.8) может существенно улучшать статистические оценки.

В [16] для мозаичного поля Пуассона 𝜎 была построена аналитическая

оценка величины ̃︀𝜎𝑐 в предположении, что реализуется “𝛿 - рассеяние”, которое
не меняет направление пробега кванта. В этом предположении, согласно сказан

ному в пункте 2.1, последовательность {𝑡𝑖} расстояний от начала траектории до
пересечений с границами случайного пуассоновского разбиения является пуас

соновским точечным потоком с интенсивностью �̄� = 𝜋𝜆. Представление

E𝐽(𝑡;L) = EE(𝐽(𝑡;L)|𝑡1)

даёт для этой функции интегральное уравнение [16] типа “уравнения восстанов

ления”, для которого известно [31] асимптотическое (при 𝐻 → +∞) решение:

E𝐽(𝑡;L) ≍ 𝐵𝑒−𝛼𝑡,

где

𝐵 = (�̄�2E[�̄� − 𝛼 + 𝜎𝑐(r(𝑡1))]
−2)−1 < 1, (2.9)
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а значение 𝛼 = ̃︀𝜎𝑐 определяется уравнением
𝐹 (𝛼) = E[�̄� − 𝛼 + 𝜎𝑐(r(𝑡1))]

−1 = �̄�−1. (2.10)

Решение этого уравнения существует и единственно в интервале (0,𝛼1),

где

𝛼1 = �̄� +min𝜎𝑐(r),

вследствие того, что 𝐹 (0) ≤ �̄�−1, а 𝐹 (𝛼1) = +∞.

Отметим, что в (2.10) осреднение осуществляется соответственно одномер

ному распределению 𝜎(r), которое может быть и не “бернуллиевским” (см. рис.

1.3).

Для непуассоновского поля 𝜎(r) и реального рассеяния, величину �̄� в

(2.10), как и далее при оценке величины ̃︀𝜎𝑠, можно в первом приближении за

менить на корреляционную длину 𝜌.

Расчёты показали, что, как и можно было ожидать, оценка ̃︀𝜎𝑐 из уравне
ния (2.10) для пуассоновского поля с умножением оценки 𝑃𝑡 на 𝐵 несколько

более эффективна, чем универсальная оценка E𝜎𝑐− 𝜌D𝜎𝑐, полученная в [16] на

основе центральной предельной теоремы для случайного процесса 𝜏𝑐(𝑡;L) при

дополнительном условии 2𝜌D𝜎𝑐−E𝜎𝑐 < 0. Для непуассоновского поля 𝜎(r) вели

чину �̄�−1 в (2.10), как и при оценке величины ̃︀𝜎𝑠, можно в первом приближении

заменить на корреляционную длину 𝜌, что, однако, может существенно ухуд

шить оценку ̃︀𝜎𝑐. Использование уравнения (2.10) затруднено также необходи

мостью предварительного определения одномерного распределения случайного

поля 𝜎(r). Поэтому целесообразно распространить полученную в [16] универ

сальную оценку и на случай, когда 2𝜌D𝜎𝑐 − E𝜎𝑐 > 0.

В [16] получено выражение

E𝐽(𝑡;L) ≍ 𝑒𝑥𝑝{−𝑡E𝜎𝑐(1−
𝜌D𝜎𝑐
E𝜎𝑐

)} *
∞∫︁
𝐴

𝑓(𝑢)𝑑𝑢, 𝑡→ ∞,

где 𝑓(𝑢) - плотность стандартного нормального распределения,

𝐴 =
2𝜌D𝜎𝑐 − E𝜎𝑐√

2𝜌D𝜎𝑐

√
𝑡 = 𝐶𝐴

√
𝑡.
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Отсюда в случае 2𝜌D𝜎𝑐 − E𝜎𝑐 < 0 и получается оценка

̃︀𝜎𝑐 ≈ E𝜎𝑐 − 𝜌D𝜎𝑐.

Если же 2𝜌D𝜎𝑐−E𝜎𝑐 > 0, то требуемую оценку можно получить на основе

асимптотического выражения

1√
2𝜋

∞∫︁
𝑥

𝑒𝑥𝑝−
𝑡2

2 𝑑𝑡 ≍ 1√
2𝜋𝑥

𝑒−
𝑥2

2 , 𝑥→ ∞.

Полагая 𝑥 = 𝐴, после простого преобразования получаем

E𝐽(𝑡;L) ≍ 1√
2𝜋𝑡𝐶𝐴

𝑒𝑥𝑝{−(E𝜎𝑐)
2

4𝜌D𝜎𝑐
𝑡},

то есть можно положить ̃︀𝜎𝑐 ≈ (E𝜎𝑐)
2

4𝜌D𝜎𝑐
,

домножая оценку 𝑃𝑡 на (
√︀

2𝜋̃︀𝐿𝐶𝐴)−1, где ̃︀𝐿 - эффективно осреднённая длина

прошедшей траектории. Подходящей здесь может оказаться оценка вида:

̃︀𝐿 ≈ − ln P(𝜎𝑠, 𝜎𝑐)/𝜎𝑐.

Ясно, что реальное анизотропное рассеяние несколько увеличивает эф

фективное значение 𝜌 для данной траектории L и следовательно уменьшает

полученную оценку ̃︀𝜎𝑐.
Отметим, что в случае неизотропного поля 𝜎(r), как показывают, в частно

сти, тестовые расчёты из [16], здесь в качестве 𝜌 можно рассматривать среднее

по направлениям вектора r− r′ значение корреляционной длины.

2.4 Асимптотические оценки случайного поля проходящей

радиации

Как указано во введении, вероятность прохождения кванта от достаточно

протяжённого пограничного нормированного источника для рассматриваемых
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моделей стохастических сред близка к 𝑃𝑡 практически для всех реализаций

среды; это подтверждается результатами численного статистического модели

рования, проведённого автором ( см. табл 1 ). В настоящем пункте решается

более реальная задача оценки показания достаточно протяжённого “нормиро

ванного” детектора частиц на верхней границе слоя в случае мононаправлен

ного источника, распределённого равномерно на нижней границе (“один квант

с единицы площади”). Из нижеследующего видно, что при выполнении опреде

лённых свойств эргодичности такое показание, как функция случайного поля

𝜎, близко к 𝑃𝑡 с дисперсией, убывающей при увеличении площади детектора

соответственно убыванию корреляционной функции поля интенсивности прохо

дящей радиации. Таким образом возникает задача оценки этой корреляционной

функции.

Обозначим через I(r) = I(𝑦,𝑧) полное среднее число частиц в точке r =

(𝐻, 𝑦, 𝑧) ∈ {𝑥 = 𝐻} (поле проходящей радиации). Значение I(r0) определяется

значениями однородного поля 𝜎 в цилиндрической окрестности√︀
(𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 < 𝑟𝑐𝑦𝑙, 0 < 𝑥 < 𝐻

точки r0, то есть чем больше 𝑟𝑐𝑦𝑙, тем меньше вклад от источников располо

женных вне цилиндра. Поскольку мозаичные поля Вороного 𝜎𝑣 и Пуассона 𝜎𝑝
основаны на пуассоновских точечных потоках, то эмпирически понятно, что

для этих полей зависимость значений 𝜎(r), 𝜎(r′) уменьшается при |r− r′| → ∞
и

EI(r0)I(r
′
0) → (EI)2 при |r0 − r′0| → ∞.

Следовательно, нормированная корреляционная функция поля проходя

щей радиации 𝐾I(𝑟) → 0 при 𝑟 → ∞.

Пусть показание детектора определяется величиной

𝐼𝑇 =
1

𝑇 2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

I(𝑦,𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧.

Отметим, что для “горизонтально” однородных источника и стохастиче

ской среды имеем E𝐼𝑇 = 𝑃𝑡.



55

По аналогии с [6], где рассмотрен одномерный вариант задачи, для дву

мерной области 0 ≤ 𝑦,𝑧 ≤ 𝑇, 𝑧 = 𝐻, используя замену:

𝑡 = 𝑦 − 𝑦′, 𝑡′ = 𝑦 + 𝑦′, 𝑠 = 𝑧 − 𝑧′, 𝑠′ = 𝑧 + 𝑧′

получаем:

D𝐼𝑇 = D

(︂
1

𝑇 2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

I(𝑦,𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧

)︂
=

=
1

𝑇 4

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

(EI(𝑦,𝑧)I(𝑦′,𝑧′)− EI(𝑦,𝑧)EI(𝑦′,𝑧′)) 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦′𝑑𝑧′ =

=
1

𝑇 4

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

𝐾I(𝑦 − 𝑦′,𝑧 − 𝑧′)DI 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑦′𝑑𝑧′ =

=
1

𝑇 4

∫︁ 𝑇

−𝑇

∫︁ 𝑇

−𝑇
(𝑇 − |𝑡|)(𝑇 − |𝑠|)𝐾I(𝑡,𝑠)DI 𝑑𝑡𝑑𝑠 ≍𝑇→∞

≍𝑇→∞ 𝑇−2DI

∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
𝐾I(𝑡,𝑠)𝑑𝑡𝑑𝑠 = 2𝜋𝑇−2DI

∫︁ ∞

0

𝑟𝐾I(𝑟)𝑑𝑟.

то есть

D𝐼𝑇 ≍𝑇→∞ 2𝜋𝑇−2DI

∫︁ ∞

0

𝑟𝐾I(𝑟)𝑑𝑟. (2.11)

Для 𝐾I(𝑟) = 𝑒−𝜆𝑟 отсюда

D𝐼𝑇 ≍𝑇→∞ 2𝜋𝑇−2𝜆−2DI. (2.12)

Заметим, что оценка величины D𝐼𝑇 даёт возможность получить из (2.12)

оценку ̃︀𝜆 значения 𝜆.

С целью оценки рассмотренного выше осреднённого показания детектора

E𝐼𝑇 =
1

𝑇 2

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑇

0

EI(𝑦,𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧

и, главное, соответствующей дисперсии на основе “двойной рандомизации” был

использован “метод сопряжённых блужданий” [11], [14] для оценки величины

I(𝑦,𝑧) при фиксированном 𝜎. Этот метод формулируется на основе “теоремы

оптической взаимности”, то есть двойственного представления линейного функ

ционала:

𝐼𝑝 = (Φ, 𝑝) = (Φ*,Φ0),
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где Φ ≡ Φ(r;𝜔) - плотность потока частиц (интенсивность излучения), Φ* -

решение сопряжённого уравнения переноса со свободным элементом 𝑝 ∈ 𝐿∞,

Φ0 - плотность распределения источника частиц. Преобразование сопряжённого

уравнения к виду прямого (см. [11], [14]) показывает, что для оценки величины

𝐼𝑝 можно моделировать процесс переноса из источника с плотностью 𝑝(r,− 𝜔)

и вычислять “показание приёмника” с весовой функцией Φ0(r,− 𝜔).

В рассматриваемой задаче I(𝑦,𝑧) - это среднее число частиц, вылетающих

(при фиксированном 𝜎) в точке (𝐻,𝑦,𝑧), то есть

I(𝑦,𝑧) =

∫︁
Ω+

Φ(𝐻,𝑦,𝑧;𝜔)𝜔𝑥𝑑𝜔 =

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 1

0

Φ(𝐻,𝑦,𝑧;𝜙, 𝜇)𝜇𝑑𝜙𝑑𝜇, (2.13)

где 𝜇 = 𝜔𝑥, а 𝜙 - “азимутальный” угол в сферической системе координат с

центром (𝐻,𝑦,𝑧) и осью 𝑂𝑥.

Плотность распределения источника здесь - это плотность распределения

начально рассеянных частиц (см. (2.1)):

Φ0(r,− 𝜔) = 𝜎𝑠(r)𝑒
−𝜏(𝑥;(0,𝑦,𝑧),𝜔0)

1

2𝜋
𝑔((𝜔0,−𝜔)), 0 ≤ 𝑥 < 𝐻,

где r = (𝑥,𝑦,𝑧), а 𝜔0 = (1,0,0). При этом к оценке следует добавить началь

ный вклад 𝑒𝑥𝑝(−𝜏(𝐻; (0,𝑦,𝑧),𝜔0)). В моделируемой “сопряжённой” траектории

начальные координаты определяются по формулам:

r0 = (𝐻,𝑦,𝑧), 𝜔 = (𝜇,
√︀

1− 𝜇2 cos𝜙,
√︀
1− 𝜇2 sin𝜙)

причём 𝜇 распределено по закону Ламберта с плотностью вероятностей 𝑓𝜇(𝑥) =

2𝑥, 0 < 𝑥 < 1, то есть 𝜇 =
√
𝛼, где 𝛼 равномерно распределено в (0,1). Соответ

ственно (2.13) следует вводить вспомогательный начальный “вес частицы” (см.,

например, [11], [14]) 𝑄0 = 𝜋.

Таким образом, вклад траектории в оценку определяется суммой вкладов

вида:

ℎ(r, 𝜔) = 𝜋Φ0(r,− 𝜔)/𝜎(r)

для каждого столкновения [11] и начального вклада.

Если поглощение учитывается экспоненциальным множителем (см. пункт

2.1), то ℎ(r, 𝜔) домножается на 𝜎(r)/𝜎𝑠(r). Осреднённое показание детектора
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E𝐼𝑇 оценивается с помощью дополнительной рандомизации по площади детек

тора, а величина D𝐼𝑇 - методом “двойной рандомизации” с использованием двух

условно-независимых серий траекторий с 𝑁𝜎 = 100 (см. пункт 2.1).

На рис. 2.1 показаны поля проходящей радиации 𝐼(𝑦,𝑧;𝜎) для сред 𝜎 =

Σ1,Σ2 (см. пункт 1.5) для толщин 𝐻 = 5, 10. Изображения были вычислены

“методом сопряжённых блужданий”, путём моделирования по 1000 траекторий

из каждой точки с использованием коррелированных псевдослучайных чисел.

а) б)

в) г)

Рисунок 2.1 — Поля проходящей радиации через среды: а) Σ1 (𝑑 = 0.16,

𝑝0 = 0.00055), толщина 𝐻 = 5; б) Σ1, 𝐻 = 10; в) Σ2 (𝑑 = 1.0, 𝑝0 = 0.301),

𝐻 = 5; г) Σ2, 𝐻 = 10. Размер поля 50 × 50, 𝜌 = 3.6.
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Отметим, что если при прямом моделировании каждой точке мононаправ

ленного источника (0, 𝑦, 𝑧) сопоставлять соответствующее значение 𝑃𝑡(𝜎), то

тоже получится двумерное случайное поле (см. рис. 2.2). Назовём его 𝐼*(𝜎).

Рисунок 2.2 — Поле 𝐼* для среды Σ1, 𝐻 = 5, 50 × 50, 𝜌 = 3.6.

У этих полей имеется двойственность по математическим ожиданиям, то

есть E𝐼 = E𝐼*, но вообще говоря они различны. Например для среды Σ1 (𝑛 =

10) значения их вторых моментов не совпадают для толщины 𝐻 = 1:

E𝐼 ≈ E𝐼* ≈ 0.878, E𝐼2 ≈ 0.773 ̸= E(𝐼*)2 ≈ 0.766;

и для толщины 𝐻 = 20:

E𝐼 ≈ E𝐼* ≈ 0.0335, E𝐼2 ≈ 0.00163 ̸= E(𝐼*)2 ≈ 0.00148.

По аналогии с детерминированным вариантом задачи можно предполо

жить, что выполняется асимптотическое соотношение

𝑃𝑡 = 𝑃𝑡(𝐻) ≍ 𝐶𝑒−𝛽𝐻 , 𝐻 → ∞.
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Построив оценки ̃︀𝑃𝑡(𝐻) и ̃︀𝑃𝑡(𝐻 + Δ𝐻) на одном ансамбле траекторий

частиц, можно оценить параметры 𝐶, 𝛽:

𝛽 ≈ ̃︀𝛽 = (Δ𝐻)−1 ln( ̃︀𝑃𝑡(𝐻)/ ̃︀𝑃𝑡(𝐻 +Δ𝐻)), 𝐶 ≈ ̃︀𝐶 = ̃︀𝑃𝑡𝑒̃︀𝛽𝐻 . (2.14)

Дисперсии D ̃︀𝐶,D̃︀𝛽 можно оценить, повторив 𝑀 раз выборку ансамбля.

Если прямое осреднение 𝑀 полученных оценок близко к оценке по объеди

нённому ансамблю, то естественно предполагать, что дисперсия такой, наибо

лее точной, оценки в 𝑀 раз меньше элементарной. В какой-то степени прове

рить это предположение можно, оценив величину D̃︀𝛽 на основе соотношения:

𝑃𝑡(𝐻 +Δ𝐻)/𝑃𝑡(𝐻) ≈ 𝑒−𝛽Δ𝐻 ≈ 1− 𝛽Δ𝐻, то есть используя формулу:

̃︀𝛽 ≈ 1

Δ𝐻

̃︀𝑃𝑡(𝐻)− ̃︀𝑃𝑡(𝐻 +Δ𝐻)̃︀𝑃𝑡(𝐻)
. (2.15)

Учитывая положительную корреляцию числителя и знаменателя в 2.15,

естественно предположить, что

D̃︀𝛽 ≤ 1

(Δ𝐻)2
D[ ̃︀𝑃𝑡(𝐻)− ̃︀𝑃𝑡(𝐻 +Δ𝐻)]̃︀𝑃 2

𝑡 (𝐻)
. (2.16)

Величина D[ ̃︀𝑃𝑡(𝐻)− ̃︀𝑃𝑡(𝐻 +Δ𝐻)] эффективно оценивается и может быть

достаточно малой, если оценки ̃︀𝑃𝑡(𝐻) и ̃︀𝑃𝑡(𝐻 + Δ𝐻) вычисляются на одном

ансамбле траекторий.

В качестве альтернативной можно рассмотреть оценку величин 𝐶, 𝛽, пу

тём вычисления соответствующих значений для детерминированной модели с

параметрами ̃︀𝜎𝑐, ̃︀𝜎𝑠 (см. пункт 3.4).
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2.5 Некоторые предельные соотношения, связанные с

уменьшением корреляционного радиуса

Поскольку рассматриваемые мозаичные поля являются однородными и

изотропными, то для одномерного интеграла

𝜏(r′, r) =

𝑙∫︁
0

𝜎(rL(𝑡))𝑑𝑡

по произвольному отрезку L = [r′, r] длины 𝑙: rL(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑙], выполняется

оценка (см., например, [6], формула (18.3.1))

D𝜏(r′, r) ≤ 2𝑙𝜌D𝜎.

Следовательно

D𝜏(r′, r) →
𝜌→0

0

и

𝑙.𝑖.𝑚.
𝜌→0

𝜏(r′, r) = 𝑙E𝜎, (2.17)

где 𝑙.𝑖.𝑚. - обозначает сходимость в среднеквадратичном.

Поскольку параметр 𝜆 для мозаичных полей Вороного и Пуассона являет

ся по сути параметром масштаба (см., например, [34]), то при 𝜌→ 0 диаметры

ячеек по вероятности стремятся к нулю. Следовательно, если зафиксировать

точку r и число 𝛿 > 0, то для диаметра 𝑑r ячейки, содержащей r, выполняется

соотношение

P(𝑑r > 𝛿) →
𝜌→0

0. (2.18)

Как и в пункте 2.3 рассмотрим задачу переноса излучения через плоский

ограниченный слой 𝐺 толщины 𝐻 с коэффициентом ослабления 𝜎(r). Пусть

𝑓(x) - нормированная (возможно обобщённая) плотность источника столкнове

ний в 𝑋 = 𝐺 × 𝑆(3), то есть 𝑓 ∈ 𝑁(𝑋), где 𝑁(𝑋) - пространство обобщённых

плотностей мер ограниченной вариации. Пусть, кроме того, рассматривается

функционал 𝐼𝜎 = (𝜙𝜎, ℎ𝜎), где 𝜙𝜎 - решение интегрального уравнения переноса
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для плотности столкновений частиц

𝜙𝜎 = 𝐾𝜎𝜙𝜎 + 𝑓

с ядром

𝑘𝜎(x
′,x) = 𝜎(r)𝑒𝑥𝑝(−𝜏(r′,r))𝑞𝑔((u

′,u))

2𝜋
𝛿(u′ − r− r′

|r− r′|
)|r− r′|−2,

причём ‖𝐾𝜎‖ ≤ 𝑞, где 𝑞 ≡ 𝜎𝑠(r)
𝜎(r) - вероятность выживания частицы после столкно

вения, ℎ𝜎 ∈ 𝐶(𝑋), то есть ℎ𝜎 непрерывная на𝑋 функция. Тогда для мозаичных

случайных полей 𝜎(r) с указанными выше свойствами можно сформулировать

теорему.

Теорема 3. [2] Пусть 𝜎(r) - однородное изотропное мозаичное случай

ное поле со свойствами (2.17), (2.18) и 0 ≤ 𝜎(r) ≤ 𝜎𝑚𝑎𝑥 < ∞, E𝜎 = 𝑎. Пусть,

кроме того, для почти всех x имеет место сходимость по вероятности

ℎ𝜎(x)
P→

𝜌→0
ℎ𝜎(𝑑)(x),

тогда

𝑙.𝑖.𝑚.
𝜌→0

𝐼𝜎 = 𝐼𝜎(𝑑),

где 𝜎(𝑑)(r) - детерминированное поле 𝜎(𝑑)(r) ≡ 𝑎.

Доказательство: Поскольку решение 𝜙𝜎 представимо в виде ряда Ней

мана 𝜙𝜎 =
∞∑︀
𝑛=0

𝐾𝑛
𝜎𝑓 , то 𝐼𝜎 =

∞∑︀
𝑛=0

(𝐾𝑛
𝜎𝑓, ℎ𝜎) и последний ряд мажорируется рядом

∞∑︀
𝑛=0

𝑞𝑛‖ℎ𝜎‖𝐶(𝑋). Следовательно достаточно доказать сходимость в среднеквадра

тичном для одного слагаемого суммы.
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Рассмотрим соотношение

D(𝐾𝑛
𝜎𝑓, ℎ𝜎) = E(𝐾𝑛

𝜎𝑓, ℎ𝜎)
2 − (E(𝐾𝑛

𝜎𝑓, ℎ𝜎))
2 =

=

∫︁
𝑋𝑛

∫︁
𝑋𝑛

(︁
E

[︃
𝑓(x0)ℎ𝜎(x𝑛)

𝑛−1∏︁
𝑘=0

𝑘𝜎(x𝑘,x𝑘+1)𝑓(x
′
0)ℎ𝜎(x

′
𝑛)

𝑛−1∏︁
𝑘=0

𝑘𝜎(x
′
𝑘,x

′
𝑘+1)

]︃
−

− E

[︃
𝑓(x0)ℎ𝜎(x𝑛)

𝑛−1∏︁
𝑘=0

𝑘𝜎(x𝑘,x𝑘+1)

]︃
E

[︃
𝑓(x′0)ℎ𝜎(x

′
𝑛)

𝑛−1∏︁
𝑘=0

𝑘𝜎(x
′
𝑘,x

′
𝑘+1)

]︃)︁
𝑑x0 . . . 𝑑x𝑛𝑑x

′
0 . . . 𝑑x

′
𝑛. (2.19)

Для фиксированных наборов (x0 . . .x𝑛) и (x′0 . . .x
′
𝑛) зависящая от случай

ного поля 𝜎(r) часть подынтегрального выражения определяется значениями

𝜎 в точках ломаных 𝐿 и 𝐿′ с вершинами r0, . . . r𝑛 и r′0, . . . r
′
𝑛 соответственно.

Следовательно, достаточно рассмотреть следующее выражение:

E

[︃
ℎ𝜎(x𝑛)ℎ𝜎(x

′
𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿)𝑒−𝜏(𝐿
′)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)𝜎(r
′
𝑘)

]︃
−

− E

[︃
ℎ𝜎(x𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿)
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)

]︃
E

[︃
ℎ𝜎(x

′
𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿′)
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r′𝑘)

]︃
, (2.20)

где 𝜏(𝐿) =
|𝐿|∫︀
0

𝜎(r𝐿(𝑡))𝑑𝑡, а |𝐿| - длина ломаной 𝐿.

Рассмотрим отдельно выражение

ℎ𝜎(x𝑛)𝑒
−𝜏(𝐿)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘).

Обозначим через

𝑑𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛
0≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑑𝑖𝑠𝑡(r𝑖,r𝑗)

минимум расстояний между парами вершин ломаной 𝐿. Если через 𝐴𝜎 обозна

чить событие, состоящее в том, что в каждой ячейке находится не более одной

точки r𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛, то

P(𝐴𝜎) →
𝜌→0

1,



63

так как по условию для мозаичного случайного поля 𝜎 выполняется свойство

(2.18) и

P(𝐴𝜎) ≤
𝑛∑︁
𝑘=0

P(𝑑r𝑘 >
𝑑𝑚𝑖𝑛
2

) →
𝜌→0

0.

Следовательно,

E[
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)] = P(𝐴𝜎)
𝑛∏︁
𝑘=1

E[𝜎(r𝑘)|𝐴𝜎] + P(𝐴𝜎)E[
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)|𝐴𝜎] →
𝜌→0

𝑎𝑛, (2.21)

так как 𝜎 ограничено.

Поскольку для мозаичного случайного поля выполняется свойство (2.17),

то

𝑙.𝑖.𝑚.
𝜌→0

𝜏(𝐿) = |𝐿|𝑎.

Следовательно

ℎ𝜎(x𝑛)𝑒
−𝜏(𝐿) P→

𝜌→0
ℎ𝜎(𝑑)(x𝑛)𝑒

−|𝐿|𝑎. (2.22)

Поскольку 𝜎 ограничено, то из (2.21) и (2.22) следует, что

E

[︃
ℎ𝜎(x𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿)
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)

]︃
→
𝜌→0

ℎ𝜎(𝑑)(x𝑛)𝑒
−|𝐿|𝑎𝑎𝑛.

Это можно показать по аналогии с (2.21), рассматривая

𝐴𝜎,𝜀 = {|ℎ𝜎(x𝑛)𝑒−𝜏(𝐿) − ℎ𝜎(𝑑)(x𝑛)𝑒
−𝑎|𝐿|| < 𝜀}.

Аналогично доказывается, что

E

[︃
ℎ𝜎(x

′
𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿′)
𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r′𝑘)

]︃
→
𝜌→0

ℎ𝜎(𝑑)(x′𝑛)𝑒
−|𝐿′|𝑎𝑎𝑛

и

E

[︃
ℎ𝜎(x𝑛)ℎ𝜎(x

′
𝑛)𝑒

−𝜏(𝐿)𝑒−𝜏(𝐿
′)

𝑛∏︁
𝑘=1

𝜎(r𝑘)𝜎(r
′
𝑘)

]︃
→
𝜌→0

ℎ𝜎(𝑑)(x𝑛)ℎ𝜎(𝑑)(x′𝑛)𝑒
−|𝐿|𝑎−|𝐿′|𝑎𝑎2𝑛.
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Следовательно выражение (2.20) стремится к нулю при 𝜌→ 0. Таким обра

зом мы получили для подынтегрального выражения в (2.19) сходимость к нулю

почти всюду, а так как найдётся интегрируемая мажоранта, то, следовательно,

по теореме Лебега о мажорируемой сходимости

D(𝐾𝑛
𝜎𝑓, ℎ𝜎) →

𝜌→0
0

и

𝑙.𝑖.𝑚.
𝜌→0

(𝐾𝑛
𝜎𝑓, ℎ𝜎) = (𝐾𝑛

𝜎(𝑑)𝑓, ℎ𝜎(𝑑)),

что и требовалось доказать. �

Замечание. Утверждение теоремы выполняется для таких основных

функционалов, как вероятность прохождения 𝑃𝑡(𝜎), вероятность альбедо и веро

ятность поглощения. Например, для 𝑃𝑡(𝜎) соответствующую функцию ℎ𝜎 мож

но представить в виде

ℎ𝜎(x) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒
−

𝜃(x)∫︀
0

𝜎(r+𝑡u)𝑑𝑡
, 𝑢𝑧 > 0,

0, 𝑢𝑧 ≤ 0,

где 𝜃(x) = 𝐻−𝑟𝑧
𝑢𝑧 - расстояние от r до верхней границы слоя вещества в направле

нии u. Хотя ℎ𝜎 и является кусочно-непрерывной функцией, теорема для неё всё

равно выполняется, если рассматривать обычные точечные или распределен

ные источники, так как непрерывность ℎ𝜎 требуется, чтобы соответствующий

функционал был определён для всех 𝑓 ∈ 𝑁(𝑋).
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Глава 3. Вычислительные эксперименты

Были проведены следующие численно-статистически исследования.

1) Для плоско-параллельного слоя вещества, 0 ≤ 𝑥 ≤ 40, среды с мо

заичным полем 𝜎(r) коэффициента ослабления были численно-статистически

оценены средние значения 𝑃𝑡 = E𝑃𝑡(𝜎) и дисперсии D𝑃𝑡(𝜎) вероятности про

хождения 𝑃𝑡(𝜎) для двух вариантов мозаичного поля Пуассона 𝜎(r;𝒫) и двух

вариантов источника частиц.

2) были вычислены параметры ̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐 осреднённых моделей и соответству
ющие значения величины 𝑃𝑡(̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐) с целью сравнения их с “точными” оценками.

3) были оценены дисперсии D𝐼𝑇 (𝜎) показания нормированного детекто

ра для равномерно распределённого мононаправленного источника (см. пункт

2.4 ) в зависимости от площади детектора и коэффициент в экспоненциальной

оценке корреляционной функции 𝐾𝐼(𝑟);

4) были оценены коэффициенты 𝐶, 𝛽 экспоненциальной асимптотической

формулы для 𝑃𝑡(𝐻) (см. пункт 2.4 );

5) для полей Вороного и Пуассона были изучены их корреляционные функ

ции, зависимость средней вероятности прохождения 𝑃𝑡 от корреляционной дли

ны 𝜌 и время моделирования;

6) была оценена погрешность “перевыбора 𝜎” (см. пункт 2.1 ).

В расчётах были реализованы три модели бернуллиевского одномерного

распределения 𝜎:

ℱ1 : 𝜎1 = 0.6, 𝜎2 = 1.4, P(𝜎 = 𝜎1) = 0.5;

ℱ2 : 𝜎1 = 0, 𝜎2 = 1.16, 𝑝0 = P(𝜎 = 𝜎1) = 16/116 ≈ 0.1379;

ℱ3 : 𝜎1 = 0, 𝜎2 = 2.0, 𝑝0 = P(𝜎 = 𝜎1) = 0.5.

Отметим, что ℱ2, ℱ3 - простые модели “разорванной облачности” (см.,

например, [10]).

Для всех трёх вариантов модели 𝜎𝑠 = 0.9𝜎, 𝜎𝑐 = 0.1𝜎, E𝜎 = 1.0. Но для

ℱ1 и ℱ2 дисперсия E𝜎 = 0.16, а для ℱ3: E𝜎 = 1.0.

Использовались два источника частиц:

𝒮1 - мононаправленный источник локализованный в точке (0,0,0);
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𝒮2 - мононаправленный источник, равномерно распределённый на плоско

сти 𝑥 = 0.

В расчётах использовались алгоритмы “двойной рандомизации” и “мето

да максимального сечения” (см. пункт 2.1 ). Далее через 𝑁 обозначено число

реализаций случайной пары: “среда-траектория”. Для всех далее приведённых

статистических оценок среднеквадратическая погрешность вычисления (“одна

сигма”) величин 𝑃𝑡 имеет порядок последнего разряда. Для остальных оценок

приведены 3 значащие цифры.

Предполагается, что 𝜎𝑠(r) = 0.9𝜎(r), 𝜎𝑐(r) = 0.1𝜎(r), где 𝜎𝑐 - коэффици

ент поглощения, а 𝜎𝑠 - коэффициент рассеяния, то есть вероятность выживания

частицы 𝑞 равна 0.9. Для всех вариантов модели рассеяние моделировалось со

гласно индикатрисе Хеньи-Гринстейна с 𝜇0 = 0.8, 0.9, 0.95 (т.е. рассеяние суще

ственно анизотропно), а длина корреляции равнялась 𝜌 = 3.6 (если не указано

иначе), то есть интенсивность пуассоновского потока пересечений заданной пря

мой линии с границами элементов разбиения равна �̄� = 𝜌−1 ≈ 0.278.

В связи с тем, что реализовать мозаичное поле в бесконечном “по гори

зонту” слое невозможно, процесс излучения моделировался в параллелепипеде:

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐻; −100 ≤ 𝑦,𝑧 ≤ 100, где 𝐻 - толщина слоя. Дополнительные расчё

ты показали, что возникающая при этом погрешность для искомых величин не

является существенной.

При этом была использована оценка вида (2.2) (если не указано иначе),

то есть траектория моделировалась для рассеивательной радиационной модели

𝜎 ≡ 𝜎𝑠.

Для верификации используемых алгоритмов было проведено сравнение с

результатами для слабо неизотропной “координатно-сеточной” модели из [19]

(см. рис. 3.1). Для реализации этой модели на координатных осях строятся

независимые пуассоновские точечные потоки с интенсивностью 𝜆𝑐, а затем про

странство разбивается на параллелепипеды плоскостями, проходящими через

точки этих потоков и ортогональными к соответствующим осям. Параметр 𝜆𝑐
был таким, что соответствующие параметры пуассоновских точечных потоков

по различным направлениям 𝜔 вектора r− r′ в среднем по 𝜔 совпадают с пара

метром 𝜋𝜆 = 1/𝜌 для поля Пуассона.

В [19] так же, как и в данной диссертации, использовались модельная

индикатриса Хеньи-Гринстейна с 𝜇0 = 0.9 и бернуллиевское одномерное рас
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Рисунок 3.1 — “Координатно-сеточное” случайное поле. Размер 20× 40× 40,

𝜆𝑐 = 1/5.4.

пределение ℱ1. Средняя вероятность прохождения частиц 𝑃𝑡 для “координатно

сеточной” модели и слоя толщины𝐻 = 20 равна 0.0344 и с точностью до 2% сов

падает с соответствующей оценкой 0.0337 для мозаичного поля Пуассона. Это

совпадение подтверждает возможность использования разработанной в диссер

тации методики для слабо анизотропных полей (см. последний абзац пункта

2.3).

Для верификации были также проведены расчёты, где в ячейках разби

ения выбиралось неслучайное значение поля 𝜎 ≡ 1, то есть фактически рас

сматривался перенос излучения через детерминированную среду. Полученная

оценка 𝑃𝑡 = 0.0239 также совпадает с аналогичной оценкой из [19]. Для слу

чая 𝜇0 = 1, то есть для рассеяния прямо вперёд, оценка 𝑃𝑡 точно совпадает со

значением 𝑒−𝜎𝑐𝐻 = 𝑒−2.

3.1 Среднее значение и дисперсия случайной вероятности

прохождения

Основное прикладное значение имеет исследование показания нормиро

ванного протяжённого детектора, но в диссертации дополнительно изучается и
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оценка вероятности прохождения осреднённой по поверхности нормированного

протяжённого мононаправленного источника, которая также асимптотически

(по площади источника) совпадает с 𝑃𝑡.

Далее численно-статистически оцениваются осреднённые вероятности про

хождения 𝑃𝑡 для двух вариантов мозаичного поля Пуассона 𝜎(r;𝒫): ℱ1, ℱ2; и

двух вариантов источника частиц: 𝒮1, 𝒮2.

Были также оценены значения дисперсий D𝑃𝑡(𝜎), которые определяют

практически важные флуктуации величины 𝑃𝑡(𝜎), соответствующие флуктуа

циям радиационной модели. Полученные результаты сведены в таблицу 1. От

метим, что оценка вероятности прохождения для детерминированной среды с

параметрами

𝜎(r) = 𝑝𝜎1 + (1− 𝑝)𝜎2 = 1.0, 𝜎𝑠(r) = 0.9, 𝜎𝑐(r) = 0.1

равна 0.000386± 1.5 · 10−6.

Таблица 1 — Оценки E𝑃𝑡(𝜎) и
√︀

D𝑃𝑡(𝜎), 𝑁 = 106.

E𝑃 (𝜎)
√︀

D𝑃 (𝜎)
(𝒮1,ℱ1) 0.000805 0.000631
(𝒮1,ℱ2) 0.00156 0.00869
(𝒮2,ℱ1) 0.000806 0.000191
(𝒮2,ℱ2) 0.00155 0.00087

Приведённые в таблице 1 оценки средних вероятностей показывают су

щественное (примерно в 2 и в 4 раза) усиление переноса излучения через рас

сматриваемую среду вследствие стохастичности. Оценки величины
√︀

D𝑃𝑡(𝜎)

подтверждают естественное предположение (эргодического типа) о том, что в

случае бесконечно протяжённого по (𝑦,𝑧) слоя для распределённого на площа

ди 𝑆 источника с вероятностью 1 выполняется соотношение: 𝑃𝑡(𝜎)
𝑃𝑡

→ 1 при

𝑆 → +∞. Отметим, что величину 𝑃𝑡 целесообразно оценивать для локализо

ванного источника, так как при этом можно реализовывать пуассоновское поля

для сравнительно неширокого по (𝑦,𝑧) слоя.
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3.2 Параметры осреднённых моделей и соответствующие

вероятности прохождения.

Далее вычисляются параметры ̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐 осреднённых моделей и соответству
ющие значения величины 𝑃𝑡(̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐) с целью сравнения их с “точными” оценками.

В таблице 2 приведены параметры осреднённых радиационных моделей.

Согласно сказанному выше (см. пункт 2.3) они определяются следующим обра

зом. Для простейшей детерминированной модели:

̃︀𝜎𝑠 = 𝜎𝑠 = E𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐 = 𝜎𝑐 = E𝜎𝑐, 𝐵 = 1.

Для эффективно осреднённых моделей: Σ (с базовым реалистическим

𝜎(r)) и ℱ (с базовым мозаичным полей и одномерным бернуллиевским рас

пределением); ̃︀𝜎𝑠 определяется по формулам (2.5), (2.7). При этом были исполь

зованы три способа осреднения в (2.10) и (2.9): Σ - непосредственно по резуль

татам моделирования, 𝐺 - согласно условному приближённо гауссовскому рас

пределению с выборочными параметрами, Γ - согласно гамма-распределению с

выборочными параметрами.

Таблица 2 — Параметры эффективно осреднённых моделей.̃︀𝜎𝑠 ̃︀𝜎𝑐 B
Σ1 0.7327 0.0944 0.9805
𝐺1 0.7169 0.0942 0.9789
Γ1 0.7553 0.0946 0.9822
𝐹1 0.756 0.0943 0.9804
Σ2 0.3517 0.0729 0.9248
𝐺2 0.3253 0.0719 0.9215
Γ2 0.3536 0.0730 0.9250
𝐹3 0.2406 0.0677 0.9057
𝜎 0.9 0.1 1.0

Далее в таблице 3 приведены значения функционала 𝑃𝑡 для полей Σ и

ℱ : Реалистические Σ, Бернулли ℱ , а также соответствующие оценки 𝑃 (̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐):
Осреднённые (Σ), Осреднённые (𝐺), Осреднённые (Γ), Осреднённые (ℱ), Осред
нённые (𝜎) для значений 𝑑 = 0.16 (Σ1, 𝐺1, Γ1, ℱ1), 𝑑 = 1 (Σ2, 𝐺2, Γ2, ℱ3) и

𝜇0 = 0.8, 0.9.
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Таблица 3 — Оценки 𝑃𝑡 и соответствующие оценки 𝑃 (̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐), 𝑁 = 105 для

полей Σ и 𝑁 = 106 для остальных, толщина слоя 𝐻 = 40.
𝜇0 0.8 0.9
𝑑 0.16 1.0 0.16 1.0

Реалистические Σ 1.12 · 10−4 3.29 · 10−3 7.81 · 10−4 8.32 · 10−3

Осреднённые (Σ) 1.11 · 10−4 3.05 · 10−3 8.82 · 10−4 1.01 · 10−2

Осреднённые (𝐺) 1.22 · 10−4 3.78 · 10−3 9.36 · 10−4 1.173 · 10−2

Осреднённые (Γ) 9.8 · 10−5 3.01 · 10−3 8.07 · 10−4 1.000 · 10−2

Бернулли ℱ 1.112 · 10−4 1.27 · 10−2 8.12 · 10−4 1.97 · 10−2

Осреднённые (ℱ) 9.95 · 10−5 8.21 · 10−3 8.17 · 10−4 2.222 · 10−2

Осреднённые (𝜎) 3.54 · 10−5 3.86 · 10−4

Для выяснения влияния 𝜇0 и 𝑞 на эффективность осреднения для поля 𝑆1

были проведены дополнительные суперкомпьютерные расчёты, см. таблицу 4.

Таблица 4 — Оценки 𝑃𝑡 для поля ℱ1 (𝑁 = 107) и соответствующие оценки

𝑃 (̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐), 𝑃 (𝜎) (𝑁 = 106) для 𝜇0 = 0.8, 0.9, 0.95 и 𝑞 = 0.8, 0.9, 0.95, толщина

слоя 𝐻 = 40.
𝑞 𝜇0 𝑃𝑡 𝑃 (̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐) 𝑃 (𝜎)

0.8
0.8 2.4 · 10−6 1.56 · 10−6 3.31 · 10−5

0.9 2.15 · 10−5 1.76 · 10−5 3.60 · 10−4

0.95 9.28 · 10−5 8.68 · 10−5 1.768 · 10−3

0.9
0.8 1.112 · 10−4 1.01 · 10−4 3.48 · 10−5

0.9 8.12 · 10−4 8.36 · 10−4 3.78 · 10−4

0.95 3.184 · 10−3 3.39 · 10−3 1.858 · 10−3

0.95
0.8 1.533 · 10−3 1.71 · 10−3 3.53 · 10−5

0.9 8.197 · 10−3 9.43 · 10−3 3.83 · 10−4

0.95 2.645 · 10−2 2.997 · 10−2 1.885 · 10−3

Сравнительный анализ приведённых численных результатов для рассмат

риваемых значений 𝜇0 и 𝑞 показывает следующее. В случае “сплошной” стоха

стической среды, т.е. при 𝑝0 ≈ 0, величина 𝑃𝑡 практически определяется зна

чениями параметров 𝑚, 𝑑 и 𝜌 с использованием нормального приближения 𝑓𝑔
или гамма 𝑓𝛾, причём

𝑃𝑡 ≈ 𝑃 (̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐). (3.1)

В случае “разорванной” среды, т.е. при 𝑝0 ≫ 0, приближение (3.1) является

практически удовлетворительным (в сравнении с разностью 𝑃𝑡−𝑃 (𝜎)), если при
вычислении значений ̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐 используется значение вероятности 𝑝0 и условного
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гамма-распределения в “заполненной” части среды при

E𝜎 = 𝑚𝑐, D𝜎 = 𝑑𝑐.

Следовательно, можно констатировать, что параметры 𝑝0,𝑚𝑐, 𝑑𝑐, 𝜌 прак

тически определяют поправку 𝑃𝑡 − 𝑃 (𝜎).

Были также вычислены оценки средней вероятности альбедо 𝑃𝑎 для вари

антов мозаичных полей Пуассона 𝐹1, 𝐹2.

Таблица 5 — Оценки средней вероятности альбедо 𝑃𝑎 с использованием

осреднённых моделей и соответствующие “точные” значения, 𝐻 = 40, 𝑁 = 106.
𝑃𝑎(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑎(𝜎(·;𝒫)) 𝑃𝑎(𝜎𝑠, 𝜎𝑐) 𝑃𝑎(̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐)

𝐹1 0.0670 0.0672 0.0684 0.0595
𝐹2 0.0657 0.0663 0.0684 0.0513

Следует отметить, что простое осреднение удовлетворительно воспроизво

дит вероятность отражения (альбедо).

3.3 Дисперсия показания нормированного детектора и

корреляционная функция поля проходящей радиации

В таблице 6 даны оценки дисперсии D𝐼𝑇 показания детектора 𝐼𝑇 с пло

щадью 𝑇 2 для мозаичного поля Пуассона 𝜎(r;𝑃 ) с вариантом радиационной

модели 𝐹1 для слоёв разной толщины 𝐻.

Таблица 6 — Оценки D𝐼𝑇 в зависимости от 𝑇 и 𝐻 и соответствующие оценки̃︀𝜆, 𝑁 = 106, 𝑁𝜎 = 100.

D𝐼0 D𝐼70 D𝐼80 ̃︀𝜆70 ̃︀𝜆80
𝐻 = 1 0.00873 0.000167 0.000118 0.258 0.269
𝐻 = 10 0.00765 0.000250 0.000203 0.198 0.192
𝐻 = 20 0.000322 0.0000240 0.0000194 0.131 0.127

ВеличинаD𝐼𝑇 оценивалась “методом сопряжённых блужданий” (см. пункт

2.4). В связи со сравнительно большой трудоёмкостью этого метода в данном

случае, а также близостью величин 𝑃 (𝑣)
𝑡 и 𝑃 (𝑝)

𝑡 , значение D𝐼𝑇 оценивалось лишь

для пуассоновского поля 𝜎(r;𝒫).
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Для оценки величины D𝐼𝑇 был использован вариант “двойной рандомиза

ции”, в котором для каждой реализации среды моделируются 2𝑁𝜎 условно неза

висимых траекторий и осредняются произведения соответствующих случайных

оценок (см. пункт 2.1); в данном случае полагали 𝑁𝜎 = 100.

Приведённые в таблице значения параметра ̃︀𝜆 экспоненциальной оценки

корреляционной функции 𝐾𝐼(𝑟) поля 𝐼(𝑦,𝑧) (см. пункт 2.4) получены из (2.12)

по формуле ̃︀𝜆 = ̃︀𝜆𝑇 =
√︀

2𝜋D𝐼0/(𝑇 2D𝐼𝑇 ).

Удовлетворительность указанной экспоненциальной оценки подтвержда

ется близостью оценок ̃︀𝜆70 и ̃︀𝜆80. Отметим, что отношения дисперсий для 𝑇 = 80

и 𝑇 = 70 практически равны (70/80)2, что подтверждает справедливость фор

мулы (2.11). Отметим также, что

̃︀𝜆 ↑ 1/𝜌 = 0.2(7) при 𝐻 → 0.

Это следует из того, что при 𝐻 → 0 значение I(𝑦,𝑧) асимптотически определя

ется величиной

𝑒𝑥𝑝(−𝜏(𝐻; (0,𝑦,𝑧),𝜔0)) ≈ 1− 𝜏(𝐻; (0,𝑦,𝑧),𝜔0) ≈ 1−𝐻𝜎(0,𝑦,𝑧),

то есть 𝐾𝐼(𝑟) → 𝐾𝜎(𝑟). C увеличением толщины слоя корреляция между значе

ниями поля 𝐼 усиливается, по-видимому, в связи с тем, что траектории проходят

через большее число общих ячеек.

3.4 Коэффициенты экспоненциальной асимптотической формулы

для средней вероятности прохождения

В таблице 7 приведены оценки параметров 𝐶 и 𝛽 для поля Пуассона и

моделей ℱ1,ℱ2 бернуллиевского одномерного распределения 𝜎. Оценки ̃︀̃︀𝐶, ̃︀̃︀𝛽
получены по всем 𝑁 = 𝑀 · 𝑁𝑀 реализациям поля 𝜎. Были вычислены также

оценки соответствующих среднеквадратических погрешностей и оценка сверху√︁
𝐷̃︀𝛽/𝑁 , полученная из (2.16).
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Таблица 7 — Оценки величин 𝐶, 𝛽 и среднеквадратических погрешностей,

𝐻 = 40, Δ𝐻 = 0.1, 𝑀 = 100, 𝑁𝑀 = 105, 𝑁 = 107.̃︀̃︀𝐶 ̃︀̃︀𝛽 ̃︀𝐶 ̃︀𝛽 √︁
𝐷
̃︀̃︀𝐶/𝑀 √︁

𝐷
̃︀̃︀𝛽/𝑀 оц. св.

√︁
𝐷̃︀𝛽/𝑁

𝑆1 1.52 0.188 1.48 0.188 0.0384 0.000627 0.000690
𝑆2 1.29 0.166 1.20 0.166 0.0552 0.000920 0.00103

Следует особо отметить, что приведённые в таблице 7 оценки среднеквад

ратических погрешностей показывают целесообразность оценки величины 𝐷̃︀𝛽
на основе формулы (2.16). Величины 𝐶 и 𝛽 были вычислены также для соот

ветствующими осреднённых моделей. Они равны соответственно 1.50, 0.187 для

ℱ1 и 1.47, 0.176 для ℱ2, причём

𝑃𝑡(̃︀𝜎𝑠, ̃︀𝜎𝑐)/𝑃𝑡(𝜎𝑠, 𝜎𝑐) ≈ 0.958𝑒0.026𝐻 .

3.5 Сравнительные численно-статистические исследования для

мозаичных полей Вороного и Пуассона

В таблице 8 и на рис. 3.2 для различных значений 𝑟 приведены оценки

корреляционной функции 𝐾(𝑟;𝒱) мозаичного поля Вороного 𝜎(r;𝒱) и точные

значения 𝐾(𝑟;𝒫) для мозаичного поля Пуассона 𝜎(r;𝒫), вычисленные по фор

муле 𝐾(𝑟;𝒫) = 𝑒−𝜋𝜆𝑝𝑟.

Таблица 8 — Оценки 𝐾(𝑟;𝒱) и точные значения 𝐾(𝑟;𝒫), 𝑁 = 106, 𝜌 = 3.6.
𝑟 2 4 6 8 10

𝐾(𝑟;𝒱) 0.6718 0.3955 0.1953 0.0748 0.0203
𝐾(𝑟;𝒫) 0.5737 0.3291 0.1888 0.1083 0.0621

Параметры полей 𝜆𝑣 и 𝜆𝑝 были выбраны так, что для обоих полей корре

ляционная длина 𝜌 = 3.6. Расчёты показывают, что корреляционные функции

двух полей довольно близки.
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Рисунок 3.2 — Графики корреляционных функций 𝐾(𝑟;𝒱) и 𝐾(𝑟;𝒫).

В таблице 9 приведены оценки средней вероятности прохождения 𝑃𝑡 в

зависимости от корреляционной длины 𝜌 для мозаичных полей Вороного 𝜎(r;𝒱)
и Пуассона 𝜎(r;𝒫) с одномерным распределением ℱ2.

Таблица 9 — Зависимость средней вероятности прохождения 𝑃𝑡 от 𝜌.
𝜌 1/4 1 2 3.6 5

𝑃𝑡(𝜎(·;𝒱)) - - 0.0317 0.0413 0.0514
𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫)) 0.025 0.027 0.0321 0.0424 0.0516
отн.разн. - - -1.3% -2.6% -0.4%

Для оценок использовался стандартный алгоритм двойной рандомизации

(см. пункт 2.1), причём для каждой реализации случайной среды моделирова

лись две условно независимые траектории частицы, что позволяет оценивать

E𝑃𝑡(𝜎) и E𝑃 2
𝑡 (𝜎). Для 𝜌 = 2, 3.6, 5 расчёты были проведены для обоих типов

полей с 𝑁 = 106, а для 𝜌 = 1/4, 1 расчёты проводились только для мозаичного

поля Пуассона с 𝑁 = 104, так как моделирование переноса излучения для поля

Вороного для малых 𝜌 слишком трудоёмко (см. табл. 4).

Как показывают расчёты, разница между вероятностями 𝑃𝑡 для двух моде

лей относительно невелика. Это подтверждает гипотезу о том, что для средних

значений функционалов решения уравнения переноса излучения в мозаичном
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случайном поле существенными являются значение параметра 𝜌 и распределе

ние значений поля в ячейках, а геометрия поля на траекторию частицы влияет

мало. Это позволяет сделать вывод, что для изучения переноса частиц в од

нородном изотропном случайном поле целесообразно ограничиться мозаичным

полем Пуассона, так как перенос излучения для него моделируется сравнитель

но быстро.

Расчёты из таблицы 9 также показывают, что для обоих полей при 𝜌→ 0

вероятность 𝑃𝑡 приближается к вероятности 𝑃
(𝑑)
𝑡 ≈ 0.0239 прохождения для

детерминированного слоя с

𝜎(𝑑)(r) ≡ 𝑝𝜎1 + (1− 𝑝)𝜎2 = 1.0,

что согласуется с утверждением доказанной в пункте 2.5 теоремы 3.

В таблице 10 приведено время в секундах необходимое для реализации

104 пар траекторий частиц для случайно выбранных реализаций среды в зави

симости от корреляционной длины 𝜌 для полей Вороного 𝜎(r;𝒱) и Пуассона

𝜎(r;𝒫).

Таблица 10 — Зависимость времени моделирования в секундах 𝑡 от 𝜌, 𝑁 = 104.
𝜌 2 3.6 5
𝑡𝑣 506.4 80.7 28.2
𝑡𝑝 11.2 5.1 3.5

Как видно из таблицы, перенос излучения для мозаичного поля Пуассона

моделируется существенно быстрее, чем для мозаичного поля Вороного, и при

уменьшении 𝜌 разница времени моделирования увеличивается. По всей видимо

сти, это связано с тем, что число точек пуассоновского потока для мозаичного

поля Вороного возрастает пропорционально

𝜆𝑣 ≈ (
0.459

𝜌𝑣
)3,

а для мозаичного поля Пуассона пропорционально

𝜆𝑝 =
1

𝜋𝜌𝑝
.
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3.6 Погрешность “перевыбора” в алгоритме двойной рандомизации

Была также оценена погрешность, связанная с перевыбором значений по

ля 𝜎(r) в процессе моделирования траектории частицы (см. пункт 2.1). В табли

цах 11, 12, 13 приведены оценки величин 𝑃𝑡 и 𝑃𝑎 для полей Вороного, Пуассона

и двух моделей 𝐹1, 𝐹2. Рассматривается три типа моделирования: точное (без

перевыбора), с перевыбором и экспоненциальным учётом поглощения, а также

с перевыбором и учётом поглощения весом 𝑞(r). В таблицах 11, 12, 13 толщина

слоя 𝐻 = 40.

Таблица 11 — Оценки 𝑃𝑡 и 𝑃𝑎, без перевыбора, 𝑁 = 106.
𝑃𝑡(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫)) 𝑃𝑎(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫))

𝐹1 0.000819 0.000811 0.0670 0.0672
𝐹2 0.00133 0.00156 0.0657 0.0663

Таблица 12 — Оценки 𝑃𝑡 и 𝑃𝑎, перевыбор, экспоненциальный вес, 𝑁 = 106.
𝑃𝑡(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫)) 𝑃𝑎(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫))

𝐹1 0.000642 0.000653 0.0648 0.0648
𝐹2 0.000637 0.000711 0.0608 0.0613

Таблица 13 — Оценки 𝑃𝑡 и 𝑃𝑎, перевыбор, вес 𝑞(r), 𝑁 = 106.
𝑃𝑡(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫)) 𝑃𝑎(𝜎(·;𝒱)) 𝑃𝑡(𝜎(·;𝒫))

𝐹1 0.000820 0.000798 0.0665 0.0668
𝐹2 0.000129 0.00152 0.0652 0.0657

Сравнительно большая погрешность вычислений с перевыбором для экс

поненциального веса связана с тем, что в используемом алгоритме для каждого

пробега сначала вычисляется длина пробега с проверкой фиктивности рассея

ния, а затем вычисляется интеграл от 𝜎 по этому отрезку. Таким образом, если

конец пробега и остальная часть пробега находятся в разных ячейках, то пере

выбор происходит даже на этом одном пробеге.

Из таблиц 11, 12, 13 видно, что перевыбор 𝜎 уменьшает вероятность 𝑃𝑡.

Это объясняется эффективным уменьшением “корреляционной длины” вдоль

траектории, которое приближает соответствующую радиационную модель к де

терминированной.
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В таблице 14 отражены дополнительно проведённые расчёты для поля

𝜎(r;𝑃 ) со значениями среднего косинуса угла рассеяния 𝜇0 = 0.8.

Таблица 14 — Оценки 𝑃𝑡 и 𝑃𝑎 для 𝜇0 = 0.8, без перевыбора, 𝑁 = 106, 𝐻 = 40.
без перевыбора перевыбор, вес 𝑞(r)

𝑃
(𝑝)
𝑡 𝑃

(𝑝)
𝑎 𝑃

(𝑝)
𝑡 𝑃

(𝑝)
𝑎

𝐹1 0.000111 0.1331 0.000106 0.1324
𝐹2 0.000447 0.1312 0.000422 0.1292

Они, как и данные из таблиц 11, 13, показывают, что при слабом нару

шении анизотропии, которое характерно для рассеяния оптического излучения

в облаках (0.8 ≤ 𝜇0 ≤ 0.9), погрешностью перевыбора практически можно

иногда пренебречь, что существенно упрощает алгоритм моделирования траек

тории кванта. С учётом результатов таблицы 12 это замечание следует отнести

к алгоритму с мультипликативным весом 𝑞(r).



78

Заключение

В диссертации представлены следующие основные результаты.

1. Построен и исследован пуассоновский ансамбль базовых плоскостей;

на этой основе построено мозаичное поле Пуассона 𝜎(r;𝑃 ), обоснова

ны его однородность и изотропность. Определена мера в параметриче

ском пространстве множества гиперплоскостей, пересекающих задан

ный отрезок; на этой основе показано, что корреляционная функция

𝑘-мерного мозаичного поля Пуассона экспоненциальна. Построены ре

алистические вычислительные модели разорванных неотрицательных

случайных полей с приближённо гауссовскими одномерными распреде

лениями и заданной степенью заполненности пространства путём сум

мирования независимых реализаций базовых специально сконструиро

ванных ограниченных мозаичных пуассоновских полей и изучены неко

торые их свойства.

2. Разработаны новые геометрические алгоритмы для моделирования тра

екторий в мозаичных случайных средах. Получены формулы для ко

эффициентов рассеяния и поглощения эффективно осреднённых ради

ационных моделей. Проведено исследование поля проходящей радиа

ции: построена оценка параметра экспоненциальной асимптотической

(по площади протяжённого нормированного детектора) оценки соответ

ствующей корреляционной функции; построены статистические оценки

коэффициентов экспоненциальной (асимптотической по толщине слоя)

формулы для осреднённой вероятности прохождения частицы. Найде

ны некоторые предельные соотношения для мозаичных случайных по

лей при уменьшении параметра корреляционной длины до нуля.

3. Изучена вероятность прохождения, осреднённая по поверхности нор

мированного источника, и её дисперсия. Вычислены параметры осред

нённых радиационных моделей для различных вариантов мозаичного

поля Пуассона и соответствующие значения средней вероятности про

хождения; проведено их сравнение с “точными” значениями. Показано,

что полученные результаты можно эффективно распространить на ре

алистические модели случайных сред. Изучена дисперсия показания
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протяжённого нормированного детектора и вычислен параметр экспо

ненциальной оценки корреляционной функции поля проходящей ради

ации; на этой основе проверена соответствующая эргодическая гипо

теза. Вычислены коэффициенты экспоненциальной (асимптотической

по толщине слоя) формулы для средней вероятности прохождения и

их дисперсии. Для полей Вороного и Пуассона проведено сравнение

корреляционных функций, изучены зависимость средней вероятности

прохождения 𝑃𝑡 от корреляционной длины 𝜌 и трудоёмкость моделиро

вания. Оценена погрешность “перевыбора 𝜎” в методе двойной рандо

мизации, которая возникает, если значение 𝜎 заново выбирается при по

вторном попадании траектории кванта в элемент разбиения простран

ства.
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