
Âàðèàíò ðàñïðåäåëåííîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèèîáëàñòåé∗Â.Ï.Èëüèí1,2, Ä.Â.Ïåðåâîçêèí1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ1,Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò2�àññìàòðèâàþòñÿ àëãîðèòìû ìàñøòàáèðóåìîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ðåøåíèÿñâåðõáîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñåòî÷íûõ ÑËÀÓ, ïðåäñòàâëåííûõ â óíèâåðñàëüíûõñæàòûõ �îðìàòàõ, â òîì ñìûñëå, ÷òî èõ ðåàëèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ áåç ïðî-ãðàììíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäêè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì è íà êîëè÷åñòâî èñ-ïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ, ïðîöåññîðîâ è/èëè ÿäåð.Äàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåííîìó âàðèàíòó àëãåáðàè÷åñêîé3D-äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé, â êîòîðîì îòñóòñòâóåò ÷ðåçìåðíàÿ ðàñ÷åòíî-èí�îðìàöèîííàÿ íàãðóçêà êîðíåâîãî ïðîöåññîðà, ò.å. âñå îðãàíèçóåìûå MPI-ïðîöåññû, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò �ñâîåé� ïîäîáëàñòè, ÿâëÿþòñÿïðàêòè÷åñêè ðàâíîïðàâíûìè. Îïèñûâàåìûå ìåòîäû ðåàëèçîâàíû â ñîñòàâå áèá-ëèîòåêè àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé KRYLOV. Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûåîöåíêè èñïîëüçóåìûõ ðåñóðñîâ è îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëü-íûõ òåõíîëîãèé. Ý��åêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ èëëþñòðèðóåòñÿðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ õàðàêòåðíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ êîí�èãóðàöèÿõ ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîéñèñòåìû.1. ÂâåäåíèåÌåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé (ÌÄÎ), êàê ãëàâíîå îðóäèå ìàñøòàáèðóåìîãî ðàñïà-ðàëëåëèâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ìíî-ãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ), ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ îãðîìíî-ãî êîëè÷åñòâà ñòàòåé è ìîíîãðà�èé, ïðåäñòàâëåííûõ, íàïðèìåð, íà ñïåöèàëüíîì ñàéòå [1℄.Îáøèðíóþ îáëàñòü èçó÷àåìûõ çäåñü âîïðîñîâ ìîæíî ðàçáèòü íà äâå îñíîâíûå ÷àñòè.Ïåðâàÿ èç íèõ îòíîñèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ íîâûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷,èõ òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèþ, îöåíêàì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, îïòèìèçàöèè è ñðàâíèòåëü-íîìó àíàëèçó. Îòíîñèòåëüíî ñâåæèå ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû â äàííûõ íàïðàâëåíèÿõìîæíî íàéòè íà ñàéòå [2℄ 22-é Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé,ñîñòîÿâøåéñÿ â ñåíòÿáðå 2013 ã.Âòîðàÿ ÷àñòü íå ìåíåå àêòóàëüíûõ ïðîáëåì � ýòî ý��åêòèâíîå îòîáðàæåíèå ÌÄÎ íààðõèòåêòóðó ñîâðåìåííûõ ÌÂÑ, êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà ñòðåìèòåëüíîå îáíîâëåíèå ñóïåðêîì-ïüþòåðíîãî ñïèñêà ÒÎ�-500, â áëèæàéøóþ ïÿòèëåòêó, äî ðîæäåíèÿ ïåðâîãî ýêçà�ëîïñíè-êà, ïðîãíîçèðóåòñÿ òðàäèöèîííîé: êëàñòåð èç ãåòåðîãåííûõ óçëîâ, ñîäåðæàùèõ ïî íåñêîëü-êî öåíòðàëüíûõ ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ (CPU) ñ îáùåé ïàìÿòüþ, à òàêæå ïî íåñêîëüêî�ãðà�è÷åñêèõ ïðîöåññîðîâ îáùåãî íàçíà÷åíèÿ� (GPGPU), ñâåðõáûñòðûõ, íî ñ äîñòàòî÷íîñëîæíûì èñïîëüçîâàíèåì. Óïðàâëåíèå èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòüþ ñ ðàñïðåäåëåííûì è îáùèìäîñòóïîì îãðàíè÷èâàåòñÿ ñðåäñòâàìè MPI, OpenMP è CUDA.Öåëü äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû õîòÿ äëÿ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííîãîíàáîðà àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè ñêîíöåíòðèðîâàòüñÿ íà âàðèàíòàõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðå-øåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ðåàëèçàöèþ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ãëàâíîé çàäà÷è � ñîçäàíèÿâûñîêîïðîèçâîäèòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, íå ñîäåðæàùåãî�îðìàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû è íà êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ âû-÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð è/èëè ïðîöåññîðîâ.
∗�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ � 11-01-00205, à òàêæå ãðàíòàìè Ïðåçèäèóìà �ÀÍ � 15.9-4 è ÎÌÍ�ÀÍ � 1.3.3-4.



�àññìàòðèâàåìàÿ íàìè çàäà÷à ñ �óíêöèîíàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ �ýòî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ ðàçðåæåí-íûìè ìàòðèöàìè áîëüøèõ ïîðÿäêîâ (äî 108�1011), âîçíèêàþùèìè ïðè ðàçëè÷íûõ àïïðîê-ñèìàöèÿõ ìíîãîìåðíûõ ìåæäèñöèïëèíàðíûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñëîæíîé ãåîìåò-ðè÷åñêîé êîí�èãóðàöèåé ãðàíèö íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ.Îñîáåííîñòü ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â îáúåìå äàííûõ, íåîáõîäèìûõ äëÿ õðàíåíèÿ íåíó-ëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö, ÷èñëî êîòîðûõ â êàæäîé èç ñòðîê íå çàâèñèò îòðàçìåðíîñòè ÑËÀÓ è ñîñòàâëÿåò îáû÷íî íåñêîëüêî äåñÿòêîâ (èõ êîëè÷åñòâî ðàñòåò ñ óâå-ëè÷åíèåì ïîðÿäêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè). Íàïðèìåð, ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà,îïèñûâàþùàÿ ãèäðî-ãàçîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ, âêëþ÷àåò 4 íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå �óíê-öèè � òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè è äàâëåíèå. Ïîýòîìó íà òðåõìåðíîé ñåòêå ñ ÷èñëîìóçëîâ 10003 = 109 îáùèé ïîðÿäîê ÑËÀÓ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 4 · 109, à êîëè÷åñòâî íåíóëå-âûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ � îêîëî 1010. Ïîñêîëüêó âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûåçàäà÷è ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ïëîõî îáóñëîâëåííûìè, òî ðàñ÷åòû íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü, êàê ìè-íèìóì, ñî ñòàíäàðòíîé äâîéíîé òî÷íîñòüþ (64 äâîè÷íûõ ðàçðÿäà, èëè 8 áàéòîâ, íà îäíî÷èñëî). Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ íà îäíîì ïðîöåññîðå, îáúåìîïåðàòèâíîé ïàìÿòè êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò îáû÷íî íåñêîëüêî ãèãàáàéò, ñòàíîâèòñÿ ïðîáëå-ìàòè÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå íå ïðîõîäèò çà÷àñòóþ ïðèìåíÿåìàÿ òàêòèêà ðàñïàðàëëåëèâà-íèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ (íàèáîëåå ëåãêî ïðîãðàììèðóåìàÿ), êîãäà ñíà÷àëà �ãëîáàëüíàÿ�ìàòðèöà �îðìèðóåòñÿ íà îäíîì (ãîëîâíîì) ïðîöåññîðå, à ïîòîì åå áëîêè ðàññûëàþòñÿ ïîîñòàëüíûì èñïîëüçóåìûì ïðîöåññàì. Åäèíñòâåííàÿ àëüòåðíàòèâà çäåñü � ðàñïðåäåëåííîåõðàíåíèå ìàòðèöû, êîãäà åå ýëåìåíòû èçíà÷àëüíî ðàññ÷èòûâàþòñÿ â ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ.Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 2 ìû ïðåäñòàâëÿåì îñíîâíûå ñòðóê-òóðíûå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ÑËÀÓ è ïðèìåíÿåìûõ ÌÄÎ. Â ï. 3 îïèñûâàþòñÿíåêîòîðûå ïðåäëàãàåìûå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû è èõ ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè. Â ï. 4ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû õàðàêòåðíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ ïðåäñòàâèòåëü-íîé ñåðèè ìåòîäè÷åñêèõ çàäà÷.2. Íåêîòîðûå ïîñòàíîâêè, �îðìàëèçìû è àëãîðèòìû äåêîìïî-çèöèè�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü ìàòðèöà ÑËÀÓ
Au = f, A = {ai,j} ∈ RN,N , (1)ðàçáèòà íà áëî÷íûå ñòðîêè

A = {Ap ∈ RNp,N , p = 1, ..., P}, N1 + ...+Np = N,ñ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ÷èñëîì ñòðîêNp ≫ 1 â êàæäîé. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì òàêæåðàçáèâàþòñÿ âåêòîðû èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè
u = {up ∈ RNp}, f = {fp ∈ RNp},òàê ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â �îðìå ñîâîêóïíîñòè P ïîäñèñòåì

Ap,pup +

P
∑

q=1

q 6=p

Ap,quq = fp, p = 1, ..., P, (2)ãäå Ap,q ∈ RNp,Nq � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðè÷íûå áëîêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçáèåíèè êàæäîéáëî÷íîé ñòðîêè (è âñåé ìàòðèöû A) íà áëî÷íûå ñòîëáöû:
Ap = {Ap,q; q = 1, ..., P}, A = {Ap,q; p, q = 1, ..., P}.



Ïóñòü ÑËÀÓ (1) çàäàíà â CSR-�îðìàòå, ñì. [3℄, ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ñòðîê Np â êàæäîé èç
P ïîäñèñòåì (2), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèöû A íà áëî÷íûå ñòðîêè Ap.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÑËÀÓ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, àïïðîê-ñèìèðóþùèõ íåêîòîðóþ ìíîãîìåðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,òàê ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðîâ u, f ñîîòâåòñòâóåò óçëó ñåòêè, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõâ ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè Ωh =

P
⋃

p=1
Ωp ðàâíî N . Îòìåòèì, ÷òî â ìåòîäàõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ (ÌÊÝ, [4℄) òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ óçëîâûìè, íî áîëåå ñëîæíûå ñåòî÷íûåóðàâíåíèÿ ìû ïîêà íå ðàññìàòðèâàåì. Ïðè ýòîì áëî÷íîå ðàçáèåíèå ìàòðèö è âåêòîðîâ ñî-îòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ (äåêîìïîçèöèè) Ωh íà P ñåòî÷íûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé

Ωp, â êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Np óçëîâ, N1 + ...+NP = N , ñì. ðèñ. 1.

�èñ. 1. Ñõåìà áëî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ìàòðèöûÎïèñàííàÿ äåêîìïîçèöèÿ Ωh íå èñïîëüçóåò óçëîâ-ðàçäåëèòåëåé, ò.å. óñëîâíûå ãðàíè-öû ïîäîáëàñòåé íå ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû ñåòêè. Ôîðìàëüíîñòè ðàäè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîâíåøíîñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè åñòü íåîãðàíè÷åííàÿ ïîäîáëàñòü Ω0 ñ ÷èñëîì óçëîâ N0 = 0.Ñåòî÷íîå óðàâíåíèå äëÿ i-ãî óçëà ñåòêè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ai,iui +

∑

j∈ωi
j 6=i

ai,juj = fi, i ∈ Ωh, (3)ãäå ÷åðåç ωi îáîçíà÷àåòñÿ ñåòî÷íûé øàáëîí i-ãî óçëà, ò.å. ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ âñåõ óçëîâ(êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþùèõñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîñåäÿìè), ó÷àñòâóþùèõ â i-ì óðàâíåíèè.Åñëè ñåòî÷íûå óçëû è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ïðîíóìåðîâàíû ñëåäóþùèì îáðà-çîì: ñíà÷àëà èäóò ïîäðÿä âñå óçëû 1-é ïîäîáëàñòè Ω1 (íåâàæíî â êàêîì âíóòðåííåì ïî-ðÿäêå), çàòåì � óçëû âòîðîé ïîäîáëàñòè è ò.ä., � òî âûøåïðèâåäåííîå áëî÷íîå ðàçáèåíèåìàòðèö è âåêòîðîâ, ïðèâîäÿùåå ê ïîäñèñòåìàì (2), ñîîòâåòñòâóåò äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîéîáëàñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé. Ïðè ýòîì íîìåðà óçëîâ èç ωi, ñîñåäíèõ ê i-ó óçëó, óêà-çûâàþòñÿ â CSR-�îðìàòå äëÿ i-é ñòðîêè ìàòðèöû (�àêòè÷åñêè òàì óêàçûâàþòñÿ íîìåðàñòîëáöîâ êàê äëÿ äèàãîíàëüíîãî, òàê è âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ). Îòìåòèì, ÷òî âçàèì-íî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé (ñåòî÷íîé) èíòåðïðåòàöèèñòðóêòóðû ÑËÀÓ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü. Òèïè÷íûé ïðèìåð � îäíîìó óçëó ñåòêè ìîæåòñîîòâåòñòâîâàòü m > 1 ïåðåìåííûõ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèòóàöèÿèìååò ìåñòî â ìåæäèñöèïëèíàðíûõ çàäà÷àõ, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè èç m äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé, ó êîòîðûõ ðåøåíèå åñòü âåêòîð-�óíêöèÿ ðàçìåðíîñòè m. Åñëè òàêèå�êðàòíûå� ïåðåìåííûå íóìåðóþòñÿ ïîäðÿä, òî ñòðóêòóðà ÑËÀÓ ïðèîáðåòàåò �ìåëêîáëî÷-íûé� (m≪ N) âèä, è íà òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû îñòàíîâèìñÿ â ïîñëåäóþùåì îñîáî.Ïðè çàäàííîì áëî÷íîì ðàçáèåíèè ÑËÀÓ, èëè äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îá-ëàñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîæíî ïîñòðîèòü õîðîøî



ðàñïàðàëëåëèâàåìûé àääèòèâíûé ìåòîä Øâàðöà, ïðåäñòàâèìûé èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì
Ap,pu

n
p = fp −

P
∑

q=1

q 6=p

Ap,qu
n−1
q ≡ gn−1

p . (4)Ïðè âû÷èñëåííûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ gn−1
p íàõîæäåíèå âñåõ unp òðåáóåò äëÿ êàæäîé ïîäîáëà-ñòè ðåøåíèÿ ïîäñèñòåì ñ ïîðÿäêàìè Np, êîòîðûå íà êàæäîé n-é èòåðàöèè ìîãóò âûïîëíÿòü-ñÿ íåçàâèñèìî è îäíîâðåìåííî íà ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ. Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåâû÷èñëåíèå

gn−1
p �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò èñïîëüçîâàíèå íîâûõ çíà÷åíèé un−1

p äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåéâ êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 1-ãî ðîäà (Äèðèõëå) äëÿ îêîëîãðàíè÷íûõ âíóòðåííèõ óçëîâèç Ωp.�àññìîòðåííîå äâîéñòâåííîå (ìàòðè÷íî-àëãåáðàè÷åñêîå è ñåòî÷íî-ãåîìåòðè÷åñêîå) ïðåä-ñòàâëåíèå ñòðóêòóðû ÑËÀÓ (1) ìîæåò áûòü äîïîëíåíî äî òðèàäû ïóòåì ââåäåíèÿ ãðà�îâîãîîïèñàíèÿ ýòîé æå çàäà÷è. Êàæäîìó ñåòî÷íîìó óçëó ñ íîìåðîì i (èëè i-é ñòðîêå ìàòðèöû
A) ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåðøèíó vi íåêîòîðîãî ãðà�à G, à ñåòî÷íîìó ðåáðó, ñîåäèíÿþùåìóóçëû i è j ∈ ωi (èëè j-é ìàòðè÷íîé ñòðîêå) � ñîïîñòàâèòü ðåáðî ãðà�à G = (V,E) è âñîîòâåòñòâèè ñ [5℄ îïðåäåëèòü ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð:

V = {vi; i = 1, ..., N}, E = {(vi, vj)|ai,j 6= 0}. (5)Îòìåòèì ñëåäóþùèé ñóùåñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé àñïåêò, âîçíèêàþùèé ïðè ðåàëè-çàöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîäñèñòåìû (4). Òðàäèöèîííî óíèâåðñàëüíûå ïðîãðàììíûå �ðå-øàòåëè� ÑËÀÓ, îðèåíòèðîâàííûå íà ìàòðè÷íûé CSR-�îðìàò, ïðåäïîëàãàþò ñïëîøíóþ íó-ìåðàöèþ âåêòîðíûõ êîìïîíåíò è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ñòðîê, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöûèëè íóëÿ. Îäíàêî, åñëè äëÿ èñõîäíîé ÑËÀÓ èí�îðìàöèÿ äàíà â ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè ïå-ðåìåííûõ, òî â ïîäîáëàñòè Ωp òðåáóåòñÿ ñâîÿ ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, çäåñüâîçíèêàåò òåõíè÷åñêàÿ çàäà÷à ïåðå�îðìèðîâàíèÿ CSRp-�îðìàòà äëÿ äèàãîíàëüíîãî áëîêà
Ap,p ñ ïåðåõîäîì èç ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè â ëîêàëüíóþ. À ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ïîäâåêòî-ðîâ up â ïîäîáëàñòÿõ, åñòåñòâåííî, ïîòðåáóåòñÿ ñáîðêà ãëîáàëüíîãî âåêòîðà u, ò.å. ïåðåâîäâåêòîðíûõ êîìïîíåíò èç ëîêàëüíîé íóìåðàöèè â ãëîáàëüíóþ.Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ìåòîäà Øâàðöà (4) âîçðàñòåò, åñëè äåêîì-ïîçèöèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñäåëàòü ñ ïåðåñå÷åíèåì ïîäîáëàñòåé.Â ñèëó ýòîãî ìû äàäèì îïðåäåëåíèå ðàñøèðåííîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè Ω̄p ⊃ Ωp ñ ïåðå-ñå÷åíèÿìè, âåëè÷èíó êîòîðûõ ìû áóäåì îïðåäåëÿòü â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà îêîëîãðàíè÷íûõñåòî÷íûõ ñëîåâ, èëè �ðîíòîâ, ñì. ðèñ. 2.Íà ýòîé èëëþñòðàöèè ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåòî÷íàÿ ïîäîáëàñòü Ωp ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêâàäðàò, îêðóæåííûé ñîñåäíèìè ñåòî÷íûìè ïîäîáëàñòÿìè Ω1, ...,Ω8 (ñåòêà äëÿ ïðîñòîòûðàññìàòðèâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ, à øàáëîí ñåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ � ïÿòèòî÷å÷íûé). Ïðîâîäè-ìûå íèæå ðàññóæäåíèÿ ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà îáùèé ñëó÷àé íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòîê èïðîèçâîëüíîé êîí�èãóðàöèè òðåõìåðíûõ ïîäîáëàñòåé.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0

p ∈ Ωp ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâ èç Ωp, ò.å. òàêèõóçëîâ Pi ∈ Ωp, ó êîòîðûõ îäèí èç ñîñåäåé íå ëåæèò â Ωp(Pj /∈ Ωp, j ∈ ωi, j 6= i)). Â Γ0
pîïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî óçëîâ Γ0

p,q, ó êîòîðûõ ñîñåäíèå ïî øàáëîíó óçëû ïðèíàäëåæàòñìåæíîé ïîäîáëàñòè Ωq, q ∈ Q0
p, ãäå Q0

p � ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ ïîäîáëàñòåé, ñîñåäíèõ ñ
Ωp. Òàêèì îáðàçîì,

Γ0
p =

⋃

q∈Q0
p

Γ0
p,q,ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâà Γ0

p,q ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ò.å. ñîäåðæàòü îêîëîãðàíè÷íûå óçëû, ó êî-òîðûõ åñòü ñîñåäè èç ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ ïîäîáëàñòåé.Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Γ1
p ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ óçëàìè èç Γ0

p, íî íå ïðèíàäëå-æàùèõ Ωp, ÷åðåç Γ2
p � ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ óçëàìè èç Γ1

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ



�èñ. 2. Ïîñòðîåíèå ðàñøèðåííûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåéîáúåäèíåíèþ Γ1
p

⋃

Ωp, ÷åðåç Γ3
p � ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ Γ2

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ
Γ2
p

⋃

Γ1
p

⋃

Ωp, è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííî ýòè ìíîæåñòâà íàçîâåì ïåðâûì âíåøíèì ñëîåì (�ðîí-òîì) óçëîâ, âòîðûì ñëîåì, òðåòüèì è ò.ä. Ïîëó÷àåìîå îáúåäèíåíèå óçëîâ
Ω∆
p = Ωp

⋃

Γ1
p...

⋃

Γ∆
páóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé p-é ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòüþ, à öåëóþ âåëè÷èíó ∆ îïðåäåëÿ-åì êàê âåëè÷èíó ðàñøèðåíèÿ, èëè ïåðåñå÷åíèÿ (â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ñåòî÷íûõ ñëîåâ).Ñëó÷àé ∆ = 0 �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè Ωh íà ïîäîáëàñòè áåç ïåðåñå-÷åíèé (Ω0

p = Ωp), à îáâåäåííàÿ íà ðèñ. 2 âîñüìèóãîëüíîé óñëîâíîé ãðàíèöåé ðàñøèðåííàÿïîäîáëàñòü Ω̄p = Ω∆
p ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ∆ = 3.Ìíîæåñòâî Γ∆

p ∈ Ω∆
p ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü âíóòðåííèõ îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè Ω∆

p , à Γ∆+1
p åñòü ìíîæåñòâî âíåøíèõ îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâ. Óñëîâ-íàÿ ãðàíèöà Ω∆

p ïðîõîäèò ìåæäó Γ∆
p è Γ∆+1

p .Àíàëîãè÷íî Γ0
p, ìíîæåñòâî Γ∆

p ìîæíî ðàçáèòü íà ïîäìíîæåñòâà îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâ
Γ∆
p = Γ∆

p,q1

⋃

Γ∆
p,q2...

⋃

Γ∆
p,qmpó êîòîðûõ ñîñåäíèå (ïî øàáëîíó) íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â ïîäîáëàñòÿõ Ωq1 ,Ωq2 , ...,Ωqmp(çäåñü mp îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé, ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ Ω∆

p , à q1, q2, ..., qmp � íîìåðàýòèõ ïîäîáëàñòåé). Îòìåòèì, ÷òî Γ∆
p ìîæåò ñîäåðæàòü �êðàòíûå� îêîëîãðàíè÷íûå óçëû,ïðèíàäëåæàùèå îäíîâðåìåííî ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì Γ∆

p,q, ò.å. ó êîòîðûõ åñòü ñîñåäè èçðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ ïîäîáëàñòåé.Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç Ω∆
p,q ïåðåñå÷åíèå êàêîé-òî ïîäîáëàñòè Ωq ñ ðàñøèðåííîé ïîäîá-ëàñòüþ Ω̄p, òî ïîñëåäíþþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå îáúåäèíåíèÿ

Ω̄p = Ωp

⋃

Ω∆
p,q1 · · ·

⋃

Ω∆
p,qm1

, (6)ïðè÷åì êàæäîå ïåðåñå÷åíèå ñîñòàâëÿåòñÿ èç ÷àñòåé âíåøíèõ îêîëîãðàíè÷íûõ �ðîíòîâ:
Ω∆
p,q = Γ1

p,q

⋃

Γ2
p,q...

⋃

Γ∆
p,q, q = q1, ..., qmk

. (7)Òàêèì îáðàçîì, ñáîðêà ìàòðèöû ÑËÀÓ äëÿ ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè ìîæåò áûòü èí-òåðïðåòèðîâàíà êàê èäåíòè�èêàöèÿ, îáúåäèíåíèå è ïåðåíóìåðàöèÿ ìíîæåñòâà óçëîâ, ó÷àñò-âóþùèõ â (6), (7).Íà �îðìàëüíîì àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå ðàñøèðåííûå ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé è èòåðàöè-îííûé ìåòîä Øâàðöà çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî (4):
Āp,pū

n
p = f̄p −

P
∑

q=1

q 6=p

Āp,qū
n−1
q = ḡn−1

p . (8)



Çäåñü ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ ūnp è f̄p ðàâíà ÷èñëó óçëîâ N̄p â ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè
Ω̄p. Ïðè ýòîì íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî â ïåðåñå÷åíèÿõ Ω∆

p,q îäèí óçåë ïðèíàäëåæèò äâóì èëèáîëåå ïîäîáëàñòÿì, à àíàëîãè÷íàÿ èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1 áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàòðèöû Aòðóäíî ïðåäñòàâèìà, ïîñêîëüêó ðàñøèðåííûé áëîê Āp,p â (8) ñîñòîèò èç âñåõ ñòðîê áëî-êà Ap,p, à òàêæå èç îòäåëüíûõ ñòðîê áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñåäíèì (ãåîìåòðè÷åñêè!)ïîäîáëàñòÿì.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü ïîäðîáíåå íà �îðìèðîâàíèè ïðàâûõ ÷àñòåé ḡn−1
p èëè gn−1

p â (7), (4).Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåòî÷íîå óðàâíåíèå âèäà (3) äëÿ ðàñïîëîæåííîãî â Ω̄p i-ãî îêîëîãðà-íè÷íîãî óçëà, ó êîòîðîãî íåêîòîðûå èç ñîñåäåé íàõîäÿòñÿ â äðóãèõ ïîäîáëàñòÿõ Ωq, q 6= p,ñì. ðèñ. 3:

�èñ. 3. Èëëþñòðàöèÿ ñåòî÷íîãî øàáëîíà äëÿ îêîëîãðàíè÷íîãî óçëà
ai,iui +

∑

j∈Ωp

ai,juj = fi −
∑

j /∈Ωp

ai,juj. (9)Îòìåòèì, ÷òî â (9) i-é óçåë ðàñïîëàãàåòñÿ è â Ω̄p, è â êàêîé-òî èç ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé.Îòñþäà ñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàâ äàííîå óðàâíåíèå:
(

ai,i + θ
∑

j /∈Ωp

ai,j

)

uni +
∑

j∈Ωp

ai,ju
n
j = fi +

∑

j /∈Ωp

ai,j(θu
n−1
i − un−1

j ). (10)Çäåñü θ ∈ [0, 1] � íåêîòîðûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïðè θ = 0 ñîîòâåòñòâóåòóñëîâèþ Äèðèõëå â îêîëîãðàíè÷íîì i-ì óçëå, ïðè θ = 1 � óñëîâèþ Íåéìàíà, à ïðè 0 < θ < 1� óñëîâèþ 3-ãî ðîäà, èëè �îáåíà. Çíà÷åíèÿ un−1
i , un−1

j â ïðàâîé ÷àñòè (10) áåðóòñÿ ñ ïðåäû-äóùåé èòåðàöèè â óçëàõ èç ñîñåäíèõ ê Ωp ïîäîáëàñòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èòåðàöèîííûéïðîöåññ (10) ñõîäèòñÿ, òî ïðè ëþáîì θ åãî ïðåäåë áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû (9).Åñëè ââåñòè äèàãîíàëüíóþ Dp = diag{ ∑

j 6=Ωp

ai,j}, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (10) ìîæíîçàïèñàòü â �îðìå, îáîáùàþùåé ñîîòíîøåíèå (8):
B̄p(ū

n
p − ūn−1

p ) = r̄n−1
p ≡ f̄p − (Aūn−1)p, (11)ãäå ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà B̄p èìååò âèä

B̄p = Āp,p + θDp. (12)Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ ìû ðàññìîòðåëè ðàñøèðåíèå ïîäîáëàñòè Ωp â íà-ðóæíóþ ñòîðîíó. Îäíàêî òàêèå æå ïðîöåäóðû îñóùåñòâëÿþòñÿ è äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé,÷òî ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ïåðåñå÷åíèé âíóòðè ñàìîé Ωp. Èõ ðåàëèçàöèÿ ìîæåò îñóùåñòâ-ëÿòüñÿ ïî ñåòî÷íûõ ñëîÿì (�ðîíòàì), êàê è ïðè ðàñøèðåíèè Ωp.



3. Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîâÂ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âåðñèÿõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé ñóùåñòâóþò äâà êëþ÷åâûõìîìåíòà: �îðìèðîâàíèå CSR-�îðìàòîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäñèñòåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõïîäîáëàñòåé è ðåàëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïî ïîäîáëàñòÿì êðûëîâñêèõ èòåðàöèîííûõ ïðî-öåññîâ ÿêîáèåâîãî òèïà.3.1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êâàçèñáàëàíñèðîâàííûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåéÂ íà÷àëå äàííîãî ïóíêòà îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì �àêòîðå, èìåþùåì áîëüøîå çíà÷åíèåäëÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ âèäà (4) ïî ïîäîáëàñòÿì. �å÷ü èäåò îòîïîëîãèè è íåêîòîðûõ äðóãèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè Ωhíà ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè Ωh
p , p = 1, ..., P . Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, íóæíîðàçëè÷àòü èñõîäíóþ íåïðåðûâíóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü Ω, â êîòîðîé ðåøàþòñÿ äè��åðåíöè-àëüíûå è/èëè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, è åå äèñêðåòíûé àíàëîã Ωh. Áîëåå òîãî, äåêîìïîçè-öèþ ìîæíî äåëàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü: ñíà÷àëà ðàçáèòü îáëàñòü íà ïîäîáëàñòè (

Ω =
P
⋃

p=1
Ωp

),à çàòåì â êàæäîé èç íèõ ñòðîèòü �ïîäñåòêó� Ωh
p , êîòîðàÿ ãåîìåòðè÷åñêè �ïðèâÿçàíà� ê ñî-îòâåòñòâóþùåé Ωp. Îäíàêî ìû ýòè àñïåêòû ñîçíàòåëüíî îïóñêàåì, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêîäåêîìïîçèöèåé ñåòî÷íîé îáëàñòè.Ñîâîêóïíîñòü ïîäîáëàñòåé îáðàçóåò ñîáîé ìàêðîñåòü, èëè ìàêðîãðà�, ó êîòîðîãî êàæ-äàÿ ïîäîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêðîâåðøèíó, à ñâÿçè ñ ãåîìåòðè÷åñêè ñîñåäíèìè ïîä-îáëàñòÿìè � ìàêðîðåáðà. Êàê èçâåñòíî [6℄, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿìáóäåò òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå äèàìåòð ìàêðîãðà�à (ìàêñèìàëüíîå èç ìèíèìàëüíî âîçìîæ-íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ìàêðîóçëàìè). Ïðè ðàçáèåíèè òðåõìåðíîé îáëàñòè íà äîñòàòî÷íîáîëüøîå ÷èñëî P ïîäîáëàñòåé äèàìåòð ìàêðîãðà�à åñòü O(P ) ïðè îäíîìåðíîé äåêîìïîçè-öèè, O(P 1/2) � ïðè äâóìåðíîé è O(P 1/3) � ïðè òðåõìåðíîé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî, ÷òî îï-òèìàëüíîé ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíàÿ ñáàëàíñèðîâàííàÿ äåêîìïîçèöèÿ, ïðè êîòîðîé ÷èñëî óçëîââ êàæäîé ïîäîáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûì, ÷òîáû ïðè îäíîâðåìåííîì ðåøåíèèàëãåáðàè÷åñêèõ ïîäñèñòåì â ïîäîáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîöåññîðû èìåëè ìèíèìàëüíûåïðîñòîè.Â íåêîòîðîì ñìûñëå àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì ê äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íîé îáëàñòè ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäóþùèé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåïðèâåäåííûìè ðàññóæäåíèÿìè, îïòèìàëüíîå ðàç-áèåíèå êóáè÷åñêîé îáëàñòè ñ êóáè÷åñêîé æå ñåòêîé � ýòî äåêîìïîçèöèÿ íà êóáè÷åñêèå ñå-òî÷íûå ïîäîáëàñòè. Îñîáåííîñòü ýòîé êîí�èãóðàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè çàäàííîì÷èñëå óçëîâ îíà èìååò îòíîñèòåëüíî ìàëûé äèàìåòð ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåòî÷íîãî ïîäãðà-�à, ò.å. ñðàâíèòåëüíî áëèçêèé ê èäåàëüíîìó âàðèàíòó � ñ�åðå. Èìåííî ýòî íàáëþäåíèå ìûè ïîëîæèì â îñíîâó ðàññìàòðèâàåìîãî �ëîêàëüíîãî� ïðèíöèïà äåêîìïîçèöèè: ñòðîèòü ñå-òî÷íûå ïîäîáëàñòè ñ ïðèìåðíî ðàâíûì êîëè÷åñòâîì óçëîâ è èìåþùèå îòíîñèòåëüíî ìàëûåäèàìåòðû �ñâîèõ� ñåòî÷íûõ ïîäãðà�îâ.Èòàê, îïèñûâàåìûé àëãîðèòì äåêîìïîçèöèè ïðåñëåäóåò öåëü ñîçäàíèÿ ñåòî÷íûõ ïîä-îáëàñòåé Ωp, p = 1, ..., P , ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøåãî äèàìåòðà, ãäå äèàìåòð ïîíèìàåòñÿ êàêäèàìåòð ïîäãðà�à Gp(Vp, Ep), ïîðîæäåííîãî [7℄ ìíîæåñòâàìè ñîäåðæàùèõñÿ â ïîäîáëàñòèâåðøèí Vp è ðåáåð Ep. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîèñê îïòèìàëüíîãî â òåðìèíàõ êàêîãî-ëèáî êðèòå-ðèÿ ðàçáèåíèÿ ãðà�à G ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé êàê ìèíèìóì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, õîòÿäëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ÑËÀÓ íåæåëàòåëüíà äàæå êâàäðàòè÷íàÿ çàâèñèìîñòü îò êîëè÷åñòâàýëåìåíòîâ ãðà�à NV , NE.Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñåí ñëåäóþùèé õîä: ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ýêîíîìè÷íîãîìåòîäà âûïîëíèòü íà ïåðâîì ýòàïå ðàçáèåíèå ãðà�à íà ñâÿçíûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíî-æåñòâà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîé ìîùíîñòè è ìàëîãî äèàìåòðà, âïîñëåäñòâèè ðàññìàòðèâàÿèõ êàê ìàêðîâåðøèíû è äåêëàðèðóÿ íàëè÷èå ðåáðà ìåæäó äâóìÿ �ñîñåäíèìè� ìàêðîâåð-øèíàìè â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè åñòü õîòÿ áû îäíî ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå íåêîòîðûå



ýëåìåíòû ýòèõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ. Â äàëüíåéøåì ïðåäëàãàåòñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åí-íûé òàêèì îáðàçîì ãðà� êàê îãðóáëåííóþ (àãðåãèðîâàííóþ) êîïèþ èñõîäíîãî, ïðèìåíÿÿáîëåå ñëîæíûå (èëè, íàîáîðîò, ïðîñòûå) àëãîðèòìû äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ïîñëåäóþùèõ è êî-íå÷íîãî ðàçáèåíèé.Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîêà íà ìåòîäàõ àãðåãàöèè êàæäîãî ýòàïà, îòìåòèì, ÷òî ïðåäëà-ãàåìûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ìíîãîøàãîâûì è �àêòè÷åñêè îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-æåííûõ ñåòîê, èëè ìàêðîñåòîê, èç ïîäîáëàñòåé. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç s íîìåð øàãà âðàññìàòðèâàåìîé èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðå, òî äëÿ �îðìàëèçàöèè äàííîãî ïðîöåññà ìîæ-íî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: G(s)(V (s), E(s)), s = 0, 1, ...,M , � ãðà� ìàêðîñåòêè s-ãîóðîâíÿ (s = 0 ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîìó ñåòî÷íîìó ãðà�ó, â êîòîðîì âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåòïðîñòîé óçåë ñåòêè, à M åñòü êîëè÷åñòâî ñòàäèé àãðåãàöèè, êîòîðîå çàðàíåå íåèçâåñòíî),
N

(s)
V è N

(s)
E � ÷èñëî ìàêðîâåðøèí è ìàêðîðåáåð ìàêðîñåòêè s-ãî óðîâíÿ.Â öåëÿõ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîèñê â øèðè-íó [5℄. Äàííûé ìåòîä îáëàäàåò ïðèâëåêàòåëüíûì ñâîéñòâîì ïîìå÷àòü â ïåðâóþ î÷åðåäüâåðøèíû ñ íàèìåíüøèì ðàññòîÿíèåì îò èñõîäíîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò öåëè ñîçäàíèÿ ïîäìíî-æåñòâ ìàëîãî äèàìåòðà. Ïîèñê âåäåòñÿ ñðåäè âåðøèí, åùå íå îòíîñÿùèõñÿ ê êàêîìó-ëèáîïîäìíîæåñòâó, äî òåõ ïîð, ïîêà êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí íå äîñòèãíåò îïðåäåëåííîãîïðåäåëà (æåëàåìîãî ðàçìåðà ìàêðîâåðøèíû N

(s)
max, ãäå N

(0)
max îçíà÷àåò ÷èñëî óçëîâ ñåòêè,êîòîðîå äîïóñêàåòñÿ âêëþ÷àòü â ìàêðîâåðøèíó ïåðâîãî óðîâíÿ). Âñå ïîìå÷åííûå íà j-ìøàãå àëãîðèòìà âåðøèíû îáúÿâëÿþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè j-ìó ïîäìíîæåñòâó, ïîñëå ÷åãîïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî èñ÷åðïàíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí.Ôîðìàëèçóåì àëãîðèòì ïîèñêà â øèðèíó. ×åðåç Adj(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí,ñìåæíûõ âåðøèíå v. Ïóñòü òàêæå Q � ñòðóêòóðà äàííûõ òèïà î÷åðåäü [5℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Q ← S äîáàâëåíèå ìíîæåñòâà S ê î÷åðåäè (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå), v ← Q � èçúÿòèåýëåìåíòà èç î÷åðåäè. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîèñêà â øèðèíó äîïîëíèòåëüíî ââåäåì C è W �öåëî÷èñëåííûå ìàññèâû (ñïèñêè) öâåòîâ è âåñîâ âåðøèí (ñìûñë ïîñëåäíèõ áóäåò ðàñêðûòïîçäíåå). ×åðåç C(v) è W (v) îáîçíà÷èì òåêóùèå öâåò è âåñ âåðøèíû v. Ïåðåä ñòàðòîìàëãîðèòìà öâåò âñåõ âåðøèí èíèöèàëèçèðóåòñÿ íóëåì, à èõ âåñ ïîëàãàåì ðàâíûì åäèíèöå.Òàêæå ââåäåì nmax � æåëàåìûé ðàçìåð ìàêðîâåðøèíû. Òîãäà àëãîðèòì çàêëþ÷àåòñÿ â íà-÷àëüíîì âûáîðå ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v èç ìíîæåñòâà V è â äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõãðà�à â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì ïñåâäîêîäîì.
i = 1

while {u ∈ V | C(u) = 0} 6= ∅
pick any v from {u ∈ V | C(u) = 0}
Q := {v}
n = 0

while (n < nmax and Q 6= ∅)
v ← Q

C(v) := i

Q← (Adj(v) ∩ {u ∈ V | C(u) = 0}) \Q
n = n+W (v)

end while

i = i+ 1

end whileÏîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà îáúÿâèì Vi = {u | C(u) = i}. Ñ�îðìèðóåì ãðà� ñ ìàêðîâåð-øèíàìè G′ = (V ′, E′), ãäå V ′ = {V1, . . . VN ′}, N ′ � êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ ìàêðîâåðøèí,à ìíîæåñòâî ðåáåð E′ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
E′ = {(Vi, Vj) | ∃u ∈ Vi, v ∈ Vj | (u, v) ∈ E} .



Óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ñîáñòâåííî ïîä-îáëàñòåé íóæíîãî ðàçìåðà, ïîëîæèâ W (Vi) = |Vi|, à nmax ðàâíûì æåëàåìîìó ðàçìåðó ïîä-îáëàñòè. Íà äàííûé ìîìåíò èìåííî òàêîé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ â áèáëèîòåêå Krylov, õîòÿ,âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàíèå íåêîòîðîãî àíàëîãà î÷åðå-äè ñ ïðèîðèòåòîì, ãäå, íàïðèìåð, ïðèîðèòåò òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ðåáåð ñâÿçûâàþò ðàñ-ñìàòðèâàåìóþ ìàêðîâåðøèíó ñ òåêóùèì ñîñòàâîì �îðìèðóåìîé ïîäîáëàñòè, è òåì íèæå,÷åì ìåíüøå âåñ (ìîùíîñòü) ýòîé ìàêðîâåðøèíû (ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ðà-çóìíî âû÷èñëÿòü ïðèîðèòåò ìàêðîâåðøèí â ìîìåíò èçâëå÷åíèÿ ýëåìåíòà èç î÷åðåäè, àíå â ìîìåíò äîáàâëåíèÿ). Òàêîé àëãîðèòì áóäåò îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå ìàêðîâåðøèíàì ñðàçìåðîì ìåíüøå òèïè÷íîãî, âûïîëíÿÿ èõ ïîãëîùåíèå, è òåì ìàêðîâåðøèíàì, âêëþ÷åíèåêîòîðûõ ñïîñîáñòâóåò óìåíüøåíèþ �ïëîùàäè� ãðàíèöû ïîäîáëàñòè (ò.å. êîëè÷åñòâà ðåáåð,ñâÿçûâàþùèõ ýòó ïîäîáëàñòü ñ îñòàëüíûìè).Èç ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîçäàííûå òàêèì îáðàçîì ïîäîáëà-ñòè áóäóò îáåñïå÷èâàòü õîðîøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Øâàðöà. Îòìåòèì, ÷òî õîòÿðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè äåêîì-ïîçèöèè çàðàíåå ÿâëÿþòñÿ òðóäíî ïðåäñêàçóåìûìè, õîòÿ åå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè(êîëè÷åñòâà óçëîâ è äèàìåòðû ïîäîáëàñòåé ìîæíî îïðåäåëèòü àïîñòåðèîðè).3.2. Îñîáåííîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå âîïðîñû, êàñàþùèåñÿ íåïîñðåäñòâåííî îðãàíè-çàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïðè÷åì îñòàíîâèìñÿ äëÿ êðàòêîñòè íà àëãîðèòìàõ áåçïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé.Â ïåðâóþ î÷åðåäü çàìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå îäíîãî øàãà àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà(8) ñîñòîèò èç P íåçàâèñèìûõ îïåðàöèé ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èç êîòî-ðûõ �îðìèðóåòñÿ MPI-ïðîöåññ, à âûïîëíåíèå åå îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîöåññîðîâ ñóêàçûâàåìûì êîëè÷åñòâîì äîñòóïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð, èëè ïîòîêîâ Nth, êîòîðûìèâûïîëíÿåòñÿ �âíóòðåííåå� ðàñïàðàëëåëèâàíèå íàä îáùåé ïàìÿòüþ ñðåäñòâàìè OpenMP.Âî âòîðûõ, ðåàëüíî èòåðàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì ïðîâîäÿòñÿ íå ïî àëãîðèòìó Øâàðöà(8), à ñ ïîìîùüþ ïðåäîáóñëîâëåííîãî �ãèáêîãî� îáîáùåííîãî ìåòîäà ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîêFGMRES [8℄, â êîòîðîì áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè Ap,p íà ãëàâíîé äèàãîíàëèâûñòóïàåò â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ. �åøåíèå ïîäñèñòåìû äëÿ êàæäîé p-é ïîäîáëà-ñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðÿìûì àëãîðèòìîì èëè èòåðàöèîííûì, è â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðåäî-áóñëàâëèâàòåëü �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì. �åàëèçàöèÿ FGMRES îñóùåñòâëÿåòñÿâ ðàñïðåäåëåííîì âàðèàíòå, ò.å. �ãëîáàëüíûå� âåêòîðíûå è âåêòîðíî-ìàòðè÷íûå îïåðàöèèâûïîëíÿþòñÿ â îñíîâíîì �ñâîèìè� ïðîöåññîðàìè, ïðè ìèíèìàëüíûõ îáìåíàõ ìåæäó íèìè.Ó÷èòûâàÿ âñå âûøåñêàçàííîå, ëîãè÷íîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèèâû÷èñëåíèé. Áóäåì õðàíèòü âåêòîðû òàê æå, êàê è ìàòðèöó (ñì. ðèñ. 1), ïî Np êîìïî-íåíò â êàæäîì ïðîöåññå, ñîîòâåòñòâóþùåì �ñâîåé� ïîäîáëàñòè. Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîðíî-âåêòîðíûå îïåðàöèè è îáðàùåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàþùåãî îïåðàòîðà ìîæíî âûïîëíÿòü áåçîáìåíà äàííûìè ìåæäó MPI-ïðîöåññàìè (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå, ãäå îáúåì ïåðåñûëàåìûõ äàííûõ íåâåëèê). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Aíà âåêòîð áóäåì ïåðåñûëàòü ëèøü òå äàííûå, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ÷àñòåé âåêòîðà, ò.å. òîëüêî ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè.Èòåðàöèè ïî ïîäîáëàñòÿì ïðîäîëæàþòñÿ äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé
‖rn‖ = ‖f −Aun‖ ≤ εe‖f‖, εe ≪ 1, èëè n ≤ ne

max,ãäå εe è ne
max � çàäàâàåìûå êðèòåðèè îñòàíîâà. Åñëè ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ÑËÀÓ âïîäîáëàñòÿõ îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, òî äëÿ íåãî çàäàþòñÿ �âíóòðåííèå�êðèòåðèè εi, ni

max.



4. Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ�ëàâíàÿ çàäà÷à äàííîãî ïóíêòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ý��åê-òèâíîñòü èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ïî ïîäîáëàñòÿì, êîòîðàÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàâèñèòîò êà÷åñòâà äåêîìïîçèöèè. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà êëàñòåðå ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ [11℄ äëÿêîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé P = 1, 2, 4, 8, 16, 32, ïðè÷åì ñëó÷àé P = 1 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþçàäà÷è áåç ïðèìåíåíèÿ äåêîìïîçèöèè.Â òàáëèöå 1 ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ïî ðåøåíèþ ìîäåëüíîé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿäè��óçèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x, y, z ñ ïîñòîÿí-íûìè êîíâåêòèâíûìè êîý��èöèåíòàìè p = q = r = 16, ñì. [9, 10℄, â êóáè÷åñêîé îáëàñòè
Ω = [0, 1]3, àïïðîêñèìèðóåìîé íà êóáè÷åñêîé ñåòêå ñ ÷èñëîì óçëîâ N = N3

x ñ ïîìîùüþ ýêñ-ïîíåíöèàëüíîé ñåìèòî÷å÷íîé ñõåìû. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò òî÷íîìó ðåøåíèþ
u(x, y, z) = 1, à íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáðàíî u0(x, y, z) = 0.Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ äâóõóðîâíåâûé âàðèàíò äåêîìïî-çèöèè (s = 0, 1 â ïóíêòå 2), ïðè÷åì âûáèðàëèñü çíà÷åíèÿ N

(0)
max =

√
N , N (1)

max = N/P .Òàáëèöà 1. �åøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì PARDISO â ïîäîáëàñòÿõ, εe = 10−7

N \ P 1 2 4 8 16 321 29 32 39 54 78
643 32.2 14.2 6.39 2.88 3.42 1.58164 93.5 55.1 46.3 232 2001 40 44 53 75 108
1283 885 221 86.6 30.1 20.4 12.610340 4987 1785 782 1232 161560 72 102 142
2563 � � 2222 332 212 138100009 13450 18400 18210Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû 1 ïðåäñòàâëåíû ñâåðõó âíèç: êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé,àñòðîíîìè÷åñêîå è ïðîöåññîðíîå âðåìÿ (ta è tcpu, ïîñëåäíåå � ñóììàðíîå ïî âñåì MPI-ïðîöåññàì è ïî âñåì âû÷èñëèòåëüíûì ïîòîêàì). Â êà÷åñòâå ðåøàòåëÿ â ïîäîáëàñòÿõ èñïîëü-çîâàëñÿ PARDISO èç áèáëèîòåêè Intel MKL [3℄, ïðè çàäàííîì ÷èñëå ïîòîêîâ Nth = 12. Èç-çàâûñîêèõ òðåáîâàíèé äàííîãî ðåøàòåëÿ ê îáúåìó îïåðàòèâíîé ïàìÿòè îêàçàëîñü íåâîçìîæ-íûì ïîëó÷èòü íà èìåþùåìñÿ îáîðóäîâàíèè ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå íåçàïîëíåííûìêëåòêàì òàáëèöû.Â òàáëèöå 2 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è, îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ èñïîëüçîâàëñÿ ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâñî ñòàáèëèçàöèåé (BiCGStab), ïðè÷åì äëÿ ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìîäè�èêà-öèÿ Àéçåíøòàòà [4, 8℄ àëãîðèòìà íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêîãî-ëèáî�âíóòðåííåãî� ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ. Êðèòåðèè îñòàíîâà ïîëàãàëèñü ñëåäóþùèìè: εi = 0.1,

ni
max = 10.Â òàáëèöå 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó êðèòåðèÿìè îñòàíîâà εi, ni

max, �àêòè÷å-ñêè îòâå÷àþùèõ çà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ, è âåëè÷èíàìè, îòðàæàþùèìèñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âíåøíåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, à òàêæå îáùóþ âû÷èñëèòåëüíóþñëîæíîñòü. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû ïåðå÷èñëåíû: êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé ne, îá-ùåå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ èòåðàöèé ni (ñóììàðíîå ïî âñåì ïîäîáëàñòÿì è ïî âñåì âíåø-íèì èòåðàöèÿì), àñòðîíîìè÷åñêîå è ïðîöåññîðíîå âðåìÿ â ñåêóíäàõ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæåïðèâîäÿòñÿ âåëè÷èíû, ïîëó÷àåìûå ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ ïðÿìûì ìåòîäîìPARDISO.



Òàáëèöà 2. �åøåíèå ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäîáóñëîâëåííîãî èòåðàöèîí-íîãî ìåòîäà BiCGStab â ïîäîáëàñòÿõ, εe = 10−7, εi = 0.1, ni
max = 10

N \ P 1 2 4 8 16 329 29 34 47 65 98
643 4.05 6.35 3.44 1.54 1.59 2.264.05 12.7 13.2 12.3 20.9 77.318 58 56 67 92 132
1283 64.9 115 57.4 25.2 15.9 18.364.9 230 229 201 215 51021 64 74 92 143 92
2563 606 1045 647 443 271 231606 2079 2588 3553 3916 6627Òàáëèöà 3. Âëèÿíèå òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èðåñóðñîåìêîñòüÇàäà÷à \ êðèòåðèè εi = 0.1 εi = 0.01 εi = 0.001 PARDISO

ni
max = 10 ni

max = 20 ni
max = 4067 57 54 53

P = 8 3297 5280 7040 424
N = 1283 25.2 39.9 52.2 30.1201 318 415 782143 111 108 102
P = 16 15929 18843 25489 1632

N = 2563 271 319 427 2123916 5112 6824 18400Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ èòîãîâàÿ ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ áûëà ïðèìåðíî îäèíàêîâîé è ðàâíÿëàñü 10−6, ÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîîòâåòñòâóåòêðèòåðèþ εe = 10−7.Ïî ïðèâåäåííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
• Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ P , à òî÷íåå ãîâîðÿ � MPI-ïðîöåññîâ, èëèïîäîáëàñòåé, äî îïðåäåëåííîãî ÷èñëà, íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ðåøåíèÿÑËÀÓ êàê äëÿ ïðÿìîãî, òàê è èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìîâ â ïîäîáëàñòÿõ. Îäíàêî, âñèëó ðîñòà ÷èñëà âíåøíèõ èòåðàöèé ne ñ óâåëè÷åíèåì P , à òàêæå ââèäó ðîñòà êî-ëè÷åñòâà îáìåíîâ ïðè ýòîì, íàáëþäàåòñÿ ìèíèìóì ta(P ), êîòîðûé íà ãðóáîé ñåòêå ñ

N = 643 íàñòóïàåò ïðè P = 8, à ñ óâåëè÷åíèåì N ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ãîðàçäî áîëüøåì÷èñëå P . Óìåíüøåíèÿ ÷èñëà ne ìîæíî äîñòè÷ü çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ äåêîìïîçèöèè ñïåðåñå÷åíèåì ïîäîáëàñòåé è èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ ïðèåìîâ óñêîðåíèÿ èòåðàöèé ïîïîäîáëàñòÿì, îäíàêî âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ìîíîòîííîãî ðîñòà óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèéñ ðîñòîì P îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
• Ñðàâíåíèå âðåìåí ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëà-ñòÿõ ïðÿìîãî èëè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõâûèãðûâàåò òî îäèí, òî äðóãîé ïîäõîä. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü èç òåîðåòè÷åñêèõîöåíîê âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, ïðÿìîé àëãîðèòì ïðîèãðûâàåò èòåðàöèîííîìó, åñ-



ëè ÷èñëî óçëîâ â ïîäîáëàñòè äîñòàòî÷íî âåëèêî. Îäíàêî ñ ðîñòîì çíà÷åíèé P ðåñóðñî-åìêîñòü ïðÿìîãî ìåòîäà óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì èòåðàöèîííîãî. Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäèñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âðåìåíà ñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþò ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî àëãîðèòìà ñðàñïàðàëëåëèâàíèåì ïî 12 ïîòîêàì, à èòåðàöèîííîãî � áåç ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.
• ×òî êàñàåòñÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ïðèìåíåíèåì èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà â ïîäîáëàñòÿõ,òî çäåñü ñóùåñòâåííûå ðåçåðâû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé çàëîæåíû â îïòèìèçàöèè êðè-òåðèåâ îêîí÷àíèÿ âíóòðåííèõ èòåðàöèé. Êàê âèäíî èç òàáëèöû 3, óìåíüøåíèå εi èóâåëè÷åíèå ni

max ïðèâîäèò ê èçëèøíèì èòåðàöèÿì â ïîäîáëàñòÿõ è óâåëè÷åíèþ âðå-ìåíè ñ÷åòà. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû íîñÿò ïðåäâàðèòåëüíûé õàðàêòåð è îñòàâëÿþòîòêðûòûì âîïðîñ îá îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè âûáîðà êðèòåðèåâ îñòàíîâà âíóòðåííèõèòåðàöèé.
• Â ïðèâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû tcpu îò çíà÷åíèé N è

P , êîòîðàÿ �àêòè÷åñêè îòðàæàåò îáùèé îáúåì àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ïðèìåðíîòàêîé æå, ÷òî è ta. Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýòè ïîêàçàòåëè èìåþò îòíîñè-òåëüíî êîñâåííûé ñìûñë, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, îíè çàâèñÿò îò çàãðóçêè ÌÂÑ.Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî äàííàÿ ðàáîòà çàòðàãèâàåò ëèøü ìàëóþ òîëèêó âîïðîñîâ,êàñàþùèõñÿ èçó÷åíèÿ è îïòèìèçàöèè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ ñïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè, ÷òî ïîä÷åðêèâàåò àêòóàëüíîñòü è íàñóùíóþ ïîòðåáíîñòü äàëüíåé-øåãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîáëåìû.Ëèòåðàòóðà1. Domain De
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