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The iterative incomplete factorization methods are described on the base of de/nition of preconditioning
B matrix from generalized compensation principle Byk & Ayk k & �� � � � �m where A is the matrix of original
system of linear algebraic equations and fykg is the set of so called probe vectors� The correctness of such
algorithms and conditions of positive de/niteness of preconditioning matrices are investigated for solution to
the Stieltjes type block#tridiagonal systems� The estimates of condition number of matrix product B��A that
de/ne the iterative convergence rate are derived in the terms of the properties of original matrices�

�� ��������

.���������#� ��/�����# �������� ������������ 0"�01��0 " �����0��� "���0 �
��(
�� �� ���#� 2������"�#� � ����"�� ���"�"���#� ��
��
�" � ��3���1 ������ ������#�
��/�����$����� !��"����� "#����/� ���0
��

Au 4 f 5�6

� ����� ���#�� ���������� "������1���� ��� ������������� ���/�����#� ����"#�
��
�$ ����$�#�� ����
��� 5��� 7�,*8 � �����!��!1 ��� �������!�!6� 9��"��� ���(
������ �
��: 0"�0���0 ���������� ���������"���#� ���
��!���"��"�1��� ������ B�
�����#� �#�� �# ��/�� �������# � 
������$�� ��������� " ��������� ��������:���
��#���� � ����
��� ������� ������# A� .���������#� ������� " �������3�� ��!$��
������!���0 �� ����!��

B5un � un��6 4 f �Aun��� 5+6

�0�"��� !�����
�� ��� �������!�� ����
�,�
 0��������%� ����� ������
����*��( ����
��!����
1%���� ��#2�#2�3324 � ���,
 �!��
��� )���*� ����
��!���� �� ���
��� INTAS#�	#	33#ext�



*++ ���� �����	 
��� �
������

'������� 2������"�#� ��/�����# , $��#3�"���/� !�������0 ��� ����0 ���#� /��
�(
����" , ��� � �����:�!1� "#$������0 �� ����!�� 5+6� �� ����� "����� �$���
��/� ���(
��� ���0 un ���������!���0 �� ����"� ��������:��� ��� "����������� �����������
�����������/� ��������� ;�� !���"�� ��������$����� � ���� ����:��� ����
������(
��� ������ A� B $���� ��������� ������
���� 
�0 !���:3���0 ��$��:��� �3���� " ���

��� 55Azn� zn6�5Az�� z�6 � �� zn 4 u�un6� �����"����0 "���$���� n5�6 � ��+j ln �j����<��
/
� � , $���� ��!���"�������� ������# B����AB���� " ��������:��� 5�"���
�"��6 ���(
��� ��"��� ����3���1 ��������:��/� � �������:��/� �����"���#� $���� ��
����� ��
������# B��A� ����� �������� �������� ����������� �����������/� ��������� " ��#(
��� ����������� ������ n5�6� �"0���� � ������������ "���$��# ��
=�0 ���$��(����
��/����:�#� ������ A 4 D � L � U � /
� D 4 diagfDkg , ���$(

��(
��/����:��0� � L 4 fLkg� U 4 fUkg , �� �00 � "����00 ����/� ���!/��:�#�
������# 5���0
�� Nk �����" Dk ��/!� �#�: ����#�� � ���0
�� ������# A ��"��
N 4 N� < � � � <NM 6� ������� B ����
��0���0 " �����

B 4 5G� L6G��5G� U6� 5*6

/
� G 4 diagfGkg , ���$��(
��/����:��0 �������� ����� ������� ����
0��0 ���
!1���
���!������#� ��������>

G� 4 D�� Gk 4 Dk � LkG
��
k��Uk�� � �Ck� k 4 +� � � � �M� 5	6

?
��: @ � � � � , ����������#� ��������� ������� Q ����$��� ������ ���� 5" ����
�(
������ ��#���6 � �������Q� � Ck ���
������� ����
��0���0 ��� 
��/����:��0 ��������
2������# ������� ����
0��0 �� ��"����"�

C� 4 @� Cke 4
�
LkG

��
k��Uk�� � LkG

��
k��Uk��

�
e� k 4 +� � � � �M� 5C6

/
� e , "����� � �
���$�#�� �������������

���"��� ������ ���������0 �����$�#� D�������������E , �����$�#�>

Q 4 Q�p�� 5-6

/
� Q�p� ����$��� D�����$�!1 $���:E 3������ p ������# Q 5��� ji � jj � 5p � �6�+�
p 4 �� *� C� � � � � 2������# Q�p� ��  �� $�� � ! Q� � �����:�#� , �!��"#�6�
F ������� H�.� G!���"�� ���"�����#"����0 ����
�" �������� ������������� C 4

diagfCkg� � ������# G � B ����
��0���: 2�����$���� �� ����"� ���������������#�
��������"� & ������� !���"�� 5C6 ����"����"!�� ���!� $�� ��� ��� � 4 � ����� �����
"�������� ��"����"�

Be 4 Ae� 5I6

���"����� !���"��� ������ ������������ ;�����:�! "����� �3���� z� 4 u � u�� ����(

��0��#� �� 5+6� !
�"���"��0�� ������3���1 Bz� 4 5B � A6z�� ��� "#�������� !���(
"�0 5I6 ���!$��� z� 4 @� ���� ��$��� ��3���� 
����/����0 �� �
�! �������1� ���� "�����
��$��:��� �3���� z� ����� �
�����"#� ���������#� ;�� 2��� 
������0 ������"�����
���
���� ����> ���� "����� z� ����� D/��
���E ���������#� $�� ��$���!1 ����� ��(
��� ��� ��3���� ��
�$ ��������$����� ������� �� "����� u� �!
�� ������ � ��$���!
��3���1 u�
;��
��� ���!��� �#� ���
�� �� ����
 7	8� " ������� ������� ����������� ���"��

���� $�� ��$��� ��3���� ���!$����: �� �
�! �������1� ���� ���������# "������ ��$��:(
��� �3���� z� �!�: ���$���0 ��������� �������� �!������ 

���� ������!��!���0 ���



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� *+*

2��� ���
��!���"��"�1��0 ������� B ����#"����0 ����������$���� $�� ����!
�0��
���������� !�������0 �����������/� ��������� F ������� 
�!/�� �"����" 7C8 
������:
���#��� ���������0 �����/�$�#� ��������$�#� ���
��!���"��"������� �� ��� 2���
��/�����# "#$������0 B ����#"����: ��!����$�"#���

H� ��/�����$����� 0�#�� !���"�� 5I6 ���!$��� ���"���� �������� ��/����"���0
����$�#� �!��� K/� ���"���� , ��������#� ������� ��/����"���0 ����$�#� �!�� ,
����1$����0 " ������ 5I6 �� ��"����"� By 4 Ay� y � @� $�� ���"�
�� � �
����"�����
"������� " ��/������ , ������ "������ e " ����
������ Ck �� 5C6 �� �����"��:�#�
���� ����:�#� "����� y>

Cky 4
�
LkG

��
k��Uk�� � LkG

��
k��Uk��

�
y� y � @� 5�6

F���� ��� ���"���� ���������"���#� ��/������" , ������
 �� 
��/����:�#� ��(
���� Ck � �����$�#�� 
�0 ���� 
���0 2�������" �����#� ���"�������0 �� �
����"��(
�#� D�����#�E "����� y� � ������:��>

Cky
�q�
k 4

�
LkG

��
k��Uk�� � LkG

��
k��Uk��

�
y
�q�
k � q 4 �� � � � �m� k 4 +� � � � �M� 5�6


������� $�� �� 
#� "����� y
�q�
k ����� ���0
�� Nk� ��"�#� ���0
�! ����"����"!1���

������ Dk� Gk � Ck� � 3����� ����# Ck� "#$���0���� �� !���"�0 5�6� ��"�� +m � ��
%�"����"� 5�6 ����"����"!1� ���
!1��� ������3���0� �� 
! ����
��� � ���
��!���(
"��"�1��� ��������� ��� � 4 �>

Ay�q� 4 By�q�� q 4 �� � � � �mL y�q� 4 fy�q�k � k 4 �� � � � �Mg� 5�@6

�����#� �!
�� ���#"��: ��������#� ��������� ������������ '������#� ��/������$�(
���� ������# ���������0 ������ Ck � $������#� 2����������# � �����:��"����� 
"!�
��� ���� �����#� "������" y�q� $�����/� "�
� ������# " ������� 7+� -� I8�

F �� + ���"�
0��0 
�������#� " 7�8 ����"�#� �"����"� ����
�"� ���!$���#� �� ��(
�������/� �������� ����������� 
�0 �����:���"���� ������ !��"������ F $��������

��������� $�� ���� m "������" y
�q�
k � q 4 �� � � � �m� 0"�01��0 ���:�� ������� ����"���(

�#�� 5����
������ 
����0 �� �6� �� ��"����"� 5�@6 �
����"���#� ������� ����
��01�
��������$�#� �����$�#� 5+m��6(
��/����:�#� ������# Ck ����������� Nk� �����#�

�1� ������! C 4 diagfCkg� " ����� ��!$�� �� 0"�01�!1�0 ���� ����:��(����
����(
���� =�0 �������#� $����#� ��!$��" !�����"��"����0 ���� ����:��0 ����
��������:
���
��!���"��"�1��� ������# B� =����� " �� * ���������"�1��0 ��������:�#� �����(
��������� ���!$���#� ���
��!���"��"������ � ������ $���� ��!���"�������� �� ����(

��01��� �������: ���
������ ���������

	� 
��
����� 
�
�����
� �
���������

.���� ������"���0 �� ��/������ �������� ������������� �����!1����0� "�(���"#��
�� ���������� " ����
�����0� Gk � Ck �� 5	6� 5�@6 �����$�#� ������������� ������
��/����� 5-6 �� "�("���#�� �� �����:��"���� " 5�@6 ��������/� $���� m � � �����#�
"������" y�q�� q 4 �� � � � �m�


�����$�0 $���� Yk ��0��!/��:�!1 Nk�m ������!� ������# ������� �!�: "�����#

y
�q�
k � ������3�� ������3���� 5�6 " �����$��� �����



*+	 ���� �����	 
��� �
������

CkYk 4 RkYk 4 Vk� k 4 +� � � � �M� 5��6

/
� Rk 4 LkG
��
k��Uk�� � 5LkG

��
k��Uk��6

�p�� � Vk , ��0��!/��:��0 ������� ���  � ���!�(

�!�#� $�� � Yk 5�� ������# �!�: v
�q�
k 4 Rky

�q�
k 6� %��!������#� ������3���0 5	6 �� �

������3�� ����"����"����>

G� 4 D�� Gk 4 Dk � 5LkG
��
k��Uk��6

�p� � �Ck� k 4 +� � � � �M� 5�+6

%��������0 ����!� 5��6� 5�+6 ������"����0 � 
"!�0 �����
������#�� ��/�����$������
����������� ;��"�0 ����1$����0 " ���� 
���� �����$��� $���� �����$��/� �����"�(

���0� �
�� �� ����� ������ ������/� ���: �������� �������0 � �����$���� &�/�����
��3���0 2��� ��
�$�� ����!1��� "#�������0 O5Nm�6 ��������� ������ " 7�� *8�
F����0 ��
�$�� �� ������� ������"��"����0 �� �� ����1$����0 " ���� 
���� �����$(

��� ������# Ck� !
�"���"��01��� !���"�1 5��6� ?
��: ������
��� "#
����: ��� /��"(
�#� �������> ���������� ���!������#� ������3���� 
�0 2�������" ������# C 4 fci�jg
5��
���# k 
�0 ��������� ��!�����6� ����
������ !���"�� �� "�����# y�q�� 
������$�#�

�0 �
�����$��� �����3������ 
����� ��
�$�� � "#0������ "������ � ��������$�����
���!$����� ������# C ��� ����$�� 2��/� �"����"� ! ������# R�
;��
���"�� �����!1 ������! C " "�
�

�
BBBBBBBBBBBBB�

c��� � � � c��m
���

� � � c��m�� �
c��m

� � �

c��m��
� � �

cN�m���N�m�� � � � cN�m���N
���

���
� cN�N�m�� � � � cN�N

�
CCCCCCCCCCCCCA

� 5�*6

;��
����/��� ����� $�� ������� C 0"�0���0 D�"�����������$���E� ���� �� 2������#
!
�"���"��01� !���"�1 ci�j 4 cj�i� ���� ���:�� i� j � N �m� =�!/��� ���"���� �������(
���$��� ���
����/����0 ���:�� /��"��0 ��
�������Cm 4 fci�j L i� j � N�m< �g ���0
(
�� m� ����
0��0�0 " ���"�� �� ��� !/�! ������# C� =����� ���
���"����� "#�����
�� ������ ���0� $�� ��� 2��� ����$���"� ����"����#� ci�j ��"�� $���! Nm !��"�����
������#

Cy�q� 4 v�q�� v�q� 4 Ry�q�� q 4 �� � � � �m� 5�	6

/
� N , ���0
�� "������" y�q�� v�q� � ������� ������# C�

�����$�� $���� cl "�����(������� ���0
��m� 2������# ������/� 
�0 l 4 �� � � � � N�m

�!�: 2������# cl�l� cl�l��� � � � � cl�l�m�� l(� ������ ������# C� ����
0����0 " �� "������
���!/��:��� $����� � 
�0 l 4 N � m < �� � � � � N , ���
���"�01� ����� 2������#
cl�N�m��� cl�N�m��� � � � � cl�N l(� ������ ������# C� ������� ���#� " �����
��� m ��
��������� Q���� Yl ������$�� �"�
����!1 ��
������! ���0
�� m� �����������"���!1
� �������� ������0 ������� �� ����� ��0��!/��:��� ������# Y � � �������� �� l 
�
l <m� � "��1$����:��� ��/
� !��"����0 5�	6 �������#"�1��0 " ���
!1��� �����>

Y�c� 4 v�L

Ylcl 4 vl � c��ly� � � � �� cl���lyl��� l 4 +� � � � �m� �L
Ylcl 4 vl � cl�m���lyl�m�� � � � �� cl���lyl��� l 4 m� � � � � N �mL



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� *+C

YN�m��cl 4 vl � cl�m���lyl�m�� � � � �� cN�m�lyN�m� l 4 N �m< �� � � � � N � �L
YN�m��cN 4 vN � 5�C6

/
� yl � vl ������$�1� "�����(������#m(/� ���0
�� � 2��������� �� l(� ����� ������ Y
� V ����"����"�����

�����$�0 $���� wl ���"#� $���� " !��"����0� 5�C6� �"�
�� ���� 
���� ����"����#�

"������" cl � �����
�"����:���! ��3���1 ������ Ylcl 4 wl� l 4 �� � � � � N � /
� ���������#
wl "#�� �1��0 ���!������� $���� ! � "#$������#� ���$���0 ��������� "������" ck�
k 	 l� 
$�"�
��� $�� 
�0 �
�����$��� �����3������ ��
�$� 5�C6 ��� "#������� D�"�(
����������$���E ���!��!�� ������# C ����!���0 ��"#�� 
������: "��� ������ Yl�

����������� �� ;�0��!/��:�!1 N�m(������! Y �!
�� ���#"��: �������� ���:��/�
���/� m� ���� "�� �� ��
������# Yl m(/� ���0
�� 5�����0��� �� �����
�"����:��
������� ���#� ����� yl� yl��� � � � � yl�m�� ������# Y 6 0"�01��0 ��"#�� 
���#���

F"�
����� ���0��� �� �� �����������"��: " �������� �"����" "������" y�q�� q 4
�� � � � �m� , �������" ������# Y �

����������� �� F�����# y�q� N (/� ���0
�� �!
�� ���#"��: ���:�� 5��� ��"�������6
������� ����"����#��� ���� ��� �����!1� ��0��!/��:�!1 N � m(������! 5m 	 N6
���:��/� ���/� m�

'�������� $�� 
�0 D��#$���E �������� ����"�������� ������ "������" y�q�� q 4
�� � � � �m� ������
��#� � 
������$�#� !���"��� 0"�0���0 ����$�� ! ������# Y ���0 �#
�
��/� ����$��/� �� �!�0 ������ m(/� ���0
�� 5���/ ������# Y ��"�� m6� ;�� 2���
Y ���#"����0 �������� �����/� ���/��

���
��0���0 ������3���0�� 5�	6� 5�C6 ������� C " ���$��� ���
���"����� "����/�

���0
��

C 4

�
C�� C��

C�� Cm

�
5�-6

����
��� �"����"��� D�"�����������$�����E " ��#��� "#�������0 !���"��

C�� 4 C ���� C�� 4 C ���� 5�I6

;��!$���#� ���!�:��� �� �� �����!����"��: ���
!1��� ��������

������� �� ���� ����	
� y�q�� q 4 �� � � � �m� 
��
���
 �����	 ������	 �������������
�	 ����	���
 ���
��� C ���� 5�*6 �	 ��	������� 5�-6� 5�I6 	�
����
���
 	��	�����	
�� �		��	����� 5�	6� 5�C6 ��
 ���	�	 ���	
� ����	
	� v�q��


$�"�
��� $�� ���:�� ������� ����"����#� "�����# y�q� �� �� ������: ���/���
���������� 

�� �� ��� �������� ��������� " "#���� ��������� ��"#�� 
����� ��(
����# Y� �� �������� y�� y�� � � � � ym � " ����
������ �����:�#� ����� �����
�$����>
yl 4 yl�m ��� l � m� F ������ 7�8 
�������

������� �� ����� ���	��
���
 ���	��
 ��	
��� �� � ����	
� v�q� 	�
����
���

�		��	����
�� 5�	6 � ������
���	� ���
���� R�  	��� ���
��� C 
��
���
 �����!

�
���	��



*+- ���� �����	 
��� �
������

������# �� + !�����"��"�1� �����$���� �������:�#� !���"�0 �!����"�"���0 �
�
����"������� ��/������ ���������� ������������ ���� "#$��������� ��������$���
������# C �� !���"�0� 5�6�
;!��: �����: Hk , �"�
�����0 ��"#�� 
����0 ������� ���0
�� m� � Yk , ��0��(

!/��:��0 Nk �m(������� ���:��/� ���/� m� ��/
� �������

Y k 4 YkHk 5��6

��� � ����� ���:�#� ���/ m� 
��1
� ���
!��� $�� �����$��� !��"�����

CkY k 4 RkY k 5��6

�
�����$�� �����3���� � �/� ��3���� ��"��
��� � �������� Ck �� !��"����0 5��6�
;��!$����� !�"�� 
���� �� �� �����!����"��: 5��!���0 
�0 ��������� ��
��� k6
���
!1��� �������>

������� �� �
� ���	��
" ��	
��� � ���
��� C ����
������ 	��	�������	 ���	�	

����
	#����	�	 �
�	�
��	����
 ����	
	� y�q� ���� 5��6�

=�!/��� ���"���� ���� y�q�� q 4 �� � � � �m� , ������# ������# Y � � hpq , 2������# ��(
����#H� �� �����$��� ������3���� Y 4 Y H 2�"�"������� ��������! ���������"���1
�����#� "������" y�q� 4 h�qy

���< � � �<hmqy
�m�� ����� �������� ���� ���
��!���"��"�1(

��0 ������� B ��������� �� ����!��� 5*6� 5	6� 5�6 ��� ��������� ������ "������" y�q��
q 4 �� � � � �m� �� �� "�
 �� ��������0 ��� �� �1��� ��"#�� 
����� �������� �������(
��"�����
=�0 ������"���0 ���������/� �������� ����������� /��"�#� "����� ����1$����0 "


��������:��"� ���� ����:��� ����
��������� ������ G � B� F ����"� 2��/� �� ��


���� � 7�8� ����� A 4 D � L � U $ ��	��	!�
�"����	������
 ���
��� %��������

5L 4 U �6� ��	�����	

�&�
 ���	��
�

D�e� � U�e�� Dkek � Lkek�� < Ukek��� k 4 +� � � � �M � �� 5+@6

Dkek � Lkek��� k 4 +� � � � �M� 5+�6

��� ek $ ��������� ����	
 
����
�	��� Nk�  	���� ���� ����������� �	 '	
��!

��� 5��6� 5�+6 ���
��� Gk ����� ���	�	#�������� �������	������� (�������� �	

	�� 
��
���
 ���
����� %���������

F ��!$�� �����:���"���� ������# Gk�� 
�0 ������ ����:����� "��
��/����:�#�
2�������" ������# Gk 
������$�� �����������:����� "��
��/����:�#� 2�������" ��(
����# LkG

��
k��Uk��<Ck ��� � � 7@� �8 � � " $��������� �����������:����� "��
��/����:(

�#� 2�������" ������# Ck�
=�0 ��!$�0 m 4 + ���������� "�����#

y
���
k 4 ek� y

���
k 4 fy���k��� � � � � y

���
k�Nk

g� k 4 +� � � � �M� 5++6

/
� y
���
k , ����/� ��������#� "������ ���� ��� i 4 +� � � � � Nk ���� y

���
k�i � y

���
k�i��� ����

y
���
k�i 	 y

���
k�i��� T�� ����!
�� "�
��:� ����� "�����# ���:�� ������� ����"����#� 
�!���0

��
� ��������� ��
��� k� �� �� !�����"��: ���
!1��� �"����"� "��
��/����:�#�
2�������" ������# C� ���!$����� �� !���"�� 5�	6� 5++6�



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� *+I


���� �� ���� ������
����
 ���
��� R ����� ��	�
���������� (�������� �	 �

	�
����
��	� �	 '	
����� 5�	6� 5++6 ���
��� C �������	������� (������� ���#�

��	�
����������

����� �������� �� ���� � � + ���
!�� �����:���"���: ������# G " ��!$�� m 4 +

�0 "������" 5++6� ��� ���#� !�����"���� ���� ����:��0 ����
��������: ������# G�
� " ���! ���
���"����0 B 4 5G� U �6G��5G� U6� � ������# B� ���� ����"�
��"�

������� �� �
� ���	������ ���	��� ����� � 	��	�������	 ���
��� A � ���	��!

�	����� ���" �
	���" ����	
	�� 	��� �� �	�	
�" ����� �	��	
���� �	��	������ �

��	
	� $ ��
	�	 �	�	�	����� �
��	�����������&�
 ���
��� B �	�	#������	 	�
�!

�������

%��������� �����: 
�!/!1 ���! �����#� "������">

y
���
k 4 ek� y

���
k 4 5�� @� �� @� � � �6�� k 4 +� � � � �M� 5+*6

0"�01����0 ���:�� ������� ����"����#���
=�0 ������� ���
��!���"��"�1��� ������# 5*6 !���"�� ���������� ��������(

��� 5�@6 �����!���!�� � �����:1 ���
!1��/� ���
���"����0 
�0 ������ Gk>

G� 4 D�� Gk 4 Dk � 5�� �6Lk

�
G��k��

��p�
Uk�� � �Xk� k 4 +� � � � �M� 5+	6

/
� Xk , ����
��/����:�#� ������#� ���
���#� �� !���"��

Xky
�q�
k 4 Qky

�q�
k � q 4 �� +� 5+C6

� ������� Qk ����
��0���0 ��"����"�� Qk 4 LkG
��
k��Uk�� 4 fq�k�ij g� 
$�"�
��� $�� ��(

����# Xk �"0���# � Ck �� 5�6 ������3���0�� Xk 4 Ck<Lk5G
��
k��6

�p�Uk��� ������$�"�1(
���� ��"��
���� ����
��0��#� �� 5�+6 � 5+	6 ������ Gk�
%��������� "��
��/����:�#� 2������# ������# Xk� ��!���0 
���� 
�0 ���������

��
��� k� ;�� 2��� �
����� 
���������:��� ���
���� ����� $�� 2������# ������# Qk

!�#"�1� ��� �� !
������ �� /��"��� 
��/�����>

qij � qi�j�� � qi���j�� � @� j � i� 5+-6

���� ���� �� ;��
���� ���� � ����"�
��"���� ����"����" 5+-6 0"�0���0 ������"��(
�#�� ������:�!� ��������� ��� "#����01��0� ���� ������� Gk�� �����:���"�� � 2��(
����# ������ Lk � Uk�� 0"�01��0 �����0��#���


���� �� ���� (������� ������
���	� ���
��� Q ��	�����	

�� ���	��
� 5+-6�
�	 � 	�
����
��	� �	 '	
����� 5+*6,5+C6 �
�"����	�����	� ���
��� X �������	����!

��� (������� ��	�
����������

.� �����������:����� "��
��/����:�#� 2�������" ������ Xk ���
!�� ������ �(
���:����: "��
��/����:�#� 2�������" ������ Gk� ����
��0��#� ����!���� 5�+6� 5+	6
��� @ � � � �� � " ���! ����# � , �� �����:���"���:� 
��1
� ! � �������
��"����
���
!�� ���!�:���� �����/�$�#� ������� 	�

������� !� �
� ���	������ ���	��� ����� ) �
��	�����������&�
 ���
��� B�
	�
����
���
 '	
������ 5*6,5C6� 5+*6� �	�	#������	 	�
������� �
� @ � � � ��



*+� ���� �����	 
��� �
������

%��������� ��!$�� m 4 * 
�0 ���
!1��/� ������ �����#� "������">

y
���
k 4 ek� y

���
k 4 yk� y

���
k 4 zk 4 5�� @� �� @� � � �6

�� k 4 +� � � � �M� 5+I6

/
� yk , ����/� ��������#� "������ ���� ��� i 4 +� � � � � Nk ���� yk�i � yk�i��� ����
yk�i 	 yk�i��� 
���
���� �0��
��/����:�!1 ������!Xk �� ����!���� �����/�$�#� 5+C6�
�����:�!0 ��� 2��� ��� "������ �� 5+I6>

Xky
�q�
k 4 Qky

�q�
k � q 4 �� +� *� 5+�6

T�� � ���:3�� ��
��� k " 
��:���3�� �!
�� ��!����:�


���� �� ���� (������� ������
���	� ���
��� Q ��	�����	

�� ���	��
� 5+-6�
�	 � 	�
����
��	� �	 '	
����� 5+I6� 5+�6 �
������	�����	� ���
��� X �������	!

������� (������� ��	�
����������

&����/�$�� ������� C� �� ���� �� 	 ����� ���
!1��� !�"�� 
����>

������� "� �
� ���	������ ���	��� ����� * �
��	�����������&�
 ���
��� B�
	�
����
���
 '	
������ 5*6� 5+I6� 5+�6� �	�	#������	 	�
������� �
� @ � � � ��

���� ���� �� F ����"����"�� � �������� *� ������# 	,- ����"�
��"# � ��� �����:(
��"���� �1�#� �����#� "������"� ���!$���#� �� ����
�#� ��"#�� 
���#� ������#�
���������"������

���� ���� �� 
������ ���
!1��� "� �#� ����� ;��!$���#� " $����#� ��!$�0�
������# � ���� ����:��� ����
��������� ���
��!���"��"�1��� ������ B �� ��/!�
�#�: �������# 
�0 �����"��:�#� ���:�� ������� ����"����#� "������" 
� � " ��!$��
m 4 +�

�� 
����� ��
�
��� ��
���
��� ��������

=�0 "������ ������ � "� �� ���
!1��0

������� # 7*8� ����� A� G� D $ ��������	����� ���
���� �
��	�����������&�


���
��� B 	�
����
���
 �		��	����
�� 5*6� 5	6� 5�6 � ����� ���	��
���
 ���	��


L 4 U � � @� Ay � @� By � 5�� 
6Ay�


 4 max
i
f5G��Uy6i�yig 	 �� oUdiag75� < 
6G�D8 � @�

��� y $ ���	�	
�� ����	
 � �	�	#��������� �	��	�������� oUdiag5�6 $ �������	!
������
 ����� ���
����  	��� ��
�������	 ��
�������	 �5B��A6 � 5�� 
6���

F �������#� ���������#� 
�0 ������$����� ��
�$ ��!$�0� "���$��! 
 �� ��
������: � �����:1 ���
!1��/� !�"�� 
���0� ����� �� 
����#"����/� �� ��
!�����


���� !� ����� A $ ��	��	!����	������
 ��������	����
 ���
���� ��	�� �	�	
	�

��	�����	

�� �		��	����
�

Lkek�� � gkUkek��� gk � @� k 4 +� � � � �m� ��
Dkek � tk5Lkek�� < Ukek��6� tk � �� k 4 �� � � � �m� ��



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� *+�

��� ek $ ����	
� �	

��� Nk � ���������� �	��	��������  	��� ��
 
k 4 kG��k Ukk��
��� ���
��� Gk 
��
���
 ��������	������ � 	�
����
���
 �		��	����
�� 5	6� 5�6

�
� y
�q�
k 4 ek� ��
�������� ��
�������� 
k � 7tk < gk5tk � 
k��8

��� k 4 +� � � � �m�


��1
�� �����:�!0 ������$���0 
� 4 kD��
� U�k� 	 �� g� 4 
��� � � � ����/�0


 4max
k

f
kg� tk � � 5����� t� � �6� ���!$��� ���
!1��� ���!�:���>

������� $� + ���	��
" ��	
��� , � ����� - ��
 �	��������" ����� ���
��� B��A
��
�������	 ��
�������	

�5B��A6 � max
k

�
� < g� < g�g� < � � �< g� � � � � � gk

g� � � � �� gk

	
�

F $��������� 
�0 ��!$�0 gk � � ����� ����� ����"����"�

�5B��A6 � 5�� 
6�� �M < �� 5+�6


������� $�� ���!������#� ������3���0 
�0 
k �� ����# C � �����:1 ������$����
lk 4 ukgk� uk 4 7tk5� < gk68

�� �� �� ���������: " "�
� ����"����"


� � �

t�
� 
k � uk

�� lk
k��
� k 4 +� � � � �m� ��

���!
� ��� 
���������:�#� ���
���� ���0�

lkuk�� � lk��uk � �

	
� k 4 +� � � � �m� ��

�� �����/�� � 7*8 ���!$��� ������


k � +uk
� <

p
�� 	lk��uk

� 
k � +uk k

k < �
� k 4 +� � � � �m� ��

�����#� ��/!� �#�: 2������"�� �����:��"��# ��� �������#� ���������#� �"����"��
2�������" ����
��� ������# A� ;�����# ���!$���0 ����"����"!1��� ������ ��������
���
������ �������� ��� ��3���� 
���!������(���"����"�#� ��� ��������$�����
!��"����� ������# " 7*8�
'� �00 ������ �5B��A6 �� �� �#�: !�����"���� ���
!1��� �������>


���� "� ����� �
��	�����������&�
 ���
��� B 	�
����
���
 �		��	����
�� 5*6�
5	6� 5�6� �
���� A� D� G $ ��������	����� ���
���� ������ �
	�� �	�	� ���	��
���


���	��


Ae � 5�� 
6Be� oUdiag7
D < �5�� 
6C8 � @� 5*@6

��� @ 	 
 	 ��  	��� ��
�������	 ��
�������	

�5B��A6 � �� 
� 5*�6

%���&�'����'
�� .� 5	6 ���
!�� ���
���"����� B 4 A < R � �C� " ����"����"�� �
�����#� ���1� ����� ��"����"�

Q 4 A� 5�� 
6B 4 
A� 5�� 
6R < �5�� 
6C 4 
D < �5�� 
6C � 
L� 
U � 5�� 
6R�



**@ ���� �����	 
��� �
������

F ���! �����:���"���� ������# G 2������# ������# R �����������:�#� .� "����/�
!���"�0 " 5*@6 ���
!�� ������ ����:����: "��
��/����:�#� 2�������" ������# Q� �
�� ���"�/� , ����$�� 
��/����:��/� �������
���0� ����� �������� ������� Q ���� �(
���:�� ���!����
������ � ���
�"����:��� ����� ����� ������ 5*�6� �

=�0 ������ $���� ��!���"�������� � � �����:1 ����"����" 5+�6 ��� 5*�6 ��$���!1
� �����:1 ������3���0

B 4 A< 5�� �6C �
h
C � 5LG��U � 5LG��U6�p�

i
5*+6

!
����0 
���������:�� !�����"��:� $�� �
����� 0"�0���0 �� ��� ��� "������ /�������
������� �5B��A6� '�������� ���� y , �
����"���#� � ���� ����:�#� �����#� "������
� ������� C , 
��/����:��0� �� ��� � 4 � �� 5*+6 ���
!�� �5B��A6 � � � � � 5�� 
6���
F�����# ����������� ��������� � 5� ��$�� �����0 ����������� �6 ����������# 
�0
����/� ��!$�0 " 7*8�
;�� �����:��"���� 
"!� �����#� "������" �����! � �� �� "#"���� � �����:1

!�"�� 
���0� 0"�01��/��0 ���������� ������# ��+* �� 7+8�


���� #� ����� R 4 frijg $ ������
����
 ���
��� � ��	�
����������� �������	!
�������� (��������� rij� � C 4 fcijg $ �
�"����	������
 ���
���� 	�
����
���
 ��
���	��� 5�6 � ����
 �
	����� ����	
��� 5++6�  	��� ��
�������	 ��
�������	

5Cu� u6 � 5Ru� u6 5**6

��
 ���	�	 ����	
� u�

%���&�'����'
�� 
�����$�� y 4 Te 4 fyi 4 y
���
k�i g� T 4 diagfyig� .� ������3����

5�	6� 5++6 ���
!��� $�� 5CTe6i � yi5Ce6i 4 5Se6i� i 4 �� � � � � Nk� /
� S 4 RT � TR ,
������������$��0 �������� 2������# ������� "#�� �1��0 $���� 2������# ������#
R 4 frijg �� ����!��> sij 4 5yj�yi6rij � 
��1
� ���
!1� !��"����0 
�0 "��
��/����:�#�
2�������" ������# C>

5y� � y�6c��� 4 5Se6�� 5yi�� � yi6ci�i�� � 5yi � yi��6ci���i 4 5Se6i� i 4 +� � � � � Nk � ��
Q����$��� �!�����"���� 2��� !��"����� ���"�
�� � ��"����"��

ci�i�� 4
�

yi�� � yi

iX
j��

5Se6j � i 4 �� � � � � Nk � ��

;�����:�! ������� S ������������$��� �� " �����
��� �!��� ����!���"!1� 2������#
���:�� �� "������ ���!/��:��� $����� 
��1
� ���!$���

ci�i�� 4
�

yi�� � yi

iX
j��

NkX
l�i��

5yl � yj6rjl� i 4 �� � � � � Nk � �� 5*	6

=����� 
�0 �"�
����$��� ����# ��������$��� ������# R ����!
�� ���!$��: ���
���(
"�����

5Ru� u6 4
NX
i��

u�i

NX
j��

rij �
N��X
i��

NX
j�i��

rij5ui � uj6
��

;�����:�! �� !���"�1 ����#
PN

j�� rij 4
PN

j�� cij� ����"�
��"� ��"����"�



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� **�

55R � C6u� u6 4
N��X
i��

ci�i��5ui�� � ui6
� �

N��X
i��

NX
j�i��

rij5uj � ui6
�� 5*C6

;��� �� 
�0 ����
��������� y
���
i�� � y

���
i � .� ����"����"� T�3�,G!�0��"���/� ���
!���

$�� ��� j � i

5uj � ui6
� 4

�
�j��X
k�i

p
yk�� � yk

uk�� � ukp
yk�� � yk

�
A
�

� 5yj � yi6
j��X
k�i

5uk�� � uk6
�

yk�� � yk
�

;�� y
���
i�� 	 y

���
i 
������$�� �������:

p
yk�� � yk ��

p
yk � yk��� .����:�!0 2�� ����"��(

��"� � �����"�
0 ����� �#� ���������"���0 �!��� ���!$��

N��X
i��

NX
j�i��

rij5uj � ui6
� �

N��X
i��

NX
j�i��

5yj � yi6rij

j��X
k�i

5uk�� � uk6
�

yk�� � yk

4
N��X
i��

5ui�� � ui6
� �

yi�� � yi

iX
j��

NX
k�i��

5yk � yj6rjk�

;�
�����"�� 
����/� ����"����"� " 5*C6 � �����:��"���� ����!�# 5*	6 
�0 ci�i�� ���"�(

�� � ���� ����:��� ���!����
��������� ������# R�C� �

�����: �� �� �����!����"��: ���
!1��� ���!�:���>

������� (� ����� ���	��
���
 ���	��
 ���� . � ,�  	��� �
� 	�
�������� �
��	!

�����������&�� ���
��� B �	 �	��	
��	�� � ��
	�	 �	�	�	��	�� ����	
�� �
�

� 4 � ��
�������� 	����� � � 5�� 
6�� ��
 ����� 	����	�����	��� ���
��� B�

=�0 
��������:��"�� " ���! ����# -� 
������$�� �������: ����"�
��"���: ������(
3���0 �5B��A6 � �� ;����
���  � ���
!�� �� ��"����"� B 4 A < R � C ��� � 4 � �
����# I�
=�0 ���!$���0 ����� ��������#� ������ � !$���� �"����" ����
��� ��
�$� ������(


��# 
����:�#� D3�!$�#�E �����
�"���0�
;��"�
�� ������ ����/� ���!�:���� 
�0 ����
� � 
"!�0 �����#�� "�������� ,

D�����0��#�E � D������#�E>

y��� 4 e� y��� 4 fy���k�i 4 ig 5*-6

" ���������� � ��3���1 ������# �0����$�$�#� ����$�#� !��"������ �����������!1(
��� ��
�$! =������ 
�0 !��"����0 ;!������ �� �"�
������ ����� � 3�/�� h 4 ��5N<�6
" ��0��!/��:��� ������� 7@� �8 � 7@� 5M < �6h8� F 2��� ��!$�� ������# N (/� ���0
��
Lk�Dk� Uk ���1� ���
!1��� "�
 5E , �
���$��0 �������6>

L� 4 � � � 4 LM 4 U� 4 � � � 4 UM�� 4 E� Dk 4 tridiagf��� 	���g� k 4 �� � � � �M� 5*I6

� ������# Gk ����
��01��0 ���!������#�� ������3���0��

G� 4 D� Gk 4 D �G��k�� <Rk � Ck� k 4 +� � � � �M�

/
� Rk 4 G��k�� � 5G��k��6����
F 2��� ��!$�� ��� � 4 �� " ���! ����# I � �����������:����� "��
��/����:�#�

2�������" ������ R� C� 
�0 �1��/� "������ u 4 fuk�i > k 4 �� � � � �M L i 4 �� � � � � Ng �����



**+ ���� �����	 
��� �
������

@ � 55R� C6u� u6 � c�

MX
k��

N��X
i��

5uk�i�� � uk�i6
�� 5*�6

/
� c� , ��������:�#� �� "��
��/����:�#� 2�������" c
�k�
i�i�� ������# C 4 diagfCkg�

;�����:�! 
�0 ���������"����� ������# A ��/�� �����#"����0 ����"����"�

5Au� u6 �
MX
k��

N��X
i��

5uk�i�� � uk�i6
��

�� " 
����� ��!$��� � !$���� ����# I� �����

5Au� u6 � 5Bu� u6 � 5� < c�65Au� u6� 5*�6

� 
�0 ������ $���� ��!���"�������� � �! �� ������: �"���! ���$���� c��


�����$�0 $���� g
�k�
j�e 2������# ������# G��k � " ���! ����
�����0 Rk 4 fr�k�j�l g �����

��"����"� r
�k�
j�l 4 g

�k���
j�l 
�0 jj � lj � + � r�k�j�l 4 @ ��� jj � lj � ��


��1
� � �����:1 ����!�# 5*	6 ���!$���

c
�k�
i�i�� 4

iX
j��

NX
l�i��

5l � j6rkj�l � Wc�k�i�i�� 4
iX

j��

NX
l�i��

5l � j6g
�k���
j�l � i 4 �� � � � � N � ��

/
� "���$��� Wc
�k�
i�i�� �� �� �#�: ����
����� ���

Wc
�k�
i�i�� 4

iX
j��

zk��j�j � z
�k�
j�l 4

NX
p��

5p� j6g
�k�
l�p � 5	@6


���� $� ����� �
��	�����������&�
 ���
��� B 	�
����
���
 �		��	����
��

5*6� 5	6� 5�6 �
� � 4 �� m 4 + � ���	��
" 5*-6� 5*I6�  	��� ��
�������� ������&��

��
��������/

NX
l��

lg
�k�
j�l � k

k < �
j� k 4 �� � � � � N � �� j 4 �� � � � � N�

z
�k�
j�l � k

k < �
5l � j6 <

j

k < �



kg

�k�
l�� < 5k � �6

NX
l����

g
�k�
l�l�
g
�k���
l��l

< � � �<

+
NX

l���

NX
lk����

g
�k�
l�l�
g
�k���
l��l�

� � � �� g
���
lk���l

�
�

Wc
�k�
i�i�� �

�

*
5k � �6� k 4 +� � � � �M� i 4 �� � � � � N � ��

5	�6

%���&�'����'
�� .� �$�"�
��/� ��"����"� y
���
k 4 G��k Gku

���
k � ���!�������/� "#�� �(

��0 
�0 ������# Gk � !���"�0 ����������� Rky
���
k 4 Cky

���
k ���!$��� ������3����

y
���
� 4 G��� D�y

���
� � y

���
k 4 G��k 5Dk �G��k��6y

���
k � k 4 +� � � � �M� 5	+6

;�����:�! 5Dky
���
k 6j 4 +j 
�0 j 4 �� � � � � N � � � 5Dky

���
k 6N 4 *N < �� ��� k 4 �

����"�
��"� ��"����"�



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� ***

j 4 +
NX
l��

lg
���
j�l < 5N < �6g

���
j�N � 5	*6

F ���! g
���
j�N � @ ����"�
��"� ����"����"�

PN
l�� lg

���
j�l � j�+� ;��
���� �� �����:� $��


�0 ��������/� k "#����0���0
PN

l�� lg
�k���
j�l � 5k � �6j�k�

&����/�$�� 5	+6 �� 5	�6 
�0 �����"��:��/� k �����

j 4
NX
l��

g
�k�
j�l

�
+l �

NX
p��

pg
�k���
l�p

�
< 5N < �6g

�k�
j�N �


��1
� �� �
�������! ���
���� ���1 ���!$��� ������3����

j �
NX
l��

g
�k�
j�l

�
+l � k � �

k

�
4
k < �

k

NX
l��

lg
�k�
j�l �

������� � 
����#"��� ���"�� �� ����"����" 5	�6�

=����� !��� �0 �� 
!1 ���������! "�������/� ��"����"� y
���
� 4 G��� D�y

���
� � ���
(

���"�01��/� ����� !���"�� ������������ �� "���$��! j� ���!$��� "#�� ����

j 4 +
NX
p��

jg
���
l�p < j5g

���
l�� < g

���
l�N 6� 5		6

��� "#"�
� ������/� !$����� $�� 5D�y
���
���6� 4 5D�y

���
� 6N 4 * � 5D�y

���
� 66l 4 + 
�0

l 4 +� � � � � N � �� ?������ �����: " 5	*6 ��
���# j� l ����"����"���� �� l� p � ��$�����
"#$��� �� ��/� 5		6>

l � j 4 +
NX
p��

5p� j6g
���
l�p < 5N < �� j6g

���
��N � jg

���
l�� � 5	C6


��1
� � �����:��"����� ������$���� 5	@6 �����
�� � ����"����"!

z
���
j�l �

�

+
5l � j6 <

j

+
g
���
l�� �

������� ����$��� "����� �� ����"����" 5	@6 ��� k 4 �� ;��"�
0 �����/�$�#� �
�����#�

��� "#"�
� 5	C6 ���������"���0 5� ������� g
���
l�p �� g

�k�
l�p � k � �6� ���!$��� ������3���0

l � j 4
NX
p��

g
�k�
l�p



+5p� j6�

NX
q��

5g � j6g�k���p�q

�
< 5N < �� j6g

�k�
l�N � jg

�k�
l�� � 5	-6

;��
���� �� �����:� $�� "����� ����"����"� " 5	�6 "#����0���0 ��� ������ ��
����
k �� k � �� $�� " ���!�:���� ��
�����"�� �/� " 5	-6 
��� ������3����

l � j �
NX
p��

g
�k�
l�p



+5p� j6 � k � �

k
5p� j6 � k � �

k
g
�k���
p�� � � � ��

�

k
j

NX
p���

� � �
NX

pk����

g�k���p�p� � � � �� g
���
pk����

�
� jg

�k�
l�� �

�� ������/� ���
!�� 
��������:��"� ����"����"� 
�0 z
�k�
j�l " 5	�6�



**	 ���� �����	 
��� �
������

X�����"�� �����: �����
��� !�"�� 
���� ����#� F ���! ��/�� ���"��0���/� ����(

��3���0
Pi

j��

Pi
l��5l � j6g

�k���
j�l 4 @ � ������$���� 5	@6� �� �� �������:

Wc
�k�
i�i�� 4

iX
j��

z
�k���
j�j �

NX
j��

z
�k���
j�j 5	I6

;�����00 " 5	I6 "����� ����"����"� 5	�6 ��� l 4 j � ���00 ���0
�� �!�����"���0�
���!$���

Wc
�k�
i�i�� �

�

k



5k � �6

NX
j��

jg
�k���
j�� < 5k � +6

NX
l���

g
�k���
l���

NX
j��

jg
�k���
j�l�

< � � �<

+
NX

lk����

g
���
lk����

� � � ��
NX
j��

jg
�k���
j�l�

<
NX

lk����

g
���
lk����

� � � ��
NX
j��

jg
�k���
j�l�

�
� 5	�6

.����:�!0 
���� ���"�� �� ����"����" 5	�6� �����
�� �����
�"����:�� � �������

NX
j��

jg
�k���
j�� � k � �

k
�

NX
l���

g
�k���
l���

NX
j��

jg
�k���
j�l�

� k � �
k

NX
l���

l�g
�k���
l���

� k � +
k

�

NX
lk����

g
���
lk����

� � � ��
NX
j��

jg
�k���
j�l�

� k � �
k

NX
lk����

g
���
lk����

� � � � �
NX

l���

l�g
�k���
l��l�

� � � �

� +

k

NX
lk����

lk��g
���
lk����

� �

k
�

����� ��
�����"�� �����#� " 5	�6 ����� ���/�"#� ���!�:���>

Wc
�k�
i�i�� �

�

k�

k��X
n��

n� 4
�

*
5k � �65� � 5+k6��6� k 4 +� � � � �M�


��1
� ���!$��� �����
��� ����"����"� " 5	�6� �

'������
��"���� �� 5*�6� 5	�6 !�����"��"����0 ���
!1��� ���!�:���>

������� �)� + ���	��
" ����� 0 ��
 ����� 	����	�����	��� ���
��� B��A ���	�!

�
���
 	�����

� � 5M < +6�*� 5	�6


������� "�(���"#�� $�� 2�� ������ �� ��"���� �� N � � "�("���#�� $�� ��� �!$3�
��"����#� �����/�$�#� ���!�:����" 
�0 
�!/�� ����
�" �������� ������������ 7+� *8�
�
����� �����: ���
!1��� �1���#���� ����$����� K��� 
�0 
����� ��
��:���

��
�$� " ��$���"� "����/� ������/� "������ ����: �� D������#�E� � ����/� ��������#�
"������ ���������# ������/� !
�"���"��01� ����"����"��



� �����
� �������� �
������
��� � ���������� �������
���� **C

yk�l � yk�j
l � j

� �5yk�i�� � yk�i6� l � i< �� j � i� k 4 �� � � � �M�

5��/�� �������:� $�� ��� 2��� ��0�����:�� � � �6� �� " ���! ����!�# 5*	6 "����� 5	�6
���!$��� Wcki�i�� � �5k � �6�*� ���!
� 
�0 $���� ��!���"�������� ���
!�� ������

� � �5M � �6 < *
*

� 5C@6

����� �������� " ��#��� ������ 5	�6� 5C@6 D������#�E "����� ����#"����0 ����!$(
3�� �� "��� ����/� ��������#� �����#� "������" y����
&����� ���
�� ���#� ����
�" ���"�
�� " !���"�0� ��$�#� "#$�������� X$�� ���(

��� ����/� ���
���"����0 ������ � ��/��3������ ���!/����� ����!��� ����/� /�"��0�
������
� � �����
�"���1 D"���!����#�E ����
�" �������� ������������ � ����0 ��(
�#� /��
�����"� $�� ���
���"�0�� ����� �������0���:�!1 ������!$���!1 �������!�
=�0 ������  � ������$����� 2������"����� �������#� ��/������" ������
��� ���(
�������: �� !����$�"���: � �3����� ���!/������ F �������� ���0���� $�� "#��� ����(
�#� "������" 
�� �� ������$�"��: �� �$��: ���:�#� ���� $���� ��!���"�������� ��(
���� Yl � ���� "������" yl� cl� �
���� 2�� "�����# ����!1� �������:�#� �����
�"�����
=�0 ���1������� "������1��� "������" � ��
��
�" ���"�
�� ��0��� ������ ��(

�������0 ��/��3������ ���!/����� ��� ���������� ����!� 5�C6 ��� !$��� "���� �#�
"���!����� "������" vl � ������ Yl�

�����$�0 $���� Yci�j 4 ci�j < 
i�j� Ycl 4 cl < 
l "#$���0��#� ������ ���#� "���$��#�


�0 "������" �3���� 
l 4 f
l�j � j 4 l� � � � � l <m� �g �� �� �������:

� 4 ��L


l 4 �Y ��l 5
��ly� < � � �< 
l���lyl��6 < �l� l 4 +� � � � �m� �L

l 4 �Y ��l 5
l�m���lyl�m�� � � � 
l���lyl��6 < �l� l 4m� � � � � N �mL


l 4 �Y ��N�m��5
l�m���lyl�m�� < � � � < 
N�m�lyN�m6 < �l� l 4 N �m< �� � � � � N � �L

N 4 �N � 5C�6

?
��: �l , "�����# m(/� ���0
��� ���������# �����#� �!�: �!������0 ��/��3����:
��������$����� ��������� "#����0��#� ��� "#$������� �
��/� "������ cl �� ����!���
5�C6� .� 5C�6 ���!$��� ���
!1��� ����"����"� 
�0 ��"������#� 5�!��$�����6 ����>

Z
l � kY ��
l k � kY kBZ
l�� < �e� l 4 +� � � � � N � �� 5C+6

/
� � 4 max
l
fk�lkg� Z
l 4 5k
lk� � � � � k
l�m��k6�� kY k 4 max

l
fkylkg , ��������:��0 �!���

��
!��� 2�������" ������ ��0��!/��:��� ������# Y � B , ������� [������!�� "�
�
�





�

� � � � � � � @
� @ @ � � � @ @
@ � @ � � � @ @
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
@ @ @ � � � � @

�
������
�

F"�
0 
���� ������$���� �5Y 6 4 max
l
kY ��

l k � kY k � !$��#"�0 ��/�� ���"��0��!1
�����! 
�0 ����# �������� ������# 5	-6> kBkk � m +k��� �����
�� � ���
!1���!
����"����"!>

kZ
lk � �5� < +m�< 	m�� < � � �< +l��m�l��6� 5C*6



**- ���� �����	 
��� �
������

����������� �� F���$��! �5Y 6 �!
�� ���#"��: $����� ��!���"�������� ������#
"������" y�q�� q 4 �� � � � �m� ��� ��0��!/��:��� ������# Y �

T�� "�
�� �� 5C*6� �3���� ���!/����0 �� �� �#���� �������"��:�0 � ������ l� �
"#������#� ������# "������" 5��� ������# Y 6 
�� �# �#�: ����3� ��!���"���#�
;�
 2��� ��
���!��"����0� $�� ���$���� �5Y 6 ���������:�� ��"����� �� " $��������� ��
��"���� �� ���0
�� "������" y�q�� T�� "�
�� �� ���
#
!��/� �������� �����������#�
������# ������ �����#� "������" ��� ��� !
�"���"��01� 2���! �"����"!�

���� ���� �� F"�
����� ���0��� $���� ��!���"�������� ������# "������" �5Y 6 � �
�����!���0 �� ��#$��� ����
������ $���� ��!���"�������� �"�
������ ������#� 
���(
���� $�� " ������ 7�8 
��� ����
������ $���� ��!���"�������� ������ T�#��"� 
�!/��
�������� 
��!���1���� " $��������� �/� ��������� " �!�:�

����������

��� Il�in V�P� Iterative Incomplete Factorization Methods� � Singapore� World Scienti�c Publishing
Co�� �		
�

�
� Axelsson O� Iterative Solution Methods� � Cambridge University Press� �		��

��� ����� 	�
� 
����� �������� ������������ ��� ������� �� �!���"�#��$ #�#��%� � 
��
&�'��� �		(�

��� Stone H�L� Iterative solution of implicit approximations of multidimensional partial di)erential
equations ** SIAM J� Numer� Anal� � �	+,� � Vol� (� � P� (�-.((,�

�(� Lin Avi� Towards generalization and optimization of implicit methods ** Intern� J� for Numer�
Methods in Fluids� � �	,(� � Vol� (� � P� �(/.�,-�

�+� Axelsson O�� Polman B� Block preconditioning and domain decomposition methods� I� �
Nijmegen� Catholic University� �	,/� � 0Report1 ,/�(2�

�/� Axelsson O�� Polman B� Block preconditioning and domain decomposition methods� II� �
Nijmegen� Catholic University� �	,,� � 0Report1 ,,-/2�

�,� Il�in V�P�� Laevskii K�Yu� Generalized compensation principle in incomplete factorization
methods ** Rus� J� Num� Anal� Math� Mod� � �		/� � Vol� �
� 3 (� � P� �		.�
-�

�	� Carpraux J�F�� Godunov S�K�� Kuznetsov S�V� Condition number of the Krylov bases and
subspaces ** Linear algebra and its applications� � �		+� � Vol� 
�,� � P� ��/.�+-�

	�
� ������

�������� ������������� !"��!"��#�
� !"��!"�����#� $��%�&�#� �� �
	'
()��(* 
#"+* �*
* �"�)������"' ,'
	�����-�)�#' ,.//0/
E1mail2 ilin3sscc*ru

��
� ���������

Eindhoven University of Technology'
4,// MB Eindhoven'
The Netherlands
E1mail2 laevsky3tue*win*nl

 �
��! ����"���


#$ !��
�! %&&' (�

�����
���
��)� �
��
��

## 
����! %&&' (�


