
Î ïðîáëåìàõ ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ áîëüøèõ ÑËÀÓ ∗Â.Ï.ÈëüèíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ,Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÀííîòàöèÿ1 ÂâåäåíèåÊàê èçâåñòíî, ðåøåíèå áîëüøèõ ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ óçêèì ìåñòîì â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêî-ãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ðåñóðñîåìêîñòü äàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòàäèè íåëèíåéíîðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîíÿòèå áîëüøèõ è äàæå ñâåðõáîëüøèõàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåêîðäíûõ äëÿ ñâîåãî âðåìåíè, êîòîðûåíà ñåãîäíÿ ìîæíî ñâÿçûâàòü ñ ðàçìåðíîñòÿìè ïîðÿäêà 1010 − 1012, òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåéðåàëèçàöèè ÌÂÑ ñ ÷èñëîì ïðîöåññîðîâ îêîëî 105 − 107. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ÑËÀÓ òàêèõðàçìåðîâ ðåàëüíî ïðèìåíÿòü òîëüêî èòåðàöèîííûå ìåòîäû, òàê êàê ïðÿìûå àëãîðèòìûòðåáóþò ñëèøêîì áîëüøèõ êîìïüþòåðíûõ ðåñóðñîâ, îñîáåííî ïàìÿòè.�ëàâíûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ çàêëþ÷àþòñÿ â ïîñòðîåíèè ïðå-äîáóñëîâëåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà íà îñíîâå àëãåá-ðàè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè ñ ïàðàìåòðèçîâàííûìè ïî øèðèíå ïåðå-ñå÷åíèÿìè è ðàçëè÷íûìè èíòåð�åéñíûìè óñëîâèÿìè íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ ñìåæíûõïîäîáëàñòåé. Ïðè ýòîì âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ ðåøàþòñÿ ñèíõðîííî íàñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ èëè ïðÿìûìè, èëè èòåðàöèîííûìè ïðè-áëèæåííûìè ìåòîäàìè.Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìûì àëãîðèòìàì ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííå ïðîòèâî-ðå÷èâûìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ óâåëè÷åíèÿ êîý��èöèåíòà óñêîðåíèÿ íåîáõîäèìî èìåòüáîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé, ÷òîáû çàäåéñòâîâàòü îäíîâðåìåííóþ ìàññîâóþ ðàáîòóïðîöåññîðîâ. Íî ïðè ýòîì, â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ïðîñòåéøèõ �ñòàíäàðòíûõ� ïîäõîäîâ, çíà-÷èòåëüíî ðàñòåì ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî èíè-öèèðóåò íåïðåðûâíîå ïîÿâëåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èññëåäîâàíèé ïî óñêîðåíèþ ýòîãîèòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñâÿçàííûõ, êàê ïðàâèëî, ñ åãî ñóùåñòâåííûì ëîãè÷åñêèì óñëîæ-íåíèåì.Â öåëîì ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîââ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ. Ê ïåðâîìó ìîæíî îòíåñòè îáîáùåíèå êîíöåïöèè ïîäïðîñòðàíñòâÊðûëîâà, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ êîíñòðóèðóþòñÿ èç âàðèàöèîííûõ,îðòîãîíàëüíûõ è/èëè ïðîåêöèîííûõ ïðèíöèïîâ. Çäåñü ìîæíî íàçâàòü ìåòîäû ïîëóñîïðÿ-æåííûõ íàïðàâëåíèé [1℄ � [3℄ äëÿ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ, ðàöèîíàëüíûå êðûëîâ-ñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà [4℄, [5℄ (â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ), ìåòîäû èíäó-öèðîâàííîé ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè IDR(s) [6℄, [7℄ (Indu
ed Dimension Redu
tion), à òàêæå
∗)�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �ÍÔ N 14-11-00485 è �ÔÔÈ N 14-07-00128.1



àëãîðèòìû äå�ëÿöèîííîãî òèïà [8℄, [9℄ ñ ïîïîëíåíèåì êðûëîâñêîãî áàçèñà íåêîòîðûìè äî-ïîëíèòåëüíûìè âåêòîðàìè ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ óëó÷øåíèåì îáóñëîâëåííîñòè ðåøàåìûõ ÑËÀÓ çà ñ÷åòèñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ âèäîâ ïðåäîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîââëîæåííûõ ñå÷åíèé è ìíîãî�ðîíòàëüíûõ àëãîðèòìîâ ìàòðè÷íûõ ðàçëîæåíèé, àññîöèè-ðîâàííûõ ñî ñïåöèàëüíûìè óïîðÿäî÷åííîñòÿìè íåèçâåñòíûõ. Çäåñü ïåðñïåêòèâíûå ïîä-õîäû îñíîâûâàþòñÿ íà òåíçîðíîì àïïàðàòå [10℄ è ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèö â HSS-�îðìàòå([11℄, Hierar
hi
ally Semi-Separable), êîòîðûå äàþò ý��åêòèâíûå ïðèáëèæåííûå è/èëèòî÷íûå àëãîðèòìû ìàòðè÷íûõ �àêòîðèçàöèé. Êðîìå òîãî, óñêîðåíèå êðûëîâñêèõ èòå-ðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî ïðåäëîæåíî îñóùåñòâëÿòü çà ñ÷åò ìóëüòè-ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ (ñì. [12℄ � [14℄), ïðåäïîëàãàþùåãî ïîäêëþ÷åíèå íåñêîëüêèõ ïðåäîáó-ñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö íà êàæäîì èòåðàöèîííîì øàãå. Äàííûé ïðèåì ïðèâîäèò ê îáîáùå-íèþ èçâåñòíîãî äèíàìè÷åñêîãî, èëè ãèáêîãî (�exible), ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ [15℄, â êîòîðîìïðåäîáóñëàâëèâàòåëü íà òåêóùåé èòåðàöèè òîëüêî îäèí, íî îí ìåíÿåòñÿ îò øàãà ê øàãó.Òðåòüå íàïðàâëåíèå ñâÿçàíî ñ ïåðâûìè äâóìÿ, íî îíî öåëåâûì îáðàçîì îðèåíòèðîâà-íî íà ìàñøòàáèðóåìûé ïàðàëëåëèçì ñ îòîáðàæåíèåì àëãîðèòìîâ íà àðõèòåêòóðó ÌÂÑ. Âäàííîì ñëó÷àå ãëàâíûì îðóäèåì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íûõ îáëàñòåé, â åãîãåîìåòðè÷åñêîé èëè àëãåáðàè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ìíîãîìåðíóþñåòî÷íóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü öåëåñîîáðàçíî ðàçáèâàòü ñáàëàíñèðîâàííûì îáðàçîì íà ïîä-îáëàñòè òîé æå ðàçìåðíîñòè. Êîíå÷íàÿ æå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü àëãîðèòìîâ â çíà÷èòåëü-íîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî-èí�îðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè è êà÷åñòâîìïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, òàê ÷òî ý��åêòèâíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íåîáõîäèìî õàðàê-òåðèçîâàòü íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèìè îöåíêàìè, íî è ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ï. 2 îïèñûâàþòñÿ áëî÷íûå ìåòîäûïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé ñ ìóëüòèïðåäîáóñëàâëèâàíèåì â àáñòðàêòíîé âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà èõ êîíêðåòèçàöèÿ äëÿ ïàðàëëåëü-íûõ àëãîðèòìîâ äåêîìïîçèöèè ïîäîáëàñòåé ñî ñðàâíèòåëüíûì àíàëèçîì ðàçëè÷íûõ ñòðóê-òóðíûõ ïîäõîäîâ òèïà FETI, BNN, ñì. [16℄, [17℄, è ïðåäëàãàåìûõ âàðèàíòîâ áåç ïîäîá-ëàñòåé � ðàçäåëèòåëåé, à òàêæå íåêîòîðûõ ïðèíöèïîâ óñêîðåíèÿ êðûëîâñêèõ ïðîöåññîâíà îñíîâå àãðåãàöèè, äå�ëÿöèè è ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, îñóùåñòâëÿþùèõ ðàçíûå ïðè-ìåíåíèÿ ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèè ìàòðèö, îïèñàííûõ ðàíåå â [18℄ � [21℄. Ïîñëåäíèéïóíêò ïîñâÿùåí êðàòêîìó èçëîæåíèþ êîíöåïöèè áèáëèîòåêè ïðîãðàìì KRYLOV [22℄ êàêîòêðûòîãî èíòåãðèðîâàííîãî èíñòðóìåíòàðèÿ, îðèåíòèðîâàííîãî íå òîëüêî íà êîíå÷íûõïîëüçîâàòåëåé, çàèíòåðåñîâàííûõ â ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè áûñòðûõ ïàðàëëåëüíûõàëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé, íî è ïðåäîñòàâëÿþùåãî ñðåäñòâà àâòîìàòèçàöèè ïîñòðîåíèÿàëãîðèòìîâ äëÿ ðàçðàáîòêè è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íîâûõ ìåòîäîâ. Â çàêëþ-÷åíèè ïðèâîäÿòñÿ ñîîáðàæåíèÿ îá àêòóàëèçàöèè öåïî÷êè: �ðîæäåíèå èäåè è òåîðåòè÷åñêîåèññëåäîâàíèå ìåòîäîâ� � �ïðîáíûå âåðñèè è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ àïðîáàöèÿ� � �âûñîêîïðî-èçâîäèòåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ è èõ ïðàêòè÷åñêîå âíåäðåíèå�.2 Áëî÷íûå ìåòîäû ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèéÌåòîäû ïîëóñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (SCG, SCR, ñì. [1, 2℄)ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÑËÀÓ ñ íåñèììåòðè÷íûìè ïîëîæèòåëüíî îïðå-äåëåííûìè ìàòðèöàìè
Au = f, A = {ai,j} ∈ RN,N , u = {ui}, f = {fi} ∈ RN , (1)2



êîòîðûå äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõ âåêòîðîâ v óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
(Av, v) ≥ δ||v||2, δ > 0, (v,w) =

N
∑

i=1

viwi, ||v||2 = (v, v). (2)Â îòëè÷èå îò îáîáùåííûõ ìåòîäîâ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê [3℄, äàííîå ñåìåéñòâî àëãîðèò-ìîâ ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé îáõîäèòñÿ áåç �îðìèðîâàíèÿ ìàòðèöû Õåññåíáåðãà,÷òî çàìåòíî óïðîùàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó è ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ. Êàê èçâåñòíî,ïðèâåäåííûå íåðàâåíñòâà îáåñïå÷èâàþò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ñèììåòðè÷íîé ÷à-ñòè ìàòðèöû A = {ai,j}:
(Asu, u) ≥ δ(u, u), As = (A+AT )/2, AT = {aj,i},à òàêæå ïîëîæèòåëüíîñòü âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A (âåðõíèéèíäåêñ “T” îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû).Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îáîáùåííîãî, èëè áëî÷-íîãî, êðûëîâñêîãî òèïà:

r0 = f −Au0, un+1 = un + Pnᾱn, n = 0, 1, ...
rn+1 = rn −APnᾱn = rq −APqᾱq − ...−APnᾱn, 0 ≤ q ≤ n,

(3)ãäå Pn = (pn1 ...p
n
Mn

) ∈ RN,Mn åñòü ñîñòàâëåííàÿ èç íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ pnk ìàòðèöà,à ᾱn = (αn,1...αn,Mn)
T � âåêòîð èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå áóäåì îïðåäåëÿòü èçñëåäóþùèõ îðòîãîíàëüíûõ ñâîéñòâ:
(Apnk , A

γpn
′

k′ ) = ρ
(γ)
n,kδ

k,k′

n,n′ , ρ
(γ)
n,k = (Apnk , A

γpnk),

γ = 0, 1, ;n′ = 0, 1, ..., n − 1; k, k′ = 1, 2, ...,Mn.
(4)Çäåñü δk,k

′

n,n′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ðàâíûé åäèíèöå ïðè n = n′, k = k′ è íóëþ � â ïðîòèâíûõñëó÷àÿõ, à çíà÷åíèÿ γ = 0, 1 îïðåäåëÿþò â äàëüíåéøåì ìåòîä ïîëóñîïðÿæåííûõ ãðàäèåí-òîâ èëè ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê ñîîòâåòñòâåííî. Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íûõìåòîäîâ ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé, â �îðìóëàõ (3) íà êàæäîé n-é èòåðàöèè èñïîëü-çóåòñÿ íå îäèí, à Mn íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ,ìåíÿòüñÿ.Åñëè æå â (3) ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ äëÿ �ñâîäíûõ"íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ
αnp

n = Pnᾱn, n = 0, 1, ..., (5)ñ íåîïðåäåëåííûìè ïîêà ñêàëÿðíûìè ìíîæèòåëÿìè αn, òî âìåñòî (3) äëÿ âåêòîðîâ íåâÿçêèìîæíî äàòü êëàññè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
rn+1 = rn − αnAp

n = rq − αqAp
q − ...− αnAp

n, 0 ≤ q ≤ n (6)â íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà
K̃(r0, A) = span{r0, Ap0, ..., Anp0}, (7)êîòîðîå áóäåò êîíêðåòèçèðîâàíî ïîñëå îïðåäåëåíèÿ p0, ..., pn.Î÷åâèäíî, ÷òî âûðàæåíèå (3) ìîæåò áûòü çàïèñàíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö Pn èâåêòîðîâ ᾱn:

rn+1 = rn −A

Mn
∑

l=1

αn,lp
n
l = rq −A

(

Mq
∑

l=1

αq,lp
q
l − ...−

Mn
∑

l=1

αn,lp
n
l

)

. (8)3



Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (4) ìû ìîæåì âûïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà
Φ(γ)
n (rn+1) ≡ (rn+1, Aγ−1rn+1) = (rq, Aγ−1rq)−

Mn
∑

l=1

n
∑

k=q

αk,l[2(r
q, Aγpkq )− αk,l(Ap

k
l , A

γpkl )].(9)Òàêèì îáðàçîì, ïî óñëîâèþ ýêñòðåìóìà
∂Φ(γ)

n /∂αk,l = 0,äëÿ q = 0, 1, ..., n èìååì
α
(γ)
k,l = (rq, Aγpkl )/ρ

(γ)
k,l , l = 1, ...,Mn; k = q, q + 1, ..., n. (10)Èç ñîîòíîøåíèé (3), (4), (10) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû rn+1 è pn

′

k óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
Aγ � ïîëóñîïðÿæåííîñòè â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

(rn+1, Aγpn
′

k ) = 0, n′ = 0, 1, ..., n; k = 1, ...,Mn, γ = 0, 1. (11)Çàìå÷àíèå 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà
Φ
(γ)
n (rn+1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

Φ(γ)
n (rn+1) = (rq, rq)−

n
∑

k=q

Mn
∑

l=1

(rq, Aγpkl )
2/ρ

(γ)
k,l (12)è äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà, åñëè γ = 1 èëè åñëè A åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðè-öà. Ïîä÷åðêíåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â ìåòîäå ïîëóñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ �óíêöèîíàë

Φ
(0)
n (rn+1) = (A−1rn+1, rn+1) ïðè íåñèììåòðè÷íîñòè A ñâîåãî ìèíèìóìà, âîîáùå ãîâîðÿ,íå äîñòèãàåò.Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû pnl áóäåì îïðåäåëÿòü ïî óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè (5) ïðè

γ = 0, 1 â ñëåäóþùåì âèäå:
p0l = B−1

0,l r
0, pn+1

l = B−1
n+1,lr

n+1 +

n
∑

k=o

Mk
∑

l=1

β
(γ)
n,k,lp

k
l , n = 0, 1, ...;

Bn,l ∈ RN,N , l = 1, ...,Mn; γ = 0, 1.

(13)Çäåñü β̄
(γ)
n,k = {β

(γ)
n,k,l} = (β

(γ)
n,k,1...β

(γ)
n,k,Mn

)T ∈ RMn ñóòü âåêòîðû êîý��èöèåíòîâ, à Bn,l ∈

RN,N � ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ ïî óñëîâèÿì íåâûðîæäåííî-ñòè, ëåãêîé îáðàòèìîñòè è ý��åêòèâíîãî óñêîðåíèÿ êîíñòðóèðóåìûõ èòåðàöèîííûõ ïðî-öåññîâ. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå �ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè� Bn,l ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷å-ñêèìè, èëè ãèáêèìè (�exible, êàê â ìåòîäàõ FGMRES, [3℄), ïîñêîëüêó îíè äëÿ êàæäîãî lçàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè n.Çàìå÷àíèå 2. Â �îðìóëàõ (12) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé èíäåêñîâ l íà-÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 è ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð íåâÿçêè � îäíè è òå æå. Î÷åâèäíî,÷òî íåòðóäíî ïîñòðîèòü áëî÷íûå âåðñèè ïðåäëàãàåìûõ ìóëüòèïðåäîáóñëîâëåííûõ ìå-òîäîâ, çàäàâàÿ M0 ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ: U0 = (u01...u
0
M0

)T . Áîëåå òîãî, äàííûéïîäõîä ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ðåøåíèÿ íåñêîëüêèõ ÑËÀÓ ñ îäèíàêîâîé ìàòðèöåé
A è ðàçíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè f̄m = (f1,m...fN,m)T , m ≤ M0. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíîîïðåäåëèòü ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû ïðàâûõ ÷àñòåé è íåâÿçîê

F = (f̄1...f̄M0
), R0 = F −AU0 ∈ RN,M0 ,4



ïðè÷åì äëÿ m < M0 â ìàòðèöå F íåêîòîðûå M0 − m ñòîëáöîâ áóäóò îäèíàêîâûìè. Âäàëüíåéøåì, îäíàêî, ìû íà äàííûõ âîçìîæíûõ îáîáùåíèÿõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (13) â óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (4), ìû ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿêîý��èöèåíòîâ
β
(γ)
n,k,l = −(Aγpkl , AB

−1
n+1,lr

n+1)/ρ
(γ)
n,l , n = 0, 1, ...;

k = 0, ..., n; l = 1, ...,Mn.
(14)Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1.Èòåðàöèîííûå ìåòîäû (3), (11), (13), (14) äëÿ γ = 0, 1 ñ óñëîâèÿìè (2)ïðè íåâûðîæäåííîñòè ïðåäîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö Bn,l, n = 0, 1, ...; l = 1, ...,Mn, îáåñ-ïå÷èâàþò óñëîâèå ýêñòðåìàëüíîñòè (10), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðè γ = 1 ìèíèìàëüíîñòèíîðìû ||rn+1|| â �ìóëüòèïðåäîáóñëîâëåííîì"ïîäïðîñòðàíñòâå Êðûëîâà

K∑
n+1

(r0, A) = span{B−1
0,1r

0, ..., B−1
0,M0

,

AB−1
1,1r

1, ..., AB−1
1,M1

r1, ..., AnB−1
n,1r

n, ..., AnB−1
n,Mn

rn}.
(15)Â äàííûõ ìåòîäàõ âåêòîðû íåâÿçîê ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííî ïîëóñîïðÿæåííûìè ïðè γ =

0, 1 â ñëåäóþùåì ñìûñëå:
(AγB−1

k,l r
n, rk) =

{

0, k < n,

σ
(γ)
n = (AγB−1

n,l r
n, rn), k = n,

(16)äëÿ l = 1, ...Mk. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû α
(γ)
n,l â (3), (11) âûðàæàþòñÿ �îðìóëîé

α
(γ)
n,l = (AγB−1

n,l r
n, rn)/ρn,l. (17)Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû (16) ñëåäóåò ïðè k < n èç ñîîòíîøåíèé

(AγB−1
k,l r

k, rn) = ((Aγpkl −

k−1
∑

i=0

βk,i,lA
γpil), (r

0 −

n−1
∑

i=0

α
(γ)
i,l Ap

i
l)) =

= (Aγpkl , r
0)− αk,lρ

(γ)
k,l −

k−1
∑

i=0

βk,i,l[(A
γpil, r

0)− α
(γ)
i,l ρ

(γ)
i,l ] = 0.Äëÿ k = n èç àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèé èìååì

(AγB−1
n,l r

n, rn) = (Aγpnl , r
0),îòêóäà âñëåäñòâèå (11) ïîëó÷àåì �îðìóëó (16). �Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå γ = 1 è Bn,l = I (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà) âåêòîðû íåâÿçêèñî ñâîéñòâàìè (16) íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè A-ïîëóñîïðÿæåííûìè; â ðàáîòå [7℄ ñîîòâåòñòâóþ-ùèé ìåòîä îáîçíà÷àåòñÿ àááðåâèàòóðîé GCR (Generalized Conjugate Residual).�åàëèçàöèÿ �îðìóë (13), (14) ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ n = 0, 1, ... ïðè γ = 1 ñ àëãåáðàè-÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

B−1
0,l r

0, ..., B−1
n,l r

0 â îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ATA-îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðû p0l , ..., p
n
l ñ ïîìî-ùüþ ïðîöåññà �ðàììà�Øìèäòà. Êàê èçâåñòíî (ñì. [8℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó), ýòàâû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïðè áîëüøèõ n ìîæåò îêàçûâàòüñÿ íåóñòîé÷èâîé ê ïîãðåøíî-ñòÿì îêðóãëåíèé, è ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäè�èöèðîâàííûé ìå-òîä îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìóàëãîðèòìó. 5



Äëÿ âû÷èñëåíèÿ β
(γ)
n,k,l âìåñòî (14) ïðåäëàãàåòñÿ �îðìóëà

β
(γ)
n,k,l = −(Aγpkl , Ap

n,k
l )/ρ

(γ)
n,l , (18)â êîòîðîé âåêòîðû pn,kl îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

pn,kl = pn,k−1
l + β

(γ)
n,k−1,lp

k−1
l = B−1

n+1,lr
n+1 +

k−1
∑

i=0

β
(γ)
n,i,lp

n
l , l = 1, ...,Mn,

k = 0, 1, ..., n + 1; pn,0l = B−1
n+1,lr

n+1, pn,n+1
l = pn+1

l .

(19)Ïðè ýòîì â ñëó÷àå γ = 1 êîý��èöèåíòû β
(γ)
n,i,l â (19) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèéìèíèìàëüíîñòè íîðìû âåêòîðà pn,kl

∂||pn,kl ||/∂βn,i = 0, i = 0, 1, ..., k − 1,èç êîòîðîãî ñëåäóåò �îðìóëà, ñîâïàäàþùàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñ (14). Ëåãêîâèäåòü, ÷òî â ñèëó ñïðàâåäëèâûõ äëÿ âñåõ l ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè
(Apn,kl , Aγpil) = 0, i = 0, ..., k − 1,çíà÷åíèÿ β

(γ)
n,k,l, âû÷èñëÿåìûå ïî �îðìóëàì (14) è (18), ïðè òî÷íîì âûïîëíåíèè àðè�ìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé ñîâïàäàþò, òàê êàê

(Aγpkl , AB
−1
n+1,lr

n+1) = (Aγpkl , Ap
n,k
l ).Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå γ = 1 (ìåòîä ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê) ðåàëèçàöèÿ �îðìóë (19)íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé, â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ âñåõ

l ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé
Apn,kl = Apn,k−1

l + β
(γ)
n,k−1,lAp

k−1
l .Ïîñêîëüêó ìåòîäû ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓîñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè äëèííûõ ðåêóðñèé âèäà (19), èõ ïðèìåíåíèå äëÿ áîëüøèõ nñîïðÿæåíî ñ çàâûøåííûìè òðåáîâàíèÿìè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, êàê è â àëãîðèòìå GMRES.Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà îáùåïðèíÿòûõ ïîäõîäà,îäèí èç êîòîðûõ ñâÿçàí ñ ïðîâåäåíèåì ðåñòàðòîâ ÷åðåç çàäàííîå ÷èñëî èòåðàöèé mres, àâòîðîé � ñ ëèìèòèðîâàííîé îðòîãîíàëèçàöèåé, â êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ íàïðàâëÿþùèå âåê-òîðû ñ çàðàíåå îáóñëîâëåííîãî êîëè÷åñòâà ïîñëåäíèõ èòåðàöèé mlim, ñì. [1℄� [3℄. Îáà ýòèâûíóæäåííûõ ïîäõîäà ñâÿçàíû ñ íåèçáåæíûì ïîíèæåíèåì ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.Ñìÿã÷àþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè óäà÷íîì âûáîðå ïðåäîáóñëàâëè-âàòåëåé êîëè÷åñòâî èòåðàöèîííûõ øàãîâ íà ïðàêòèêå áûâàåò íåâåëèêî.3 Àëãîðèòìû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé ñ ãðóáîñåòî÷íîé êîð-ðåêöèåé â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà�àññìîòðåííûå âûøå â äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíîé �îðìå ìóëüòèïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòî-äû ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé â äàííîì ðàçäåëå êîíêðåòèçèðóþòñÿ â ïðèìåíåíèè ê6



ïîñòðîåíèþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàðàëëåëèâàåìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ äåêîì-ïîçèöèè îáëàñòåé íà îñíîâå äâóõ òèïîâ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé. Ïåðâûé èç íèõ îáóñëîâ-ëåí èñïîëüçîâàíèåì àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà, èëè áëî÷íîãî ìåòîäà ßêîáè, â êîòîðîìîáðàùåíèå êàæäîãî áëîêà îçíà÷àåò ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ â ñîîòâåòñòâóþùåéïîäîáëàñòè. Äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷àåìîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ïîäîáëàñòÿì êàê ðàçïðèìåíÿåòñÿ âòîðîé òèï ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ãðóáîñåòî÷íîé êîððåê-öèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, âàðèàíòû êîòîðîé òàêæå èìåþò íàçâàíèÿ àãðåãàöèèèëè äå�ëÿöèè, à îáùèé ïðèíöèï èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìà-öèè îáðàòíûõ ìàòðèö. Öåëüþ �ìóëüòèïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ� â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâàâ äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå íàèáîëåå ý��åêòèâíîãî êîìáèíèðîâàíèÿ ðàçíûõïîäõîäîâ � àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà è àãðåãàöèè.Èçíà÷àëüíî ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé îïèñûâàþòñÿ íà íåïðåðûâíîì óðîâíå: ðàñ-÷åòíàÿ îáëàñòü Ω, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ íåêîòîðàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ äè��åðåíöèàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ, ðàçáèâàåòñÿ íà ñîâîêóïíîñòü P ïîäîáëàñòåé Ωs, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòà-âèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäçàäà÷à. Îäíàêî ìû ðàññìàòðèâàòü ïðîáëåìó áóäåì òîëüêî âäèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ò.å. â òåðìèíàõ ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íîéðàñ÷åòíîé îáëàñòè, èìåþùåé îáùåå ÷èñëî óçëîâ N è ñîñòàâëåííîé èç ðàñ÷åòíûõ íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé: Ωh =
P
⋃

s=1
Ωh
s , � â êàæäîé èç êîòîðûõ êîëè÷åñòâî óçëîâ ðàâíî

Ns, N1 +N2 + ...+NP = N . Äàëåå âåðõíèå èíäåêñû “h” ðàäè êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòü.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì �îðìèðîâàíèå ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé áåç èíòåð-�åéñíûõ óçëîâ-ðàçäåëèòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ îáùèìè äëÿ äâóõ èëè áîëåå ñìåæíûõ ïîäîá-ëàñòåé. �àññìîòðåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿïîäîáëàñòè (ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ñïîñîáàõ èõ ïîñòðîåíèÿ è íà êðèòåðèÿõ èõêà÷åñòâà, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíûé âàæíûé âîïðîñ) � òîëüêî ïåðâûé øàã ê îïè-ñûâàåìîìó äàëåå êîíñòðóèðîâàíèþ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé ñ ïàðàìåòðèçîâàííûìè ïåðåñå-÷åíèÿìè.Äëÿ ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè Ωs ÷åðåç Γs = Γ0
s îáîçíà÷èì åå ãðàíèöó, ò.å. ñîâîêóïíîñòüóçëîâ, âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê Ωs, íî ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç ñîñåäíèõ óçëîâ ëåæèòâ Ωs (Ω̄0

s = Ωs ∪ Γ0
s åñòü çàìûêàíèå èñõîäíîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè Ωs). Ïóñòü äàëåå Γ1

sîáîçíà÷àåò ïåðâóþ ðàñøèðåííóþ ãðàíèöó, èëè ïåðâûé âíåøíèé �ðîíò Ω̄s, ò.å. ìíîæåñòâîóçëîâ, íå ëåæàùèõ â Ω̄s, íî èìåþùèõ õîòÿ áû îäèí ñîñåäíèé óçåë èç Ω̄0
s (Ω̄1

s åñòü ïåðâîåðàñøèðåíèå Ω̄0
s). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïîñëåäóþùèå ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ ñåòî÷íîé ïîäîá-ëàñòè, à êîëè÷åñòâî òàêèõ ñòàäèé ∆ áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè

Ω̄s = Ω̄∆
s = Ω∆

s

⋃

Γ∆
s , ãäå óçëû èç Γ∆

s óæå íå ïðèíàäëåæàò Ω∆
s , ÷èñëî óçëîâ êîòîðîé îáî-çíà÷àåì ÷åðåç N̄s.Äàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì íàëè÷èå èçîìîð�èçìà ìåæäó ñåòî÷íîé è àë-ãåáðàè÷åñêîé ïîñòàíîâêàìè çàäà÷è â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäîìó i-ìó óçëó ñîîòâåòñòâóåòóðàâíåíèå è êîìïîíåíòà ui íåèçâåñòíîãî âåêòîðà ÑËÀÓ. Ïðè ýòîì ïîäâåêòîðû us è ūs ñðàçìåðíîñòÿìè Ns è N̄s îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòè êîìïîíåíò, ïðèíàäëåæàùèõ Ωs è Ω̄s.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðû-ëîâà ìû îïðåäåëèì äâà âèäà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé. Ïåðâûé èç íèõ õàðàêòåðèçóåò �îãðàíè-÷èòåëüíûé� àääèòèâíûé ìåòîä Øâàðöà (RAS � Restri
ted Additive Swartz è çàïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:

B−1
RAS = RÂ−1W, Â = W T AW = blo
k-diag {Ās,s ∈ RN̄s,N̄s}. (20)Çäåñü W = [w1...wP ] ∈ RN,P åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö ws êîòîðîéèìååò åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû â óçëàõ èç Ω̄s è íóëåâûå � â îñòàëüíûõ, à ìàòðèöà R ∈ RN,N7



ñîñòîèò èç áëî÷íûõ ñòðîê Rs ∈ RNs,N , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîðñóæåíèÿ Ω â Ωs, ò.å. Rsu = us. Îòìåòèì, ÷òî äàæå ïðè ñèììåòðè÷íîñòè èñõîäíîé ÑËÀÓïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà BRAS èç (20) â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé íå ÿâëÿåòñÿ.Îáðàùåíèå áëîêîâ As,s ìàòðèöû Â ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè ê ðåøåíèþ íåçàâèñèìûõ ïîäñè-ñòåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåííûõ ïîäîáëàñòÿõ, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ðàñïàðàëëåëè-âàíèÿ àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà, èëè áëî÷íîãî àëãîðèòìà ßêîáè.Âòîðîé ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü óñòàíàâëèâàåò �äàëüíèå� ñâÿçè ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè èîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
B−1

c = ΦǍ−1ΦT , Ǎ = ΦTAΦ ∈ RNc,Nc , (21)ãäå Nc ≪ N åñòü ðàçìåðíîñòü (÷èñëî óçëîâ) íåêîòîðîé ðåäêîé ñåòêè, à Φ = [ϕ1...ϕNc ] ∈
RN,Nc � ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé s-é ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç çíà÷åíèéíåêîòîðîé áàçèñíîé �óíêöèè ϕs â óçëàõ èñõîäíîé ñåòêè Ω. Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòûáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Nc = P , à i-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà-ñòîëáöà ϕs ðàâíà åäèíèöå, åñëè ñî-îòâåòñòâóþùèé óçåë ïðèíàäëåæèò íåðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè Ωs, è íóëþ � â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Èç (21) âèäíî, ÷òî óìíîæåíèå íà ïðåäîáóñëàâëèâàþùóþ ìàòðèöó B−1

c , ê ÷åìóè ñâîäèòñÿ �àêòè÷åñêè ìåòîä ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì êðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ÑËÀÓ ñ �àãðåãèðîâàííîé� ìàòðèöåé Ǎ ìàëîãî ïîðÿäêà, óñòàíàâ-ëèâàþùåé íà êàæäîé èòåðàöèè ñâÿçè ìåæäó âñåìè ïîäîáëàñòÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Φåñòü ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, ÷òî ìû è ïðåäïîëàãàåì, à ìàòðèöà A � íåâûðîæäåíà, òî òàê-æå íåâûðîæäåííîé áóäåò è ìàòðèöà Ǎ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìàëîðàíãîâîé àïïðîêñèìàöèåé(òî÷íåå ãîâîðÿ, òàê íàçûâàåòñÿ ΦT ǍΦ ∈ RNc,Nc) èñõîäíîé ìàòðèöû A.Ïðåäñòàâëåííûå â �îðìóëàõ (20), (21) ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû, ïîñëå ââåäåíèÿîáîçíà÷åíèé
B−1

RAS = B−1
n,1, B−1

c = B−1
n,2ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ìåòîäàõ ïîëóñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé (13)�(19). Åñëè ïðè ýòîìâñïîìîãàòåëüíûå ÑËÀÓ ñ ìàòðèöàìè Â è Ǎ ðåøàþòñÿ ïðÿìûìè ìåòîäàìè, òî äàííûå ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëè �àêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè n. Â ñëó÷àå æå èñïîëüçîâà-íèÿ �âíóòðåííèõ� èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ìû ïðèõîäèì ê äèíàìè÷åñêîìó, èëè ãèáêîìó,ïðåäîáóñëàâëèâàíèþ.Íà ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé îñíîâàíû ðàçëè÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèèðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ. Ýòèì âîïðîñàì ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ëèòåðà-òóðû íà ñàéòå [23℄, è ìû íà äàííûõ ïðîáëåìàõ îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.4 Î êîíöåïöèè áèáëèîòåêè àëãîðèòìîâ KRYLOVÒåîðåòè÷åñêèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, à òàêæå áîëååñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ è âûðàáîòêà ðåêîìåíäàöèéïî âûáîðó íàèëó÷øåãî èç íèõ äëÿ êîíêðåòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû èëè êëàññà çà-äà÷ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äàëåêî íå ïðîñòóþ ïðîáëåìó. Òåì áîëåå ýòî îòíîñèòñÿ ê îöåíêåðåàëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ íà ÌÂÑ ãåòåðîãåííîé àð-õèòåêòóðû ñî ñëîæíîé èåðàðõèåé îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòè. Ïîýòîìó íåïðåìåííûìóñëîâèåì ðàçâèòèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâà-íèå, òðåáóþùåå ïðîâåäåíèå ìàññîâûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íà ïðåäñòàâèòåëüíîå ñå-ðèè ìåòîäè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Òàêàÿ òðóäîåìêàÿ ïðîáëåìà òðåáóåò ðàçðàáîòêèñïåöèàëèçèðîâàííûõ ñðåäñòâ àâòîìàòèçàöèè òåñòèðîâàíèÿ è âåðè�èêàöèè ïðîãðàììíûõðåàëèçàöèé, â òîì ÷èñëå ñîçäàíèÿ êàòàëîãèçèðîâàííûõ íàáîðîâ õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ.8



Íàäî ñêàçàòü, ÷òî â âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå òàêîãî òèïà ðàáîòû âåäóòñÿ óæå ìíîãî ëåò, âðåçóëüòàòå ÷åãî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçóåìûå ñïåöèàëèñòàìè äîñòóïíûå âèíòåðíåòå ìàòðè÷íûå êîëëåêöèè, íàïðèìåð, MatrixMarket, Florida è Boeing.Íàäî åùå ñêàçàòü, ÷òî â ìèðå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íàêîïëåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðî-ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïî ðåøåíèþ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû, â òîì ÷èñëå äëÿ ðàçðåæåííûõÑËÀÓ, êîòîðîå ñóùåñòâóåò â âèäå èëè ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ áèáëèîòåê, èëèâ ñîñòàâå êàêèõ-ëèáî ïðèêëàäíûõ ñèñòåì, êàê êîììåð÷åñêèõ, òàê è îáùåäîñòóïíûõ (OpenSour
e). Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî íàçâàòü MATLAB, NETLIB, PETS
, Hypre, Trilinos,MKL, SparseKit è ò.ä., ýòîò ñïèñîê ìîæíî çíà÷èòåëüíî ïðîäîëæèòü. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òîâ äàííîé îáëàñòè óæå ñ�îðìèðîâàëèñü îñíîâíûå ñòàíäàðòû íà ìàòðè÷íûå ñòðóêòóðû äàí-íûõ è èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûé íàáîð ý��åêòèâíî ðåàëèçîâàííûõ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé â øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ñèñòåìàõ BLAS è SparseBlas.Íà �îíå íàëè÷èÿ òàêîãî �çîîïàðêà� ìû ðàññìîòðèì êîíöåïöèþ �îðìèðîâàíèÿ èíòå-ãðèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî îêðóæåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî âû÷èñëèòåëüíûå èíñòðóìåíòàðèèíå òîëüêî äëÿ ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ íà ñîâðåìåííûõ ÌÂÑ, íî èäëÿ îïåðàòèâíîé ðàçðàáîòêè íîâûõ àëãîðèòìîâ. Íåêîòîðûå àñïåêòû ïîäîáíîé ðàçðàáîòêè(áèáëèîòåêè KRYLOV) èçëîæåíû â [22℄.Ìîòèâèðîâêîé ê îðãàíèçàöèè òàêîãî ñóïåðïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîñûëêè.Âî-ïåðâûõ, ñóùåñòâóåò î÷åíü øèðîêèé è íåïðåðûâíî ïîïîëíÿåìûé êëàññ àêòóàëüíûõ çà-äà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû, êîòîðûé ñ îäíîé ñòîðîíû ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ïî òèïó ìàòðèö:âåùåñòâåííûå è êîìïëåêñíûå, ýðìèòîâûå è íåýðìèòîâûå, ñèììåòðè÷íûå è íåñèììåòðè÷-íûå, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå è çíàêîíåîïðåäåëåííûå, à òàêæå ìíîæåñòâî ñïåöèàëü-íûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãîîáðàçíûå ÑËÀÓ ïîÿâëÿþòñÿ èç ñòàðûõ è íîâûõ ìåòîäîâðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ è/èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé: Ìàêñâåëëà, Ëàìå, Äàðñè,Íàâüå�Ñòîêñà è ò.ï.,� ñòðóêòóðíûå è ñïåêòðàëüíûå îñîáåííîñòè êîòîðûõ îáÿçàòåëüíî íåîá-õîäèìî ó÷èòûâàòü.Âòîðàÿ ïðåäïîñûëêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòîÿííîì è àêòèâíîì ðàçâèòèè íîâûõ ìåòîäîââû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäèòåëüíûå òåõíîëîãèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé � ýòî ñâîÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà (ïî àíàëîãèè � òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêàíå ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ áåç ýêñïåðèìåíòàëüíîé). È íàêîíåö, òðåòüÿ ïðåäïîñûëêà: ïðèêëàä-íîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå äîëæíî ðàçðàáàòûâàòüñÿ àäàïòèðóåìûì ê áóðíîé ýâîëþöèèàðõèòåêòóð è ïëàò�îðì ñóïåðêîìïüþòåðîâ. Õàðàêòåðíîå òðåáîâàíèå ê òàêèì ðàçðàáîòêàì� ýòî îòñóòñòâèå ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ðåøàåìîé çàäà÷åè íà êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ è/èëè ÿäåð.Ñ ó÷åòîì èçëîæåííûõ ñîîáðàæåíèé ïðåäëàãàåòñÿ êîíöåïöèÿ áèáëèîòåêè KRYLOV êàêèíòåãðèðîâàííîãî èíñòðóìåíòàëüíîãî îêðóæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ âû-÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû, îòêðûòîãî äëÿ ñîãëàñîâàííîãî ðàçâèòèÿ åãî ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìèðàçðàáîò÷èêîâ, à òàêæå ïðåäóñìàòðèâàþùèå ðàçíûå èíòåð�åéñû è ðåæèìû èñïîëüçîâàíèÿêîíå÷íûìè ïîëüçîâàòåëÿìè.Ôóíêöèîíàëüíîå íàïîëíåíèå áèáëèîòåêè ïðåäïîëàãàåò àâòîìàòèçèðîâàííóþ ñáàëàíñè-ðîâàííóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èëè àëãåáðàè÷åñêóþ äåêîìïîçèöèþ çàäà÷è, èñïîëüçîâàíèå ðàç-ëè÷íûõ òèïîâ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ñ ïðèìåíåíèåì ðàç-íûõ âèäîâ ïðåäîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö è êðèòåðèåâ òî÷íîñòè ðàñ÷åòà, à òàêæå ïðîãðàì-ìû � ãåíåðàòîðû ìàòðèö äëÿ õàðàêòåðíûõ êëàññîâ çàäà÷.Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà óíè�èöèðîâàííûõ �îðìàòàõ äàííûõ ñ âîç-ìîæíîé èõ êîíâåðòàöèåé è ñ �îðìèðîâàíèåì MPI-ïðîöåññîâ è ìíîãîïîòîêîâûõ âû÷èñëåíèéíà ãåòåðîãåííûõ êëàñòåðàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé è îáùåé ïàìÿòüþ CPU èëè GPGPU. Âíóòðåí-íèå è âíåøíèå èíòåð�åéñû êîíñòðóèðóþòñÿ ïî êîìïîíåíòíûì òåõíîëîãèÿì CCA (Common9



Component Ar
hite
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