
ÓÄÊ 519.63Î ÒÅÕÍÎËÎ�ÈßÕ ÓÑÊÎ�ÅÍÈßÏÀ�ÀËËÅËÜÍÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ∗ß.Ë.�óðüåâà, Â.Ï.ÈëüèíÀííîòàöèÿÎäíèì èç ãëàâíûõ ïðåïÿòñòâèé ìàñøòàáèðîâàííîìó ðàñïàðàëëå-ëèâàíèþ àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ ñâåðõ-áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(ÑËÀÓ) ÿâëÿåòñÿ çàìåäëåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àääèòèâíîãî èòå-ðàöèîííîãî àëãîðèòìà Øâàðöà â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà ïðè óâå-ëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñðàâ-íèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ ïðè¼ìîâ óñêîðåíèÿèòåðàöèé: ïàðàìåòðèçîâàííîå ïåðåñå÷åíèå ïîäîáëàñòåé, èñïîëüçîâà-íèå ñïåöèàëüíûõ èíòåð�åéñíûõ óñëîâèé íà ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ïîä-îáëàñòåé, à òàêæå ïðèìåíåíèå ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè (àãðåãàöèè,èëè ðåäóêöèè) èñõîäíîé ÑËÀÓ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëÿ. �àñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ íàäâóõ óðîâíÿõ ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè äëÿ ðàñïðåäåë¼ííîé è îáùåéïàìÿòè. Òåñòîâûå ÑËÀÓ ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîìîùè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõàïïðîêñèìàöèé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ äè��óçèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâ-íåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîíâåêòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ íà ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ñãóùàþùèõñÿ ñåòîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòåé, àääèòèâíûé ìåòîäÙâàð-öà, àëãîðèòìû ðåäóêöèè, ïðåäîáóñëîâëåííûå êðûëîâñêèå ïðîöåññû,ìàñøòàáèðóåìîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå, ðàñïðåäåë¼ííàÿ è îáùàÿ ïàìÿòü,âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò1 ÂâåäåíèåÄàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà êëþ÷åâîé ïðîáëåìå îáåñïå÷åíèÿ ìàñøòàáèðîâàí-íîãî ïàðàëëåëèçìà ïðè ðåøåíèè ñâåðõáîëüøèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðà-è÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ðåøå-íèè ìíîãîìåðíûõ ñåòî÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ äâóìÿ àí-
∗�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà N 14-11-00485, ýêñïåðè-ìåíòàëüíàÿ ÷àñòü ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ N 14-07-00128. Ñòàòüÿ ðåêîìåíäîâàíà êïóáëèêàöèè Ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè "Ïàðàë-ëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè 2015".1



òàãîíèñòè÷åñêèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óñêîðåíèå âû÷èñ-ëåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ òðåáóåò ïðèìåíå-íèÿ äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé,äëÿ êàæäîé èç êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîäçàäà÷à ðåøàåòñÿ ñèíõðîííî ñîñòàëüíûìè ïóòåì �îðìèðîâàíèÿ �ñâîåãî� MPI � ïðîöåññà (è ïðèìåíåíè-åì �âíóòðåííåãî� óñêîðåíèÿ çà ñ÷åò ìíîãîïîòîêîâûõ òåõíîëîãèé). Ñ äðóãîéñòîðîíû, ðîñò ÷èñëà ïîäîáëàñòåé íåèçáåæíî âåäåò ê çàìåäëåíèþ âíåøíå-ãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî ý��åêòà àêòèâíî âåäóòñÿèññëåäîâàíèÿ ïî ïîâûøåíèþ ý��åêòèâíîñòè äâóõóðîâíåâûõ èòåðàöèîííûõìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè, ñì. [1℄- [5℄.Íàèáîëüøèå óñïåõè â ýòîì íàïðàâëåíèè äîñòèãàþòñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿàëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ, êîòîðûå â ëèòåðàòóðå íàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè ðåäóê-öèè, ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, àãðåãàöèè è äå�ëÿöèè, èìåþùèìè îáùóþèäåîëîãèþ â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå îíè èñïîëüçóþò ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëàâ-ëèâàòåëåé íà îñíîâå ìàëîðàíãîâûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ìàòðèö, îáðàòíûõê èñõîäíîé ìàòðèöå. Â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ýòè ïîäõîäû ïåðåêëèêàþòñÿñ àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãîñåòî÷íûìè ïðèíöèïàìè. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäî-âàíèÿ ñ ïîëó÷åíèåì îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé è îïòèìèçàöèèàëãîðèòìîâ çäåñü óäàþòñÿ äàëåêî íå âñåãäà, è ïîýòîìó áîëüøóþ ðîëü èìå-þò ñèñòåìàòè÷åñêèå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñî ñðàâíèòåëüíûì àíàëèçîìðåçóëüòàòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïà-ðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé (àääèòèâíûõàëãîðèòìîâ Øâàðöà, èëè áëî÷íûõ ìåòîäîâ ßêîáè) ïðè ïîìîùè ïîñòðîåíèÿïðåäîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö íà îñíîâå àãðåãèðîâàíèÿ ÑËÀÓ ñ èñïîëü-çîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííûõ �èíèòíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé ëàíãðàæåâîãîòèïà. Â ï. 2 äàåòñÿ îïèñàíèå ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû è ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ, âï. 3 ïðèâîäÿòñÿ îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìûõ àëãî-ðèòìîâ, à â ï.4 àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ äîñòà-òî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíîé ñåðèè çàäà÷, ïîëó÷àåìûõ èç êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõàïïðîêñèìàöèé äè��óçèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíà-÷åíèÿìè äè��óçèîííûõ êîý��èöèåíòîâ íà ðàçíûõ ñãóùàþùèõñÿ ñåòêàõ. Âçàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå íåðåø¼ííûå ïðîáëåìû è óêàçûâàþòñÿíàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.2 Äâóõóðîâíåâûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ñ ðå-äóêöèåé�àññìîòðèì âåùåñòâåííóþ ÑËÀÓ âèäà
Au = f, A = {al,l′} ∈ RN,N , u = {ul}, f = {fl} ∈ RN , (1)ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé A, êîòîðóþ áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîëó÷åííîé èçàïïðîêñèìàöèè íåêîòîðîé ìíîãîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è íà ñåòêå Ωh. Ìåòî-äè÷åñêîé êîíêðåòèçàöèåé íàì áóäåò ñëóæèòü äâóìåðíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå âîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω äëÿ äè��óçèîííî-êîíâåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ
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ãäå Γ åñòü ãðàíèöà Ω, à êîý��èöèåíòû p, q ñóòü çàäàííûå �óíêöèè êîîð-äèíàò. Èëëþñòðàöèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäîâ äàëåå ïðîâîäèòñÿ íà ÑËÀÓâèäà (1), ïîëó÷åííîé èç ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè êðàåâîé çàäà÷è (2).Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ul, fl ñîîòâåòñòâóþò l-ìó óçëó ñåò-êè Ωh, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ (ó÷àñòâóþùèõ â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå ïîñëåèñêëþ÷åíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé, ñì. [3℄) ðàâíî N .Ïðîâåäåì äåêîìïîçèöèþ ñåòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ωh, ò.å. ïðåäñòà-âèì åå ñíà÷àëà â âèäå îáúåäèíåíèÿ P íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðèìåðíî îäèíà-êîâûõ ïîäîáëàñòåé Ωh =
P⋃

s=1

Ωh
s , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò �â ñðåäíåì�÷èñëî óçëîâ ñåòêè Ns

∼= N/P,
P∑

s=1

Ns = N .Ïåðåéäåì äàëåå ê íóìåðàöèè óçëîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé èõ óïîðÿäî÷åííî-ñòè ïî ïîäîáëàñòÿì � ñíà÷àëà ïðîíóìåðóåì âñå óçëû â Ωh
1 , çàòåì � â Ωh

2è ò.ä. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåóïîðÿäî÷èâàåì è êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
u, f , â ðåçóëüòàòå ÷åãî èñõîäíàÿ ÑËÀÓ (1) ïðèíèìàåò ñëåäóþùóþ áëî÷íî-ìàòðè÷íóþ �îðìó:

As,sūs +
∑

s′∈Qs

As,s′ ūs′ = fs, s = 1, ..., P. (3)Çäåñü ūs ∈ RNs îçíà÷àåò ïîäâåêòîð âåêòîðà u, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîîò-âåòñòâóþò óçëàì èç Ωs, à Qs îçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ ñîñåäíèõ ê íåéïîäîáëàñòåé.Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííàÿ âûøå �îðìàëèñòèêà îòíîñèòñÿ ê äåêîìïîçè-öèè ñåòî÷íîé îáëàñòè áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé è áåç ïðèìåíåíèÿ óçëîâ-ðàçäåëèòåëåé, îáùèõ äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé. Îäíàêî äëÿ ïîâûøåíèÿîáùíîñòè è ý��åêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå àëãîðèòìîâ íåîáõîäè-ìî ïåðåéòè ê ïîñòðîåíèþ �ðàñøèðåííûõ� ïîäîáëàñòåé Ω̄h
s ñ ïåðåñå÷åíèÿìè(èíäåêñû “h” äàëåå îïóñêàåì).Ïóñòü ωl îáîçíà÷àåò ñåòî÷íûé øàáëîí, èëè ñîâîêóïíîñòü ñîñåäíèõ óçëîâäëÿ l-ãî óçëà, ò.å. íàáîð íîìåðîâ êîìïîíåíò èñêîìîãî ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ,ó÷àñòâóþùèõ â ñîîòâåòñòâóþùåì l-ì óðàâíåíèè ÑËÀÓ (1). Äëÿ ñåòî÷íîéïîäîáëàñòè Ωs ÷åðåç Γs = Γ0

s îáîçíà÷èì åå ãðàíèöó, ò.å. ñîâîêóïíîñòü óçëîâ,âíåøíèõ ïî îòíîøåíèþ ê Ωs, íî ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç ñîñåäíèõ óçëîâëåæèò â Ωs (Ω̄0
s = Ωs ∪ Γ0

s) åñòü çàìûêàíèå èñõîäíîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè
Ωs. Ïóñòü äàëåå Γ1

s îáîçíà÷àåò ïåðâóþ ðàñøèðåííóþ ãðàíèöó, èëè ïåðâûéâíåøíèé �ðîíò Ω̄s, ò.å. ìíîæåñòâî óçëîâ, íå ëåæàùèõ â Ω̄s, íî èìåþùèõõîòÿ áû îäèí ñîñåäíèé óçåë èç Ω̄0
s (Ω̄1

s åñòü ïåðâîå ðàñøèðåíèå Ω̄0
s). Àíàëî-ãè÷íî îïðåäåëèì ïîñëåäóþùèå ñòàäèè ðàñøèðåíèÿ ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè, àêîëè÷åñòâî òàêèõ ñòàäèé ∆ áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì ðàñøèðåííîé ïîä-îáëàñòè Ω̄s = Ω̄∆

s = Ω∆
s

⋃
Γ∆
s , ãäå óçëû èç Γ∆

s óæå íå ïðèíàäëåæàò Ω∆
s , ÷èñëîóçëîâ êîòîðîé îáîçíà÷àåì ÷åðåç N̄s. Èëëþñòðàöèÿ ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòèñ ïàðàìåòðîì ∆ = 3 ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.Ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà Øâàðöà ïî ñåòî÷íûì ïîäîá-ëàñòÿì ìîæíî ðàçëè÷íûì îáðàçîì ó÷èòûâàòü èíòåð�åéñíûå ñâÿçè ìåæ-äó ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè. Ïóñòü l-é óçåë ÿâëÿåòñÿ îêîëîãðàíè÷íûì äëÿïîäîáëàñòè Ω∆

s , ò.å. l ∈ Γ∆−1
s . Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå àëãåáðàè÷åñêîé3



�èñ. 1: �àñøèðåíèå ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè äëÿ ∆ = 3ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå
(al,l + θl
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s

al,l′(θlu
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l′ ). (4)Çäåñü n îçíà÷àåò íîìåð èòåðàöèè, à ê ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì ñîîòíîøåíèÿ(4) äîáàâëåíû ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè êîý��èöèåíòàìè, ñîäåðæàùèå ìíî-æèòåëü θl, ÿâëÿþùèéñÿ ïàðàìåòðîì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñì. ðèñ. 2.Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé θl = 0 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èñïîëüçîâàíèåãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è â
Ωs. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àé θl = 1 ñîïîñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèþ óñëîâèÿ Íåé-ìàíà, à çíà÷åíèå θl ∈ (0, 1) � ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ 3-ãî ðîäà, èëè �îáåíà.

�èñ. 2: Ñåòî÷íûé øàáëîí äëÿ îêîëîãðàíè÷íîãî óçëàÂ ìàòðè÷íîé �îðìå äàííûé àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê áëî÷íûéìåòîä ßêîáè
B̄s(ũ

n+1
s − ũns ) = f̃n

s − (Āũn)s ≡ r̃ns . (5)Çäåñü ïîäâåêòîðû ũns è f̃n
s îòíîñÿòñÿ ê ðàñøèðåííûì ïîäîáëàñòÿì è èìåþòðàçìåðíîñòè N̄s, à B̄s ∈ RN̄s,N̄s � ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ìàòðèöû, äèàãî-íàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ θl.4



Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â �îðìå (5) ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííûì, ïî-ñêîëüêó âåëè÷èíû ũn+1
s èìåþò íåîäíîçíà÷íûå çíà÷åíèÿ â ïåðåñå÷åíèÿõ ïîä-îáëàñòåé. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü �îãðàíè÷èòåëüíûé� àääèòèâíûé ìåòîäØâàðöà (RAS � Restri
ted Additive S
hwarz), â êîòîðîì î÷åðåäíîå èòåðà-öèîííîå ïðèáëèæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê un+1 =

⋃
s
un+1
s , ãäå

un+1
s ∈ Ωs � ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïîäâåêòîðà ũn+1

s , îïðåäåëåííîãî â ðàñ-øèðåííîé ïîäîáëàñòè Ω̄s, íî ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò
Ωs (äëÿ s-é ïîäîáëàñòè ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð ñóæåíèÿ Rs : Ω̄s → Ωs).Ìåòîä RAS ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

un+1 = un +B−1
rasr

n = un + pn, rn+1 = rn −AB−1
rasr

n = rn −APn,
pn = B−1

rasr
n,

B−1
ras = RÂ−1WT , Â =WT AW = blo
k-diag {As ∈ RN̄s,N̄s},

(6)à W = [w1...wP ] ∈ RN,P åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö
ws êîòîðîé èìååò åäèíè÷íûå êîìïîíåíòû â óçëàõ èç Ω̄s è íóëåâûå � âîñòàëüíûõ. Îòìåòèì, ÷òî äàæå ïðè ñèììåòðè÷íîñòè èñõîäíîé ÑËÀÓ ïðå-äîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà Bras èç (6) â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîé íåÿâëÿåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáðàùåíèå áëîêîâ As ìàòðèöû Â ñâîäèòñÿ �àêòè-÷åñêè ê ðåøåíèþ íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäîáëàñòÿõ,÷òî è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà,èëè áëî÷íîãî àëãîðèòìà ßêîáè.Äàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

un+1 = Tun + f, f = B−1
rasf, (7)ãäå ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò âèä

T = I −B−1
rasA.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé un → u â ïðåäåëå n → ∞ ìû èç(7) ïîëó÷àåì ðåøåíèå ÑËÀÓ

Au ≡ (I − T )u = f, (8)ãäå A åñòü ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà.Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà çàâèñèò îò êîëè-÷åñòâà ïîäîáëàñòåé, à òî÷íåå ãîâîðÿ � îò äèàìåòðà ãðà�à, ïðåäñòàâëÿþùåãîîáðàçóåìóþ äåêîìïîçèöèåé ìàêðîñåòü. Ýòî ìîæíî íàãëÿäíî îáúÿñíèòü òåì,÷òî çà îäíó èòåðàöèþ âîçìóùåíèå ðåøåíèÿ â îäíîé ïîäîáëàñòè ïåðåäàåò-ñÿ òîëüêî ñîñåäíèì, èëè ñìåæíûì, ïîäîáëàñòÿì. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè èòåðàöèé åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü íà êàæäîì øàãå íå òîëüêîáëèæíèå, íî è äàëüíèå ñâÿçè ïîäîáëàñòåé. Ñ ýòîé öåëüþ â àëãîðèòìàõ äå-êîìïîçèöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå óñêîðÿþùèå ïîäõîäû: ìåòîäû äå�ëÿ-öèè, ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, àãðåãàöèè è ò.ä., � êîòîðûå â òîé èëè èíîéñòåïåíè ïåðåêëèêàþòñÿ ñ ìíîãîñåòî÷íûìè ïðèíöèïàìè, à òàêæå ñ ìàëîðàí-ãîâûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ìàòðèö, ñì. îáøèðíóþ öèòèðóåìóþ ëèòåðàòóðóíà ñïåöèàëüíîì ñàéòå [5℄. Îáùèì â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàêèì-òî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ÑËÀÓ ìàëîãî ïîðÿäêà(ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà), ðåøåíèå êîòîðîé â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ïðè-áëèæàåò èñõîäíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó âñåì àëãîðèòìàì òàêîãî òèïà ìîæíîäàòü îáùåå íàçâàíèå - ìåòîäû ðåäóêöèè.5



Ìû ðàññìîòðèì îñíîâàííûé íà èíòåðïîëÿöèîííîì ïðèíöèïå ñëåäóþ-ùèé ïîäõîä. Ïóñòü Ωc � íåêîòîðàÿ ãðóáàÿ ñåòêà ñ ÷èñëîì óçëîâ Nc ≪ Nâ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω, ïðè÷åì óçëû èñõîäíîé è ãðóáîé ñåòîê ìîãóò è íåñîâïàäàòü.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ1, ..., ϕNc
ñîâîêóïíîñòü áàçèñíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ(ëàãðàíæåâîãî òèïà) ìíîãî÷ëåíîâ íåêîòîðîãî ïîðÿäêà M íà ñåòêå Ωc, êî-òîðûå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü �èíèòíûìè è îáðà-çóþùèìè ðàçëîæåíèå åäèíèöû, ò.å.

Nc∑

k=1

ϕk(x, y) = 1.Òîãäà âåêòîð èñêîìîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàç-ëîæåíèÿ ïî äàííîìó áàçèñó:
u = {ul ≈ ucl =

Nc∑

k=1

ckϕk(xl, yl)} = Φû+ ψ, (9)ãäå û = {ck} ∈ RNc åñòü âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì�óíêöèÿì, ψ � ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè, à Φ = [ϕ1...ϕNc
] ∈ RN,Nc åñòüïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé k-é ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç çíà÷åíèéáàçèñíîé �óíêöèè ϕk(xi, yj) â óçëàõ èñõîäíîé ñåòêè Ω (â ñèëó �èíèòíîñòèáàçèñà áîëüøèíñòâî ýëåìåíòîâ Φ � íóëåâûå). Ñòîëáöû, èëè �óíêöèè ϕk,ìîæíî ñ÷èòàòü îðòîíîðìèðîâàííûìè, íî ýòî íå îáÿçàòåëüíî. Åñëè â k-ìóçëå Pk ãðóáîé ñåòêè Ωc îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî îäíà áàçèñíàÿ �óíêöèÿ

(ϕk(Pk′ ) = δk,k′ ), òî ûk = ck åñòü òî÷íîå çíà÷åíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ â òî÷êå
Pk. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (9) â èñõîäíóþ ÑËÀÓ (1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

AΦû = f −Aψ, (10)ïîñëå óìíîæåíèÿ êîòîðîé íà ΦT ïîëó÷àåì (èíäåêñ “T ” îçíà÷àåò òðàíñïî-íèðîâàíèå)
Âû ≡ ΦTAΦû = ΦT f − ΦTAψ ≡ f̂ ∈ RNc . (11)Ïðåäïîëàãàÿ äàëåå ïîãðåøíîñòü ψ â (9) äîñòàòî÷íî ìàëîé, ïîñëå åå îò-áðàñûâàíèÿ ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ ïðèáëèæåííîãî �ãðóáîñåòî÷íîãî� ðåøå-íèÿ ǔ:

Âǔ = ΦT f ≡ f̌ . (12)Åñëè ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, à Φ èìååò ïîëíûé ðàíã (íàìíîãî ìåíüøèé
N), ÷òî ìû è ïðåäïîëàãàåì â äàëüíåéøåì, òî èç (12) èìååì

u ≈ ũ = Φǔ = ΦÂ−1f̂ = B−1
c f, B−1

c = Φ(ΦTAΦ)−1ΦT ,ïðè÷åì äëÿ ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èìååì
u− ũ = (A−1 −B−1

c )f. (13)Îøèáêó ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü è ÷åðåç ïîãðåøíîñòüàïïðîêñèìàöèè ψ. Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ (11) è (12), èìååì
Â(û− ǔ) = −ΦTAψ.6



Îòñþäà äàëåå ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå ñîîòíîøåíèå:
u− ũ = Φû+ ψ − Φǔ = ψ −B−1

c Aψ.Ââåäåííàÿ âûøå ìàòðèöà B−1
c ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàëîðàíãîâîåïðèáëèæåíèå ê ìàòðèöå A−1 è èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâà-òåëÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî âåêòîðà u−1 ìû ìîæåì âûáèðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïî �îðìóëå

u0 = u−1 +B−1
c r−1, r−1 = f −Au−1. (14)Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà r0 = f − Au0 áóäåò îðòîãî-íàëüíà �ãðóáîñåòî÷íîìó"ïîäïðîñòðàíñòâó

Φ = span {ϕ1, ..., ϕNc
}, (15)â ñìûñëå âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

ΦT r0 ≡ ΦT (r−1 −AΦÂ−1ΦT r−1) = 0. (16)Ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ â ðàáîòå [7℄ ïîëîæåíû â îñíîâó ìåòîäà ñî-ïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñ äå�ëÿöèåé. Ïðè ýòîì íà÷àëüíûé íàïðàâëÿþùèéâåêòîð âûáèðàåòñÿ ïî �îðìóëå
p0 = (I −B−1

c A)r0 = Cr0, = I −B−1
c A, (17)÷òî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

ΦTAp0 = 0. (18)Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ÑËÀÓ â îáùåì ñëó÷àå íåñèììåòèð÷-íû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàáèëèçèðîâàííûé ìåòîä áèñîïðÿæ¼ííûõ ãðà-äèåíòîâ (BiCGStab, [11℄, [12℄). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû åãî ïðèìåíÿåì ê ðåøå-íèþ ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû (8). Â íèæåñëåäóþùèõ �îðìóëàõ ñëåäóåòèìåòü ââèäó, ÷òî óìíîæåíèå íà ìàòðèöó A �àêòè÷åñêè îçíà÷àåò ðåàëèçà-öèþ èòåðàöèîííîãî øàãà (7), âêëþ÷àþùåãî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ñè-ñòåì â ïîäîáëàñòÿõ:
r0 = f −Au0, p0 = r0, n = 0, 1, . . . :
sn = rn − αnAp

n, αn = (rn, r0)/(Apn, r0),
un+1 = un + αnp

n + ωns
n, ωn = (Asn, sn)/(Asn, Asn),

rn+1 = sn − ωnAs
n,

pn+1 = rn+1 + βn(p
n − ωnAp

n),
βn = αn(r

n+1, r0)/(ωn(r
n, r0)).

(19)Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ äàííîãî àëãîðèòìà òðåáóåò äâóõ óìíîæåíèéíà ìàòðèöó A íà êàæäîé èòåðàöèè.3 Ìåòîäû è òåõíîëîãèè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àë-ãîðèòìîâ�åàëèçàöèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé â öåëîì ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèìè ýòàïàìè:7



• îñóùåñòâëåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ �äîèòåðàöèîííûõ� îïåðàöèé, âêëþ-÷àþùèõ ñáàëàíñèðîâàííóþ äåêîìïîçèöèþ ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëà-ñòè; îñíîâíûå äåéñòâèÿ çäåñü âûïîëíÿþòñÿ íà êîðíåâîì ïðîöåññîðå,îäíàêî ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ �îðìèðîâàíèå âñïîìîãàòåëü-íûõ ÑËÀÓ äëÿ ïîäîáëàñòåé, ðàñïðåäåëåííûõ ïî ñîîòâåòñòâóþùèìèMPI-ïðîöåññîðàì;
• âûïîëíåíèå âíåøíåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðû-ëîâà ñ îðãàíèçàöèåé îáìåíîâ ìåæäó ïðîöåññàìè;
• ïàðàëëåëüíîå (ñèíõðîííîå) ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäñèñòåì íà ìíî-ãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ ñ èñïîëüçîâàíèåì �âíóòðåí-íåãî� ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ìíîãîïîòîêîâûõ âû÷èñëåíèé ñðåäñòâàìèOpenMP.Çàäà÷àìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿþòñÿ âåðè�èêàöèÿ, òå-ñòèðîâàíèå è ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ý��åêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ ñ öåëüþ èõ îïòèìèçàöèè è âêëþ÷å-íèÿ â ñîñòàâ áèáëèîòåêè ïàðàëëåëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé KRYLOV[8℄. Ïðè ýòîì ãëàâíûå òðåáîâàíèÿ ê ðàçðàáàòûâàåìîìó ïðîãðàììíîìó êî-äó çàêëþ÷àþòñÿ â âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîì áûñò-ðîäåéñòâèè, à òàêæå â îòñóòñòâèè �îðìàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïîðÿäêèðåøàåìûõ ÑËÀÓ è íà êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ïðîöåññîðîâ èëè âû÷èñëè-òåëüíûõ ÿäåð. Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ [4℄ ìîæíî ðàçëè÷àòü ñèëüíóþè ñëàáóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü. Ïåðâîå ïîíÿòèå õàðàêòåðèçóåò óìåíüøåíèåâðåìåíè âûïîëíåíèÿ îäíîé áîëüøîé çàäà÷è ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âû÷èñ-ëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, à âòîðîå � ïðèìåðíîå ñîõðàíåíèå âðåìåíè ðåøåíèÿïðè îäíîâðåìåííîì ðîñòå ðàçìåðíîñòè (÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû) çàäà÷è èêîëè÷åñòâà âû÷èñëèòåëåé.�åàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿëàñü ñ ó÷åòîì òèïîâîé àðõèòåêòó-ðû êëàñòåðà ÑÑÊÖ ÑÎ �ÀÍ [9℄, íà êîòîðîì �óíêöèîíèðóåò áèáëèîòåêàKRYLOV, îäíàêî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ãðà�è÷åñêèõ óñêîðèòåëåé îáùåãî íà-çíà÷åíèÿ GPGPU, ïîñêîëüêó èõ ý��åêòèâíîå ïðèìåíåíèå â ðàññìàòðèâàå-ìûõ ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé èìååò ñâîè òåõíîëîãè÷åñêèå âû÷èñëè-òåëüíûå ñëîæíîñòè è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî èçó÷åíèÿ.Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì åñòåñòâåííûì îáðà-çîì: åñëè ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà P ïîäîáëàñòåé, òî ðåøåíèåÑËÀÓ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà P +1 ïðîöåññîðå CPU (îäèí � �êîðíåâîé�, à êàæ-äûé èç îñòàëüíûõ ñîîòâåòñòâóåò �ñâîåé� ïîäîáëàñòè), è ïðè ýòîì �îðìèðó-åòñÿ òàêîå æå êîëè÷åñòâî MPI-ïðîöåññîâ [10℄. �åøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ àë-ãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì â ïîäîáëàñòÿõ ïîëó÷àåòñÿ îäíîâðåìåííî íà ìíîãîÿäåð-íûõ CPU ñ ïðèìåíåíèåì ìíîãîïîòîêîâûõ âû÷èñëåíèé ñðåäñòâàìè OpenMP.Ïîñêîëüêó àëãîðèòìû áèáëèîòåêè KRYLOV îðèåíòèðîâàíû íà ðåøå-íèå áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ÑËÀÓ, âîçíèêàþùèõ èç àïïðîêñèìàöèè ìíîãî-ìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, òî äëÿ õðàíåíèÿíåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö èñïîëüçóåòñÿ îáùåðàñïðîñòðàíåííûé ðàçðå-æåííûé ñòðî÷íûé �îðìàò CSR (Compressed Sparse Row). Ïðè ýòîì â ïðî-âåä¼ííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå �îðìèðóåòñÿ �ãëîáàëü-íàÿ� ìàòðèöà A íà êîðíåâîì ïðîöåññîðå, à çàòåì îðãàíèçóåòñÿ ðàñïðåäå-ëåííîå õðàíåíèå áëî÷íûõ ñòðîê Ās èç (5) äëÿ s-õ ðàñøèðåííûõ ïîäîáëà-ñòåé â ïàìÿòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðîâ. Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó,8



÷òî ïðè ðåàëèçàöèè �ïðîèçâîäñòâåííîãî� êîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñâåðõáîëüøèõÑËÀÓ òðåáóåòñÿ �ðàñïðåäåë¼ííûé� ðåæèì �îðìèðîâàíèÿ ãëîáàëüíîé ìàò-ðèöû â ðàçíûõ MPI ïðîöåññàõ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ âû÷èñëèòåëüíîéñèñòåìû áåç îãðàíè÷èòåëüíîé ïåðåãðóçêè ïàìÿòè óçëà êîðíåâîãî ïðîöåññà.Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ äâóìåðíûõ ñåòî÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷àõðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ æå äåêîìïîçèöèÿ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäîáëà-ñòåé, êîãäà äëÿ ïðèìåðíî ðàâíîãî ÷èñëà óçëîâ NS ≈ N/P â êàæäîé èçíèõ äèàìåòð d ìàêðîñåòêè èç ïîäîáëàñòåé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí √
P . Òàêêàê êîëè÷åñòâî èòåðàöèé àääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà, äàæå ñ èñïîëüçîâà-íèåì ìåòîäîâ Êðûëîâà, ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå dγ , γ > 0, òî ýòî äà¼òçíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä îäíîìåðíîé äåêîìïîçèöèåé, äëÿ êîòîðîé

d ≈ P .Ìàñøòàáèðóåìîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñèíõðî-íèçàöèåé âû÷èñëåíèé ïî ïîäîáëàñòÿì ïðîãðàììíûìè ñðåäñòâàìè ñèñòåìûMPI (Message Passing Interfa
e) è ìèíèìèçàöèåé âðåìåííûõ ïîòåðü íà ìåæ-ïðîöåññîðíûå îáìåíû. �åøåíèå àâòîíîìíûõ ÑËÀÓ â Ω̄s îñóùåñòâëÿåòñÿïðÿìûìè èëè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, ÷òî òðåáóåò íà êàæäîì øàãå äâóõ-óðîâíåâîãî ïðîöåññà ïðèìåíåíèÿ (N/P )γ1 , γ1 > 0, îáú¼ìà âû÷èñëåíèé. Àïîñêîëüêó ïðè ýòîì íåîáõîäèì îáìåí äàííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè òîëüêîïåðè�åðèéíûì óçëàì ñìåæíûõ ïîäîáëàñòåé, òî îáú¼ì òàêîé èí�îðìàöèèãîðàçäî ìåíüøå è ïðîïîðöèîíàëåí (N/P )γ1/2, ÷òî ïîçâîëÿåò â ïðèíöèïåñîâìåùàòü âî âðåìåíè àðè�ìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ è êîììóíèêàöèîííûå îïå-ðàöèè.Âûñîêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ðåàëèçîâàííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâè òåõíîëîãèé ïîääåðæèâàåòñÿ àêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ �óíê-öèé è âåêòîðíî-ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé èç ñèñòåì BLAS è SPARSE BLAS,âêëþ÷åííûõ â ñîñòàâ áèáëèîòåêè MKL INTEL [10℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçóåìûå â äàííîé ðàáîòå âû÷èñëèòåëüíûåòåõíîëîãèè ÿâëÿþòñÿ �ïîëóìåòîäè÷åñêèìè�. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èñïîëüçóåòñÿóíèâåðñàëüíûé �îðìàò CSR äëÿ õðàíåíèÿ ÑËÀÓ, íî â òî æå âðåìÿ ìûîãðàíè÷èâàåìñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè äâóìåðíûìè êðàåâûìè çàäà÷àìè íàïðÿìîóãîëüíûõ ñåòêàõ.4 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÏðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïî ðåøåíèþ ïÿòèòî÷å÷íûõÑËÀÓ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìîíîòîííûõ àïïðîêñèìàöèé ýêñïîíåíöè-àëüíîãî òèïà [6℄, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (2) â êâàäðàòå íà êâàäðàò-íûõ ñåòêàõ ñ ÷èñëîì óçëîâ 642, 1282 è 2562. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà
P = 22, 42, 82 ïðîöåññîðàõ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâîâàë îäíîé èç ïîä-îáëàñòåé, îáðàçóþùèõ êâàäðàòíóþ ìàêðîñåòêó. Èòåðàöèè ïî ïîäîáëàñòÿìîñóùåñòâëÿëèñü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà BiCGStab [11℄, ïðè èñïîëüçîâàíèèêðèòåðèÿ îñòàíîâà

||rn||2 ≤ ǫ||f ||2, ǫ = 10−8.�åøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäñèñòåì â ïîäîáëàñòÿõ îñóùåñòâëÿëîñü ñ ïîìî-ùüþ ïðÿìîãî àëãîðèòìà, ðåàëèçóåìîãî â ìíîãîïîòîêîâîì ðåæèìå ïðîãðàì-ìîé PARDISO [10℄. Ïðè ýòîì íàèáîëåå òðóäîåìêàÿ ÷àñòü LU-ðàçëîæåíèÿìàòðèöû âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç ïåðåä íà÷àëîì èòåðàöèé.9



Â ïðèâîäèìûõ äàëåå ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óêàçûâàåòñÿòîëüêî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, îïðåäåëÿþùèõ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèéèññëåäóåìûõ ìåòîäîâ. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìûõ äâóìåðíûõ çàäà÷àõÑËÀÓ íå ÿâëÿþòñÿ ñâåðõáîëüøèìè, âðåìåíà ðàñ÷¼òîâ çäåñü íå ÿâëÿþòñÿõàðàêòåðíûìè (õîòÿ îíè ïðèìåðíî ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëó èòåðàöèé).Â òàáëèöàõ 1, 2 ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííîäëÿ çíà÷åíèé p = q = 0 è p = q = 4 â óðàâíåíèè (2), ïî èññëåäîâàíèþ âëèÿ-íèÿ ìåòîäîâ ðåäóêöèè è ïàðàìåòðà ïåðåõëåñòà ∆ ïîäîáëàñòåé íà ñêîðîñòüñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ∆ = 0, 1, 2 è ïðèýòîì äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿëîñü óñêîðåíèå âíåøíèõ èòåðàöèé ñ ïîìîùüþóïðîùåííîãî âàðèàíòà àãðåãàöèè, èëè ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, êîãäà êîð-ðåêòèðóþòñÿ òîëüêî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 è íà÷àëüíûé êîððåêòèðó-þùèé âåêòîð p0 ïî �îðìóëàì (14), (17). Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü èíòåðïî-ëÿöèîííûå ïðèáëèæåíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ âèäà (9) íóëåâîãî èëè ïåðâîãîïîðÿäêà. Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ϕk(xi, yj),÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî Nc = Px · Py, áðàëèñü ðàâíûìè åäèíèöå, åñëè óçåë
(xi, yj) ïðèíàäëåæèò ïîäîáëàñòè Ωk, è íóëþ, åñëè (xi, yj) /∈ Ωk.Âî âòîðîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëèñüNc = (Px+1)(Py+1) áàçèñíûõ êóñî÷íî-áèëèíåéíûõ �óíêöèé âèäà

ϕk(x, y) = ψ̂I(x)ψ̌J (y),

ψ̂I(xI′ ) = δI,I′ , ψ̌J(yJ′) = δJ,J′ ,
I = 0, 1, ..., Px; J = 0, 1, ..., Py k = I + 1+ J(Px + 1),

(20)îïðåäåëåííûõ íà êâàäðàòíîé ìàêðîñåòêå èç ïîäîáëàñòåé ïðè çíà÷åíèÿõ
Px = Py =

√
P (δI,I′ è δJ,J′ ñóòü ñèìâîëû Êðîíåêåðà), à ëèíèè x = XIè y = YJ âûáèðàëèñü ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âåðøèíû ïîäîáëàñòåé. Ïðè ýòîìâ �îðìóëå (7) âåëè÷èíà u(xl, yl) àïïðîêñèìèðîâàëàñü ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ�ñâîèõ� áàçèñíûõ �óíêöèé ϕk(x, y), ïî óñëîâèÿì ïðèíàäëåæíîñòè ÿ÷åéêåìàêðîñåòêè

XI ≤ xl ≤ XI+1, YJ ≤ yl ≤ YJ+1.Ñîîòâåòñòâåííî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû Φ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî 4 íåíóëå-âûõ ýëåìåíòà, à ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî â ïîçèöèÿõ,ñîîòâåòñòâóþùèõ íîìåðàì l óçëîâ ñåòêè, ïðèíàäëåæàùèõ �ñâîåé� ïîäîáëà-ñòè.�åçóëüòàòû òàáë. 1, 2 ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçîâàíèè êîððåêöèè íóëåâîãîíà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u = x2 − y2. Çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðîâ θl èç �îðìóëû (4) âåçäå áðàëèñü ðàâíûìè íóëþ, ò.å. èíòåð�åéñíûåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè 1-ãî ðîäà. Â êàæäîé êëåòêå ýòèõ òàáëèö âåðõíÿÿñòðîêà îòíîñèòñÿ ê ðàñ÷åòàì áåç àãðåãàöèè, ñðåäíÿÿ � ê ïðèìåíåíèþ àãðå-ãàöèè ïðè ïîìîùè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé èíòåðïîëÿöèè, íèæíÿÿ � ê ïðèìå-íåíèþ àãðåãàöèè ñ êóñî÷íî-áèëèíåéíûìè áàçèñíûìè �óíêöèÿìè âèäà (20).Òðè ÷èñëà â êàæäîé ñòðîêå ñîîòíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿì ïåðåõëåñòà ïîäîáëàñòåé
∆ = 0, 1, 2 (ëåâàÿ, ñðåäíÿÿ è ïðàâàÿ öè�ðû â êëåòêàõ òàáëèö 1 è 2). Äàííûåâ òàáëèöàõ 1 è 2 ïðèâåäåíû äëÿ çíà÷åíèé êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ(2), ðàâíûõ 0 è 4 ñîîòâåòñòâåííî.Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ, êîëè÷åñòâà èòåðàöèé äëÿ âñåõñåòîê åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñòóò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîäîáëàñòåé P èóáûâàþò ñ ðîñòîì ∆. Ïðèìåíåíèå àãðåãàöèè íåñêîëüêî óñêîðÿåò èòåðàöè-10



Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé BiCGStab äëÿ ∆ = 0, 1, 2, p = q = 0
N \ P 22 42 8219 11 8 26 15 12 37 20 15
642 20 11 8 27 15 11 31 18 1316 9 7 21 12 9 27 15 1127 15 11 34 22 17 51 31 21
1282 29 18 13 39 21 13 48 25 2122 14 10 25 16 12 32 21 1537 21 17 54 31 23 72 43 32
2562 41 23 19 52 29 22 59 42 2833 18 15 35 21 17 41 26 21Òàáëèöà 2: Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé BiCGStab äëÿ ∆ = 0, 1, 2, p = q = 4
N \ P 22 42 8219 10 8 22 13 11 33 16 13
642 18 11 8 23 14 10 29 16 1216 9 8 20 12 9 28 16 1326 15 12 37 21 16 41 25 18
1282 24 15 13 31 19 15 41 24 1726 13 10 30 16 13 41 22 1736 21 17 55 26 20 55 37 29
2562 34 20 16 45 28 21 58 35 2634 19 14 53 23 19 47 31 23îííûé ïðîöåññ, íî äëÿ óñèëåíèÿ ýòîãî ý��åêòà òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåèññëåäîâàíèÿ.Â Òàáë. 3 ìû ïðèâîäèì êîëè÷åñòâà èòåðàöèé ïðè ðàçëè÷íûõ θ èç óðàâ-íåíèÿ (4), îïðåäåëÿþùèõ èíòåð�åéñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñìåæíûõïîäîáëàñòåé (â êàæäîé êëåòêå ëåâîå è ïðàâîå ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþò ñåòêàì

1282 è 2562), à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áðàëèñü ïîñòîÿííûìè äëÿ âñåõ óçëîâ,ò.å. θl = θ. �àññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé ïîäîáëàñòåé áåç ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ∆ = 0,à òàêæå áåç ïðèìåíåíèÿ óñêîðÿþùèõ ìåòîäîâ ðåäóêöèè.Òàáëèöà 3: Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà ñåòêàõ 1282 è 2562 ïðè ðàçëè÷íûõ ïà-ðàìåòðàõ θ
P \ θ 0 0.5 0.6 0.7 0.99754 18 27 16 26 16 24 14 23 10 1216 32 41 28 40 27 39 27 40 31 7564 43 60 42 56 40 55 41 55 93 86Êàê âèäíî èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, â ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ äëÿ âñåõ ñåòîê èðàçíîãî êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé, îáíàðóæèâàåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå θ,áëèçêîå ê åäèíèöå, îäíàêî âûèãðûø îêàçûâàåòñÿ òîëüêî â ïðåäåëàõ 10-40%.Äàííûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïîäîáëàñòåé, à ïðè ∆ ≥ 1íàèëó÷øàÿ âåëè÷èíà θ îêàçûâàåòñÿ íóëåâîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿìÄèðèõëå íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõ. 11
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