
Krylov: áèáëèîòåêà àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììäëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ∗Ä.Ñ.Áóòþãèí, Â.Ï.Èëüèí, Å.À.Èöêîâè÷, Ä.Â.Êíûø, À.Â.ÏåòóõîâÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê�àññìàòðèâàåòñÿ êîíöåïöèÿ, àðõèòåêòóðà è òåõíîëîãè÷åñêèå ïðèíöèïû áèáëèîòåêè àëãîðèòìîâ è ïðî-ãðàìì Krylov äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè âûñîêîãî ïîðÿäêà, âîçíèêàþùèìè ïðèñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Áèáëèîòåêà âêëþ÷àåò ïðÿìûå è èòåðàöèîííûåïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ, ïîëîæè-òåëüíî îïðåäåëåííûõ è çíàêîíåîïðåäåëåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè íà ÿçûêåÔîðòðàí-90 àêòèâíî èñïîëüçóþò âû÷èñëèòåëüíûå èíñòðóìåíòàðèè áèáëèîòåêè Intel MKL. �àñïàðàëëåëè-âàíèå àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñðåäñòâàìè ñèñòåì OpenMP è MPI íà ÌÂÑ ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîéïàìÿòüþ.1 ÂâåäåíèåÑîâðåìåííûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ ìàòðèöàìè äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà: êîìïëåêñíûìè (ýðìè-òîâûìè è íåýðìèòîâûìè) è âåùåñòâåííûìè, ñèììåòðè÷íûìè è íåñèììåòðè÷íûìè, ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûìè è çíàêîíåîïðåäåëåííûìè,� îñíîâàíû íà âàðèàöèîííûõ ìåòîäàõ â ïîäïðîñòðàí-ñòâàõ Êðûëîâà è íà ïðåäîáóñëàâëèâàíèè ÑËÀÓ. Ïî ýòèì âîïðîñàì èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâîæóðíàëüíûõ ñòàòåé è òðóäîâ êîí�åðåíöèé, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ññûëêàìè íà îïóáëèêîâàííûå çàïîñëåäíèå 15 ëåò ìîíîãðà�èè [1℄�[4℄. Ý��åêòèâíîñòü è íàäåæíîñòü (ðîáàñòíîñòü) àëãîðèòìîââ çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè òàêæå çàâèñèò îò ìàñøòàáèðîâàíèÿ ìàòðèö, ïåðåóïîðÿäî÷èâàíèÿ íåèç-âåñòíûõ è ðàçëè÷íûõ ïðèåìîâ ïîâûøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè, ÷òî �îðìàëüíî òàêæåìîæíî îòíåñòè ê âàðèàíòàì ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ, ñì. [5℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó.Ââèäó îñîáîé àêòóàëüíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ïðîáëåì â ñåðüåçíûõ çàäà÷àõ íàóêîåìêîãî ìàòå-ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïî ðåøåíèþ ÑËÀÓ íàñ÷èòûâàåò áîëüøîåêîëè÷åñòâî ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ è êîììåð÷åñêèõ ïðîäóêòîâ â �îðìå áèáëèîòåê èëè ïðè-êëàäíûõ ïàêåòîâ, â òîì ÷èñëå ðàñïàðàëëåëèâàåìûõ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-ñòåìàõ (ÌÂÑ) ñ îáùåé è/èëè ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü NETLIB,PETS
, SPARSEKIT, pARMs, hYPRE, SuperLU, SparSol, ñì. [6℄�[12℄.Êîíöåïöèÿ îïèñûâàåìîé íàìè áèáëèîòåêè Krylov çàêëþ÷àåòñÿ â åäèíîîáðàçíîé ìîäóëüíîéðåàëèçàöèè ïðåäñòàâèòåëüíîãî íàáîðà êðûëîâñêèõ ìåòîäîâ, êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ðàçðàáî-òàííûõ â ïîñëåäíèå ãîäû àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà A-îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè è Ëàíöîøà,ïîëóñîïðÿæåííûõ è áèñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ý��åêòèâíûå ïðå-äîáóñëàâëèâàòåëè è îðèåíòèðîâàííûõ íà ý��åêòèâíîå ðåøåíèå øèðîêîãî êëàññà ÑËÀÓ, ñì. [4℄,à òàêæå ðàáîòû [13℄�[17℄, â êîòîðûõ ïðèâåäåí îáøèðíûé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ìàòåðèàë.
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Ìû ðàññìàòðèâàåì òðè ãðóïïû àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè ñåòî÷íûõ ÑËÀÓ, ïî-ëó÷àåìûõ ïðè àïïðîêñèìàöèè ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé (ÑÄÓ) èëè ýêâèâàëåíòíûõ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êî-íå÷íûõ îáúåìîâ èëè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊ�, ÌÊÎ, ÌÝ) ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ. Ïåðâàÿ ãðóïïàñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ñ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è îñíîâàíàíà êðàòíûõ áûñòðûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ôóðüå (ÁÏÔ), ýêîíîìè÷íûõ àëãîðèòìàõ äåêîìïîçèöèè,ðåäóêöèè è êîìáèíèðîâàííûõ ïîäõîäàõ, îðèåíòèðîâàííûõ íà äîñòèæåíèå ðåêîðäíîé ïðîèçâî-äèòåëüíîñòè â àêòóàëüíûõ õàðàêòåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ. Òàêèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû è ìåòîäûèìåþò ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, íî ìîãóò òàêæå çà÷àñòóþ èñ-ïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ýêîíîìè÷íûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäçàäà÷ ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõïðîáëåì. Âòîðîé êëàññ ïðåäñòàâëÿåò ñåìåéñòâî óíèâåðñàëüíûõ ïðåäîáóñëîâëåííûõ èòåðàöèîí-íûõ ïðîöåññîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, â òîì ÷èñëå îðèãèíàëüíûå ìåòîäû ïîëóñîïðÿæåí-íûõ è áèñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ðàçíîãî òèïà ìàòðèö (ñèììåòðè÷íûõ è íåñèììåòðè÷íûõ,ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ è çíàêîíåîïðåäåëåííûõ, ïîëíîãî è íåïîëíîãî ðàíãà), ïðåäñòàâëÿå-ìûõ â îáùåïðèíÿòûõ ñæàòûõ �îðìàòàõ. Òðåòüÿ ãðóïïà ìåòîäîâ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êðóïíîáëî÷-íûõ ÑËÀÓ, âêëþ÷àÿ àëãåáðàè÷åñêèå çàäà÷è ñ ñåäëîâîé òî÷êîé, ïîëó÷àåìûå ïðè äèñêðåòèçàöèèâåêòîðíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîìàãíåòèçìà, ãèäðîãàçîäèíàìèêè è äð. Çäåñü ïîäõîäû îñíîâàíû íàèñïîëüçîâàíèè êîìáèíàöèè ïðÿìûõ è èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé ñ ó÷åòîì ñïåöèàëüíûõ ñòðóêòóð-íûõ è ñïåêòðàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ñâîéñòâ. Áëî÷íûå àëãîðèòìû ëåæàò òàêæå â îñíîâå ðàñïðîñòðà-íåííûõ è õîðîøî ðàñïàðàëëåëèâàåìûõ ìåòîäàõ äåêîìïîçèöèè, äëÿ êîòîðûõ òèïè÷íûìè ÿâëÿþòñÿäâóõóðîâíåâûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû.Îïèñûâàåìûå íàìè ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ è ìíîãîÿäåð-íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàçäåëåííîé, îáùåé è íåîäíîðîäíîé ìíîãîóðîâíåâîé ïàìÿòüþîñíîâûâàþòñÿ íà àëãåáðàè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé, ìèíèìèçàöèè êîììóíèêà-öèîííûõ ïîòåðü è íà èñïîëüçîâàíèè âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ áèá-ëèîòåêè MKL êîìïàíèè Intel. �àñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñðåäñòâàìè MPI,OpenMP è ãèáðèäíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðîáëåìå ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìà-òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ñì. [18, 20℄ è öèòèðó-åìûå òàì ðàáîòû.�àññìàòðèâàåìûå àëãîðèòìû èçëàãàþòñÿ äëÿ ïðîñòîòû â ïðèìåíåíèè ê âåùåñòâåííîé êâàä-ðàòíîé ÑËÀÓ âèäà
Au = f, A = {ai,j} ∈ RN,N , u = {ui}, f = {fi} ∈ RN , (1)õîòÿ îíè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ êîìïëåêñíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì.Áèáëèîòåêà Krylov ðàññ÷èòàíà íà áûñòðîå ðåøåíèå áîëüøèõ ïðàêòè÷åñêèõ ÑËÀÓ, ñ ïîðÿä-êàìè äî äåñÿòêîâ è ñîòåí ìèëëèîíîâ, à òàêæå íà âîçìîæíîå øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå â îáðàçîâà-òåëüíîì ïðîöåññå ïî åñòåñòâåííî-íàó÷íûì äèñöèïëèíàì.Äàííàÿ ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóíêòû 2�4 ñîäåðæàò êðàòêîå îïèñàíèå èêëàññè�èêàöèþ îñíîâíûõ ìåòîäîâ Êðûëîâà, ñ àêöåíòîì íà âû÷èñëèòåëüíûå, íî íå òåîðåòè÷å-ñêèå àñïåêòû. Îñòàëüíûå ïóíêòû ïîñâÿùåíû òåõíîëîãè÷åñêèì âîïðîñàì: ìîäóëüíàÿ àðõèòåêòóðàáèáëèîòåêè, ïîçâîëÿþùàÿ ëåãêî ðàçðàáàòûâàòü è âêëþ÷àòü íîâûå àëãîðèòìû èëè èõ ïðîãðàìì-íûå âåðñèè, òèïîâûå �îðìàòû ìàòðè÷íûõ äàííûõ, ïîääåðæèâàåìûå èìåþùèìèñÿ êîíâåðòîðàìèè ðåàëèçàöèÿìè, ïðèíöèïû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è îïòèìèçàöèè êîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäñòâSPARSE BLAS áèáëèîòåêè MKL, îðãàíèçàöèÿ ïîëüçîâàòåëüñêîãî èíòåð�åéñà, òåñòèðîâàíèÿ àë-ãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, è ò.ä.
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2 Ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ ÊðûëîâàÌû ïðèâîäèì êðàòêèå îïèñàíèÿ êðûëîâñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ, êëàñ-ñè�èöèðóÿ èõ ïî ñïîñîáàì îðòîãîíàëèçàöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ïî èñïîëüçîâàíèþ âàðèàöè-îííûõ ïðèíöèïîâ �àëåðêèíà èëè ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëîâ. Àëãîðèòìû äëÿ ñèììåòðè÷íûõñèñòåì ñëåäóþò èç íèõ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè è õîðîøî îñâåùåíû â ëèòåðàòóðå. Îòìåòèì, ÷òî ðå-àëüíî ìåòîäû Êðûëîâà ïðèìåíÿþòñÿ ê ïðåäîáóñëîâëåííûì ÑËÀÓ, îïèñûâàåìûì â ñëåäóþùåìðàçäåëå. Äëÿ èçëîæåíèÿ êðûëîâñêèõ àëãîðèòìîâ ýòî ðîëè íå èãðàåò, è íèæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
A è f � ýòî íå ìàòðèöà è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé ñèñòåìû (1), à ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòåïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ.2.1 Ìåòîäû ìèíèìàëüíûõ èòåðàöèéÎáùàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè èëè A-îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèè î÷åðåäíîé èòåðàöèè â âèäå ëèíåé-íîé êîìáèíàöèè îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ åäèíîîáðàçíûõ âûðàæåíèé ïðè
s = 0, 1:

un = u0 + y1v
1 + ...+ ynv

n, (vn, Asvk) = d(s)n δk,n, d(s)n = (vn, Asvn) ≡ ||vn||2s. (2)Â ïðèìåíåíèè ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ (1) ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè u0 ïðîöåññ îðòî-ãîíàëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
vn+1 = Avn −

n
∑

k=1

h
(s)
k,nv

k, v1 = r0 = f −Au0, h
(s)
k,n = (Avn, Asvk)/d(s)n . (3)Òðàäèöèîííî âåêòîðû vk íîðìàëèçóþòñÿ, ÷òî ìîæíî ïðåäñòàâèòü �îðìóëàìè (3) ñ çàìåíîé âåê-òîðîâ vn+1 è v1 íà ṽn+1 è ṽ1, ïîëàãàÿ äîïîëíèòåëüíî vn+1 = ṽn+1/‖ṽn+1‖, vn = ṽ1/‖ṽ1‖ è d

(s)
n = 1.Îäíàêî ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ íåîáÿçàòåëüíîé è ïðèâîäèò ê èçëèøíèì âû÷èñëåíèÿì, â ñèëó÷åãî îíà â äàëüíåéøåì íå èñïîëüçóåòñÿ. Âåêòîðû vk ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà

Kn+1(r
0, A) = span{v1, ..., vn+1} = span{r0, Ar0, ..., Anr0}. (4)Ââåäÿ ìàòðèöû (çäåñü è äàëåå s = 0, 1, à ñàìè èíäåêñû “s” äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàåì)

H̄n = {hk,n} =

[

Hn

etn

]

∈ Rn+1,n, Hn ∈ Rn,n, Vn+1 = (v1, ..., vn+1) ∈ RN,n+1 (5)ìû ìîæåì çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ (èíäåêñ “t′′ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå)
V t
n(A

s)tVn = Dn, V t
n(A

s)tAVn = DnHn, Dn = diag{di} ∈ Rn,n. (6)Çäåñü H̄n åñòü ìàòðèöà Õåññåíáåðãà (hk+1,k = 1, hk,n = 0 äëÿ k > n+1), à etn � âåêòîð-ñòðîêàñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì (ðàâíûì åäèíèöå) ýëåìåíòîì â ïîñëåäíåé n-é ïîçèöèè. Èç (2) èìååì
un = u0 + Vny

n, yn = (y1, ..., yn)
t, rn = r0 −AVny

n, (7)ãäå rn = f − Aun åñòü íåâÿçêà n-é èòåðàöèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ yn èñ-ïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ �àëåðêèíà (îðòîãîíàëüíîñòü èëè A-îðòîãîíàëüíîñòü rn áàçèñíûì âåêòîðàì
v1, ..., vn):

V t
n(A

s)trn = V t
n(A

s)tr0 − V t
n(A

s)tAVny
n = d1e1 −DnHny

n = 0, (8)3



îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Hny
n = e1, ðåøåíèå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ìåòîäîì �àóññà:

Hn = LnUn, Lnz
n = e1, Uny

n = zn, (9)ãäå Un åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, à Ln � äâóõäèàãîíàëüíàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäè-íè÷íîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûðàæåíèé
rn = v1 − Vn+1H̄ny

n = v1 − VnHny
n − vn+1etny

n = −vn+1yn (10)íîðìà rn îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ‖rn‖22 ≡ (rn, rn) = (vn+1, vn+1)y2n, êîòîðîå ïîçâîëÿåò êîíòðî-ëèðîâàòü óñëîâèå îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé ‖rn‖22 ≤ (f, f)ε2, ε ≪ 1, áåç âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ íåâÿçêè.�àññìîòðåííûå àëãîðèòìû ïðè s = 0, 1 ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòîäàìè ìèíèìàëüíûõ è A-ìèíèìàëüíûõ èòåðàöèé ñîîòâåòñòâåííî (ïðè s = 0 è îðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðîâ vk ïîëó÷àåì èç-âåñòíûé ìåòîä Àðíîëüäè, èëè FOM � Full Orthogonalization Method). Îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëÿåìûåèòåðàöèîííûå ïðèáëèæåíèÿ un â (2), (7) íå ìåíÿþòñÿ îò òîãî, ïðèìåíÿåòñÿ ëè ïðîöåññ íîðìàëè-çàöèè âåêòîðîâ vn â (3) èëè íåò, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâîäèò òîëüêî ê âçàèìíî ñîêðàùàåìóþùèìñÿìàñøòàáèðîâàíèÿì ìíîæèòåëåé â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè Vny
n.2.2 Ìåòîäû ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîêÎäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îáîá-ùåííûõ ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES), êîòîðûé îñíîâàí íà òåõ æå �îðìóëàõ (2)�(7) ïðè s = 0.Àëãîðèòì, ïîëó÷àåìûé èç íèõ ïðè s = 1, áóäåì íàçûâàòü ïî àíàëîãèè ìåòîäîì îáîáùåííûõ A-ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (A-GMRES). Ïðè ýòîì â îáîèõ ïîñëåäíèõ àëãîðèòìàõ áàçèñíûå âåêòîðû

vk ñòðîèì áåç èõ íîðìàëèçàöèè.Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ, ìåòîäû GMRES è A-GMRES âìåñòî ïðèíöèïà �àëåðêèíà äëÿíàõîæäåíèÿ âåêòîðà yn èñïîëüçóþò óñëîâèå ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëîâ Φs(r
n) = (rn, Asrn),äëÿ êîòîðûõ â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ rn = Vn+1(e1 − H̄ny

n) èìååì:
Φs(r

n) = (V t
n+1(A

s)tVn+1(e1 − H̄ny
n), (e1 − H̄ny

n)) =

= ‖d
1/2
1 e1 −D

1/2
n+1H̄ny

n‖22 = ‖ḡn − R̄ny
n‖22, ḡn = (gn, gn+1)

t ∈ Rn+1, gn ∈ Rn.
(11)Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Dn+1, à òàêæå ââåäåíû îáî-çíà÷åíèÿ

ḡn = Qn+1d
1/2
1 e1, R̄n = Qn+1D

1/2
n+1H̄n, Qn+1 = Gn · · ·G1, (12)ãäå Gk ∈ Rn+1,n+1 ñóòü ýëåìåíòàðíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ �èâåíñà, ñ ïîìîùüþ êî-òîðûõ õåññåíáåðãîâà ìàòðèöàD1/2

n+1/2H̄n ïðåîáðàçóåòñÿ â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ R̄n =

[

Rn

etn

]

, Rn ∈

Rn,n.Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îáåñïå÷èâàåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëàmin{Φs(r
n)} = min

yn
{‖gn −Rny

n‖+ g2n+1} = g2n+1,êîòîðûé äàåò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå yn = R−1
n gn.2.3 Ìåòîäû êâàçèìèíèìàëüíûõ íåâÿçîêÀëüòåðíàòèâîé ê îðòîãîíàëèçàöèè Àðíîëüäè ñ �äëèííûìè"ðåêóðñèÿìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñîâïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññ áèîðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿñëåäóþùèìè òðåõ÷ëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè ïðè s = 0 è n = 1, 2, ...:

vn+1 = Avn − α(s)
n vn − β(s)

n vn−1, wn+1 = Atwn − α(s)
n wn − β(s)

n wn−1, (13)4



ãäå β
(s)
1 = 0 è äëÿ ïðîñòîòû ïîëàãàåòñÿ v1 = w1 = r0 ≡ f − Au0, à êîý��èöèåíòû α

(s)
n è β

(s)
nîïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (vn, Aswk) = d

(s)
n δn,k, d(s)n = (vn, Aswn) ñ ïîìîùüþ �îðìóë

α(s)
n = (Avn, Aswn)/d(s)n , β(s)

n = (Avn, Aswn−1)/d
(s)
n−1. (14)Èç ñîîòíîøåíèé (13) äëÿ s = 0, 1 ñëåäóþò âûðàæåíèÿ

AVn = VnTn + vn+1etn = Vn+1T̄n, T̄n ∈ Rn+1,n,
AtWn = WnTn + wn+1etn = Wn+1T̄n, Wn ∈ RN,n,

(15)ãäå Tn = {tk,n} åñòü êâàäðàòíàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè tk+1,k = 1, tk,k =

αk, tk,k+1 = βk è T̄n =

[

Tn

etn

], Wn = [w1, ..., wn], ïðè÷åì äëÿ ââåäåííûõ ìàòðèö âûïîëíÿþòñÿðàâåíñòâà
W t

nA
sAVn = Tn, W t

nA
sVn = Dn = diag{d(s)n }. (16)Çäåñü è äàëåå èíäåêñû s äëÿ êðàòêîñòè îïóñêàþòñÿ, à ðåêóððåíòíûå �îðìóëû (13) ïðè s = 1áóäåì íàçûâàòü ïðîöåññîì A-áèîðòîãîíàëèçàöèè.Ïîñòðîåíèå èòåðàöèîííûõ ïðèáëèæåíèé, êàê è ðàíåå, ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë (7). Ïðèýòîì äëÿ âåêòîðîâ íåâÿçêè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

rn = v1 − Vn+1T̄ny
n = Vn+1(e1 − T̄ny

n) ≡ Vn+1z
n, (17)ïðè÷åì ìàòðèöà Vn+1, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ, íå ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, ÷òî çàòðóä-íÿåò ðåøåíèå ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè rn.Îïðåäåëÿÿ âåêòîð êîý��èöèåíòîâ yn ïî óñëîâèþ ìèíèìóìà íîðìû âåêòîðà zn èç (17), ìû ïðès=0 ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó ìåòîäó êâàçèìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê QMR (Quasi - Minimal Residual),åñëè òîëüêî âåêòîðû vn è wn èç (13) ïîäâåðãíóòü äîïîëíèòåëüíîìó (íî íåîáÿçàòåëüíîìó) ïðîöåñ-ñó íîðìàëèçàöèè. Àëãîðèòì, ïîëó÷àåìûé èç àíàëîãè÷íûõ âûðàæåíèé ïðè s = 1, áóäåì íàçûâàòüìåòîäîì A-êâàçèìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê è îáîçíà÷àòü A-QMR. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìåòîäîì íàèìåíü-øèõ êâàäðàòîâ èùåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è

yn = arg{min
y

‖zn‖}, (18)êîòîðîå, êàê è â ìåòîäàõ GMRES, A-GMRES, íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö âðà-ùåíèÿ �èâåíñà èç (12):
‖zn‖22 = ‖ḡn − R̄ny

n‖22, R̄n = Qn+1T̄n =

[

Rn

0

]

∈ Rn+1,n,

Rn ∈ Rn,n, ḡn = Qn+1e1 = (gngn+1)
t ∈ Rn+1, gn ∈ Rn,

(19)ãäå Qn+1 = Gn · · ·G1 ∈ Rn+1,n+1, R̄n è Rn ñóòü òðåóãîëüíûå òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, à Gk �ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ �èâåíñà (ïî÷òè åäèíè÷íûå, ñ ÷åòûðüìÿ îòëè÷íûìè îò íóëÿ èåäèíèöû ýëåìåíòàìè: gk,k = gk+1,k+1 = ck, gk,k+1 = −gk+1,k = sk, c
2
k + s2k = 1) ýëåìåíòû êîòîðûõ

ck, sk ïîäáèðàþòñÿ ïî óñëîâèþ �çàíóëåíèÿ" tk+1,k.Èñêîìûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
yn = R−1

n gn, min{‖z‖22} = g2n+1. (20)
5



2.4 Ìåòîäû áèñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèéÌåòîä áèîðòîãîíàëèçàöèè Ëàíöîøà, â íåñêîëüêî îòëè÷íîé îò (13) ðåàëèçàöèè, ïîðîæäàåò ìåòîäáèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ (BiCG), îïèñûâàåìûé ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè ïðè s = 0:
un+1 = un + α(s)

n pn, r0 = r̃0 = p0 = p̃0 = f −Au0,

rn+1 = rn − α
(s)
n Apn, r̃n+1 = r̃n − α

(s)
n Atp̃n,

pn+1 = rn+1 + β
(s)
n pn, p̃n+1 = r̃n+1 + β

(s)
n p̃n,

(21)ãäå r̃n è p̃n ñóòü äâîéñòâåííûå âåêòîðû è êîððåêöèè, à êîý��èöèåíòû α
(s)
n , β

(s)
n ïî óñëîâèÿìáèîðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðîâ

(Aspn, Atp̃k) = ρ(s)n δk,n, ρ(s)n = (Aspn, Atp̃n),
(Asrn, p̃k) = (Asrn, p̃n)δk,n, (Aspk, r̃n) = (Aspn, r̃n)δk,n,

(Asrn, r̃k) = σ
(s)
n δk,n, σ

(s)
n = (Asrn, r̃n),

(22)îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
α(s)
n = σ(s)

n /ρ(s)n , β(s)
n = σ(s)

n /σ(s)
n . (23)Ïðè s = 1 ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ìåòîä áèñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (BiCR, ñì.[14℄).Äàííûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû ìîãóò âûðîæäàòüñÿ ïðè îáðàùåíèè ρ

(s)
n â íóëü (èëè �ïî÷òèíóëü�), âî èçáåæàíèå ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà �çàãëÿäûâàíèÿ âïåðåä� (look ahead, ñì. [2℄, [3℄).Â ìåòîäàõ BiCG è BiCR âåêòîðû íåâÿçîê ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

rn = ϕ(s)
n (A)r0, r̃n = ϕ(s)

n (At)r̃0,ãäå γ(s)n (t) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Îòñþäà ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñäâîåííûå (squared)ìåòîäû áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è áèñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (SCG è SCR), ðåàëèçóþùèå âåê-òîðû íåâÿçîê
rn = Φ(s)

n (A)r0, Φ(s)
n (t) = (varphi(s)n (t))2è äàþùèå â �õîðîøèõ� ñëó÷àÿõ äâóêðàòíîå óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè. �åàëèçàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ âìå-ñòî óìíîæåíèÿ íà òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó At íà êàæäîé èòåðàöèèè èñïîëüçóåò ïîâòîðíîåóìíîæåíèå íà A.Îòìåòèì åùå ñòàáèëèçèðîâàííûå ìåòîäû áèñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è áèñîïðÿæåííûõ íåâÿ-çîê (BiCGStab è BiCRStab), îáëàäàþùèå ïîâûøåííîé óñòîé÷èâîñòüþ çà ñ÷åò ââåäåíèÿ äîïîëíè-òåëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà, âû÷èñëÿåìîãî èç óñëîâèÿ ëîêàëüíîé (íî ãëîáàëüíîé!) ìèíè-ìèçàöèè íîðìû âåêòîðà íåâÿçêè, ñì. [4℄, [14℄.Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëû (21) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ íå òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ r̃n, p̃nè ïåðåõîäÿò â ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (CG è CR), îáåñïå÷èâàþ-ùèå íà êàæäîé èòåðàöèè ìèíèìèçàöèþ �óíêöèîíàëîâ (As−1rn, rn) â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà.2.5 Âîïðîñû ý��åêòèâíîñòè è íàäåæíîñòè àëãîðèòìîâÑ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé ý��åêòèâíîé ïðèìåíèìîñòè ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ â ïîäïðî-ñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåþò ðàçëè÷íûå àëãîðèòìè÷åñêèå àñïåêòûà. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ÷èñëà èòåðàöèé, íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîéòî÷íîñòè èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ ìåòîäîâ, îáëàäàþùèõ6



ñâîéñòâîì ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëîâ (GMRES, A-GMRES, QMR, A-QMR) è òîëüêî äëÿÑËÀÓ ñ äèàãîíàëèçèðóåìûìè ìàòðèöàìè, ò.å. ïðåäñòàâèìûìè â âèäå
A = XΛX−1, Λ = diag{λ1, λ2, ..., λN},ãäå λi ñóòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà A, à X � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî èòåðàöèé n(ε), îáåñïå÷è-âàþùåå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Φs(r

n) ≤ ε2Φs(r
0), ãäå Φs(r

n) = (Asrn, rn) äëÿ àëãîðèòìîâGMRES, A-GMRES è Φs(r
n, r̄n) = (Asrn, r̄n) äëÿ QMR è A-QMR, îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâîì
n(ε) ≤ |ln(ε)/
ond(X)|/|ln(γ1/γ2)|.Çäåñü 
ond(X) � ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû X, à γ1 è γ2 � ïàðàìåòðû ýëëèïñà âêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåãî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi, ñì. ïîäðîáíåå [2℄, [4℄.Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ äàííîé �êëàññè÷åñêîé"îöåíêîé, èìåþòñÿ è äðóãèå ïîäõîäû ê èñ-ñëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ, â ÷àñòíîñòè, íà ïîíÿòèè K-îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö, ñì. [5℄ è öèòèðóåìûå òàì ðàáîòû.á. �àññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû ñ �äëèííûìè"ðåêóðñèÿìè ïðè áîëüøîì ÷èñëå èòåðàöèé n òðå-áóþò ñëèøêîì ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñâåðõâûñîêèõ ïîðÿäêîâ,â ïåðâóþ î÷åðåäü èç-çà òðåáîâàíèé ê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ

vk. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ äâà ïîäõîäà � ïåðèîäè÷åñêèå ðåñòàðòû èëè îãðàíè÷åííàÿîðòîãîíàëèçàöèÿ,� êîòîðûå �îðìàëüíî ìîæíî îáúåäèíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðâûéïðèåì çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà èòåðàöèÿõ ñ íîìåðàìè n = nr ≡
[

n
mr

] (mr � çàäàííûéïåðèîä ðåñòàðòîâ, à [m] � öåëàÿ ÷àñòü m) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ vk îáðûâàåòñÿ èíà÷èíàåòñÿ ñíîâà ñ ïåðåîïðåäåëåíèåì v1 = rnr = f − Aunr . Îãðàíè÷åíèå îðòîãîíàëèçàöèèñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè â ðàçëîæåíèè (2) òîëüêî m0 ïîñëåäíèõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è �çàáû-âàíèè� îñòàëüíûõ, ò.å. un = u0+
n
∑

k=n−m0+1

ykv
k. Îáúåäèíåíèå äàííûõ ïîäõîäîâ ïðèmr > m0îñíîâàíî è íà îòáðàñûâàíèè �ñëèøêîì ñòàðûõ� âåêòîðîâ, è íà ïðîâåäåíèè ðåñòàðòîâ.â. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè â êîíå÷íîçíà÷íîé àðè�ìåòèêå ïðèâîäèò ê ý��åêòó�ðàçîðòîãîíàëèçàöèè� âåêòîðîâ, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïðè âû÷èñëåíèè äëèí-íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îñíîâíûå ñïîñîáû äëÿ áîðüáû ñ òàêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ � ýòîïðîâåäåíèå ïåðåîðòîãîíàëèçàöèè âåêòîðîâ èëè èñïîëüçîâàíèå ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé îòðà-æåíèÿ Õàóñõîëäåðà âìåñòî âðàùåíèé �èâåíñà [2℄. Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííûõ âûøå �îð-ìóëàõ èñïîëüçóåòñÿ ìîäè�èöèðîâàííàÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ �ðàìà�Øìèäòà, êîòîðàÿ ãîðàçäîóñòîé÷èâåé åãî èñõîäíîãî âàðèàíòà.3 Àëãîðèòìû ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ ÑËÀÓÈòåðàöèîííûå ìåòîäû Êðûëîâà ìû ðàññìàòðèâàåì â ñî÷åòàíèè ñ ïðåäîáóñëàâëèâàíèåì ÑËÀÓ,çíà÷èòåëüíî ïîâûøàþùèì ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ. Òàêîå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå ìîæíî ðåàëè-çîâûâàòü íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè. Ïóñòü, íàïðèìåð, B åñòü ëåãêî îáðàùàåìàÿ ìàòðèöà ñî ñâîé-ñòâîì 
ond(B−1A) ≪ 
ond(A). Îäíîñòîðîíåå ïðåäîáóñëàâëèâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì óìíîæå-íèå èñõîäíîé ñèñòåìû (1) íà B−1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì ïðåäîáóñëîâëåííóþ ÑËÀÓ

Āu ≡ B−1Au = B−1f ≡ f̄ . (24)7



Ïðèìåíåíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå ìåòîäîâ ê åå ðåøåíèþ ñâîäèòñÿ âñåãî ëèøü ê çàìåíå A è f âïðèâåäåííûõ �îðìóëàõ íà Ā è f̄ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè äëÿ ïðåäîáóñëàâëèâàþùåé ìàòðèöû ñóùå-ñòâóåò ýêîíîìè÷íàÿ �àêòîðèçàöèÿ B = LBUB, òî çà÷àñòóþ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äâóñòîðîííååïðåäîáóñëàâëèâàíèå:
Āū ≡ L−1

B AU−1
B ū = L−1

B f ≡ f̄ , ū = UBu. (25)Ïóñòü, íàêîíåö, äëÿ ðåøåíèÿ (1) èìååòñÿ íåêîòîðûé ñõîäÿùèéñÿ èòåðàöèîíûé ïðîöåññ
un+1 = Tun + g, un →

n→∞

u. (26)Òîãäà ìû �àêòè÷åñêè èìååì ïðåäîáóñëîâëåííóþ ÑËÀÓ
Āu ≡ (I − T )u = g ≡ f̄ , (27)ê ðåøåíèþ êîòîðîé òàêæå ý��åêòèâíî ïðèìåíèìû ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Ïðèýòîì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû T è âåêòîðà g íå òðåáóåòñÿ, à íà êàæäîì øàãå êðûëîâñêîãîìåòîäà íóæíî �àêòè÷åñêè ïðîâåäåíèå îäíîé èòåðàöèè âèäà (26).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äâóñòîðîííåãî ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ ðàññìîòðèì ìåòîä íåïîëíîé �àêòî-ðèçàöèè â ýêîíîìè÷íîé ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà (íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ A = D−L−U , ãäå D,Lè U � äèàãîíàëüíàÿ, íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû):

LB = (G− L)G−1/2(G− U), G =
1

ω
D − θS, Se =

(1− ω

ω
D + LG−1U

)

e, (28)ãäå G è S � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, e � âåêòîð èç åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò, à ω è θ � èòåðàöèîííûåïàðàìåòðû. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà Ā èç (25) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
Ā = (I − L̄)−1 + (I − Ū)−1 − (I − L̄)−1(2I − D̄)(I − Ū)−1,

L̄ = G−1/2LG−1/2, Ū = G−1/2UG−1/2, D̄ = G−1/2DG−1/2, ū = (I − Ū)G−1/2u,
(29)è óìíîæåíèå íà íåå òðåáóåò ïðàêòè÷åñêè ñòîëüêî æå àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (I � åäèíè÷íàÿìàòðèöà), ÷òî è íà èñõîäíóþ ìàòðèöó A.�àññìîòðèì òåïåðü ìåòîäû ïîëóñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ è ïîëóñîïðÿæåííûõ íåâÿçîê (SCGè SCR), êîòîðûå ïî âàðèàöèîííûì ñâîéñòâàì â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû îïèñàííûìâ ïï. 2.1, 2.2 àëãîðèòìàì, íî äîïóñêàþò ïðîñòîå ââåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðåäîáóñëàâëèâàþùèõìàòðèö Bn, êîòîðûå ìîãóò ìåíÿòüñÿ íà êàæäîé èòåðàöèè. Äàííûå ìåòîäû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-ùèìè �îðìóëàìè ïðè s = 0, 1 (ñì. ïîäðîáíåå [4℄, [16℄):

r0 = f −Au0, un+1 = un + α(s)
n pn,

rn+1 = rn − α
(s)
n Apn, p0 = B−1

0 r0,
(30)ãäå êîý��èöèåíòû α

(s)
n ïî óñëîâèÿì ïîëóñîïðÿæåííîñòè âåêòîðîâ

(Apn, Aspk) = ρ(s)n δn,k, ρ(s)n = (Apn, Aspn), k = 0, 1, ..., n − 1,îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè α
(s)
n = (AsB−1

n rn, rn)/ρ
(s)
n .Êîððåêòèðóþùèå âåêòîðû pn âû÷èñëÿþòñÿ èç �äëèííûõ� ðåêóðñèé

pn+1 = rn+1 +
n
∑

k=0

β
(s)
n,kp

k = pn+1,k +
n
∑

j=k

βn,jp
j,

pn+1,0 = B−1
n+1r

n+1, pn+1,k = pn+1,k−1 + βn,k−1p
k+1, pn+1 = pn+1,n+1.

(31)8



Çäåñü êîý��èöèåíòû β
(s)
n,j èç óñëîâèé îáîáùåííîé ïîëóñîïðÿæåííîñòè âåêòîðîâ íåâÿçîê

(AsB−1
k rk, rn) = σ(s)

n δn,k, σ(s)
n = (AsB−1

n rn, rn), k < n,íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë
β
(s)
n,j = −(Aspj, Apn,j)/ρ(s)n , j = 0, 1, ..., n.4 �åøåíèå çàäà÷ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Āū = f̄ ≡ {fi,j,k}, ū = {ui,j,k}, Ā = Āx + Āy + Āz, (32)
ĀzĀxy = ĀxyĀz, Āxy = Āx + Āy (33)

(Ax
r +Ay

r)v
r = f r, e = 1, ..., N,

vr = {vri,j}, f r = {f r
i,j}, i, j = 1, ..., N,

Ax
r = Ax + 0.5λz

rI, Ay
r = Ay + 0.5λz

rI,

(34)
(γnI +Ax

r )v
−1/2
r = (γnI +Ay

r)v
n−1
r + f r,

(γnI +Ay
r)wn

r = 2(v
n−1/2
r − vnr ),

vnr = vn−1
r +wn

r , n = 1, 2, ...

(35)
(Au)p = −Apup−1 +Bpup −Cpup+1 = fp, p = 1, 2, ..., P, A1 = Cp = 0, (36)
up+1 = B−1

p+1(fp+1 −Ap+1up − Cp+1up+2) = wp+1 − v̂p+1up − v̌p+1up+2,

Bp+1v̂p+1 = [1, ..., 0]T a, Bp+1v̌p+1 = [0, ..., 1]T c
(37)

āpup−2 + b̄pup + c̄pup+2 = fp,

āp = ApB
−1
p−1Ap−1, b̄p = Bp −ApB

−1
p−1Cp−1 − CpB

−1
p+1Ap+1, c̄p = CpB

−1
p+1Cp+1
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