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ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКИЙ 0, 5–ПРИБЛИЖЕННЫЙ

АЛГОРИТМ ДЛЯ ЗАДАЧИ О МНОГИХ РАНЦАХ

А. Б. Хуторецкий, С. В. Бредихин, А. А. Замятин

Предложен алгоритм для задачи о многих ранцах (MKP). Алгоритм использует
упорядочение ранцев по неубыванию размера и два упорядочения объектов: по не-
возрастанию полезности и невозрастанию отношения полезности к размеру объек-
та. Эти упорядочения порождают два отношения лексикографического порядка
на множестве A × B (здесь A — множество ранцев и B — множество неделимых
объектов). По каждому лексикографическому упорядочению алгоритм строит до-
пустимое решение MKP, просматривая пары (a, b) ∈ A × B в соответствующем
порядке и помещая объект b в ранец a, если объект еще не размещен и в ран-
це достаточно места. Из двух полученных решений алгоритм выбирает лучшее.
Алгоритм имеет относительную точность 0, 5 и трудоемкость O(mn) (без учета
сортировок), где m и n — мощности множеств A и B соответственно.
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Введение

Задача о многих ранцах (Multiple Knapsack Problem, MKP) заключается
в следующем (см., например, [1, 2]): есть множество A ранцев, |A| = m, и мно-
жество B неделимых объектов, |B| = n; нужно разместить в ранцах объекты
максимальной суммарной полезности. Такая задача возникает, например, при
распределении вычислительного ресурса в многопроцессорной системе.

Задача NP -полна [3, теорема 15.8], вследствие чего представляют интерес
приближенные алгоритмы ее решения. В [4] доказано, что если P = NP , то
не существует полностью приближенной полиномиальной схемы (FPTAS) для
MKP даже при m = 2. Там же построена приближенная полиномиальная схема
(PTAS) дляMKP, позволяющая построить (1−ε)-приближенное решение с тру-
доемкостью O(nO(ln(1/ε)/ε8)) (эта оценка трудоемкости приведена в работе [5]).

Просматривая пары (a, b) ∈ A×B в некотором порядке и помещая объект b
в ранец a, если объект еще не размещен и в ранце достаточно места, можно по-
строить допустимое решение MKP. Различные упорядочения пар порождают
семейство жадных алгоритмов для MKP; назовем их укладки. Определение
укладки легко модифицировать применительно к задачам с делимыми объек-
тами (как, например, линейная релаксация MKP): для каждой очередной пары
(a, b) в ранец b укладывается максимальная допустимая (с учетом предшест-
вующей загрузки) часть объекта a. Отношения полного порядка ≺A и ≺B

на множествах A и B соответственно определяют лексикографическое упоря-
дочение на A × B и, следовательно, некоторую укладку. Частным случаем
MKP (при m = 1) является задача о ранце (Knapsack Problem, KP). Для ли-
нейной релаксации KP, предполагая, что размер любого объекта не больше
размера ранца, оптимальное решение (xLP в обозначениях из [2]) можно по-
лучить укладкой с упорядочением объектов по невозрастанию эффективности
(отношения полезности к размеру) [6].
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Если алгоритм A, примененный к задаче P из некоторого класса P задач
максимизации, находит допустимое решение со значением целевой функции
A(P ), то его относительная точность (worst-case performance ratio [1, с. 9]) для
класса задач P — это наибольшее число ε такое, что A(P ) ≥ εOpt(P ) для
всех P ∈ P (здесь Opt(P ) — оптимальное значение целевой функции в зада-
че P ). Алгоритм с относительной точностью ε называют ε-приближенным.
Известный 0, 5-приближенный алгоритм для KP [1] выбирает лучшее из двух
допустимых решений. Первое включает все объекты, которые целиком вхо-
дят в xLP , второе помещает в ранец только объект максимальной полезности.
В [7] предложено улучшение этого алгоритма: второе размещение строится
укладкой с упорядочением объектов по невозрастанию полезности.

Пусть Q(a) > 0 и q(b) > 0 — размер ранца a и объекта b соответственно.
В книге [2, с. 299] рассматривается линейная релаксация MKP с дополнитель-
ным условием: нельзя поместить в ранец a ненулевую часть объекта b, если
Q(a) < q(b). Там же утверждается (без доказательства), что если упорядочить
объекты по невозрастанию эффективности, а ранцы — по неубыванию разме-
ра, то укладка, использующая только пары (a, b), для которых q(b) ≤ Q(a),
дает оптимальное решение x∗ этой задачи. Мы докажем (теорема 1) более об-
щий результат: если объекты упорядочены по невозрастанию эффективности
и множество допустимых пар согласовано с упорядочением ранцев, то уклад-
ка дает оптимальное решение линейной релаксации MKP. Объекты, вошедшие
в размещение x∗ целиком, и объекты, вошедшие в него частично, образуют
два допустимых решения MKP: x1 и x2. Алгоритм, выбирающий лучшее из
этих решений, является 0, 5-приближенным [2, теорема 10.4.2]. Трудоемкость
алгоритма есть O(mn) (без учета сортировок).

Цель статьи — построение нового алгоритма с такими же оценками точ-
ности и трудоемкости. Мотивация состоит в том, что для конкретной задачи
о многих ранцах разные алгоритмы дают, как правило, разные решения, из
которых можно выбрать лучшее.

Мы рассмотрим для MKP две укладки с упорядочением ранцев по неубы-
ванию размера. Первая упорядочивает объекты по невозрастанию эффективно-
сти, вторая — по невозрастанию полезности. Эти укладки порождают разме-
щения x3 и x4, которые в общем случае отличаются от размещений x1 и x2 (для
KP размещения x1 и x3 совпадают). Следствие 5 (ниже) доказывает, что ком-
бинированный алгоритм, выбирающий лучшее из размещений x3 и x4, является
0, 5-приближенным. Таким образом, предложен новый 0, 5-приближенный ал-
горитм для MKP с трудоемкостью O(mn) (без учета сортировок), который
сочетает идеи указанных выше работ и обобщает на случай m > 1 алгоритм
из [7]. Алгоритм для MKP, имеющий лучшие характеристики, нам неизвестен.

1. Формализация задачи

Координаты векторов x, y, y0, yk, z из R
mn, сопоставленные парам (a, b) ∈

A ×B, будем обозначать x(a, b), y(a, b), y0(a, b), yk(a, b), z(a, b) соответственно.
Будем рассматривать MKP в следующей записи:

V (x) =
∑
b∈B

v(b)
∑
a∈A

x(a, b) → max (1)

при условиях ∑
b∈B

q(b)x(a, b) ≤ Q(a) для всех a, (2)

∑
a∈A

x(a, b) ≤ 1 для всех b, (3)

x(a, b) ∈ {0, 1} для всех a, b. (4)
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Здесь v(b) > 0 — полезность объекта b, а переменная x(a, b) — «доля» объекта b,
помещенная в ранец a. Пусть K(P ) — задача (1)–(4) с набором параметров
P = 〈A,B, q(·), v(·), Q(·)〉; X(P ) — множество всех допустимых решений этой
задачи. Вектор x ∈ X(P ) указывает допустимое размещение: объект b «уло-
жен» в ранец a, если и только если x(a, b) = 1.

2. Лексикографические алгоритмы

Для конечного множества M = ∅, на котором задано отношение полно-
го порядка ≺, обозначим min(≺,M) первый (в смысле отношения ≺) элемент
из M . Опишем два лексикографических алгоритма (GI и TGI) для MKP.

2.1. Алгоритм GI (Greedy heuristic for Indivisible objects).
вход: задача K(P ), отношение полного порядка ≺ на множестве A ×B;
выход: вектор x ∈ X(P );
begin {просмотр пар (a, b) ∈ A ×B в соответствии с порядком ≺}
(a) Q′(a):= Q(a) для всех a; q′(b):= q(b) для всех b; M := ∅; {инициализация;
Q′(a) — неиспользованный размер ранца a; q′(b) — неразмещенная часть объек-
та b; M — множество пар (a, b), для которых значение x(a, b) определено}
(b) while M = A×B do {построение вектора x}

найти (a0, b0) = min(≺, (A× B) \M); {начало шага (a0, b0)}
if q′(b0) = q(b0) and q(b0) ≤ Q′(a0) {объект b0 еще не размещен и может
быть уложен в ранец a0}

(c) then x(a0, b0):= 1 {объект b0 уложен в ранец a0} else x(a0, b0):= 0
endif;
Q′(a0):= Q′(a0) − x(a0, b0)q(b0); q′(b0):= q′(b0) − x(a0, b0)q(b0);
{значение x(a0, b0) определено, конец шага (a0, b0)}

endwhile
end.

Ясно, что в начале шага (a0, b0) алгоритма имеем

Q′(a0) = Q(a0) −
∑

(a0,b)≺(a0,b0)

q(b)x(a0, b); (5)

q′(b0) = q(b0)
[
1 −

∑
(a,b0)≺(a0,b0)

x(a, b0)
]
. (6)

Для a ∈ A положим B(a) = {b ∈ B | q(b) ≤ Q(a)} — множество всех
объектов, допускающих размещение в ранце a. Используя идею из [7, с. 629],
сформулируем «усеченный» вариант алгоритма GI, допускающий размещение
объекта b0 в ранце a0 только если все объекты b ∈ B(a0) такие, что (a0, b) ≺
(a0, b0), размещены в ранцах a � a0.

2.2. Алгоритм TGI (Truncated Greedy heuristic for Indivisible ob-
jects).
вход: задача K(P ), отношение полного порядка ≺ на множестве A ×B;
выход: вектор y ∈ X(P );
begin {просмотр пар (a, b) ∈ A ×B в соответствии с порядком ≺}
(a) Q′(a):= Q(a) для всех a; q′(b):= q(b) для всех b; A′:= A; M := ∅; {инициали-
зация; Q′(a) — неиспользованный размер ранца a; q′(b) — неразмещенная часть
объекта b; A′ — множество ранцев, которые можно пополнять; M — множество
пар, для которых определено значение y(a, b)}
(b) while M = A×B do {построение вектора y}

найти (a0, b0) = min(≺, (A× B) \M); {начало шага (a0, b0)}
if (a0 /∈ A′ or b0 /∈ B(a0) or q′(b0) = 0)
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(c) then y(a0, b0):= 0 else
if q(b0) ≤ Q′(a0) {объект b0 может быть уложен в ранец a0}

(d) then y(a0 , b0):= 1 {помещаем объект b0 в ранец a0}
(e) else begin y(a0, b0):= 0; A′ := A′\{a0} end {ранец a0 больше не будет

пополняться}
endif

endif
M := M ∪ {(a0, b0)}; {значение y(a0 , b0) определено}
Q′(a0):= Q′(a0) − y(a0, b0)q(b0); q′(b0):= q′(b0) − q(b0)y(a0 , b0); {конец шага
(a0, b0)}

endwhile
end.

Ясно, что в начале шага (a0, b0) алгоритма TGI выполняются равенства
(5), (6) при x = y.

2.3. Свойства алгоритмов GI и TGI. Пусть GI(P,≺) и TGI(P,≺) —
реализации алгоритмов GI и TGI соответственно для задачи K(P ), использую-
щие упорядочение ≺ множества A × B. Допустимые решения задачи K(P ),
построенные алгоритмами GI(P , ≺) и TGI(P , ≺), обозначим x(P,≺) и y(P,≺)
соответственно. Для x ∈ X(P ) и (a0, b) ∈ A ×B положим

r(x, a0, b) =
∑

(a,b)�(a0,b)

x(a, b).

Из (3) следует, что r(x, a0, b) = 1, если при размещении x объект b попадает
в ранец a, для которого (a, b) � (a0, b), иначе r(x, a0, b) = 0.

Лемма 1. Пусть y = y(P,≺).
(i) a0 /∈ A′ на шаге (a0, b0) алгоритма TGI(P,≺), если и только если суще-

ствует объект b1 такой, что (a0, b1) ≺ (a0, b0), b1 ∈ B(a0) и r(y, a0, b1) = 0.
(ii) Если a0 /∈ A′ на шаге (a0, b0) алгоритма TGI(P,≺), то существует

объект b такой, что y(a0 , b) = 1.
(iii) V (x(P,≺)) ≥ V (y(P,≺)).

Доказательство. Если на шаге (a0, b0) алгоритма TGI(P,≺) имеем
a0 /∈A′, то на некотором предшествующем шаге (a0, b1) алгоритм выполнил
строку с меткой (e), b1 ∈ B(a0) и r(y, a0, b1) = 0. Обратно, пусть (a0, b1) ≺
(a0, b0), b1 ∈ B(a0) и r(y, a0, b1) = 0. Тогда q′(b1) = q(b1) > 0 в начале шаге
(a0, b1) и y(a0, b1) = 0. Фиксация y(a0, b1) = 0 может произойти только на мет-
ках (c) и (e) алгоритма TGI, причем a0 /∈ A′ на шаге (a0, b1) в первом случае
и после этого шага — во втором случае. В любом случае a0 /∈ A′ на шаге
(a0, b0). Утверждение (i) доказано.

Если a0 /∈ A′ на шаге (a0, b0), то на некотором шаге (a0, b) ≺ (a0, b0) алго-
ритм TGI вышел на метку (e). Тогда q(b) ≤ Q(a0), q′(b) = q(b) и q(b) > Q′(a0),
откуда Q′(a0) < Q(a0). Теперь (ii) следует из (5).

Пусть x = x(P,≺). Допустим, что r(x, a, b) ≥ y(a, b) для всех пар (a, b) ≺
(a0, b0) (предположение индукции). Это верно и для пары (a0, b0) при y(a0, b0)
= 0. Пусть y(a0, b0) = 1. Тогда b0 ∈ B(a0) и a0 ∈ A′ на шаге (a0, b0) ал-
горитма TGI(P,≺). Покажем, что r(x, a0, b0) = 1. Положим B′(a0) = {b ∈
B(a0) | (a0, b) ≺ (a0, b0)} и выберем b ∈ B′(a0). Из утверждения (i) следует,
что r(y, a0, b) = 1. Если y(a0, b) = 0, то существует a такое, что (a, b) ≺ (a0, b)
и y(a, b) = 1. Тогда r(x, a, b) = 1 по предположению индукции и x(a0, b) = 0
по (3). Следовательно, y(a0, b) ≥ x(a0, b) для всех b ∈ B′(a0), откуда∑

(a0,b)≺(a0,b0)

x(a0, b)q(b) ≤
∑

(a0,b)≺(a0,b0)

y(a0 , b)q(b) ≤ Q(a0) − q(b0). (7)
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Последнее неравенство в (7) следует из y ∈ X(P ) и y(a0 , b0) = 1. Если най-
дется пара (a, b0) ≺ (a0, b0), для которой x(a, b0) = 1, то r(x, a0, b0) = 1. Пусть
x(a, b0) = 0 для всех (a, b0) ≺ (a0, b0). Тогда на шаге (a0, b0) алгоритма GI(P,≺)
имеем q′(b0) = q(b0), а из (5) и (7) следует, что q(b0) ≤ Q′(a0). Значит, алго-
ритм GI на шаге (a0, b0) выйдет на метку (c) и установит x(a0, b0) = 1, откуда
r(x, a0, b0) = 1 ≥ y(a, b). По индукции r(x, a, b) ≥ y(a, b) для всех a и b, откуда
следует утверждение (iii). �

Следствие 1. Пусть y = y(P,≺). Если y(a0, b0) = 1, то r(y, a0, b) = 1 для
всех b таких, что (a0, b) ≺ (a0, b0) и b ∈ B(a0).

Доказательство. Пусть

y(a0, b0) = 1, b ∈ B(a0), (a0, b) ≺ (a0, b0), r(y, a0, b) = 0.

Тогда a0 /∈ A′ на шаге (a0, b0) алгоритма TGI по утверждению (i) леммы 1,
алгоритм выйдет на метку (c) и установит y(a0 , b0) = 0; противоречие. �

3. MKP с делимыми объектами

Линейную релаксацию задачи (1)–(4) получим, заменив (4) на

x(a, b) ≥ 0 для всех a, b. (8)

Из (3) следует x(a, b) ≤ 1. Условие (8) означает, что в ранец a может быть уло-
жена доля x(a, b) объекта b, имеющая размер x(a, b)q(b) и стоимость x(a, b)v(b).
В случае одного ранца оптимальное решение задачи (1)–(3), (8) строится уклад-
кой, использующей упорядочение объектов по эффективности [6].

Предположим, что некоторые назначения запрещены: указано множество
C ⊆ A ×B такое, что

x(a, b) = 0, если (a, b) /∈ C. (9)

Набор параметров P и множество C определяют задачу (1)–(3), (8), (9); обо-
значим ее L(P, C). Пусть Z(P, C) и Z∗(P, C) — множества всех допустимых
и соответственно всех оптимальных решений задачи L(P, C). Для x ∈ Z(P, C)
и (a0, b0) ∈ A ×B положим S(x, a0) =

∑
b

q(b)x(a, b), R(x, b0) =
∑
a
x(a, b).

Лемма 2. Если x ∈ Z∗(P, C) и (a0, b0) ∈ C, то либо S(x, a0) = Q(a0), либо
R(x, b0) = 1.

Доказательство. Для (a0, b0) ∈ C и x ∈ Z∗(P, C) предположим против-
ное: S(x, a0) = Q(a0) − δ1 и R(x, b0) = 1 − δ2, причем δ1 > 0 и δ2 > 0. По-
ложим δ = min{δ1/q(b0), δ2} > 0. Определим y ∈ R

mn следующим образом:
y(a0 , b0) = x(a0, b0) + δ и y(a, b) = x(a, b) для всех (a, b) = (a0, b0). Легко прове-
рить, что y ∈ Z(P, C), причем V (y) = V (x) + δv(b0) > V (x), что противоречит
выбору x. �

Сформулируем лексикографический алгоритм для задачи L(P, C).

Алгоритм GD (Greedy heuristic for Divisible objects).
вход: задача L(P, C), отношение полного порядка ≺ на A× B;
выход: вектор z ∈ Z(P, C);
begin {алгоритм просматривает пары (a, b) ∈ A×B в соответствии с упорядо-
чением ≺}
(a) Q′(a) := Q(a) для всех a; q′(b) := q(b) для всех b; M := ∅; {инициализация;
Q′(a) — неиспользованный размер ранца a; q′(b) — размер неразмещенной ча-
сти объекта b; M — множество пар (a, b), для которых значение z(a, b) опреде-
лено}
(b) while M = A×B do {построение вектора z}
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найти (a0, b0) = min(≺, A×B) \M); {начало шага (a0, b0)}
if (a0, b0) ∈ C

(c) then z(a0, b0) := min{q′(b0), Q′(a0)}/q(b0); {из неразмещенной части
объекта b0 помещаем в ранец a0 максимум того, что в него еще
можно уложить}
else z(a0, b0) := 0

endif
M := M \ {(a0, b0)}; {значение z(a0, b0) определено}
Q′(a0) := Q′(a0)− q(b0)z(a0, b0); q′(b0) := q′(b0)− q(b0)z(a0, b0); {конец шага
(a0, b0)}

endwhile
end.

Из описания алгоритма GD ясно, что в начале шага (a0, b0) выполнены ра-
венства (5), (6) при x = z. Пусть GD(P, C,≺) — реализация алгоритма GD для
задачи L(P, C), использующая упорядочение ≺ множества A× B; z(P, C,≺) —
допустимое решение задачи, построенное алгоритмом GD(P, C,≺).

Лемма 3. Пусть z = z(P, C,≺) и (a0, b0) ∈ A × B. Если y ∈ Z(P, C)
и z(a, b) = y(a, b) для всех (a, b) ≺ (a0, b0), то z(a0, b0) ≥ y(a0 , b0).

Доказательство. Пусть z(a, b) = y(a, b) для всех (a, b) ≺ (a0, b0)
и y(a0, b0) > z(a0, b0) ≥ 0. Тогда (a0, b0) ∈ C. Из (5), (6) и y ∈ Z(P, C) следует,
что в начале шага (a0, b0) алгоритма GD(P, C,≺) имеем

Q′(a0) = Q(a0) −
∑

(a0,b)≺(a0,b0)

q(b)z(a0, b)

= Q(a0) −
∑

(a0,b)≺(a0,b0)

q(b)y(a0, b) ≥ q(b0)y(a0, b0) > q(b0)z(a0, b0);

q′(b0) = q(b0)[1 −
∑

(a,b0)≺(a0,b0)

z(a, b0)]

= q(b0)[1 −
∑

(a,b0)≺(a0,b0)

y(a, b0)] ≥ q(b0)y(a0, b0) > q(b0)z(a0, b0).

Но по построению q(b0)z(a0, b0) = min{q′(b0), Q′(a0)}; противоречие. �
Далее будем считать, что множества A и B упорядочены отношениями

≺A и ≺B соответственно. Пусть ≺A,B — лексикографическое упорядочение
множества A × B, порожденное отношениями ≺A и ≺B . Для b ∈ B поло-
жим d(b) = v(b)/q(b) (эффективность объекта b). Отношение ≺B назовем
d-упорядочением, если оно упорядочивает объекты по невозрастанию эффек-
тивности: b1 ≺B b2 влечет d(b1) ≥ d(b2) для любых b1, b2. Множество C ⊆ A×B
согласовано с отношением полного порядка ≺A на A, если для любых a1, a2, b
из (a1, b) ∈ C и a1 ≺A a2 следует (a2, b) ∈ C.

Ниже, в теореме 1, сформулированы достаточные условия оптимальности
вектора z(P, C,≺) в задаче L(P, C). При (a0, b0) ∈ A × B и z ∈ Z(P, C) будем
использовать следующие обозначения:

N1(z, a0, b0) = |{b ∈ B | z(a0, b) > 0 и b0 ≺B b}|,
N2(z, a0, b0) = |{a ∈ A | z(a, b0) > 0 и a0 ≺A a}|,

N3(z, a0, b0) = |{a ∈ A | a �A a0 и S(z, a) < Q(a)}|,
N4(z, a0, b0) = |{b ∈ B | b �B b0 и R(z, b) < 1}|,

N(z, a0, b0) =
4∑

k=1

Nk(z, a0, b0).
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Лемма 4. Допустим, что отношение ≺B является d-упорядочением и мно-
жество C согласовано с отношением ≺A. Положим x = z(P, C,≺A,B). Если
y ∈ Z∗(P, C) и x(a, b) = y(a, b) для всех (a, b) ≺A,B (a0, b0), то существует век-
тор z ∈ Z∗(P, C) такой, что из (a, b) ≺A,B (a0, b0) следует z(a, b) = x(a, b), и либо
z(a0, b0) = x(a0, b0), либо N(z, a0, b0) < N(y, a0, b0).

Доказательство. Допустим, что условия леммы выполнены. Если
x(a0, b0) = y(a0, b0), то утверждение леммы выполнено при z = y, поэтому
предположим, что x(a0, b0) = y(a0 , b0). Тогда (a0, b0) ∈ C (так как x(a0, b0) =
y(a0 , b0) = 0 при (a0, b0) /∈ C) и x(a0, b0) > y(a0, b0) по лемме 3. Итак, мы
предполагаем, что

y(a0 , b0) < x(a0, b0) и y(a0 , b) = x(a0, b) при b ≺B b0. (10)

Положим δ1 = x(a0, b0)−y(a0, b0) > 0. Из леммы 2 следует, что S(y, a0) = Q(a0)
или R(y, b0) = 1. Рассмотрим следующие случаи.

1. S(y, a0) = Q(a0), R(y, b0) = 1 − δ2, где δ2 > 0. Тогда с учетом (2)
S(x, a0) ≤ S(y, a0), и из (10) следует, что найдется объект b1, удовлетворяющий
условиям b0 ≺B b1 и y(a0 , b1) > x(a0, b1). Положим δ3 = y(a0 , b1)q(b1)/q(b0) > 0
и δ = min{δ1, δ2, δ3} > 0. Определим вектор z: z(a, b) = y(a, b), если (a, b) /∈
{(a0, b0), (a0, b1)}, z(a0, b0) = y(a0, b0) + δ, z(a0, b1) = y(a0, b1) − δq(b0)/q(b1). Не-
трудно проверить, что z ∈ Z(P, C). Но V (z) = V (y)+δ[v(b0)−v(b1)q(b0)/q(b1)] ≥
V (y), так как b0 ≺B b1 влечет v(b0)/q(b0) ≥ v(b1)/q(b1), следовательно, z ∈
Z∗(P, C). При этом z(a, b) = x(a, b) для (a, b) ≺A,B (a0, b0), Nk(z, a0, b0) ≤
Nk(y, a0, b0) для k ∈ {1, 4} и Nk(z, a0, b0) = Nk(y, a0, b0) для k ∈ {2, 3}. Если
δ = δ1, то z(a0, b0) = x(a0, b0). Если δ = δ2, то N4(z, a0, b0) = N4(y, a0, b0) − 1,
так какR(z, b0) = 1. Если δ = δ3, то z(a0, b1) = 0 иN1(z, a0, b0) = N1(y, a0, b0)−1.
Следовательно, z(a0, b0) = x(a0, b0) или N(z, a0, b0) < N(y, a0, b0).

2. S(y, a0) = Q(a0) − δ2, где δ2 > 0, и R(y, b0) = 1. С учетом (3)
R(x, b0) ≤ R(y, b0), и из (10) следует, что найдется a1, для которого a0 ≺A a1

и y(a1 , b0) > x(a1, b0). Пусть δ = min{δ2/q(b0), δ1, y(a1, b0)} > 0. Определим
вектор z: z(a, b) = y(a, b), если (a, b) /∈ {(a0, b0), (a1, b0)}; z(a0, b0) = y(a0 , b0) + δ;
z(a1, b0) = y(a1 , b0)−δ. Легко проверить, что z ∈ Z(P, C) и V (z) = V (y), откуда
z ∈ Z∗(P, C). При этом z(a, b) = x(a, b) для (a, b) ≺A,B (a0, b0), Nk(z, a0, b0) =
Nk(y, a0, b0) для k ∈ {1, 4} и Nk(z, a0, b0) ≤ Nk(y, a0, b0) для k ∈ {2, 3}. В слу-
чае δ = δ2/q(b0) имеем S(z, a0) = Q(a0), откуда N3(z, a0, b0) = N3(y, a0, b0) − 1.
Если δ = δ1, то z(a0, b0) = x(a0, b0). Если же δ = y(a1, b0), то z(a1, b0) = 0,
откуда N2(z, a0, b0) = N2(y, a0, b0) − 1. Следовательно, z(a0, b0) = x(a0, b0) или
N(z, a0, b0) < N(y, a0, b0).

3. S(y, a0) = Q(a0) и R(y, b0) = 1. В этом случае S(y, a0) ≥ S(x, a0),
R(y, b0) ≥ R(x, b0). Ввиду (10) найдутся a1 и b1 такие, что a0 ≺A a1, b0 ≺B b1,
y(a0 , b1) > x(a0, b1) ≥ 0 и y(a1 , b0) > x(a1, b0) ≥ 0. Заметим, что (a1, b1) ∈ C, так
как множество C согласовано с отношением ≺A, a0 ≺A a1 и (a0, b1) ∈ C (по-
скольку y(a0, b1) > 0). Выберем δ=min{x(a0, b0)−y(a0 , b0), y(a1, b0), y(a0, b1)}>0
и определим вектор z: z(a0, b0) = y(a0 , b0)+δ; z(a1, b0) = y(a1, b0)−δ; z(a0, b1) =
y(a0 , b1)−δ; z(a1, b1) = y(a1, b1)+δ; если (a, b) /∈ {(a0, b0), (a1, b0), (a0, b1), (a1, b1)},
то z(a, b) = y(a, b). Легко видеть, что z ∈ Z(P, C) и V (z) = V (y), откуда
z ∈ Z∗(P, C). Кроме того, z(a, b) = x(a, b) при (a, b) ≺A,B (a0, b0), Nk(z, a0, b0) =
Nk(y, a0, b0) при k ∈ {3, 4} и Nk(z, a0, b0) ≤ Nk(y, a0, b0) при k ∈ {1, 2}. Если
δ = x(a0, b0)−y(a0 , b0), то z(a0, b0) = x(a0, b0). Если δ = y(a1, b0), то z(a1, b0) = 0,
откуда N2(z, a0, b0) < N2(y, a0, b0). Если δ = y(a0, b1), то z(a0, b1) = 0 и
N1(z, a0, b0) < N1(y, a0, b0). И в этом случае z(a0, b0) = x(a0, b0) или N(z, a0, b0)
< N(y, a0, b0). �
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Теорема 1. Если множество C согласовано с отношением ≺A и на B
задано d-упорядочение ≺B , то алгоритм GD(P, C,≺A,B) строит оптимальное
решение задачи L(P, C).

Доказательство. Положим x = z(P, C,≺A,B). Если y ∈ Z∗(P, C), y = x
и (a0, b0) — первая (в упорядочении ≺A,B) пара (a, b), для которой x(a, b) =
y(a, b), то обозначим ϕ(x, y) вектор z, существование которого утверждает
лемма 4. Выберем произвольно y1 ∈ Z∗(P, C) и построим последователь-
ность Y = (y1, y2, . . . ) векторов из Z∗(P, C) следующим образом: если век-
тор yk определен и yk = x, то построение закончено, иначе yk+1 = ϕ(x, yk).
Допустим, что последовательность Y бесконечна. Тогда yk = x для любого
k ≥ 1. Пусть (ak, bk) — первая в упорядочении ≺A,B пара (a, b) такая, что
yk(a, b) = x(a, b). По лемме 4 либо (ak+1, bk+1) = (ak, bk) и N(yk+1, ak+1, bk+1) <
N(yk, ak, bk), либо yk(a, b) = x(a, b) для всех (a, b) �A,B (ak, bk) и, следова-
тельно, (ak, bk) ≺A,B (ak+1, bk+1). Это невозможно, так как N(yk, ak, bk) —
натуральные числа и A × B — конечное множество. Значит, последователь-
ность Y конечна. Понятно, что ее последний элемент совпадет с x, поэтому
x = z(P, C,≺A,B) ∈ Z∗(P, C). �

Отношение полного порядка ≺A на A назовем Q-упорядочением, если
a1 ≺A a2 влечет Q(a1) ≤ Q(a2).

Следствие 2. Если на A задано Q-упорядочение ≺A, а на B — d-упоря-
дочение ≺B и C = {(a, b) | q(b) ≤ Q(a)}, то алгоритм GD(P, C,≺A,B) решает
задачу L(P, C).

Доказательство. Очевидно, что множество C согласовано с отноше-
нием ≺A. Остается применить теорему 1. �

4. Комбинированные алгоритмы

Сформулируем комбинированные алгоритмы max GI и maxTGI, которые,
как будет доказано, являются 0, 5-приближенными для MKP. Отношение
полного порядка ≺B на B назовем v-упорядочением, если b1 ≺B b2 влечет
v(b1) ≥ v(b2).

Алгоритм maxGI
вход: задача K(P ); Q-упорядочение ≺A на A; d-упорядочение ≺d на B; v-упо-
рядочение ≺v на B;
выход: допустимое решение x задачи K(P );
begin
(a) ≺B :=≺d; выполнить алгоритм GI(P,≺A,B); x1 := x(P,≺A,B);

≺B :=≺v ; выполнить алгоритм GI(P,≺A,B); x2 := x(P,≺A,B);
if V (x1) ≥ V (x2) then x := x1 else x := x2

end.
Известно [1, с. 28; 7, теорема 5], что при одном ранце алгоритм maxGI

имеет оценку относительной точности 0, 5. Идея этого алгоритма использована
в [1, с. 166–167] при построении 1/(m+1)-приближенного алгоритма для MKP.

Алгоритм maxTGI получается из алгоритма maxGI заменой строки
с меткой (a) следующей строкой:

≺B :=≺d; выполнить алгоритм TGI(P,≺A,B); x1 := y(P,≺A,B).

4.1. Схема доказательства основного результата. Утверждение (iii)
леммы 1 показывает, что из 0, 5-приближенности алгоритма maxTGI следует
0, 5-приближенность алгоритмаmaxGI.Пусть ≺A — Q-упорядочение и ≺B — d-
упорядочение. Чтобы доказать 0, 5-приближенность алгоритмаmaxTGI для за-
дачи K(P ), мы, используя вектор y = y(P,≺A,B), построим множество B′ «до-
полнительных» объектов. Затем сформируем расширенное множество объек-
тов B1 = B ∪ B′, доопределим функции q(·), v(·) на множестве B1 и рас-
ширим отношение ≺B до d-упорядочения ≺B1 множества B1. Пусть P1 =
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〈A,B1, q(·), v(·), Q(·)〉. Мы построим множество C ⊆ A×B1 , согласованное с от-
ношением ≺A и включающее все пары (a, b) из A × B такие, что q(b) ≤ Q(a).
По теореме 1 вектор z, построенный алгоритмом GD(P1, C,≺A,B1), — опти-
мальное решение задачи L(P1, C). Пусть V ∗

1 и V ∗ — оптимальные значения
целевых функций в задачах L(P1, C) и K(P ) соответственно, а вектор x по-
строен алгоритмом GI(P,≺A,B) с использованием v-упорядочения множества B
в качестве ≺B . Мы покажем, что y = (z(a, b) | (a, b) ∈ A× B), V (x) ≥ ∑

b∈B′
v(b)

и V (x) + V (y) ≥ V ∗
1 ≥ V ∗. Отсюда max{V (x), V (y)} ≥ 0, 5V ∗.

4.2. Построение задачи L(P1, C). Выберем Q-упорядочение ≺A на A
и d-упорядочение ≺B на B. Для x ∈ X(P ) и a ∈ A положим B+(x, a) = {b |
x(a, b) = 1} и B−(x, a) = {b ∈ B(a) | r(x, a, b) = 0}. Если B−(x, a) = ∅, положим
β(a) = min(≺B, B

−(x, a)).

Лемма 5. Пусть y = y(P,≺A,B). Тогда:
(i) если B−(y, a) = ∅, то q(β(a)) > Q(a) − S(y, a);
(ii) если B−(y, a1) = ∅, a1 ≺A a и r(y, a, β(a1)) = 0, то B+(y, a) = ∅

и B+(y, a) ∩B(a1) = ∅.
Доказательство. (i) Пусть B−(y, a) = ∅. По определению β(a) ∈ B(a),

r(y, a, β(a)) = 0 и r(y, a, b) = 1 для всех b ≺B β(a) таких, что b ∈ B(a). Кроме
того, y(a, b) = 0 для всех b таких, что β(a) ≺B b (по следствию 1). Тогда
на шаге (a, β(a)) алгоритма TGI имеем a ∈ A′ (по утверждению (i) леммы 1)
и Q′(a) = Q(a) − S(y, a). Если q(β(a)) ≤ Q(a) − S(y, a), то алгоритм TGI на
метке (d) установит y(a, β(a)) = 1, что противоречит r(y, a, β(a)) = 0.

(ii) Предположим, что B−(y, a1) = ∅, a1 ≺A a и r(y, a, β(a1)) = 0. Из
r(y, a, β(a1)) = 0 следует y(a, β(a1)) = 0. Алгоритм TGI установит y(a, β(a1))
= 0, только если на шаге (a, β(a1)) выполнено одно из следующих условий:
(a) a /∈ A′, (b) q(β(a1)) > Q′(a), (c) β(a1) /∈ B(a), (d) q′(β(a1)) = 0. Усло-
вия (c) и (d) не выполняются, так как β(a1) ∈ B(a1) ⊆ B(a) по определению
и r(y, a, β(a1))=0 по предположению. B+(y, a) = ∅ следует из условия (а) по
утверждению (ii) леммы 1 и из условия (b) — по (5). Пусть b ∈ B+(y, a). Тогда
r(y, a, b) = 1, b = β(a1) (так как r(y, a, β(a1)) = 0 по условию) и r(y, a1, b) = 0
по (3). Учитывая определение β(a1), имеем либо b /∈ B(a1), либо β(a1) ≺B b.
Но β(a1) ≺B b влекло бы r(x, a, β(a1)) = 1 по следствию 1, что противоречит
предположению. Значит, b /∈ B(a1). �

Пусть y = y(P,≺A,B). Для всех a таких, что B−(y, a) = ∅, определим объек-
ты δ(a) следующим образом. Допустим, что объекты δ(a) уже выбраны для
всех a ≺A a0 таких, что B−(y, a) = ∅. Если β(a0) /∈ {δ(a) | a ≺A a0}, то положим
δ(a0) = β(a0). Если β(a0) = δ(a1) для какого-то a1 ≺A a0, найдем ранец a такой,
что a1 ≺A a �A a0 и B+(y, a) ∩ {δ(a′) | a1 ≺A a′ ≺A a0} = ∅, и выберем δ(a0) из
B+(y, a). Докажем корректность предшествующего определения.

Лемма 6. Если y = y(P,≺A,B) и B−(y, a) = ∅, то объект δ(a) определен
и либо δ(a) = β(a), либо r(y, a, δ(a)) = 1.

Доказательство. Пусть y = y(P,≺A,B) и B−(y, a0) = ∅. Допустим (ги-
потеза индукции), что значения δ(a) определены для всех a ≺A a0 таких, что
B−(y, a) = ∅, и либо δ(a) = β(a), либо r(y, a, δ(a)) = 1. Если β(a0) /∈ {δ(a) |
a ≺A a0}, то δ(a0) = β(a0). Если β(a0) = δ(a1) для какого-то a1 ≺A a0,
то r(y, a1, δ(a1)) ≤ r(y, a0, β(a0)) = 0, и, учитывая предположение индукции,
δ(a1) = β(a1). Пусть M1 = {a | a1 ≺A a �A a0} и M2 = {δ(a) | a1 ≺A a ≺A

a0}. Понятно, что |M1| > |M2|. Множества B+(y, a) попарно не пересекают-
ся, поэтому найдется ранец a ∈ M1, для которого B+(y, a) ∩ M2 = ∅, при
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этом B+(y, a) = ∅ по утверждению (ii) леммы 5. Следовательно, удастся вы-
брать δ(a0) ∈ B+(y, a) в соответствии с определением. Из a �A a0 следует
r(y, a0, δ(a0)) = 1. �

Следующая лемма описывает используемые в дальнейшем свойства набора
объектов δ(a).

Лемма 7. Если y = y(P,≺A,B) и B−(y, a) = ∅, то:
(i) δ(a) ∈ B(a);
(ii) объекты δ(a) попарно различны;
(iii) δ(a) �B β(a);
(iv) q(δ(a)) > Q(a) − S(y, a).

Доказательство. (i) По лемме 6 либо δ(a) = β(a), либо r(y, a, δ(a)) = 1.
В любом случае δ(a) ∈ B(a).

(ii) Пусть B−(y, a0) = ∅. Покажем, что δ(a0) /∈ {δ(a′) | a′ ≺A a0}. По
определению δ(a0) это верно, если δ(a0) = β(a0). Если же δ(a0) = β(a0), то
найдутся a1 и a2 такие, что

δ(a0) /∈ {δ(a) | a1 ≺A a ≺A a0}, (11)

a1 ≺A a2 �A a0, β(a0) = δ(a1), δ(a0) ∈ B+(y, a2). (12)

Отсюда r(y, a1, δ(a1)) ≤ r(y, a2, δ(a1)) ≤ r(y, a0, β(a0)) = 0 и δ(a1) = β(a1) по
лемме 6. Следовательно, r(y, a, β(a1)) ≤ r(y, a0, β(a1)) = r(y, a0, β(a0)) = 0
и, по утверждению (ii) леммы 5, B+(y, a2) ∩ B(a1) = ∅, поэтому δ(a0) /∈ B(a1).
С учетом утверждения (i), δ(a) ∈ B(a) ⊆ B(a1) для a �A a1, поэтому δ(a0) /∈
{δ(a) | a �A a1}. Отсюда, с учетом (11), следует утверждение (ii).

(iii) Предположим, что δ(a) = β(a). Тогда, по определению δ(a), суще-
ствуют a1 и a2, удовлетворяющие условиям (11), (12) при a0 = a. По утвер-
ждению (i) из β(a) = δ(a1) следует, что β(a) ∈ B(a1) ⊆ B(a2), при этом
r(y, a2, β(a)) ≤ r(y, a, β(a)) = 0. Применяя следствие 1 (с заменой a0, b0 и b
на a2, δ(a) и β(a) соответственно), получим δ(a) ≺B β(a).

(iv) Если δ(a) = β(a), то утверждение (iv) эквивалентно утверждению (i)
леммы 5. Если же δ(a) = β(a), то существуют a1 и a2, удовлетворяющие
условиям (11), (12) при a0 = a. Тогда из r(y, a, β(a)) = 0 следует r(y, a1, δ(a1)) =
r(y, a2, β(a)) = 0, и β(a) = δ(a1) = β(a1) по лемме 6. Значит, r(y, a2, β(a1)) ≤
r(y, a, β(a) = 0. Тогда B+(y, a2) ∩ B(a1) = ∅ по утверждению (ii) леммы 5,
и из δ(a) ∈ B+(y, a2) следует δ(a) /∈ B(a1). Отсюда и из β(a) = δ(a1) ∈ B(a1),
используя утверждение (i) леммы 5, получаем q(δ(a)) > Q(a1) ≥ q(β(a)) >
Q(a) − S(y, a). �

Пусть y = y(P,≺A,B), A1 = {a ∈ A | B−(y, a) = ∅}. Для каждого a ∈ A1

введем новый объект γ(a) с параметрами q(γ(a)) = Q(a) − S(y, a) и v(γ(a)) =
q(γ(a)) ·d(δ(a)). Определение v(γ(a)) корректно, так как для a ∈ A1 объект δ(a)
существует (по лемме 6).

Положим B′ = {γ(a) | a ∈ A1} и B1 = B ∪ B′. Функции q(·) и v(·) те-
перь определены на B1. Отношение ≺B1 на B1 установим следующим образом:
на B отношение ≺B1 совпадает с ≺B , и объект γ(a) непосредственно предше-
ствует δ(a).

Если A1 = ∅, то вектор y является оптимальным решением задачи K(P ),
поскольку все объекты размещены. Учитывая это, будем считать, что A1 = ∅.
Очевидно, что отношение ≺B1 вполне упорядочивает множество B1. Покажем,
что это d-упорядочение.

Лемма 8. Отношение ≺B1 упорядочивает B1 по невозрастанию эффектив-
ности объектов.

Доказательство. Пусть d(b) = v(b)/q(b) для b ∈ B1. Покажем, что
b1 ≺B1 b2 → d(b1) ≥ d(b2) для всех b1 и b2 из B1. (13)
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Очевидно, что условие (13) выполнено для b1 и b2 из B. Если же b = γ(a),
то d(b) = v(γ(a))/q(γ(a)) = d(δ(a)), поэтому размещение γ(a) непосредственно
перед δ(a) сохраняет условие (13). �

Итак, имеем Q-упорядочение ≺A на A, расширенное множество объек-
тов B1 с d-упорядочением ≺B1 и определенные на B1 функции q(·) и v(·).
Положим C = {(a, b) ∈ A × B | q(b) ≤ Q(a)} ∪ {(a, γ(a′)) | a′ �A a} и P1 =
〈A,B1, q(·), v(·), Q(·)〉. Теперь определена задача L(P1, C).

4.3. Свойства оптимального решения задачи L(P1, C). Пусть
Z(P1, C) и V1(·) — множество допустимых решений и целевая функция задачи
L(P1, C) соответственно; V ∗ и V ∗

1 — оптимальные значения целевых функций
в задачах K(P ) и L(P1, C) соответственно.

Положим u0 = z(P1, C,≺A,B1) = (u0(a, b) | (a, b) ∈ A ×B1).

Лемма 9. Выполняются соотношения V ∗ ≤ V ∗
1 = V1(u0).

Доказательство. Пусть x ∈ X(P ) и u(x) = (u(a, b) | (a, b) ∈ A × B1),
где u(a, b) = x(a, b) при b ∈ B и u(a, b) = 0 при b ∈ B′. Очевидно, что u(x) ∈
Z(P1, C), V1(u(x)) = V (x) и, следовательно, V ∗ ≤ V ∗

1 .
Пусть (a, b) ∈ C и a ≺A a1. Если b ∈ B, то q(b) ≤ Q(a) ≤ Q(a1), поэтому

(a1, b) ∈ C. Если же b = γ(a′), то из (a, b) ∈ C по определению множества C
следует, что a′ �A a. Тогда a′ ≺A a1 и (a1, b) ∈ C по определению. Следо-
вательно, множество C согласовано с отношением ≺A. С учетом леммы 8 из
теоремы 1 следует, что u0 — оптимальное решение задачи L(P1, C). �

Для x ∈ X(P ), u = (u(a, b) | (a, b) ∈ A×B1) и a0 ∈ A обозначим

s(x, a0, b0) =
∑

{b∈B|b≺Bb0}
q(b)x(a0, b), s1(u, a0, b0) =

∑
{b∈B1|b≺B1b0}

q(b)u(a0, b).

Положим y0 = y(P,≺A,B).

Теорема 2. (i) Для всех (a, b) ∈ A × B выполняется равенство u0(a, b) =
y0(a, b);

(ii) Для всех a ∈ A1 выполняется равенство u0(a, γ(a)) = 1.

Доказательство. На шаге (a0, b0) алгоритма GD(P1, C,≺A,B1) значения
u0(a, b) уже известны для всех пар (a, b) ≺A,B1 (a0, b0). Допустим (предположе-
ние индукции), что для всех таких пар выполнены следующие условия: если
b ∈ B, то u0(a, b) = y0(a, b); если a ∈ A1 и b = γ(a), то u0(a, b) = 1. При этом
предположении

u0(a0, γ(a)) = 0, если γ(a) �B1 b0, a = a0. (14)

Действительно, пусть γ(a)�B1 b0, a = a0. Если a0 ≺A a, то (a0, γ(a)) /∈C
и u0(a0, γ(a)) = 0 в соответствии с алгоритмомGD. Если же a ≺A a0, то (a, γ(a))
≺A,B1 (a0, b0), u0(a, γ(a)) = 1 по предположению индукции и u0(a0, γ(a)) = 0
по (3).

(i) Пусть b0 ∈ B. Если b ≺B1 b0 и b ∈ B, то (a0, b) ≺A,B1 (a0, b0) и по
предположению индукции u0(a0, b) = y0(a0, b). Выше мы определили объекты
γ(a) только для a ∈ A1. Далее удобно считать, что для каждого a ∈ A\A1 тоже
определен объект γ(a) такой, что q(γ(a)) = 0. Тогда, учитывая (14), можем
записать

s1(u0, a0, b0) = q(γ(a0)) · u0(a0, γ(a0)) + s(y0, a0, b0). (15)

Отсюда s1(u0, a0, b0) ≤ q(γ(a0)) + s(y0, a0, b0). По определению q(γ(a0)) = 0,
если a0 /∈ A1, и q(γ(a0)) = Q(a0) − S(y0 , a0), если a0 ∈ A1. Кроме того, Q(a0) ≥
S(y0 , a0) по (2). Тогда при любом a ∈ A имеем

Q(a0) − s1(u0, a0, b0) ≥ S(y0 , a0) − s(y0, a0, b0). (16)
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Если b0 /∈ B(a0), то u0(a0, b0) = y0(a0, b0) = 0 по построению. Если
y0(a, b0) = 1 для некоторого a ≺A a0, то u(a, b0) = 1 по предположению индук-
ции и, по условию (3), u0(a0, b0) = y0(a0, b0) = 0. Рассмотрим случай b0 ∈ B(a0)
и y0(a, b0) = 0 для всех a ≺A a0. Тогда с учетом предположения индукции∑

a≺Aa0

y0(a, b0) =
∑

a≺Aa0

u0(a, b0) = 0. (17)

Предположим, что y0(a0, b0) = 1. Тогда b0 ∈ B(a0), (a0, b0) ∈ C и S(y0 , a0)
≥ s(y0, a0, b0) + q(b0). С учетом (16) Q(a0) − s1(u0, a0, b0) ≥ q(b0). В сочетании
с (17) это гарантирует, что алгоритм GD на шаге (a0, b0) установит u0(a0, b0) =
1 = y0(a0, b0).

Теперь допустим, что y0(a0, b0) = 0. Тогда r(y0, a0, b0) = 0, и из b0 ∈ B(a0)
следует, что b0 ∈ B−(y0, a0), поэтому a0 ∈ A1 и определены объекты β(a0),
δ(a0). Из определения отношения ≺B1 , утверждения (iii) леммы 7 и опреде-
ления β(a) получим γ(a0) ≺B1 δ(a0) �B β(a0) �B b0. Тогда (a0, γ(a0)) ≺A,B1

(a0, b0) и u0(a0, γ(a0)) = 1 по предположению индукции. Из (15) следует, что
s1(u0, a0, b0) = q(γ(a0)) + s(y0 , a0, b0), тогда Q(a0) − s1(u0, a0, b0) = S(y0 , a0) −
s(y0 , a0, b0). Но y0(a0, b0) = 0 влечет S(y0 , a0) = s(y0 , a0, b0) (следствие 1), по-
этому Q(a0) = s1(u0, a0, b0). Строка с меткой (с) алгоритма GD на шаге (a0, b0)
даст u0(a0, b0) = 0.

(ii) Допустим, что a0 ∈ A1 и b0 = γ(a0). Если a ≺A a0, то (a, b0) /∈ C и
u0(a, b0) = 0. Используя (14) и предположение индукции, получим s1(u0, a0, b0)
=

∑
{b∈B|b≺Bb0}

q(b)u(a0, b) = s(y0 , a0, b0) ≤ S(y0 , a0). По определению q(γ(a0)) =

Q(a0) − S(y0 , a0) ≤ Q(a0) − s1(u0, a0, b0). Тогда строка с меткой (с) алгорит-
ма GD на шаге (a0, b0) даст u0(a0, b0) = 1. �

Следствие 3. Справедливо неравенство V ∗
1 ≤ V (y0) +

∑
a∈A1

v(δ(a)).

Доказательство. Для каждого a ∈ A1 по определению

v(γ(a)) = q(γ(a)) · d(δ(a)) =
Q(a) − S(y, a)

q(δ(a))
v(δ(a)),

поэтому из утверждения (iv) леммы 7 следует, что v(γ(a)) < v(δ(a)). Используя
лемму 9, теорему 2 и утверждение (iv) леммы 7, получим

V ∗
1 = V1(u0) =

∑
b∈B

v(b)
∑
a∈A

u0(a, b) +
∑
b∈B′

v(b)
∑
a∈A

u0(a, b))

=
∑
b∈B

v(b)
∑
a∈A

y0(a, b) +
∑

a∈A1

v(γ(a)) ≤ V (y0) +
∑

a∈A1

v(δ(a)). �

4.4. Основной результат. Пусть на A задано Q-упорядочение ≺A, а на
B — v-упорядочение ≺B . Для каждого a ∈ A1 построим объект ϕ(a) следую-
щим образом: если объекты ϕ(a′) ∈ B(a′) определены для всех a′ ∈ A1 таких,
что a′ ≺A a , то положим

Φ(a) = {ϕ(a′) | a′ ∈ A1, a
′ ≺A a}, ϕ(a) = min(≺B , B(a) \ Φ(a)),

D(a) = {δ(a′) | a′ ∈ A1, a
′ ≺A a}.

Следующая лемма доказывает корректность определения ϕ(a).
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Лемма 10. Если a ∈ A1, то значение ϕ(a) определено.

Доказательство. Понятно, что |Φ(a)| ≤ |{a′ ∈ A1 | a′ ≺A a}|. Из утвер-
ждения (ii) леммы 7 следует, что |D(a)| = |{a′ ∈ A1 | a′ ≺A a}| и δ(a) /∈
D(a). Из утверждения (i) леммы 7 и определения Q-упорядочения следует, что
D(a) ∪ {δ(a)} ⊆ B(a). Тогда |Φ(a)| ≤ |D(a)| < |B(a)| и B(a) \ Φ(a) = ∅. �

Лемма 11. Пусть Φ = {ϕ(a) | a ∈ A1}, D = {δ(a) | a ∈ A1}. Существует
изоморфизм π : D �→ Φ такой, что v(π(b)) ≥ v(b) для всех b ∈ D.

Доказательство. Пусть определен изоморфизм π : D(a0) �→ Φ(a0), удо-
влетворяющий условию v(π(b)) ≥ v(b) для всех b ∈ D(a0) (гипотеза индук-
ции). Положим Φ1(a0) = {ϕ(a) | a ≺A a0, ϕ(a) ≺B ϕ(a0)} и покажем, что
Φ1(a0) = {b ∈ B(a0) | b ≺B ϕ(a0)}. Действительно, если b ∈ B(a0) и b ≺B ϕ(a0),
то b = ϕ(a) для какого-то a ≺A a0 по определению ϕ(a0), откуда b ∈ Φ1(a0).
Обратно, если b ∈ Φ1(a0), то найдется a ≺A a0, для которого b = ϕ(a) ≺B ϕ(a0),
причем b ∈ B(a) ⊆ B(a0). Следовательно, Φ1(a0) = {b ∈ B(a0) | b ≺B ϕ(a0)}.
Обозначим D1(a0) = π−1(Φ1(a0)), D+

1 = D1(a0)∪{δ(a0)} и Φ+
1 = Φ1(a0)∪{ϕ(a0)}.

Множества Φ1(a0) и D1(a0) равномощны, положим k = |Φ1(a0)| = |D1(a0)|. Пе-
речислим множества D+

1 и Φ+
1 в соответствии с упорядочением ≺B : D+

1 ={
b11, . . . , b

1
k+1

}
и Φ+

1 =
{
b21, . . . , b

2
k+1

}
. Объекты δ(a) попарно различны по утвер-

ждению (ii) леммы 7, поэтому множество D+
1 включает k+1 элемент из B(a0).

Объекты ϕ(a) попарно различны по построению, поэтому множество Φ+
1 вклю-

чает k+1 первых (в упорядочении ≺B) элементов из B(a0). Тогда v
(
b1i
) ≤ v

(
b2i
)

для любого i ∈ {1, . . . , k + 1}.
Не изменяя π(b) для b ∈ D(a0) \ D1(a0), переопределим соответствие π

на D1(a0) и доопределим его на δ(a0): π
(
b1i
)

= b2i . Теперь π отображает множе-
ство D(a0) ∪ {δ(a0)} на Φ(a0) ∪ {ϕ(a0)}. Взаимная однозначность отображения
сохраняется. �

Следствие 4. Справедливо неравенство
∑

a∈A1

v(δ(a)) ≤ ∑
a∈A1

v(ϕ(a)).

Доказательство. Пусть π : D �→ Φ — отображение, построенное в лем-
ме 11. Тогда

∑
a∈A1

v(δ(a)) =
∑

b∈D

v(b) ≤ ∑
b∈D

v(ϕ(b)) =
∑
b∈Φ

v(b). �

Покажем, что все объекты ϕ(a) войдут в размещение x(P,≺A,B).

Лемма 12. Если x = x(P,≺A,B), то r(x, a, ϕ(a)) = 1 для всех a ∈ A1.

Доказательство. Пусть r(x, a, ϕ(a)) = 1 для всех a из A1 таких, что
a ≺A a0 (гипотеза индукции). Обозначим Φ−(a0) = B(a0) \ Φ(a0), M(a0) =
{b ∈ B(a0) | ∑

a≺a0

x(a, b) = 0} и b0 = min(≺B ,M(a0)). Пусть r(x, a0, ϕ(a0)) = 0.

Тогда ϕ(a0) ∈ M(a0). Из индукционной гипотезы следует, что b0 ∈ Φ−(a0).
Но ϕ(a0) = min(≺B ,Φ−(a0)), поэтому ϕ(a0) = b0. Отсюда x(a, ϕ(a0)) = 0 для
всех a ≺A a0 и x(a0, b) = 0 для всех b ≺B b0 из B(a0) (так как

∑
a≺a0

x(a, b) = 1

для такого b). Тогда из (5) и (6) следует, что на шаге (a0, ϕ(a0)) алгоритма
GI(P,≺A,B) будет q′(ϕ(a0)) = 0 и Q′(a0) = Q(a0), вследствие чего алгоритм
выйдет на строку с меткой (c) и установит x(a0, ϕ(a0)) = 1, а это противоречит
предположению r(x, a0, ϕ(a0)) = 0. �

Теорема 3. Алгоритм maxTGI строит 0, 5-приближенное решение задачи
о многих ранцах.
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Доказательство. Применяя последовательно лемму 9, следствие 3, след-
ствие 4 и лемму 12, получим

V ∗ ≤ V ∗
1 ≤ V (y0) +

∑
a∈A1

v(δ(a)) ≤ V (y0) +
∑

a∈A1

v(ϕ(a)) ≤ V (y0) + V (x0).

Здесь V ∗ — оптимальное значение целевой функции в MKP (1)–(4), а V (y0)
и V (x0) — значения этой функции на векторах, построенных соответственно
алгоритмом TGI с d-упорядочением на B и алгоритмом GI с v-упорядочением
на B, при Q-упорядочении множества A в обоих случаях. �

Наконец, по утверждению (iii) леммы 1 из 0, 5-приближенности алгорит-
ма maxTGI следует 0, 5-приближенность алгоритма maxGI.

Следствие 5. Алгоритм maxGI строит 0, 5-приближенное решение задачи
о многих ранцах.

Заключение

Построен новый 0, 5-приближенный алгоритм для задачи о нескольких ран-
цах, который может быть использован, например, при распределении вычисли-
тельного ресурса в многопроцессорной системе. Алгоритм имеет трудоемкость
O(mn) (без учета сортировок) и обобщает на случай m > 1 алгоритм из [7].
Такие же оценки относительной точности и трудоемкости имеет алгоритм,
описанный в [2, с. 299]. Указанные алгоритмы порождают, как правило, раз-
личные распределения, поэтому в приложениях целесообразно применять оба
алгоритма и выбирать лучший из полученных результатов.

Авторы благодарны участникам семинара «Дискретные экстремальные за-
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