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Рассматривается обратная задача определения источника в волновом уравнении по дополнительной
информации, измеренной на различных частях границы области. Исследуется степень некорректности
обратной задачи. Построен и исследован алгоритм регуляризации, основанный на сингулярном разло-
жении дискретного аналога обратной задачи.
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The inverse source problem for the wave equation is considered. The additional information is measured on
different parts of the boundary of the domain. The degree of ill-posedness of the inverse problem is investigated.
The numerical algorithm which is based on the SVD of the discrete inverse problem is constructed and tested.
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1. Постановка задачи

Рассматривается обратная задача 1 определения функции q(x, y) из соотношений
utt = uxx + uyy + g(t)q(x, y), (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T ),
u |t=0= 0, ut |t=0= 0,
∂u

∂n
= 0 на ∂Ω,

(1)

u(0, y, t) = f1(y, t), (2)

где Ω = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x < L1, 0 < y < L2}, n — внешняя нормаль к ∂Ω. Здесь функ-
ция g(t) считается известной и g(+0) 6= 0. Подобные задачи возникают в сейсморазведке,
электродинамике, акустике и в других процессах, описываемых волновыми уравнениями.
Дополнительная информация (2) во многих случаях может быть дополнена измерениями
на других частях границы, например,

u(L1, y, t) = f2(y, t), (3)
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u(x, L2, t) = f3(x, t). (4)

Обратной задачей 2 назовем задачу определения функции q(x, y) из соотношений
(1)–(3), а обратной задачей 3 — определения функции q(x, y) из соотношений (1)–(4).

В данной работе мы покажем, что увеличение количества дополнительной информа-
ции, т. е. переход от обратной задачи 1 к обратной задаче 2, а затем к обратной задаче 3
улучшает разрешающую способность обратной задачи. Основная идея работы заклю-
чается в исследовании дискретного аналога обратной задачи, построении явного вида
оператора дискретной обратной задачи (матрицы Amn) и в исследовании поведения син-
гулярных чисел оператора дискретной обратной задачи.

2. Дискретизация обратной задачи

После несложных преобразований, включающих деконволюцию и разложение в ряд
Фурье по переменной y, обратную задачу 1 можно привести к последовательности одно-
мерных обратных задач [1–3]: u(k)tt

= u(k)xx
− 4π2

L2
2

k2u(k), x ∈ (0, L1), t ∈ (0, T ),

u(k)(x, 0) = q(k)(x), u(k)t
(x, 0) = 0,

(5)

u(k)x
(0, t) = u(k)x

(L1, t) = 0, (6)

u(k)(0, t) = f1
(k)(t), (7)

здесь k = 0,±1,±2, . . . .
Дополнительная информация для обратных задач 2 и 3 принимает вид

u(k)(L1, t) = f2
(k)(t), (8)

u(k)(L2, t) = f3
(k)(t). (9)

Построение сингулярного разложения в нашем случае является сложной задачей [4].
Однако на практике линейные некорректные задачи сводятся к системам линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ), поэтому мы рассмотрим дискретный аналог обратной
задачи.

Пусть количество узлов равномерной сетки по переменной x на интервале (0, L1) чет-
но: Nx = 2p. Выберем количество узлов равномерной сетки по переменной t из условия
Nt ≥ Nx, где Nt нечетно. Интервал измерения по t выберем из условия T = Nt

Nx
L1. Тогда

hx = ht = h, где hx = L1/Nx, ht = T/Nt.
Используя явную разностную схему второго порядка аппроксимации, получим дис-

кретную задачу
uj+1

i = ck
2 uj

i+1 + ck
2 uj

i − uj−1
i ,

u0
i = qi, u1

i = ck
4 (u0

i+1 + u0
i−1),

uj+1
0 = cku

j
1 − uj−1

0 , uj+1
Nx

= cku
j
Nx−1 − uj−1

Nx
,

(10)

где
ck = 2− k2h2,
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uj
0 = f j

1 , (11)

uj
Nx

= f j
2 , (12)

uj
Ny

= f j
3 . (13)

Целью следующего подпункта 2.1 является представление обратной задачи (10)–(11)
в виде A1

m,nqn = f1
m, обратной задачи (10)–(12) в виде A12

2m,nqn = f2
2m, обратной задачи

(10)–(13) в виде A123
3m,nqn = f3

3m.

2.1. Сведение обратных задач к СЛАУ

Пусть
v1 =

(
u2

0, u
2
2, . . . , u

2
Nx

)>
, v2 =

(
u3

1, u
3
3, . . . , u

3
Nx−1

)>
.

Положим

U0 =
(
u0

0, u
0
2, . . . , u

0
Nx

, u1
1, u

1
3, . . . , u

1
Nx−1

)>
, U1 =

(
v1, v2

)>
,

Q =
(
q0, q2, . . . , qNx

)>
.

В силу того, что Nx = 2p, векторы U0 и U1 имеют размерность 2p + 2. Векторы v1 и
v2 можно записать следующим образом [1]:

v1 = B4U
0, v2 = B1v1 + B2B3U

0.

Здесь

B1 =



ck

2
ck

2
0 · · · 0

0
ck

2
ck

2
· · · 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 · · · ck

2
ck

2

 , B2 =


−1 0 · · · 0
0 −1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · −1

 ,

B3 =


0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 0 0 · · · 1

 , B4 =


−1 0 · · · 0 ck 0 · · · 0
0 −1 · · · 0

ck

2
ck

2
· · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · −1 0 0 · · · ck

 .

Теорема 1. Обратная задача 1 сводится к системе линейных алгебраических уравне-
ний A1

m,nqn = f1
m, где матрица A1

m,n имеет следующий вид:

A1
m,n = M1P, M1 =


1-я строка матрицы I
1-я строка матрицы C
1-я строка матрицы C2

...
1-я строка матрицы C(Nt−1)/2

 , C =
(

B4

B1B4 + B2B3

)
,
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P =



1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−ck

4
ck

4
0 · · · 0

0 − ck
4

ck
4 · · · 0

...
...

. . . . . .
...

0 0 · · · −ck

4
ck

4


.

Размерность матрицы P равна (2p + 1)× (p + 1).

Следствие 1. Обратные задачи 2 и 3 сводятся к системам линейных алгебраических
уравнений A12

2m,nqn = f2
2m и A123

3m,nqn = f3
3m соответственно, где

A12 =
(

A1

A2

)
=

(
M1P
M2P

)
, M2 =


(p + 1)-я строка матрицы I
(p + 1)-я строка матрицы C
(p + 1)-я строка матрицы C2

...
(p + 1)-я строка матрицы C(Nt−1)/2

 ,

A123 =

A1

A2

A3

 =

M1P
M2P
M3P

 , M3 =


(p + 1)-я строка матрицы C(Nt−1)/2

(p + 2)-я строка матрицы C(Nt−1)/2

(p + 3)-я строка матрицы C(Nt−1)/2

...
(2p− 1)-я строка матрицы C(Nt−1)/2

 .

Напомним, что матрицы A1, A12, A123 построены для конкретного значения k, т. е.
A1 = A1(k), A12 = A12(k), A123 = A123(k).

Исследуем сингулярные числа матриц.

2.2. SVD анализ матриц

Ниже приведены графики сингулярных чисел при различных значениях
k = 0, 4, 15, 25.

Рис. 1. σj(A1) Рис. 2. σj(A12) Рис. 3. σj(A123)

На рис. 1 приведены сингулярные числа матрицы A1, σj(A1), на рис. 2 — сингулярные
числа матрицы A12, σj(A12), на рис. 3 — сингулярные числа матрицы A123, σj(A123),
j = 0, 1, 2, . . . , 50.
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Анализ графиков на рис. 3 показывает, что у задачи (10)–(13) сингулярные числа
σj(A123) медленнее стремятся к нулю, чем у задачи (10)–(12). В свою очередь, у задачи
(10)–(12) сингулярные числа σj(A12) медленнее стремятся к нулю, нежели у задачи (10)–
(11). С ростом k сингулярные числа во всех трех случаях стремятся к нулю, т. е. степень
некорректности задачи растет [1].

Таким образом, количество измерений на границе области непосредственно влияет на
характер убывания сингулярных чисел матрицы, соответствующей оператору задачи.

2.3. Алгоритм построения нормального псевдорешения и r-решения

Рассмотрим задачу Amnqn = fm. В силу теоремы о сингулярном разложении суще-
ствуют ортогональные матрицы Umm и Vnn и набор неотрицательных чисел {σj}, что

Amn = UmmΣmnV >
nn.

Здесь

Σmn =


σ1 0 0 0 0 0 0
0 σ2 0 0 0 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
0 0 0 · · · σm 0 0 0

 , σj+1 ≤ σj .

Задача Amnqn = fm переписывается в виде

UmmΣmnV >
nnqn = fm.

Положим zn = V >
nnqn. Тогда qn = Vnnzn. В силу того, что U>

mm = U−1
mm, получаем

Σmnzn = U>
mmfm = gm.

Следовательно, zj = gj/σj , если σj 6= 0 (j = 1, 2, . . . ,m). При σj = 0 полагаем zj = 0. Тем
самым построено нормальное псевдорешение qнп = Vnnzn [2].

В силу невозрастания последовательности {σj} ошибки измерения могут возрастать,
поскольку zj = gj/σj . В этом случае при определении zj может получиться большая по-
грешность. Во избежание накопления погрешности необходимо предусмотреть операцию
зануления малых сингулярных чисел, которую можно интерпретировать как специаль-
ную процедуру регуляризации.

Наиболее естественно полагать zj равным нулю, начиная с некоторого номера r (т. е.
строить r-решение). Важным является вопрос: при каком номере r обрыв сингулярных
чисел σj , j = 1, . . . , r, будет оптимальным? При слишком малом номере r мы сильно
изменим исходную систему, а при при слишком большом номере r найденное решение
будет обладать слишком большой погрешностью (ввиду деления на очень малое число).

Регуляризация в данном случае состоит в согласовании номера r с уровнем погреш-
ности ε.

Теорема 2. Пусть qε
r — решение системы Aq = f ε, ‖f − f ε‖ ≤ ε. Тогда справедлива

следующая оценка:

‖qнп − qε
r‖

2 ≤ c2

3r3
+ ε2

r∑
j=1

1
σ2

j

, (14)

здесь c — некоторая постоянная, а r — решение уравнения

− c2

r4
+ ε2

1
σ2

r

= 0. (15)
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3. Численные эксперименты

В численных экспериментах полагалось: L1 = L2 = π, T = 3
2π, Nx = 100, Nt = 151.

Рис. 4. График точного решения qT (x, y)

В качестве пробного решения была рассмот-
рена функция

qT (x, y) = 0.1 +
cos 8y + 1

8
cos 8x + 1

8
,

x, y ∈
(

π

8
,
3π

8

)
∪

(
5π

8
,
7π

8

)
×(π

8
,
π

8

)
∪

(
5π

8
,
7π

8

)
.

(16)

На рис. 4 представлен график точного решения qT (x, y).
В качестве дополнительной регуляризации использовался прием С.К. Годунова [5]. В

случае возникновения малых сингулярных чисел для использования регуляризующего
алгоритма задавалась дополнительная информация о решении. Для рассматриваемой
задачи естественно предполагать гладкость рассматриваемых функций, поэтому в каче-
стве априорной информации о решении рассматривались два условия:

qi+1 − qi

h
< M, (17)

то есть ограниченность первой производной;

qi+1 − 2qi + qi−1

h2
< M, (18)

то есть ограниченность второй производной. Здесь M — некоторая постоянная.

а) б)

в)

Рис. 5. Графики восстановленного реше-
ния q: а) обратная задача 1, дополнитель-
ная информация о решении (17); б) обрат-
ная задача 2, дополнительная информация
о решении (18); в) обратная задача 3
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При использовании приема С.К. Годунова параметр α выбирался из условия мини-
мальности относительной нормы ‖qT−qr‖

‖qT ‖ относительно α. Всюду далее ошибка в правой
части ε = 2%.

Таким образом, увеличение количества измерений позволяет достигнуть лучшей точ-
ности восстановления решения (в случае трех измерений дополнительная информация
о решении не использовалась). Однако и при меньшем количестве измерений (случай
двух измерений) регуляризованное решение достаточно точно восстанавливается (даже
при зашумленных данных). Причем, чем точнее априорная информация о решении, тем
устойчивее восстановленное решение (сравните рис. 5а и рис. 5б).
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