
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.î. é. çÏÒÂÅÎËÏ, ÷. ð. éÌØÉÎáääé�é÷îùê íå�ïä ðéóíáîá{òåþæïòäá
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅéÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÎÅÑ×ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁ (ADI, Alternating Dire
tion Impli
it method) ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÕÖÅÏËÏÌÏ 60 ÌÅÔ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ó ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ ÅÇÏ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (í÷ó), ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1{4℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÙÅ ÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ.íÅÔÏÄÏ× ÔÉ�Á ADI ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, É ÏÎÉ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ �Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÉÍÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁ, ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÑ ÅÇÏ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÁÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÏÊ ADI. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë�ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ×ÏÚÒÏÓ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÈ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ìÑ�ÕÎÏ×Á É óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ [5℄.÷ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ óìáõ ×ÉÄÁAu = f; A = A1 +A2; A ∈ RN;N ; (1)ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ(I + �nA1)un−1=2 = (I − �nA2)un−1 + �nf;(I + �nA2)un = (I − �nA1)un−1=2 + �nf; (2)ÇÄÅ n; �n É I ÓÕÔØ ÎÏÍÅÒ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ, ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ É ÅÄÉÎÉÞ-ÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÅ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ�Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÑ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ADI. úÄÅÓØ É ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A1 É A2 { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ, Á ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ { �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ, Ô.Å.(Akv; v) > Æk(v; v); Æk > 0; Æ1 + Æ2 > 0; v ∈ Rn: (3)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÍÅÔÏÄ ðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÏÓÔÙÅ ÄÒÏÂÉ,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ËÒÁÅ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òîæ N 14-11-00485, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÏÍ òææéN 14-07-00128. 47



48 î. é. çïòâåîëï, ÷. ð. éìøéîíÅÔÏÄÙ ADI ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÒÅËÏÒÄÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ× ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù óìáõ ÓÕÍÍÏÊ Ä×ÕÈ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ Ó�ÅËÔÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ×ÏÚÎÉËÁÀÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊÁ��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍÉÓÑ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÍÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁ-ÔÒÉ� Ak; k = 1; 2, ÍÅÔÏÄÙ ADI, �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÉÔÅÒÁ�É-ÏÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �n, ÄÁÀÔ ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ óìáõ ÚÁ Nk ÉÔÅÒÁ�ÉÊ (×�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÅÊ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ), ÇÄÅ Nk { ÞÉÓÌÏÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ, N = N1N2. �ÏÞ-ÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ �Nk 6 Nk { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÔÒÉ�Ù Ak. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �n, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊÔÏÞÎÏÓÔÉ " ÚÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ n("), × ÓÍÙÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ Ü×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÅ×ÑÚËÉ
||rn|| ≡ ||f −Aun|| 6 "||f ||; " ≪ 1; (4)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ úÏÌÏÔÁÒÅ×Á [1℄ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ n(") 6 C log "−1 log(
ond(A)); (5)ÇÄÅ C { �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ É 
ond(A) { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A. óÔÒÏÇÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A1; A2 ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�Ù Ó�ÅËÔÒÁ, ÔÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÏ× × (2) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � (1)n É � (2)n ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊÓÔÒÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÏ ÅÓÌÉ 
ond(A1), 
ond(A2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ-ÍÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �Ï N , ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (2) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØ \�ÏÞÔÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ", ÉÌÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ �Ï �ÏÒÑÄËÕ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Á-ÒÁÍÅÔÒÏ× �n, É ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏÓÌÕÞÁÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÅÔÏÞÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊ ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÔØÉÈ ÍÏÄÅÌØÎÙÍÉ óìáõ) ÉÍÅÅÍ 
ond(A) ∼ O(N), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ logN . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÔÏ-ÄÙ ADI ËÏÎËÕÒÅÎÔÎÙ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÂÙÓÔÒÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ(âðæ), É ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ í÷óÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ.
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§2. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÅÔÏÄÁ ADIðÏÓÌÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (2) ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁun−1=2 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×É-ÄÅ (snI +A1)(snI +A2)un = (snI −A1)(snI −A2)un−1 + 2snf; (6)ÇÄÅ ÎÏ×ÙÊ ××ÅÄÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ sn = �−1n ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÓÄ×ÉÇÁ Ó�ÅËÔÒÁÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� A1; A2. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕBn = 12sn (snI +A1)(snI +A2); (7)ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÕ (6) ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÉÄÕun = un−1 +B−1n rn−1; (8)ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚÏË:rn = rn−1 − AB−1n rn−1 = (Bn −A)B−1n rn−1= (snI −A1)(snI −A2)(snI +A2)−1(snI +A1)−1rn−1: (9)ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÔÅ�ÅÒØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁ-ÔÒÉ� A1A2 = A2A1 (ËÏÔÏÒÏÅ �ÏËÁ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ), ÉÚ (8)�ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙrn = Rn(A1)Rn(A2)rn−1 ≡ Tnrn−1; (10)× ËÏÔÏÒÙÈ ××ÅÄÅÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑRn(Ak) = Pn(Ak)Q−1n (Ak); Pn(Ak) = snI −Ak;Qn(Ak) = (snI +Ak); k = 1; 2; (11)Á Tn ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. éÚ (9), (10) ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅrn = �Rn(A1) �Rn(A2)r0;�Rn(Ak) = �Pn(Ak) �Q−1n (Ak) = n∏l=1Pl(Ak) n∏l=1Q−1l (Ak); (12)ÇÄÅ × ÓËÁÌÑÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Rn(s) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ×ÉÄÁ �Rn(s) = �Pn(s)�Qn(s) ≡

(s1 − s) · · · (sn − s)(s1 + s) · · · (sn + s) : (13)



50 î. é. çïòâåîëï, ÷. ð. éìøéîïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË r0; r1; : : : ; rn−1 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÔÏ×ÅËÔÏÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (8):un = u0 +B−11 r0 + · · ·+B−1n rn−1: (14)÷ÍÅÓÔÏ (13) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ×ÉÄÕun = Tnun−1 + gn; gn = 2snQn(A1)Qn(A2)f; (15)ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅun = Tn;1u0 + Tn;2g1 + · · ·+ Tn;ngn−1 + gn; (16)× ËÏÔÏÒÏÍ ××ÅÄÅÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑTn;l = T (1)n;l T (2)n;l ; T (k)n;l = n∏m=l(smI +Ak)−1(smI −Ak): (17)
§3. áÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ADI ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ×ÉÄÁ (12), Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ,�ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÒÏÂÉ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:�Rn(A) ≡ n∏l=l(slI −A)(slI +A)−1 = z0I + n∑l=1 zlRl(A): (18)úÄÅÓØ s1; : : : ; sn { �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÙÊ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, z1; : : : ; zn{ ÉÓËÏÍÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, Á ÉÎÄÅËÓ \k" ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉÏ�ÕÝÅÎ. õÍÎÏÖÁÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ (18) ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �Qn(A), �ÒÉ-ÈÏÄÉÍ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ�Pn(A) = (s1I −A) · · · (snI −A) = z0 �Qn(A) + n∑l=1 zl �Sl(A);�Sl(A) = n∏k=l(tk;lI +A); (19)ÇÄÅ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: tk;l = −sl �ÒÉ k = l Étk;l = sl × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ × (19) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ



áääé�é÷îùê íå�ïä ðéóíáîá{òåþæïòäá 51ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ A, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ zl; l = 1; : : : ; n.ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �Pn(A); �Qn(A),�Sk(A) n-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A:�Pn(A) = b0I − b1A+ · · ·+ (−1)nbnAn;�Qn(A) = b0I + b1A+ · · ·+ bnAn;�Sl(A) = b0;lI + b1;lA+ · · ·+ bn;lAn: (20)õÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÚÄÅÓØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉbn = 1; bn−1 = n∑k=1 sk; bn−k = ∑16i1<ik6n k∏j=l sij ; b0 = s1 : : : sn;bn;l = 1; bn−1;l = n∑i=1tl;i; bn−k;l = ∑16i1<:::ik6n k∏j=ltl;ij ; b0;l = t1;l : : : tn;l:éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ tl;k ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ l = 1; : : : ; n ÉÍÅÅÔÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b0;l = −b0. äÁÌÅÅ ÉÚ (19) �ÏÌÕÞÁÅÍb0z0 − n∑l=1 b0;lzl = b0;bkz0 − n∑l=1bk;lzl = (−1)kbk; k = 1; : : : ; n: (21)éÚ ÓÉÓÔÅÍÙ (21) ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ z0, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ z0 = 1− n∑l=1 zl;n∑l=1(bk + n∑l=1bk;l)zl = [(−1)k − 1℄bk; k = 1; : : : ; n:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ z = {zk} ÉÍÅÅÍ óìáõn-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁC z = g;C = {
k;l = 1 + bk;l=bk}; g = {gk = (−1)k − 1}: (22)



52 î. é. çïòâåîëï, ÷. ð. éìøéîåÓÌÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (18){(22) ÎÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙz(k)0 ; z(k)1 ; : : : ; z(k)n , k = 1; 2, ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�Rn(A1) É �Rn(A2), ÔÏ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅ×ÑÚËÉ rn ÉÚ (12) �ÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕrn = [z(1)0 I + n∑l=1 z(1)l Rl(A1)][z(2)0 I + n∑l=1z(2)l Rl(A2)]r0: (23)íÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ É ÄÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÍÅÓÔÏ (18) ÚÁ�ÉÛÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn �Rn(A) = n∑l=1(ẑiI −A)(siI +A)−1; (24)ÇÄÅ ẑi { ÎÏ×ÙÅ ÉÓËÏÍÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÍÅÓÔÏ (22) ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× yi ÉÚ (24) �ÏÌÕÞÁÅÍÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ĉẑ = ĝ; ẑ = {ẑi}; (25)× ËÏÔÏÒÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù Ĉ É ×ÅËÔÏÒÁ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ĝ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉĈ = {Ĉi;j = n−1∑k=1 bn−1;k(t̂1;i; : : : ; t̂j;i; : : : ; t̂n−1;i)};ĝ = {ĝi = (−1)inbn;i(s1; : : : ; sn)− n∑j=1bn;j(�t1;i; : : : ; �tj;i; : : : ; �tn;i)}:úÄÅÓØ ××ÅÄÅÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑt̂j;i = {si �ÒÉ i < j;si+1 �ÒÉ i 6= j; �tj;i = {0 �ÒÉ i = j;sj �ÒÉ i 6= j:òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × ÄÁÎÎÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (18){(25) �ÒÅÄ�ÏÌÁ-ÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ s1; : : : ; sn ÉÚ×ÅÓÔÎÙ. îÁ ×Ï�ÒÏÓÁÈÉÈ ×ÙÂÏÒÁ ÍÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÈÏÒÏÛÏ ÏÓ×ÅÝÅ-ÎÙ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ ÔÏÌØËÏ ÄÅÌÁÅÍÏÅ ÎÁÍÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ,ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÄ×ÉÇÏ× sk É ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ n(") Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÒÉÔÅ-ÒÉÅÍ ÏÓÔÁÎÏ×Á " É ÇÒÁÎÉ�ÁÍÉ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A, 0 < m 6 �(A) 6M < ∞, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (4), (5), ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÏÖÉÔØ
ond(A) =M=m.ðÏÓÌÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚÏË ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ un ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (14) ÉÌÉ



áääé�é÷îùê íå�ïä ðéóíáîá{òåþæïòäá 53(16). ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅËÔÏÒÙ r0; : : : ; rn−1, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ { g1; : : : ; gn.÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ADI ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÉÔÅÒÁ�É-ÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ�ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ-×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ (2) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÙÈ ×ÅÒÓÉÊ, ÁÎÁÌÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÙ.úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (22) É (25) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ × �ÒÏÓÔÙÅ ÄÒÏÂÉ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ �ÏÒÑÄËÁÈ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù C É Ĉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÄ×ÉÇÏ×sk ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÄÎÁËÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É ÕÓÔÏÊ-ÞÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.
§4. ï�ÅÎËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ADIáÎÁÌÉÚ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÅÔÏÄÁ ðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ �ÒÏ-×ÏÄÉÔØ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÍÏÄÅÌØÎÏÊ óìáõ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ �ÑÔÉÔÏÞÅÞÎÏÊËÏÎÅÞÎÏ-ÒÁÚÎÏÓÔÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÕÁÓÓÏÎÁ × Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊÖÅ ÓÅÔËÅ Ó ÛÁÇÏÍ h, ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÅÅ [1{4℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A1 É A2Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ, ÂÌÏÞÎÏ-ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ(ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ), Á �ÏÒÑÄÏË ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ N = N1N2 = h−2; N1 = N2 = h−1, ÇÄÅ N1 É N2 { ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ.óÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÙ ÒÁÄÉ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÂÏÌØÛÏÊ ÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔØÀ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈÚÁÄÁÞ × ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏËÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÅÚ ÏÂÍÅÎÏ× É ËÏÎ-ÆÌÉËÔÏ× Ó ÄÏÓÔÕ�ÏÍ Ë ÄÁÎÎÙÍ. íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ ÉÌÉ ÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å (CPU ÉÌÉ GPGPU) ÓÏ ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÑÄÅÒ.÷ÒÅÍÑ Tm ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ADI �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍ (2), ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍ ÍÅÒÉÔØ × ÍÁÛÉÎÎÙÈ ÔÁËÔÁÈ, ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ �ÒÏÔÑ-ÖÅÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÏÔÏÊ í÷ó, ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ×Ù-ÒÁÖÅÎÉÅÍ Tm = 2(Ts + Tr)n("): (26)



54 î. é. çïòâåîëï, ÷. ð. éìøéîúÄÅÓØ Ts ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÔÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ×ÉÄÁI + �Ak, Á Tr { ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2).÷ÅÌÉÞÉÎÙ Ts É Tr ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌTs = Cs=P; Tr = Cr=P; (27)ÇÄÅ P { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× (ÓÞÉÔÁ-ÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ËÒÁÔÎÏ P , Ô.Å. N1=2=PÅÓÔØ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ), Á Cs É Cr { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅËÏÎËÒÅÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅóìáõ ÍÏÇÕÔ ÒÅÛÁÔØÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ \ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ" ÍÅÔÏÄÁ �ÒÏÇÏÎËÉÉÌÉ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Cs ÉCr ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ËÁË ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ, ÔÁË É ÄÌÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏADI, ÔÁË ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Cs ÉCr ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÙ.ðÒÉ ×Ù×ÏÄÅ (27) ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÌÏÞÎÏ-ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØ-ÎÙÈ óìáõ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï �ÅÒ-×ÏÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ, Á ÚÁÔÅÍ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ. îÁ ËÁÖÄÏÍÉÚ ÜÔÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÏÌÕÜÔÁ�Ï× ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ (É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ) ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÁËÔÏ× ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ óìáõ ÍÅÔÏÄÏÍ (2) ÒÁ×ÎÏTm = 2(Cs + Cr)n(")=P; (28)Ô.Å. �ÒÉ P 6 N1=2 ÕÓËÏÒÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÅÊÎÙÍ �Ï P .ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÏÔÏËÏ× P ÂÏÌØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÕÚÌÏ× × ÏÄÎÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ É, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÒÁÔÎÏ N1=2, ÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Cs ÉCr ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÍÅÎØÛÅÎÙ ÚÁ ÓÞÅÔ \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ" ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÉÉ ÓÅÔËÉ (ÎÏ ÜÔÏ, Ï�ÑÔØ ÖÅ,ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ É ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÇÏ ADI, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÈ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ-ÓÔÉ).áÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ADI �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏÓÔÉÞØ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓ-�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ (�ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÑÄÅÒ) ÚÁ ÓÞÅÔÓÉÎÈÒÏÎÎÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ �ÒÉ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌ (23) É (14). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× zk ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ



áääé�é÷îùê íå�ïä ðéóíáîá{òåþæïòäá 55× �ÒÏÓÔÙÅ ÄÒÏÂÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, Á ÏÂßÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ h, É ÉÍ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÎÅÂÒÅÞØ.òÅÛÅÎÉÅ óìáõ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ADI ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÏ Ä×ÕÍÑ ÜÔÁ�ÁÍÉ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚÏË �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (23)É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ un ÉÚ (14). ÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÓÕÒÓÏÅÍËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ×ÉÄÁw = n∑l=1 zl(slI −Ak)(slI +Ak)−1v:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (23) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÏÊ T (1)a ∼= 2[Ts + T1 + C1 log2 n(")℄; (29)ÇÄÅ Ts ÅÓÔØ ÔÁ ÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÞÔÏ É × (26), T1 { ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÎÁ zl(slI −Ak), Á �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ { ÜÔÏ ÚÁÔÒÁÔÙ ÎÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍÅÔÏÄÏÍ ÓÄ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ n ÑÄÒÁÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ un ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× rk; k = 0; 1; : : : ; n,ÎÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ T (1)a , ÎÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÔÏËÏ×, Ô.Å.P > N1=2n(").òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑT (2)a ∼= Ts + T1 + C1 log2 n("): (30)á �ÏÓËÏÌØËÕ �ÏÌÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÒÁ×ÎÏTa = T (1)a + T (2)a , ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÚÁ ÓÞÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ADI �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ n= log2 n. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ,�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÌÉ ÍÁÌÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÏÔÏËÏ× ÎÅ-�ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ, ÔÁË ËÁË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÂßÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ× (É ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, É �ÁÍÑÔÉ) ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷ÙÛÅ × ÆÏÒÍÕÌÅ (29) ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÕÍÍÕ�ÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÏÄÎÁËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (24), (25) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.
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§5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÄÈÏÄ Ë �Ï×ÙÛÅÎÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ADI, �ÒÉ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ �Ï-ÔÏËÏ× ÎÁÄ ÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔØÀ, ÚÁ ÓÞÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÓÕÍÍÕ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �Á-ÒÁÍÅÔÒÙ �n (ÉÌÉ � (1)n ; � (2)n ), Á ÔÁËÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ×ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ, ÞÔÏ É × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ðÉÓÍÁÎÁ{òÅÞÆÏÒÄÁ.äÌÑ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌØÎÙÈ óìáõ, ËÏÇÄÁ n(") ∼ logh, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÚÁ ÓÞÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ë ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÍÕ, �ÒÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÒÁ×ÅÎlogh−1= log(log h−1), Á �ÒÉ ÎÅÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÏÎ �Ï×ÙÛÁÅÔÓÑ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × (1) ×ÅËÔÏÒÙ u; f ÉÍÅÀÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÁÍÉ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÕÚÌÁÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÓÅÔËÉ,Ô.Å. u = {ui;j}; f = {fi;j}; i = 1; : : : ; N1; j = 1; : : : ; N2;Á ÍÁÔÒÉ�Ù A1; A2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÄÅÌØÎÏÊ óìáõ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ×ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÍ ×ÉÄÅA1 = blo
kdiag{ �A1}; A2 = blo
kdiag{ �A2};ÇÄÅ ÂÌÏËÉ �A1 É �A2 { ÔÒÅÈÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÏ× N1 É N2,ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ × ÆÏÒÍÅÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ óÉÌØ×ÅÓÔÒÁ:�A1U + U �A2 = F;�A1 ∈ RN1;N1 ; �A2 ∈ RN2;N2 ; U; F ∈ RN1;N2 : (31)ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [5℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÙÈ ÔÁÍ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ (31) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅF = F1F T2 ; Fk ∈ RNk;m; m ≪ Nk; k = 1; 2;



áääé�é÷îùê íå�ïä ðéóíáîá{òåþæïòäá 57ÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ (31) �ÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÜËÏÎÏÍÉÞÎÙÊ\ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ" ÍÅÔÏÄ fADI (ÉÎÄÅËÓ \T" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ-×ÁÎÉÅ):Un = Un1 Dn(Un2 )T ; Un1 = (U11 ; : : : ; Un1 ) ∈ RN1;mn;D = diag((s(1)1 + s(2)1 )Im; : : : ; (s(1)n + s(2)n )Im) ∈ Rmn;mn;Un2 = (U12 : : : Un2 ) ∈ RN2;mn; (32)ÇÄÅ s(1)n É s(2)n { �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ(ÓÄ×ÉÇÉ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÁÔÒÉ� �A1 É �A2), Im { ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁm,Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ U (k)1 ∈

RN1;m É U (k)2 ∈ RN2m, k = 1; : : : ; n, ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊU (0)1 = (A1 + s(1)0 I)−1F1; U (n)1 = n∏k=1 R̂k(A1)U (0)1 ;U (0)2 = (F2)T (A2 + s(2)0 I); U (n)2 = (U (0)2 )T n∏k=1 �Rk(A2);R̂k(z) = (z − s(1)k−1)=(z + s(2)k ); �Rk(z) = (z − s(1)k−1)=(z + s(2)k ): (33)ðÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ R̂k(A1) É �Rk(A2) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ �ÒÏÓÔÙÈ ÄÒÏÂÅÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÎÎÏ-ÇÏ ÍÅÔÏÄÁ (32), (33) ÔÁËÖÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÁÑ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÁÑ ×ÅÒÓÉÑ fADI. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ U (n)1 ÉU (n)2 × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (33) ÍÏÖÅÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. á. á. óÁÍÁÒÓËÉÊ, å. ó. îÉËÏÌÁÅ×,íÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, îÁÕËÁ,í., 1978.2. ÷. ð. éÌØÉÎ, íÅÔÏÄÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂßÅÍÏ× ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, éÚÄ-×Ï é÷í óï òáî, 2000.3. ÷. ð. éÌØÉÎ, íÅÔÏÄÙ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, ÉÚÄ.é÷íÉíç óï òáî, 2007.4. ÷. ð. éÌØÉÎ, ä. ÷. ëÎÙÛ, ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈÓÑËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, íÅÖÄÕÎ. ÎÁÕÞÎÁÑ ËÏÎÆ. \ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÏ-ÌÏÇÉÉ," óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, éÚÄ-×Ï ðÏÌÉÔÅÈÎ. ÕÎ-ÔÁ (óðÂðçõ), 2008, Ó. 107{118.5. P. Benner, Ren-Cang Li, Nin Truhar, On the ADI method for Sylvester equations.| J. Comput. Appl. Math. 233 (2009), 1035{1045.
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