
Ôóíêöèîíàëüíîñòü è òåõíîëîãèè àëãåáðàè÷åñêèõðåøàòåëåé â áèáëèîòåêå KRYLOV ∗Ä.Ñ.Áóòþãèí1,2, ß.Ë.�óðüåâà1, Â.Ï.Èëüèí1,2, Ä.Â.Ïåðåâîçêèí1,À.Â.Ïåòóõîâ1, È.Í.Ñêîïèí1,2Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ,1Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò2ÓÄÊ 519.63Îïèñûâàþòñÿ ñòðóêòóðà, �óíêöèîíàëüíîñòü è òåõíîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè áèáëèîòåêè ïàðàëëåëü-íûõ àëãîðèòìîâ KRYLOV, îðèåíòèðîâàííîé íà ðåøåíèå áîëüøèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-íåíèé ñ ðàçðåæåííûìè ñèììåòðè÷íûìè è íåñèììåòðè÷íûìè ìàòðèöàìè (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìèè çíàêîíåîïðåäåëåííûìè), ïîëó÷àåìûõ ïðè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èëè ñîîòâåòñòâóþùèõ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê íà íåñòðóêòóðèðî-âàííûõ ñåòêàõ. Áèáëèîòåêà âêëþ÷àåò äâóõóðîâíåâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà,ïðåäîáóñëàâëèâàíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñáàëàíñèðîâàííîé äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìè ïåðåñå÷åíèé ïîäîáëàñòåé. Ïîâûøåíèå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõêðûëîâñêèõ ïðîöåññîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, àëãîðèòìîâ äå�ëÿöèè è íåïîë-íîé �àêòîðèçàöèè ìàòðèö â ïîêîìïîíåíòíîì è áëî÷íîì âàðèàíòàõ. Ïðîãðàììíûå ðåàëèçàöèè âûïîëíåíûíà òèïîâûõ ñæàòûõ ðàçðåæåííûõ �îðìàòàõ ìàòðè÷íûõ äàííûõ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïå-ðèìåíòîâ ñ äåìîíñòðàöèåé ý��åêòèâíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ õàðàêòåðíûõ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ çà-äà÷.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåäîáóñëîâëåííûå èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû, ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà,ìåòîäû äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé, ðàçðåæåííûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.1 ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îñîáåííîñòè �óíêöèîíàëüíîãî íàïîëíåíèÿ è òåõíîëîãè-÷åñêèõ ïîäõîäîâ áèáëèîòåêè ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ KRYLOV, ñì. [1℄, [2℄, îðè-åíòèðîâàííîé íà ðåøåíèå áîëüøèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ ðàçðå-æåííûìè ìàòðèöàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè êîíå÷íî-îáúåìíûõ èëè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ (ÌÊÎ èëèÌÊÝ, [3℄, [4℄) àïïðîêñèìàöèÿõ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ, íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ (ÌÂÑ ñáîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ è êîëè÷åñòâîì ÿäåð â äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷). Ïðèíöèïèàëüíîå òðåáîâàíèåê îïèñûâàåìîé ðàçðàáîòêå � îòñóòñòâèå ïðîãðàììíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïðîâåäåíèå ìàñøòàáíûõâû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ò.å. íà ðàçìåðû ðåøàåìûõ ÑËÀÓ è íà êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâèäè ÿäåð ÌÂÑ, à òàêæå äîñòàòî÷íî âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíÿåìûõ àëãîðèòìîâ.
∗Ñòàòüÿ ðåêîìåíäîâàíà ê ïóáëèêàöèè ïðîãðàììíûì êîìèòåòîì Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè �Ïàðàë-ëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè -2013� 1



Îñíîâîé ïðèìåíÿåìûõ â áèáëèîòåêå KRYLOV âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõîäîâ ÿâëÿþòñÿ äâóõóðîâ-íåâûå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà, ïðåäîáóñëàâëèâàåìûå ñ ïîìîùüþàääèòèâíîãî ìåòîäà Øâàðöà è äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ ïåðåñå÷åíèÿìè ïîäîáëàñòåé èðàçíûìè òèïàìè êðàåâûõ óñëîâèé íà ñìåæíûõ âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ, ñì. [4℄ � [7℄ è öèòèðóåìûåòàì ðàáîòû.Âíåøíèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåííûì ïî âû÷èñëèòåëüíûì óçëàìîáðàçîì ìåòîäîì FGMRES [7℄ ñ äèíàìè÷åñêèìè (â îáùåì ñëó÷àå) ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè, êîòî-ðûå âêëþ÷àþò ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ïîäñèñòåì â ðàñøèðåííûõ ïîäîáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþ èëèïðÿìîãî ðåøàòåëÿ PARDISO èç áèáëèîòåêè MKL INTEL [8℄, èëè àâòîðñêèìè âåðñèÿìè àëãîðèò-ìîâ BiCGStab è GMRES, [7℄, [9℄, ïðåäîáóñëîâëåííûõ ñ ïîìîùüþ ïîêîìïîíåíòíîé èëè ý��åêòèâ-íîé �ìåëêîáëî÷íîé� ìîäè�èêàöèÿìè Àéçåíøòàòà íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåèìåþòñÿ â âèäó ÑËÀÓ, ïîëó÷åííûå, íàïðèìåð, ïðè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ñèñòåì äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîãäà îäíîìó óçëó ñåòêè ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé (âçàäà÷àõ òåïëîìàññîïåðåíîñà ýòî ìîãóò áûòü òðè êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè, äàâëåíèå è òåì-ïåðàòóðà). Îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïðåäñòàâèìûâ áëî÷íîì âèäå ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ìàëîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé íå çàâèñèò îò ÷èñëà óç-ëîâ ñåòêè è, ñëåäîâàòåëüíî, îò ïîðÿäêà ÑËÀÓ. Äëÿ óñêîðåíèÿ âíåøíèõ èòåðàöèé èñïîëüçóþòñÿìåòîäû ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè [10℄.Êîììóíèêàöèè ìåæäó ïðîöåññîðàìè íà âíåøíèõ èòåðàöèÿõ âûïîëíÿþòñÿ ñðåäñòâàìè ñèñòåìûMPI, à �âíóòðåííèå� âû÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ ðåàëèçóþòñÿ ïàðàëëåëüíûìèïîòîêàìè íàä îáùåé ïàìÿòüþ ñ ïîìîùüþ OpenMP. Áèáëèîòåêà KRYLOV âêëþ÷àåò òàêæå èòåðà-öèîííûå ðåøàòåëè èç íàïèñàííîé íà ÿçûêå CUDA áèáëèîòåêè CuSP NVIDIA [11℄, ÷òî ïîçâîëÿåòðåøàòü íà ãåòåðîãåííîì êëàñòåðå âíóòðåííèå ïîäñèñòåìû íà GPU.Îñîáåííîñòüþ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøàåìûå ÑËÀÓ ïðåäñòàâëÿþòñÿâ ñòàíäàðòíîì ñæàòîì ñòðî÷íîì �îðìàòå CSR [8℄, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåçàëüòåðíà-òèâíûì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé, íî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-òåëüíûå òðóäíîñòè äëÿ ý��åêòèâíîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ. Â ÷àñòíîñòè, âîçíèêàåòíåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à �îðìèðîâàíèÿ CSR-�îðìàòîâ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ðàñøèðåííûõ ÑËÀÓâ ïîäîáëàñòÿõ.Áèáëèîòåêà KRYLOV ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëüíûì àíàëîãîì òàêèõ ïàêåòîâ ðàñïðåäåëåííûõèòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé, êàê íàïðèìåð PETS
 [12℄, Hypre [13℄, HIPS è pARMS [14℄ è äð., îäíàêîâ KRYLOV ðåàëèçîâàí òàêæå ðÿä îðèãèíàëüíûõ ìåòîäîâ, îáñóæäàåìûõ â ðàáîòå.Â ï. 2 ìû îïèñûâàåì �óíêöèîíàëüíîå íàïîëíåíèå áèáëèîòåêè KRYLOV, â ï. 3 èçëàãàþòñÿîñîáåííîñòè ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé àëãåáðàè÷åñêèõ ðåøàòåëåé, à â ïîñëåäíåì ðàçäåëå ïðèâî-äÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ õàðàêòåðíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.2 Àëãîðèòìû áèáëèîòåêè KRYLOV�àññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå âåùåñòâåííîé ÑËÀÓ
Au = f, A = {ai,j} ∈ R

N,N , (1)ìàòðèöà êîòîðîé, âîçìîæíî, ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèòà íà áëî÷íûå ñòðîêè A = {Ap ∈ R
Np,N , p =

1, ..., P}, N1 + ...+Np = N, ñ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ÷èñëîì ñòðîê Np ≫ 1 â êàæäîé. Ñîîòâåò-ñòâóþùèì îáðàçîì òàêæå ðàçáèâàþòñÿ âåêòîðû èñêîìîãî ðåøåíèÿ è ïðàâîé ÷àñòè u = {up}, f =
{fp}, òàê ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â áëî÷íîì âèäå, ò.å. �îðìå ñîâîêóïíî-
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ñòè P âçàèìîñâÿçíûõ ïîäñèñòåì ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ:
Ap,pup +

P
∑

q=1

q 6=p

Ap,quq = fp, p = 1, ..., P, (2)ãäå Ap,q ∈ R
Np,Nq � ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðè÷íûå áëîêè, ïîëó÷àåìûå ïðè ðàçáèåíèè êàæäîé áëî÷íîéñòðîêè (è âñåé ìàòðèöû A) íà áëî÷íûå ñòîëáöû.Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî ÑËÀÓ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, ñ �ïðî-ñòûìè� (�íåêðàòíûìè�) óçëàìè, òàê ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðîâ u, f ñîîòâåòñòâóåò óçëóñåòêè, îáùåå ÷èñëî êîòîðûõ â ðàñ÷åòíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè Ωh =

P
⋃

p=1

Ωp ðàâíî N . Ïðè ýòîì áëî÷-íîå ðàçáèåíèå ìàòðèö è âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ (äåêîìïîçèöèè) Ωh íà P ñåòî÷íûõíåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé Ωp, â êàæäîé èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ Np óçëîâ.Îïèñàííàÿ äåêîìïîçèöèÿ Ωh íå èñïîëüçóåò óçëîâ-ðàçäåëèòåëåé, ò.å. óñëîâíûå ãðàíèöû ïîä-îáëàñòåé íå ïðîõîäÿò ÷åðåç óçëû ñåòêè. Ôîðìàëüíîñòè ðàäè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíîñòü ðàñ-÷åòíîé îáëàñòè åñòü íåîãðàíè÷åííàÿ ïîäîáëàñòü Ω0 ñ ÷èñëîì óçëîâ N0 = 0.Ñåòî÷íîå óðàâíåíèå äëÿ i-ãî óçëà ñåòêè ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ai,iui +

∑

j∈ωi
j 6=i

ai,juj = fi, i ∈ Ωh, (3)ãäå ÷åðåç ωi îáîçíà÷àåòñÿ ñåòî÷íûé øàáëîí i-ãî óçëà, ò.å. ñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ âñåõ óçëîâ, ó÷àñò-âóþùèõ â i-ì óðàâíåíèè. À óçëû èç ωi ñ íîìåðàìè j 6= i íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè ê i-ó óçëó.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåòî÷íûå óçëû è ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå ïðîíóìåðîâàíû ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà èäóò ïîäðÿä âñå óçëû 1-é ïîäîáëàñòè Ω1 (íåâàæíî â êàêîì âíóòðåííåìïîðÿäêå), çàòåì � óçëû âòîðîé ïîäîáëàñòè è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî âçàèìíîîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåò-ñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé (ñåòî÷íîé) èíòåðïðåòàöèè ñòðóêòóðû ÑËÀÓ ìîæåò è íåñóùåñòâîâàòü. Òèïè÷íûé ïðèìåð � îäíîìó óçëó ñåòêè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü m > 1 ïåðåìåííûõâ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå. Åñëè äëÿ êàæäîãî óçëà òàêèå �êðàòíûå� ïåðåìåííûå íóìåðóþòñÿ ïîä-ðÿä, òî ñòðóêòóðà ÑËÀÓ ïðèîáðåòàåò �ìåëêîáëî÷íûé� (m ≪ N) âèä (â (3) ui è fi îçíà÷àþò íå÷èñëà, à ïîäâåêòîðû ïîðÿäêà m ñîîòâåòñòâåííî, ai,j ∈ Rm,m) è íà òàêèõ ñëó÷àÿõ ìû îñòàíîâèìñÿâ ïîñëåäóþùåì îñîáî.Ïóñòü ìàòðèöà (1) çàäàíà â ñæàòîì ðàçðåæåííîì CSR-�îðìàòå [8℄ ñ óêàçàíèåì ÷èñëà ñòðîê
Np â êàæäîé èç P ïîäñèñòåì (2), â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèöû A íà áëî÷íûå ñòðîêè Ap.Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ïðîíóìåðîâàíû ïîäðÿä îò 1 äî N ,òàê ÷òî íîìåðà ñòðîê êàæäîãî áëîêà Ap ìåíÿþòñÿ îò 1 +

p−1
∑

i=1

Ni äî p
∑

i=1

Ni. Ýòè íîìåðà íàçîâåìãëîáàëüíûìè, íî êàæäîé ñòðîêå èç Ap ìîæíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü òàêæå ñâîé ëîêàëüíûé,èëè âíóòðåííèé, íîìåð îò 1 äî Np.Íà îñíîâå áëî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÑËÀÓ (2) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ àääèòèâíûéìåòîä Øâàðöà, íà àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå ïðåäñòàâëÿþùèé áëî÷íûé èòåðàöèîííûé ìåòîä ßêîáè.Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé âîçðàñòàåò, åñëè äåêîìïîçèöèþ ðàñ÷åòíîéîáëàñòè ñäåëàòü ñ ïåðåñå÷åíèåì îáëàñòåé.Â ñèëó ýòîãî ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ðàñøèðåííîé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè Ω̄p ⊃ Ωp, èìåþ-ùåé ïåðåñå÷åíèÿ ñ ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè, âåëè÷èíó êîòîðûõ ìû áóäåì îïðåäåëÿòü â òåðìèíàõêîëè÷åñòâà îêîëîãðàíè÷íûõ ñåòî÷íûõ ñëîåâ, èëè �ðîíòîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ0
p ∈ Ωp ìíîæåñòâîâíóòðåííèõ îêîëîãðàíè÷íûõ óçëîâ èç Ωp, ò.å. òàêèõ óçëîâ Pi ∈ Ωp, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç3



ñîñåäåé íå ëåæèò â Ωp(Pj /∈ Ωp, j ∈ ωi, j 6= i)). Îáîçíà÷èì äàëåå ÷åðåç Γ1
p ìíîæåñòâî óçëîâ, ñî-ñåäíèõ ñ óçëàìè èç Γ0

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ Ωp, ÷åðåç Γ2
p � ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ óçëàìèèç Γ1

p, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ îáúåäèíåíèþ Γ1
p

⋃

Ωp, ÷åðåç Γ3
p � ìíîæåñòâî óçëîâ, ñîñåäíèõ ñ Γ2

p, íîíå ïðèíàäëåæàùèõ Γ2
p

⋃

Γ1
p

⋃

Ωp, è ò.ä. Ñîîòâåòñòâåííî ýòè ìíîæåñòâà íàçîâåì ïåðâûì âíåøíèìóçëîâûì ñëîåì (�ðîíòîì) ïîäîáëàñòè Ωp, âòîðûì ñëîåì, òðåòüèì è ò.ä. Ïîëó÷àåìîå îáúåäèíåíèåóçëîâ
Ω̄p ≡ Ωp

⋃

Γ1
p...

⋃

Γ∆
páóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé p-é ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòüþ, à öåëóþ âåëè÷èíó ∆ îïðåäåëÿåì êàêâåëè÷èíó ðàñøèðåíèÿ, èëè ïåðåñå÷åíèÿ (â òåðìèíàõ êîëè÷åñòâà ñåòî÷íûõ ñëîåâ). Ñëó÷àé ∆ = 0�àêòè÷åñêè îçíà÷àåò äåêîìïîçèöèþ îáëàñòè Ωh íà ïîäîáëàñòè áåç ïåðåñå÷åíèé (Ω0

p = Ωp).Íà �îðìàëüíîì àëãåáðàè÷åñêîì ÿçûêå êàæäîé ðàñøèðåííîé ïîäîáëàñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòüïîäñèñòåìó óðàâíåíèé
(Āp,p + θD̄p)ūp = f̄p −

P
∑

q=1

q 6=p

Āp,qūq + θD̄pūp = r̄p, (4)ãäå ūp, f̄p, r̄p ∈ R
N̄p , à D̄p � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

D̄pe =

P
∑

q=1

q 6=p

Āp,qe, e = (1, ..., 1)T ∈ RN̄p .Çäåñü θ ∈ [0, 1] � íåêîòîðûé èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, êîòîðûé ïðè θ = 0 ñîîòâåòñòâóåò èòåðà-öèîííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ Äèðèõëå íà ñìåæíûõ ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé, ïðè θ = 1 � óñëîâèþÍåéìàíà, à ïðè 0 < θ < 1 � óñëîâèþ 3-ãî ðîäà, èëè �îáåíà.Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïîëíîìó âåêòîðó u è ââîäÿ ìàòðèöû
Bp = Āp,p + θD̄p, (5)èç (4) ïîëó÷àåì èòåðàöèîííûé àääèòèâíûé ïðîöåññ Øâàðöà â âèäå

un = un−1 +B−1(f −Aun−1) = un−1 +B−1rn, (6)ãäå B � ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
B−1 = B−1

AS =
P
∑

p=1

B̄−1
p , B̄−1

p = W T
p B−1

p Wp. (7)Çäåñü Wp : RN → RN̄p åñòü ìàòðèöà ñóæåíèÿ ïîëíîãî âåêòîðà â ïîäâåêòîð èç Ω̄p, à W T
p �òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïðîäîëæåíèÿ (ðàñøèðåíèÿ âåêòîðà èç Ω̄p â Ω).Âûïîëíåíèå êàæäîé èòåðàöèè â (6) òðåáóåò ïàðàëëåëüíîãî ðåøåíèÿ âíóòðåííèõ ÑËÀÓ â ïîä-îáëàñòÿõ Ω̄p, ÷òî ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ èëè ïðÿìûì ìåòîäîì, èëè èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîìêðûëîâñêîãî òèïà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå �àêòè÷åñêè ðåàëèçóþòñÿ ïåðåìåííûå (äèíàìè÷åñêèå)ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè Bn.Ïðè ýòîì ðåàëüíî âìåñòî (6) èñïîëüçóåòñÿ óíèâåðñàëüíûé �ãèáêèé� ìåòîä îáîáùåííûõ ìèíè-ìàëüíûõ íåâÿçîê FGMRES, îïòèìèçèðóþùèé íåâÿçêó â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Äàëüíåéøååóñêîðåíèå ýòîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óëó÷øåíèÿ� êðûëîâñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ,÷òî îçíà÷àåò äîáàâëåíèå íîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ è ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê àääèâíîåðàñøèðåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàþùèõ ìàòðèö:

B−1
n = B−1

AS,n +B−1
c +B−1

d . (8)4



3 Îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíûõ òåõíîëîãèéÎïèñàííûå âûøå ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â �îðìå áèáëèîòåêè KRYLOV, êîòîðàÿîðèåíòèðîâàíà íà ðåøåíèå ñâåðõáîëüøèõ ÑËÀÓ íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, âêëþ-÷àþùèõ â ñåáÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåàëèçàöèÿ èòåðàöè-îííûõ ðåøàòåëåé ÑËÀÓ è ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé èìååò îïðåäåëåííûå îñîáåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè,òðåáóåòñÿ òàêàÿ îðãàíèçàöèÿ è ñòðóêòóðà ìåòîäîâ, êîòîðàÿ õîðîøî îòîáðàæàåòñÿ íà àðõèòåêòóðûèìåþùèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì.3.1 Îáùàÿ îðãàíèçàöèÿ äâóõóðîâíåâûõ èòåðàöèé�åøàòåëè â áèáëèîòåêå KRYLOV ïîñòðîåíû íà îñíîâå øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî ñòàíäàðòà èí-òåð�åéñà îáìåíà äàííûìè MPI (Message Passing Interfa
e). Áàçîé äëÿ èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ñè-ñòåì óðàâíåíèé â áèáëèîòåêå KRYLOV ÿâëÿåòñÿ ìåòîä FGMRES, ðàñïðåäåëåííûé ïî ðàçëè÷íûìMPI-ïðîöåññàì. Äàííûé ìåòîä ñîâìåñòíî ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè òèïà Øâàðöàèñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäàííîé ðàñïðåäåëåííîé ÑËÀÓ.Ïñåâäîêîä àëãîðèòìà ñëåäóþùèé (ñì. [7℄):
• r0 ← f −Au0, β = ||r0||, q0 ← r0/||r0||, ξ ← (1, 0, . . . , 0)T

• n← 0, 1, . . . while ||rn|| > εβ� zn ← B−1
n qn� q̃n+1 ← Azn� For k ∈ [0, . . . , n]

∗ Hk,n ← (q̃n+1, qk)

∗ q̃n+1 ← q̃n+1 −Hk,nqk� Hn+1,n ← ||q̃n+1||, qn+1 ← q̃n+1/Hn+1,n� For k ∈ [0, . . . , n − 1]

∗

[

Hk,n

Hk+1,n

]

←

[

ck sk
−s̄k ck

] [

Hk,n

Hk+1,n

]� cn ← |Hn,n|/
√

|Hn,n|2 + |Hn+1,n|2� s̄n ← cnHn+1,n/Hn,n� [

ξn
ξn+1

]

←

[

cn sn
−s̄n cn

] [

ξn
ξn+1

]� Hn,n ← cnHn,n + snHn+1,n, Hn+1,n ← 0� ||rn+1|| ← β|ξn+1|

• yn ← βH−1ξ

• xn ← x0 + [z0 . . . zn−1]yn.Àíàëèç âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû àëãîðèòìà ïîêàçûâàåò, ÷òî îñíîâíûìè îïåðàöèÿìè â ìåòîäå FGMRESÿâëÿþòñÿ
• âåêòîðíî-âåêòîðíûå îïåðàöèè (âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, íîðì, è ò.ï.);5



• ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè (óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð); â ïåðâûõ äâóõ ïóíêòàõîïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ â ïîëíîì N -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå N � ðàçìåðíîñòü ðåøàåìîéÑËÀÓ;
• ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ (ìåòîäû Øâàðöà è ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, âêëþ÷àþ-ùèå ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ðàçìåðà);
• QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Õåññåíáåðãà, �îðìèðóåìîé â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ áàçèñíûõ âåê-òîðîâ.Âñå îñòàëüíûå îïåðàöèè òðåáóþò O(1) âðåìåíè è íå âíîñÿò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ïðîèç-âîäèòåëüíîñòü ðåøàòåëÿ. Áîëåå òîãî, âêëàä QR-ðàçëîæåíèÿ âî âðåìÿ ðàáîòû ðåøàòåëåé òàêæåìîæíî èãíîðèðîâàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîðÿäîê ñèñòåìû ìíîãî áîëüøå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.Òàêîå ðàçëîæåíèå òàêæå íå òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïàìÿòè, ïîýòîìó ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿêîììóíèêàöèîííûõ çàòðàò îíî âûïîëíÿåòñÿ â êàæäîì MPI�ïðîöåññå, ðåàëèçóþùåì äåéñòâèÿ äëÿñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòè.Âåêòîðíî-âåêòîðíûå îïåðàöèè â èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëÿõ ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ åñòåñòâåííûìîáðàçîì çà ñ÷åò ðàçáèåíèÿ âåêòîðîâ, ïîðîæäàåìîãî äåêîìïîçèöèåé ìàòðèöû íà ðàñøèðåííûåáëî÷íûå ñòðîêè. Åäèíñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿâû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû íåîáõîäèìà áóäåò òî÷êà ñèíõðîíèçàöèè è îáìåíäàííûìè, îäíàêî, ê ïðèìåðó, â èíòåð�åéñå MPI èìååòñÿ òðåáóåìàÿ �óíêöèÿ MPI_Allredu
e,ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé îïòèìèçèðóåòñÿ ïîñòàâùèêîì áèáëèîòåêè MPI.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îïåðàöèé ðåøàòåëü ñòðîèò äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè ñïèñ-êè óçëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé. Â äàëüíåéøåì, ïðè óìíîæåíèèìàòðèöû íà âåêòîð èëè ïðè ïðèìåíåíèè èòåðàöèè Øâàðöà ê âåêòîðó íåèçâåñòíûõ, ðåøàòåëüèñïîëüçóåò ïîëó÷åííóþ èí�îðìàöèþ äëÿ ïåðåñûëêè ÷àñòåé âåêòîðà ìåæäó ïðîöåññàìè. Êëþ÷å-âûì ìîìåíòîì â òàêîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ óìåíüøåíèå îáúåìà ïåðåñûëàåìûõ äàííûõ � íåîáõî-äèìî ïåðåñûëàòü â ñîñåäíèå ïîäîáëàñòè òîëüêî ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû âåêòîðà âìåñòî òîãî, ÷òîáûïåðåñûëàòü âåêòîð öåëèêîì. Â ñëó÷àå, åñëè ðàçáèåíèå íà ïîäîáëàñòè áûëî ïîñòðîåíî ïîäõîäÿ-ùèì ñïîñîáîì, êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí NΓ áóäåò ñóùåñòâåííî ìåíüøå ðàçìåðà ïîäîáëàñòè(íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí Np áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíî êâàä-ðàòíîìó êîðíþ èç îáùåãî ÷èñëà âåðøèí â ïîäîáëàñòè, à äëÿ òðåõìåðíûõ NΓ ∼ N2/3).Ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå Øâàðöà, òðåáóåò íà êàæäîé èòå-ðàöèè âíåøíåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ â ïîäîáëàñòÿõ. Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà àääèòèâíîãîØâàðöà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåøåíèå â ïîäîáëàñòÿõ ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà èíå òðåáóåò êîììóíèêàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, èòåðàöèþ Øâàðöà ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå (6), ãäå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü B ñîñòàâëåí èç áëîêîâ (5). Îòñþäà âèäíî, ÷òîïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ B−1 â ïîäîáëàñòè ñ íîìåðîì p íå òðåáóåò çíàíèÿ ïåðåìåííûõ,íå ïðèíàäëåæàùèõ åé.3.2 �åàëèçàöèÿ âíóòðåííèõ èòåðàöèé â ïîäîáëàñòÿõÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ Ap,pvp = bp â ïîäîáëàñòÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàêîé-íèáóäü ïðÿìîé ðåøà-òåëü äëÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì, íàïðèìåð ðåøàòåëü PARDISO èç áèáëèîòåêè Intel R© MKL. Îä-íàêî âðåìÿ, òðåáóåìîå PARDISO äëÿ ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö, â îáùåì ñëó÷àå ðàñòåò ïðàêòè÷åñêèêàê O(N3/P 3), ïîýòîìó òàêîé ìåòîä ïîäõîäèò òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ íå î÷åíü áîëüøèõ ñèñòåìíà áîëüøîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ. Îäíàêî äåéñòâèå îáðàòíûõ íåñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö A−1

p,p ìîæíîâû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî ïðè ïîìîùè ïðåäîáóñëîâëåííûõ ìåòîäîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëî-âà, òàêèõ êàê GMRES è BiCGStab. Â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä USOR6



â ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà, â òîì ÷èñëå åãî ìåëêîáëî÷íûé âàðèàíò. Ïðè ýòîì ïîëüçîâàòåëþïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà ðåøàòåëÿ äëÿ ïîäîáëàñòåé � ëèáî PARDISO èç Intel R©MKL, ëèáî îäíîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé.�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü USOR â ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà. Ïóñòü
A = D − L− U , à B � ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ ìàòðèöà, çàïèñàííàÿ â �îðìå

B = (G− L)G−1(G− U) = G− L− U + LG−1U, (9)ãäå G = blo
k-diag{Gk}, Gk ∈ R
m,m, k = 1, ...,M = N/m åñòü áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ íåâûðîæäåí-íàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà m, ïðè÷åì ïîðÿäîê ÑËÀÓ êðàòåí

m, à M � ýòî áëî÷íûé ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Ìàòðèöà G � íåêîòîðàÿ ïîêà íå êîíêðåòèçèðóå-ìàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé âû÷èñëèìî ðàçëîæåíèå G = LGUG ñ òðåóãîëüíûìèíåâûðîæäåííûìè ìíîæèòåëÿìè LG è UG.Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèé̄
D = L−1

G DU−1
G , L̄ = L−1

G LU−1
G , Ū = L−1

G UU−1
G (10)ïðåäîáóñëîâëåííàÿ ìàòðèöà Ā = L−1

G AU−1
G ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå

Ā = (I − I)−1 + (I − Ū)−1 + (I − L̄)−1(D̄ − 2I)(I − Ū)−1, (11)ãäå I åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.Îòñþäà ïðåäîáóñëîâëåííóþ ÑËÀÓ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
Āū = f̄ ≡ (LG − LU−1

G )−1f, ū = (UG − L−1
G U)u. (12)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óìíîæåíèå Ā íà íåêîòîðûé âåêòîð v ìîæíî ïðåäñòàâèòü â óäîáíîé äëÿâû÷èñëåíèÿ �îðìå

Āv = (I − L̄)−1[v + (D̄ − 2I)w] + w, w = (I − Ū)−1v, (13)ñîñòàâëÿþùåé ñóòü ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà.Êîíêðåòèçèðóåì òåïåðü âûáîð ìàòðèöû G. Ìû èñïîëüçóåì
G =

1

ω
D, (14)ãäå ω � ðåëàêñàöèîííûé ÷èñëîâîé ïàðàìåòð. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà G ñîõðàíÿåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó D. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíîå ðàçëîæåíèå G ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþ-ùåìó ðàçëîæåíèþ åå äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ:

G = blo
k-diag{Gk = LG,kUG,k}, (15)à ðåàëèçàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ìàòðèöó Ā óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò áëî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿìàòðèö
L̄ = {L̄k,l = L−1

G,kLk,lU
−1

G,l}, Ū = {Ūk,l = L−1

G,kUk,lU
−1

G,l},

k, l = 1, ...,M.Áîëåå êîíêðåòíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè áëî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ v = {vk}, w = {wk}, k =
1, ...,M , ðåøåíèÿ ó÷àñòâóþùèõ â (13) òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

(I − Ū)w = v, (I − L̄)y = z ≡ v + (D̄ − 2I)w7



îñóùåñòâëÿþòñÿ �àêòè÷åñêè ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíûì �îðìóëàì:
wM = vM , wk = vk +

M
∑

l=k+1

Ūk,lvl, k = M − 1, ..., 1,

y1 = z1, yk = zk +
k−1
∑

l=1

L̄k,lzl, k = 2, ...,M.

(16)Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûå ìîäè�èêàöèè íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè ÿâëÿþòñÿ ýêîíîìè÷íûìè,íî ïëîõî ðàñïàðàëëåëèâàåìûìè, âñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ÑËÀÓ ñòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Îäíàêî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ òðåóãîëü-íûõ ðåøàòåëåé, íàïðèìåð ìåòîä ïëàíèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïî óðîâíÿì, ñì. [7℄. Êðîìå òîãî, óìíî-æåíèå íà �ìåëêîáëî÷íûå� ìàòðèöû Uk,l è Lk,l, åñëè îíè âû÷èñëåíû çàðàíåå äî èòåðàöèé, äëÿêàæäîãî �èêñèðîâàííîãî k ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ñðåäñòâàìè OpenMP.4 Ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâÌû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõçàäà÷ ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè KRYLOV, âûïîëíåííûõ íà êëàñòåðå ÈÂÌèÌ� ÑÎ �ÀÍ [15℄. Âäàííûõ ðàñ÷åòàõ âíåøíèå èòåðàöèè ïðîâîäèëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà FGMRES ñ êðèòåðèåì îêîí-÷àíèÿ èòåðàöèé ïî óñëîâèþ íà åâêëèäîâóþ íîðìó íåâÿçêè
||rn||2 ≤ ε||f ||2, ε = 10−7.Íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ âåêòîðîâ âñåãäà âûáèðàëèñü u0 = 0.Âñïîìîãàòåëüíûå ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ ðåøàëèñü ëèáî ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ðåøàòåëÿ PARDISO,ïðè÷åì íàèáîëåå òðóäîåìêèé ýòàï � LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû � âûïîëíÿëñÿ îäèí ðàç äî èòåðàöèé,ëèáî ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ìåòîäà BiCGStab ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì Àéçåíøòàòà. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íîãî êîëè÷åñòâà P ïîäîáëàñòåé, ïðè íåçàâèñèìîì âàðüè-ðîâàíèè ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ è MPI-ïðîöåññîâ. Â íèæåñëåäóþùèõ òàáëèöàõ N è NZîáîçíà÷àþò ïîðÿäîê ðåøàåìûõ ÑËÀÓ, à òàêæå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, êîòî-ðûå õàðàêòåðèçóþò òðóäîåìêîñòü çàäà÷è.�àññìîòðèì ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ òðåõ íåñèììåòðè÷íûõ ÑËÀÓ, âîçíèêàþ-ùèõ èç ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ãèäðî-ãàçîäèíàìèêè. Õàðàêòåðèñòèêè ñî-îòâåòñòâóþùèõ ïëîõî îáóñëîâëåííûõ ìàòðèö äàíû â òàáë. 1.Òàáë. 1. Õàðàêòåðèñòèêè �ãèäðî-ãàçîäèíàìè÷åñêèõ� ìàòðèöÍàèìåíîâàíèå N · 10−6 NZ · 10−6�2 1.73 12.0�3 0.48 13.7�4 9.38 50.4Â òàáë. 2�4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ äàííûõ ÑËÀÓ ñ èñïîëüçîâàíèåì PARDISOâ êà÷åñòâå ðåøàòåëÿ â ïîäîáëàñòÿõ. Â êàæäîé èç êëåòîê òàáëèö ñâåðõó âíèç ïðåäñòàâëåíî îáùååâðåìÿ ñ÷åòà t â ñåêóíäàõ è êîëè÷åñòâî âíåøíèõ èòåðàöèé ne.Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Nnod � ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ óçëîâ; Nmpi � êîëè÷åñòâî MPI-ïðîöåññîâ íà îäíîì óçëå; P = Nnod ·Nmpi � îáùåå ÷èñëî8



MPI-ïðîöåññîâ, ðàâíîå êîëè÷åñòâó ïîäîáëàñòåé; ∆ � ïàðàìåòð ïåðåñå÷åíèÿ â äåêîìïîçèöèè îá-ëàñòåé (êîëè÷åñòâî ðàñøèðåíèé ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè); Nth � êîëè÷åñòâî �îðìèðóåìûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ïîòîêîâ â îäíîì MPI-ïðîöåññå; T1 � âðåìÿ (â ñåêóíäàõ) ðåøåíèÿ ÑËÀÓ áåç ðàñïàðàëëå-ëèâàíèÿ, ò.å. ïðè Nmpi = Nth = 1.Òàáë. 2. Çíà÷åíèÿ t è ne äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ PARDISO â ïîäîáëàñòÿõïðè Nth = 4 äëÿ ÑËÀÓ �3 (T1 = 10.1)

P \∆ 0 1 2 3 4 59.45 7.46 7.23 6.80 6.75 6.525 82 41 29 22 18 155.64 4.69 4.32 4.21 4.27 4.3110 114 59 41 32 27 236.03 4.09 3.72 3.76 3.77 3.5920 164 84 58 44 37 326.83 4.29 3.86 3.63 3.78 3.6830 183 94 67 52 43 38Òàáë. 3. �åçóëüòàòû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ �4 ñ ïîìîùüþ PARDISO (T1 = 399.4)

P \∆ 0 1 2 3 4 5280.4 199.4 153.9 146.5 140.6 143.55 235 119 85 67 55 47127.9 73.6 61.3 56.3 51.9 49.610 311 161 116 92 76 66147.4 71.2 51.9 47.0 41.3 40.620 331 175 127 101 84 72158.3 76.9 59.2 52.7 49.5 48.430 355 186 135 109 95 80Òàáë. 4. �åçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ÑËÀÓ �2 ñ ïîìîùüþ PARDISO (T1 = 87.1)

P \∆ 0 1 2 3 4 560.6 39.9 33.9 30.9 28.5 27.45 235 116 78 59 46 3758.4 32.9 24.6 21.0 19.1 17.410 486 244 167 124 99 79118.5 47 28.6 22.6 18.3 16.020 934 479 330 246 194 157230.5 74.5 53.9 33.4 27.0 20.830 1352 690 473 355 280 228Êàê âèäíî èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, èñïîëüçîâàíèå ïåðåñå÷åíèé ñ ðîñòîì ∆ äàåò ñòàáèëüíîå óìåíüøå-íèå ÷èñëà âíåøíèõ èòåðàöèé, à âðåìÿ ñ÷åòà óìåíüøàåòñÿ â äâà è â áîëüøåå ÷èñëî ðàç (ìàêñèìàëü-íûé êîý��èöèåíò óñêîðåíèÿ � ñâûøå 10). Ñ ðîñòîì P âðåìÿ âû÷èñëåíèé ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ,íî ïîñëå P > 20 íà÷èíàåò óâåëè÷èâàòüñÿ, òàê êàê ðàñòåò ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé. Äëÿ èñïðàâ-ëåíèÿ ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, íàäî èñïîëüçîâàòü óñêîðåíèå òèïà ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè, êîòîðîåâ äàííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íå ïðèìåíÿëîñü. 9



Âòîðîé íàáîð ÑËÀÓ äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûë ïðåäñòàâëåí â áëî÷íî-ñòðî÷íîì ðàñ-ïðåäåëåííîì �îðìàòå CSR, à çàäàííîå êîëè÷åñòâî áëî÷íûõ ñòðîê óêàçàíî â òàáë. 5. Òàì æåóêàçàíî, ÷òî ïåðâûå äâå ÑËÀÓ äàííîãî íàáîðà èìåþò �ìåëêîáëî÷íóþ� ñòðóêòóðó ñ ðàçìåðîìáëîêîâ, ðàâíûì m = 5. Â òàáëèöå òàêæå ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî ïîäîáëàñòåé P , íà êîòîðûå áû-ëè ðàçáèòû ñîîòâåòñòâóþùèå ÑËÀÓ. �àçáèåíèå ÑËÀÓ îñóùåñòâëåíî áåç ïåðåñå÷åíèé, òàê ÷òî,�àêòè÷åñêè, â äàííîì íàáîðå òåñòîâ ∆ = 0.Òàáë. 5. Õàðàêòåðèñòèêè áëî÷íûõ ðàñïðåäåëåííûõ ÑËÀÓÍàèìåíîâàíèå N · 10−6 NZ · 10−6 P m�5 9.5 330 48 5�6 3.7 126.8 36 5�7 6.5 44.4 20 1�8 0.35 1.74 20 1Â òàáë. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ÷åòûðåõ ÑËÀÓ èç âòîðîãî íàáîðà òåñòè-ðóåìûõ çàäà÷. Â êëåòêàõ òàáëèöû óêàçàíî îáùåå âðåìÿ ñ÷åòà t (ñëåâà), à òàêæå ÷èñëî âíåøíèõèòåðàöèé ne.Äëÿ âíóòðåííèõ ÑËÀÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé �àêòè÷åñêè èñïîëüçîâà-ëèñü îãðàíè÷åíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé ni
max ðàâíûå 10 èëè 20 è óêàçàííûå â ñêîáêàõ. Äëÿ ïðÿìîãî ðå-øàòåëÿ PARDISO â ñêîáêàõ óêàçàíî ÷èñëî çàïóñêàåìûõ èì ïîòîêîâ ïðè �àêòîðèçàöèè è ðåøåíèèÑËÀÓ. Â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ âíóòðåííèõ èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé èñïîëüçîâàëñÿ�ìåëêîáëî÷íûé� ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü USOR â ìîäè�èêàöèè Àéçåíøòàòà. Äëÿ ïðåäîáóñëàâëèâà-òåëÿ USOR ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñðåäñòâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ OpenMP.Òàáë. 6. Ñðàâíåíèå ïðÿìûõ è èòåðàöèîííûõ ðåøàòåëåé äëÿ âíóòðåííèõ ÑËÀÓÌåòîä �5 �6 �7 �8PARDISO (Nth = 8) 58.9 38 18.9 21 121.6 351 3.8 189PARDISO (Nth = 2) 149.6 38 42.4 21 178.8 351 4.7 189BBiCGStab (ni

max = 10) 49.3 39 13.6 21 498.5 368 14.6 252BBiCGStab (ni
max = 20) 70.5 38 19.7 21 843.9 360 24.9 206Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

• íà ðàññìàòðèâàåìûõ ÑËÀÓ ñ m = 1 ïðÿìîé ðåøàòåëü PARDISO èìååò ñóùåñòâåííîå ïðå-èìóùåñòâî ïåðåä èòåðàöèîííûìè, ïðè÷åì óâåëè÷åíèå â íåì êîëè÷åñòâà èñïîëüçóåìûõ ïî-òîêîâ Nth îò 2 äî 8 äàåò êîý��èöèåíò óñêîðåíèÿ îò 1.5 äî 3;
• ïðÿìîé ðåøàòåëü PARDISO ïðîèãðûâàåò �ìåëêîáëî÷íîìó� èòåðàöèîííîìó àëãîðèòìó äëÿÑËÀÓ ñ m = 5, õîòÿ òåêóùàÿ ðåàëèçàöèÿ äàæå íå èñïîëüçóåò ñðåäñòâà OpenMP äëÿ ðàñïà-ðàëëåëèâàíèÿ íà îáùåé ïàìÿòè;
• ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò îæèäàåìûé �àêò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííûõ âíóòðåííèõðåøàòåëåé äëÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòÿõ íåò ñìûñëà äîáèâàòüñÿ âûñîêîé òî÷íîñòè íà ðàçëè÷-íûõ âíåøíèõ èòåðàöèÿõ; áîëåå êîíêðåòíî, ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà âíóòðåííèõ èòåðàöèé

ni
max ñ 10 äî 20 ÷èñëî âíåøíèõ èòåðàöèé íåñêîëüêî ïàäàåò, íî êàæäàÿ èç íèõ äåëàåòñÿ �äî-ðîæå� è îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ.�àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì �ÔÔÈ N 11-01-00205, à òàêæå ãðàíòàìè Ïðåçèäèóìà �ÀÍN 15.9-4 è ÎÌÍ �ÀÍ N 1.3.3-4. 10
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