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новатой пористой среде. Учет трещин производится явно с использованием дис-
кретной модели трещин. Поставленная однофазная задача фильтрации аппрокси-
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исследование эффективности вычислительной реализации при различных значени-
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условленности и количестве необходимых итераций, необходимых для сходимости
метода.
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Введение. При разработке нефтяных и газовых месторождений необхо-
димо реалистичное описание поведения жидкости в коллекторе. С этой точки
зрения описание трещин в явном виде является более точным по сравнению
с традиционными моделями двойной пористости [1]. Одним из таких методов
является дискретная модель трещин (Discrete Fracture Model, DFM), в которой
полагается, что трещины оказывают доминирующее влияние на потоки флюи-
да, хотя общий объем трещин очень мал, так как их апертура низкая и в них
нефть практически не хранится, но за счет большей проницаемости основное
течение происходит именно по трещинам. Как правило, трещины представ-
ляются явным образом объектами размерностью на порядок ниже размерности
коллектора [2–5].

Модель дискретных трещин рассматривается как метод, который имеет
хорошую применимость для пласта с низкой степенью развития трещин, осо-
бенно когда резервуар имеет несколько крупных трещин, которые контроли-
руют направление потока. Концептуальная модель дискретных трещин была
введена в работе [13]. Модель, которая в данное время активно применяется,
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представлена в [14], где задача решалась с использованием метода конечных
элементов, в предположении, что пористая среда является двумерной плоско-
стью, а трещины — одномерными линиями с высокой проницаемостью. При-
менение дискретной модели трещин и методов численного решения задач двух-
фазной фильтрации рассматривалось в работах [6–15].

После аппроксимации дифференциальной задачи необходимо решать
СЛАУ с большим количеством неизвестных. В силу наличия трещин рас-
сматриваемая задача становится идентичной задаче с сильно неоднородными
коэффициентами. Следовательно, число обусловленности результирующей ма-
трицы возрастает за счет большой разницы между коэффициентами прони-
цаемости пористой среды и сети трещин, и чем больше разница между коэф-
фициентами, тем больше становится число обусловленности. Известно, что
обусловленность матрицы напрямую влияет на количество итераций при ре-
шении системы уравнений итерационными методами.

Работа посвящена численному исследованию особенностей решения СЛАУ,
возникающей в результате неявной конечно-элементной аппроксимации плохо
обусловленной задачи с использованием итерационных методов декомпозиции
областей в подпространствах Крылова [16]. При численной реализации СЛАУ
использованы двухуровневые итерационные методы из библиотеки параллель-
ных алгоритмов KRYLOV [17–23]. Для решения задач использовался адди-
тивный метод Шварца, выступающий в роли предобусловливателя исходной
матрицы в методе FGMRes. Приводятся результаты численных эксперимен-
тов с различным контрастом коэффициентов проницаемости пористой среды
и трещин.

1. Постановка задачи. Рассмотрим уравнение неразрывности в области
Ω ∈ R

d, описывающее однофазное движение жидкости в пористой среде:

∂(ϕρ)
∂t

+ div(ρu) = 0, x ∈ Ω, 0 < t ≤ T <∞, (1)

где ϕ — пористость коллектора, ρ — плотность жидкости, p — давление,
k = k(x) — тензор проницаемости пористой среды, μ — вязкость флюида, u —
скорость течения жидкости, которая описывается законом Дарси

u = −k
μ

grad p, x ∈ Ω. (2)

Поскольку толщина трещин является на несколько порядков меньше, чем
размеры области Ω, учет их на сеточном уровне приводит к задачам большой
размерности. Рассмотрим далее альтернативный подход, используемый для
постановки задачи фильтрации в трещиноватых средах. Данный подход осно-
ван на представлении трещины в виде интерфейсного условия на некоторой
внутренней границе γ области Ω ⊂ R

d, где d = 2, 3.
Как правило, трещина Ωf является очень тонкой и, следуя [24], мы можем

заменить d-размерное уравнение в Ωf ⊂ R
d на (d − 1)-размерное уравнение

на поверхности γ ⊂ R
d−1 посредством интегрирования уравнений сохранения

массы и закона Дарси по толщине трещины. Пусть трещина имеет толщину
b = b(s) и

Ωf = {x ∈ Ω | x = s+ enf , s ∈ γ, −b/2 < e < b/2},
где γ — гладкая поверхность, nf — нормаль к γ. Проинтегрируем по толщине
уравнение сохранения массы и запишем его в виде уравнения на поверхности γ:

b/2∫
−b/2

∂(ϕρ)
∂t

dnf +

b/2∫
−b/2

divτ u dnf +

b/2∫
−b/2

divnf u dnf =

b/2∫
−b/2

f dnf ,
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где divτ и divnf — оператор тангенциальной и нормальной дивергенции на γ;
f =

∑
i
qiδε(x − xi) — совокупная интенсивность источников/стоков в окрест-

ности xi; qi — интенсивность i-го источника/стока, причем

δε(x − xi) =
{

1/(πε2), |x− xi| ≤ ε,

0, |x− xi| > ε,

ε — радиус скважины.
Пусть pf и uf — средние давление и скорость вдоль трещины γ:

pf =
1
b

b/2∫
−b/2

p dnf , uf =

b/2∫
−b/2

uf,τ dnf ,

где u = uf,nf + uf,τ (uf,nf , uf,τ — нормальная и тангенциальная компоненты
скорости). Поскольку

b/2∫
−b/2

divnf u dnf = [u · nf ], [u · nf ] = u+ · nf − u− · nf ,

где u+ и u− — значения скорости слева и справа от поверхности γ, то получим
следующее уравнение на поверхности γ:

∂(ϕρ)
∂t

+ divτ uf + [u · nf ] = f, x ∈ γ. (3)

Закон Дарси запишем следующим образом:

uf,τ = −kf,τ

μ
gradτ pf , uf,nf = −kf,nf

μ
gradnf

pf , (4)

где kf,nf , kf,τ — нормальная и тангенциальная компоненты коэффициента про-
ницаемости kf . Проинтегрировав уравнения (4) по толщине трещины, получим

uf = −bkf,τ

μ
gradτ pf , x ∈ γ, (5)

{u · nf} = −kf,nf

bμ
[p], x ∈ γ, (6)

[p] = (p+ − p−) — скачок давления, {u · nf} = (u+ · nf + u− · nf)/2 — средняя
скорость.

Для определения среднего давления вдоль трещины можно использовать
линейное приближение следующего вида:

pf = {p}+
dμ

kf,nf

[u · nf ], x ∈ γ. (7)

Таким образом, мы получили связанную систему уравнений, описываемую
d-размерным уравнением (1) в области Ω и (d−1)-размерным уравнением в тре-
щине с внутренним источником, которое зависит от потока из матрицы пори-
стой среды в трещины:

∂ϕfρ

∂t
+ divτ uf + [u · nf ] = f, x ∈ γ,

uf = −bkf,τ

μ
gradτ pf , x ∈ γ,

(8)



4 В. И. Васильев, М. В. Васильева, В. C. Гладких и др.

где b — толщина трещины, kf — проницаемость трещин, pf и uf — давление
и скорость течения жидкости. Более подробно вывод и описание рассматри-
ваемой модели можно найти в работах [24–29].

Далее, будем рассматривать случай течения несжимаемой жидкости ρ =
const в упругодеформируемой пористой среде:

∂ϕ

∂t
= crϕ0

∂p

∂t
, (9)

где ϕ0 — пористость при некотором заданном p0; cr — сжимаемость пористой
среды.

Подставляя закон Дарси (2) в уравнение неразрывности (1), приходим
к следующему параболическому уравнению, разрешенному относительно да-
вления p [1, 30]:

c
∂p

∂t
− div

(
k

μ
gradp

)
= 0, x ∈ Ω, (10)

где c = crϕ0.
Аналогично для течения в сети трещин получаем

cf
∂pf

∂t
− div

(
b
kf

μ
gradpf

)
+ [u · nf ] = f, x ∈ γ. (11)

Отметим, что обменный переток между трещиной и матрицей пористой
среды также присутствует и в уравнении для матрицы пористой среды в виде
интерфейсного условия, которое появляется при аппроксимации задачи. (Дан-
ная модель смешанной размерности, описывающая течение в пористой трещи-
новатой среде, является широко известной [24–29].)

Уравнение (10) дополним начальным условием, граничным условием Ней-
мана и интерфейсным условием:

p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω; pf(x, 0) = p0(x), x ∈ γ; (12)

u · n = 0, x ∈ ∂Ω, uf · n = 0, x ∈ ∂γ; (13)

{u · nf} = −σ(p− pf), σ = kf,nf/(bμ), x ∈ γ, (14)

где n — внешняя нормаль к границе области.

2. Конечно-элементная аппроксимация. Рассмотрим пространствен-
ную дискретизацию методом конечных элементов системы уравнений (10), (11)
c интерфейсным условием (14). Для аппроксимации трещин воспользуемся
дискретной моделью трещин [25]. Данный подход основан на представлении
трещин на неструктурированной сетке гранями конечных элементов.

Пусть Th — некоторое разбиение области на элементы K (ячейки рас-
четной сетки). В случае высокопроницаемых трещин мы предполагаем, что
p+ = p− = pf [24] и∫

K

∇ · u z dx = −
∫
K

u · ∇z dx+
∫
γ

[u · nf ]z ds.

Тогда с учетом интерфейсного условия для матрицы пористой среды получим∫
Ω

c
∂p

∂t
z dx+

∫
Ω

(
k

μ
gradp, grad z

)
dx−

∫
γ

[u · nf ]z ds = 0 (15)
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и для трещин∫
γ

cf
∂pf

∂t
zf ds+

∫
γ

(
b
kf

μ
grad pf , grad zf

)
ds+

∫
γ

[u · nf ]zf ds =
∫
γ

fzf ds, (16)

При pf = p с использованием метода суперпозиции получим∫
Ω

c
∂p

∂t
z dx+

∫
Ω

(
k

μ
grad p, grad z

)
dx

+
∑

j

(∫
γj

cf
∂p

∂t
zf ds+

∫
γj

(
b
kf

μ
grad p, grad zf

)
ds

)
=
∑

j

∫
γj

fzf ds, (17)

где j = 1,Mf и Mf — количество дискретных трещин. Более подробно вывод
аппроксимации можно посмотреть в работе [25].

Для аппроксимации по времени воспользуемся чисто неявной дискретиза-
цией уравнений∫

Ωm

c
pn+1 − pn

τ
z dx+

∑
i

∫
γi

cf
pn+1 − pn

τ
zf ds+

∫
Ω

(
k

μ
grad pn+1, grad z

)
dx

+
∑

i

∫
γi

(
b
kf

μ
grad pn+1, grad zf

)
ds =

∑
i

∫
γi

fnzf ds, (18)

где γi — область i-й трещины, τ — шаг по времени, n — номер временного
слоя.

В качестве базисных функций будем использовать простейшие непрерыв-
ные линейные финитные функции первого порядка. Для стандартного метода
Галеркина решение задачи и тестовые функции запишем в виде

ph =
N∑

i=1

piϕi, vh =
N∑

i=1

ϕi,

где ϕi — кусочно-линейные базисные функции, а N — количество узлов рас-
четной сетки Th. Таким образом, соотношение (18) сводится к системе алге-
браических уравнений

(M + τA)pn+1 = Mpn, (19)

где M и A — соответственно симметричные матрицы масс и жесткости, имею-
щие вид

M =

{
mij =

∫
Ω

cϕiϕj dx+
∑

k

∫
γk

cfψiψj dx

}
,

A =

{
aij =

∫
Ω

k

μ
∇ϕi · ∇ϕj dx+

∑
k

∫
γk

kf

μ
∇ψi · ∇ψj dx

}
,

где ψi — линейные базисные функции, определенные только на трещинах.
Для понимания метода DFM рассмотрим (рис. 1) аппроксимацию матрицы

масс двух треугольных конечных элементов K1 и K2, на пересечении которых
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имеется одномерная трещина E. Здесь элементы матрицы имеют следующий
вид:

mK1
ij =

∫
K1

cϕiϕj dx, i, j = 1, 2, 3,

mK2
ij =

∫
K1

cϕiϕj dx, i, j = 2, 3, 4,

mE
ij =

∫
E

cfψiψj dx, i, j = 2, 3.

Данные величины составляют в совокупности элементы локальных матриц
масс:⎡
⎢⎢⎣
mK1

11 mK1
12 mK1

13 0
mK1

21 mK1
22 +mK2

22 mK1
23 +mK2

23 mK2
24

mK1
31 mK1

32 +mK2
32 mK1

33 +mK2
33 mK2

34

0 mK2
42 mK2

43 mK2
44

⎤
⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎣

0 0 0 0
0 mE

22 mE
23 0

0 mE
32 mE

33 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎣
mK1

11 mK1
12 mK1

13 0
mK1

21 mK1
22 +mK2

22 +mE
22 mK1

23 +mK2
23 +mE

23 mK2
24

mK1
31 mK1

32 +mK2
32 +mE

32 mK1
33 +mK2

33 +mE
33 mK2

34

0 mK2
42 mK2

43 mK2
44

⎤
⎥⎥⎦

Рис. 1. Аппроксимация DFM

3. Решение алгебраических систем. На каждом n-м шаге численно-
го интегрирования по времени исходной начально-краевой задачи необходимо
решать СЛАУ вида (19). Данная процедура осуществляется итерационно до
выполнения условия достаточной малости евклидовой нормы вектора невязки:

‖rn+1,k‖ ≤ εn‖rn+1,0‖, εn 
 1, k = 1, . . . , mn+1, (20)

где k есть номер текущей итерации и

rn+1,k = fn −
(

1
τ
M +A

)
pn+1,k, fn = g − 1

τ
Mpn. (21)

В силу (21) для приближенного решения pn+1
ε = pn+1,m+1 алгебраической

системы (19) справедливо соотношение [19]

1
τ
M + Apn+1

ε = g +
1
r
Mpn − rn+1

ε , rn+1
ε = rn+1,mn

ε . (22)
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С другой стороны, для вектора (p)n+1
h , компоненты которого суть значения

точного решения в узлах пространственно-временной сетки, выполняется ра-
венство (

1
τ
M +A

)
pn+1

h = g +
1
τ
Mpn

h + ψn , (23)

где ψn = ψn
τ + ψn

n = O(τ + h) есть вектор суммарной временной и простран-
ственной погрешностей аппроксимации. Отсюда для вектора полной ошибки
численного решения zn+1 имеем(

1
τ
M + A

)
zn+1 =

1
τ
Mzn + ψn + rn+1

ε , zn+1 = pn+1
h − pn+1

ε . (24)

Из этого равенства следуют рекуррентные неравенства для векторных норм:

‖zn+1‖ ≤ ‖(I + τM−1A)−1‖(‖zn‖ + τ‖M‖ ·
∥∥ψn + rn+1

ε

∣∣), (25)

откуда при естественных предположениях о положительной полуопределен-
ности матрицы M−1A и ограниченности нормы M−1 следует ограниченность
нормы ошибки ‖zn+1‖ при численном интегрировании исходной задачи на огра-
ниченном интервале по времени, поскольку n = T/τ .

Из рассматриваемых соотношений определяется необходимость выполне-
ния балансировки между величинами пространственной и временной аппрокси-
маций, а также итоговой невязки итерационного решения СЛАУ для каждого n.
Для уменьшения количества итераций mn актуальным является вопрос выбо-
ра хорошего начального приближения pn+1,0. При достаточно малом шаге τ
простейшим способом является определение pn+1,0 = pn. Естественным раз-
витием данного подхода является использование схемы предиктор-корректор,
т. е. предварительное применение явной схемы вместо (19):

pn+1 = pn + τM−1(g − Apn). (26)

Для решения заданной достаточно большой СЛАУ с разреженной матри-
цей, хранящейся изначально в сжатом формате (конкретно, Compressed Sparse
Row, CSR) в памяти одного процессора, применяется библиотека KRYLOV,
которая предусматривает следующие технологические этапы.

1. Сбалансированная алгебро-геометрическая декомпозиция расчетной об-
ласти (с заданным количеством сеточных слоев пересечения подобластей), т. е.
фактически проведение разбиения матрицы на блочные строки примерно оди-
накового размера и распределение полученных подсистем по различным MPI-
процессам при одновременной модификации околограничных уравнений для
реализации различных типов интерфейсных условий (Дирихле, Неймана или
Ньютона — Робена) на смежных узлах контактирующих подобластей.

2. Организация синхронного решения сформированных алгебраических
подсистем в подобластях на соответствующих многоядерных процессорах с реа-
лизацией «внутреннего» распараллеливания с помощью многопотоковых вы-
числений, при этом используются предобусловленные итерационные алгорит-
мы в подпространствах Крылова, а также осуществляется буферизация интер-
фейстных данных для подготовки последующих экономичных обменов между
соседними MPI-процессами.

3. Выполнение внешнего итерационного процесса по подобластям на основе
блочного метода Шварца — Якоби в подпространствах Крылова с примене-
нием ускоряющих процедур грубосеточной коррекции или агрегации на основе
малоранговой аппроксимации исходной матрицы.

Очевидно, что при многократном решении СЛАУ на различных шагах по
времени повторяющиеся процедуры выполняются один раз до начала основ-
ных вычислений. Естественно также, что в массовых расчетах однотипных
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задач оптимальное планирование машинного эксперимента требует предвари-
тельных исследований по подбору алгоритмических параметров с выработкой
практических рекомендаций, которые могут значительно повысить эффектив-
ность моделирования.

4. Численное исследование результатов моделирования. Рассмот-
рим численное решение задачи (10)–(13) однофазной фильтрации с сетью тре-
щин в двумерной и трехмерной постановках. Пористая среда предполагается
гомогенной, но за счет трещин вся область Ω является сильно гетерогенной.
Разница между проницаемостью пористой среды и проницаемостью трещин за-
дает эту неоднородность. Пусть η = kf/k — параметр неоднородности среды.
Для исследования влияния этого параметра на сходимость итерационного ме-
тода, рассмотрим его с разными значениями η = 105, η = 106, η = 107, η = 108,
увеличивая только kf по формуле kf = kη. Толщину трещин αi возьмем для
всех трещин одинаковыми, т. е. α = 0, 01 м.

Аппроксимация уравнений и построение матриц проводится на вычисли-
тельной платформе FEniCS [13] с открытым исходным кодом (LGPLv3). Реше-
ние СЛАУ осуществляется двухуровневыми итерационными процессами в под-
пространствах Крылова, предобусловливаемые с помощью аддитивного метода
Шварца и декомпозиции расчетной области (при параллельных вычислениях)
с параметризованными пересечениями подобластей, реализованные в библио-
теке KRYLOV [17–19]. Внешним и внутренним итерационным методом вы-
ступает FGMRES, а в подобластях использовался предобусловливатель Eisen
(модификация алгоритма неполной факторизации Айзенштата).

Для численных экспериментов входные данные возьмем следующими:
ϕm = 0, 4; ϕf = 1; cR = 10−9 Па−1; k = 10−15 м2; μ = 2 · 10−3 Па · с; τ = 1 сутки;
p0 = 10 МПа.

5.1. Численное исследование в двумерном случае. В данной работе исполь-
зуется реальная модель пласта, которая находится на северо-западе Китая из
работы [21]. Рассмотрим задачу в двумерной постановке с одним источни-
ком, моделирующую скважину (рис. 2, а). Область является квадратной со
сторонами по 4 км и имеет сеть трещин. Построим сетку с 13568 вершинами
и 26814 треугольными элементами (рис. 2, б) с помощью свободно распростра-
няемой программы Gmsh [27]. Сетка строится таким образом, что трещины
являются гранями треугольных элементов.

Рис. 2. Геометрия и сетка в 2D
Правая часть в уравнении (10) является источником f = −PI(pn(x) − pb)

(pb = 105 Па — призабойное давление, PI — коэффициент Писмана) и имеет



Численное решение задачи фильтрации в трещиноватой среде 9

вид

PI =
2πkH3

μ log(re/rw)
, (27)

где rw = 0, 1 м— радиус скважины, re = He−π/2 ≈ 0, 20788H — эквивалентный
радиус (радиус Писмана или радиус контура питания скважины), H3 — высота
скважины, H — расстояние от центра скважины до ближайщего узла.

Зависимость среднего количества итераций Niter от параметра контраст-
ности среды η представлена в табл. 1. и на рис. 3, а, б. Как известно, неоднород-
ность среды влечет за собой увеличение числа обусловленности и количества
итераций, что подтверждается приведенными данными.

На рис. 3, в, г показаны графики зависимости дебита и среднего давления
соответственно от параметра η в каждый момент времени.

Т а б л и ц а 1

Среднее количество итераций Niter в зависимости от η

η 1 2 3 4

Niter 3,11 6,12 19,35 53

В DFM трещины являются высокопроницаемыми пустотами, и они опреде-
ляют основное направление и плотность течения флюида. На рис. 4 показано
распределение поля давления p на конечный момент времени в зависимости
от η, где при ее больших значениях основное течение идет по трещинам.

Рис. 3. Графики количества итераций (а), времени решения (б), дебита скважины (в)
и среднего давления (г) в зависимости от η
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Рис. 4. Распределение давления при t = 10 лет

5.2. Численные эксперименты для 3D. В случае трехмерного моделирова-
ния трещины представляются в виде двумерных плоскостей. При построении
трехмерной геометрии за основу взята геометрия двумерной задачи (рис. 2, а).
Область является параллелепипедом со сторонами по 4 км и высотой 300 м.
Трещины располагаются вертикально по середине области и имеют высоту
200 м (рис. 5, а).

Для исследования влияния параметра η на решение задачи сгенерируем
следующие две сетки с разными количествами узлов и тетраэдральных эле-
ментов:

сетка 1: 720822 узлов и 3759775 элементов (рис. 5, б);
сетка 2: 1621228 узлов и 9358641 элементов (рис. 5, в).
Задача (10)–(13) решалась на вычислительном кластере НКС-1П Сибир-

ского суперкомпютерного центра, использовались 20 узлов с Intel Xeon E5-
2697v4 (2,6 Ггц, 16 ядер). Область разбивается на подобласти, количество
которых равно количеству параллельных MPI-процессов. В табл. 2 предста-
влены средние числа итераций и времена решения (в секундах) в зависимости
от параметра η, где мы видим, что задача, запущенная на 16 MPI-процессах,
показывает более быструю работу. При увеличении количества MPI-процессов
увеличивается количество итераций, но уменьшается время решения СЛАУ.
Также из результатов следует, что при увеличении количества MPI-процессов
уменьшается разрыв времени решения при различных параметрах проницае-
мости трещин kf . На рис. 6 представлены решения задачи в момент времени
t = 1 год при различных значениях параметра η на сетке 2.
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Т а б л и ц а 2
Среднее количество итераций Niter и время решения tsol в зависимости от η

Сетка η
Количество процессов

1 2 4 8 12 16

1
Niter 7,31 8,31 19,79 19,82 19,8 19,77
tsol 8,18 2,28 2,67 1,57 1,3 1,2

Сетка 1
2

Niter 20,86 20,77 56,35 55,21 54,66 52,72
N = 720822 tsol 22,01 5,71 7,73 3,9 2,79 2,14

3
Niter 63,35 62,01 194,59 191,27 184,71 177,79
tsol 68,1 17,08 27,2 12,7 8,34 5,79

1
Niter 8,47 26,63 30,86 37,82 38,27 37,31
tsol 24,38 19,45 10,01 7,04 6,25 4,34

Сетка 2
2

Niter 24,73 33,55 49,28 90,1 91,24 91,37
N = 1621228 tsol 67,05 24,03 15,69 16,03 13,42 8,6

3
Niter 73,36 77,76 199,84 564,15 416,8 347,4
tsol 202,03 61,43 65,29 95,24 56,75 28,07

Рис. 5. Геометрия сетки в области 3D

Рис. 6. Распределение давления при t = 1 год на сетке 2 при разных η
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Заключение. Рассмотрена модель дискретных трещин (DFM), которая
моделирует трещины в явном виде. Показано сильное влияние трещин на ско-
рость течения жидкости при больших значениях проницаемости. Для решения
СЛАУ использовалась библиотека параллельных алгоритмов KRYLOV. Пока-
зана прямая зависимость числа итераций и времени решения от проницаемости
трещин. Проведено численное исследование влияния проницаемости трещи-
ны на сходимость итерационного метода для задачи фильтрации в двумерной
и трехмерной постановках.
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