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Математическое моделирование – чрезвычай�
но многогранное понятие, поэтому его рассмот�
рение может осуществляться в различных плос�
костях. Одно из возможных направлений класси�
фикации – с точки зрения типов решаемых задач,
которые относятся к электромагнетизму, тепло�
физике, упругопластичности, гидрогазодинамике,
многофазной фильтрации, химической кинетике,
квантовым явлениям, динамическим системам и
т.д. Важно отметить, что особую актуальность при�
обретают междисциплинарные прямые и обрат�
ные задачи. При этом математические формули�
ровки могут быть представлены по�разному – как
дифференциальные и/или интегральные, класси�
ческие или обобщённые, вариационные и сме�
шанные уравнения.

Другой возможный взгляд на это разнообра�
зие – через призму отраслевых приложений: ма�
шиностроение, металлургия, энергетика, геофи�
зика, погода и климат, экология и катастрофы,
биомедицина, материаловедение, экономика и
социум. Главным образом по этому принципу по�
строена доступная в Интернете программа фун�
даментальных исследований Президиума РАН
№ 1 по стратегическим направлениям науки
(конкурс 2014 г.) “Фундаментальные проблемы
математического моделирования”.

Следующим критерием типологизации высту�
пают вычислительные методы и технологии, при�
меняемые на различных стадиях компьютерного
эксперимента: геометрическое и функциональ�
ное моделирование, генерация сеток, аппрокси�
мация исходных уравнений, решение получаемых
алгебраических систем, методы оптимизации для
обратных задач, обработка и визуализация числен�
ных результатов и т.д.

Распространению моделирования способству�
ют такие внешние факторы, как фантастический
рост производительности многопроцессорных
вычислительных систем (МВС), бурное развитие
методов теоретической и прикладной математи�
ки, а также практические потребности эпохи ре�
индустриализации и прорывных наукоёмких тех�
нологий. Всё это повышает практический потен�
циал моделирования, превращая его, с одной
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стороны, в третий путь познания наряду с теоре�
тическими и эмпирическими (натурными) иссле�
дованиями, а с другой – в одно из определяющих
условий увеличения производительности труда и
внутреннего валового продукта.

Узким местом является производительность
программистского труда, рост которой катастро�
фически отстаёт от темпов увеличения мощно�
стей суперкомпьютеров. Преодоление назревше�
го кризиса прикладного программирования тре�
бует создания новой парадигмы его развития.
Сложившаяся многолетняя практика заключает�
ся в реализации пакетов прикладных программ
(ППП), коммерческих или общедоступных, для
конкретных классов задач. Примерами таких
продуктов являются ANSYS [1] и Nastran [2]. Раз�
работками другого вида являются библиотеки
программ, реализующие совокупность алгорит�
мов для какого�то типа вычислительных задач.
Так, Netgen [3] отвечает за генерацию сеток,
PETSc [4] – алгебраические решатели и т.д. Ещё
один вариант, набирающий в последнее время
популярность, – инструментальные вычисли�
тельные системы OpenFOAM [5], DUNE (Dis�
tributed Unified Numerical Environment) [6], базо�
вая система моделирования (БСМ) [7].

В случае инструментальных вычислительных
систем речь идёт о формировании интегрирован�
ного открытого (оpen source) окружения, разраба�
тываемого широким сообществом. Оно поддер�
живает все основные алгоритмические стадии
вычислительного эксперимента и позволяет опе�
ративно разрабатывать ППП, в том числе закры�
тые, для конкретных и разнообразных приложе�
ний. Исходным в данном случае оказывается не
проблемная, а методологическая и инструмен�
тальная ориентация. Этот подход позволяет пре�
одолеть принципиальное противоречие между
универсальностью и эффективностью – при из�
быточности состава алгоритмов для решения
конкретной задачи (из допустимого широкого
класса) можно выбрать достаточно экономичную
реализацию. 

Основанием концепции открытых вычисли�
тельных систем является представление, согласно
которому при практически бесконечном много�
образии задач, различающихся индивидуальны�
ми особенностями, все они описываются конеч�
ным набором математических моделей, методы
решения которых могут быть “разложены по по�
лочкам”, а организация работ с такими интеллек�
туальными объектами должна иметь адекватную
степень автоматизации. Создание подобного
крупного программного комплекса требует дли�
тельного жизненного цикла, расширяемости со�
става моделей и алгоритмов, адаптации к эволю�
ции компьютерных платформ, взаимодействия с
внешними продуктами, наличия гибких интер�
фейсов, рассчитанных на пользователей различ�

ной профессиональной подготовки, а также компо�
нентной архитектуры, поддерживающей принципы
модульного (или сборочного) программирования.
Фактически речь идёт о создании глобальной вы�
сокопроизводительной системы наукоёмких тех�
нологий нового поколения, призванной кар�
динально изменить востребованность матема�
тического моделирования, ориентированной на
обеспечение импортозамещающих програм�
мных разработок, актуальных для националь�
ной безопасности, а также обладающей высокой
конкурентоспособностью на внешнем рынке.

Настоящая статья посвящена рассмотрению
перечисленных крупномасштабных и неразрыв�
но связанных один с другим вопросов: во�первых,
автоматизации построения моделей и алгорит�
мов, во�вторых, отображения структуры алгорит�
мов на архитектуру современных и будущих гете�
рогенных МВС, в�третьих, разработки компо�
нентных архитектур и технологий создания
сверхбольших унифицированных комплексов,
рассчитанных на то, чтобы прикладное про�
граммное обеспечение (ППО) имело не только
высокую рентабельность и эффективность, но и
гибкие возможности широкого применения,
сравнимые с эксплуатационными и интерфейс�
ными качествами операционных систем или ком�
пиляторов. 

АВТОМАТИЗАЦИЯ ПОСТРОЕНИЯ 
МОДЕЛЕЙ И АЛГОРИТМОВ – ОСНОВА 

ИНТЕЛЛЕКТУАЛИЗАЦИИ ППО

Вне зависимости от предметной ориентации
соответствующего ППО вычислительный экспе�
римент проходит по однотипным технологиче�
ским стадиям.

Геометрическое и функциональное моделирова3
ние. На первом этапе пользователь должен сфор�
мулировать задание на расчёт, которое может
включать описание сложной геометрической
конфигурации какой�то области, состоящей из
подобластей с различными материальными свой�
ствами. Если геометрические объекты и операции
давно освоены в многочисленных САПРовских
продуктах (CAD, CAE, CAM, PLM) и графических
системах, то функциональное моделирование тре�
бует оперирования с такими формализмами, как
уравнения в подобластях, краевые условия на гра�
ничных сегментах, различные коэффициенты
и т.д. Кроме исходных данных, необходимо ука�
зать, что и в какой форме требуется получить.
Могут быть также предписаны и применяемые
методы или даже детальные вычислительные схе�
мы, определяющие однозначно процесс математи�
ческого моделирования в конкретной операцион�
ной обстановке. Делая акцент на перечисленных
аспектах, мы фактически приходим к автоматиза�
ции построения моделей и алгоритмов.
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Проблемой остаётся создание гибкого входно�
го и выходного интерфейса для конечного поль�
зователя. В идеальном случае такой интерфейс
представлен языком программирования есте�
ственного типа с возможным активным исполь�
зованием как текстовых, так и графических
средств. Поскольку пользователями одного и того
же разрабатываемого обеспечения могут быть
специалисты самого разного профиля – матема�
тики, программисты, инженеры, техники и т.д.,
становится очевидной необходимость формиро�
вания богатой гаммы прикладных когнитивных
средств. Это, в свою очередь, обусловливает зада�
чу организации “фабрики” многочисленных спе�
циализированных под приложения языков, за ко�
торыми в литературе закрепилось название Do�
mestic Specific Language (DSL) [8].

Важно отметить, что уже первая стадия ком�
пьютерного эксперимента свидетельствует: ши�
рокая востребованность суперкомпьютерных тех�
нологий требует не только высокопроизводитель�
ных вычислений, но и искусственного интеллекта
высокого уровня. В работе [8] этот момент ассо�
циируется с переходом от “палеоинформатики” к
“неоинформатике”.

Дискретизация задачи. Практически всегда ре�
шение нетривиальных математических уравне�
ний начинается с построения сетки. Чтобы
представить многообразие возникающих здесь
вопросов, достаточно перечислить наиболее ча�
сто применяемые типы сеток, среди них: адаптив�
ные, структурированные, неструктурированные
и квазиструктурированные, согласованные, не�
согласованные и мортарные, регулярные и нере�
гулярные, статические и динамические и т.д.

Наиболее эффективные подходы к дискрети�
зации связаны с достаточно сложными дискрет�
ными объектами и их преобразованиями, вклю�
чая последовательности иерархических сеток и их
локальные сгущения (zoom), декомпозиции се�
точных областей на подобласти, динамическую
перестройку сеток, апостериорный и/или апри�
орный учёт свойств искомых решений. Суще�
ствует значительное количество показателей ка�
чества сеток, однако определение оптимальной
сетки остаётся слишком сложной проблемой и в
практических разработках даже не формулирует�
ся. Наиболее распространённый принцип выбора
сводится к эмпирическому подходу – использо�
ванию плотностей распределения сеточных узлов
исходя из общих качественных соображений. От�
дельные методические рекомендации относятся к
частным случаям и являются только исключения�
ми, подтверждающими общее правило. Одновре�
менно на мировом рынке ППО представлено
много как очень дорогих, так и бесплатных сеточ�
ных генераторов, в которых используется некото�
рое количество признанных вычислительным со�
обществом сеточных структур данных (ССД).

Эффективное использование этого огромного
овеществлённого интеллектуального потенциала
представляется весьма актуальной задачей.

Фундаментальные и прикладные проблемы
построения сеток давно стали предметом актив�
ных исследований, в которых используются са�
мые различные вариационные и инженерные
подходы. Однако проблема оптимальности сеток
и их декомпозиции чрезвычайно многогранна и
потому по�прежнему не сформулирована доста�
точно строго. К этому вопросу мы ещё вернёмся,
здесь же отмечу, что сегодня можно говорить
лишь о построении “хороших” сеток, то есть удо�
влетворяющих апробированным, но весьма мно�
гочисленным качественным или количествен�
ным критериям: в треугольниках не должно быть
слишком малых углов, объёмы или площади яче�
ек не должны вырождаться и т.д. Эти критерии
либо получаются из теоретических оценок, либо
выводятся чисто эмпирически, в силу чего даже
сложилось мнение, что нужно строить “краси�
вые” сетки, а потому для контроля сеточных гене�
раторов совершенно естественно прибегать к
средствам визуализации.

На описательном уровне можно дать опреде�
ление качества адаптивности сетки, являющегося
если фактически не обязательным, то, по край�
ней мере, весьма желательным: узлы и рёбра ку�
сочно�гладкой границы расчётной области долж�
ны совпадать с узлами и рёбрами сетки, а шаги
сетки должны быть мельче там, где производные
искомого решения относительно велики. По�
следнее высчитывается или по априорным теоре�
тическим оценкам, или по апостериорному ана�
лизу промежуточных численных результатов.
Подчеркнём, что соблюдение этих требований
может, как правило, во много раз сэкономить об�
щие вычислительные ресурсы для получения ре�
шения с требуемой точностью.

Дискретизация – технологическая стадия,
важная с точки зрения как ресурсоёмкости вычис�
лений в целом, так и разрешающей способности
расчётов, от которой в большой степени зависит
успех моделирования. Особенно это справедливо в
отношении задач со сложным пространственно�
временным поведением решения, включая акту�
альные ситуации с сильно разномасштабными
(multi�scale) характеристиками. Таким образом,
генерация сеток – высокоинтеллектуальная ме�
тодология, а отсутствие существенных теоретиче�
ских и алгоритмических результатов делает наи�
более реалистичной ориентацию не на автомати�
ческое, а на автоматизированное построение
сеток, сопровождаемое их оперативной визуали�
зацией и участием эксперта в контроле вычисли�
тельного процесса.

Аппроксимация уравнений. Когда после выпол�
нения предыдущих этапов сформирована ССД, в
совокупности с геометрической и функциональ�
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ной структурами данных (ГСД и ФСД) отобража�
ющая на дискретном уровне всю информацию об
исходной задаче, наступает черёд её аппроксима�
ции. Результатом оказывается система конечно�
мерных алгебраических соотношений – алгебраи�
ческая структура данных (АСД), в которой могут
эффективно использоваться широко распростра�
нённые матричные представления для разрежен�
ных алгебраических систем. В качестве примера
укажем сжатый строчный формат CSR (Com�
pressed Sparse Row) [9].

Исполняемые в данном случае операции ока�
зываются самыми наукоёмкими и представлены
разнообразными теоретическими подходами: ме�
тодами конечных разностей (МКР), конечных
объёмов (МКО) и конечных элементов (МКЭ)
[10, 11], различными спектральными алгоритма�
ми, методами интегральных уравнений и т.д. Ло�
гическая сложность “аппроксиматоров” особенно
усиливается, когда применяются методы повышен�
ного порядка точности, особенно на неструктури�
рованных сетках, формулы для которых занима�
ют по несколько страниц. Именно это препят�
ствует их широкому распространению, несмотря
на большие преимущества.

Кардинальным решением в данной ситуации
является использование возможностей искус�
ственного интеллекта, а именно средств автома�
тизации аналитических символьных преобразо�
ваний. В принципе такие инструменты присут�
ствуют в больших специализированных системах
типа Reduce или Maple и успешно применяются,
например, в пакетах FEniCS и Helmholtz [12].
В названных случаях задача облегчается благода�
ря разработанной в рамках МКЭ и МКО уникаль�
ной поэлементной технологии независимого и
легко распараллеливаемого вычисления локаль�
ных матриц с последующей сборкой (assembling)
глобальной матрицы. Более того, на основе адди�
тивной методологии удаётся охватить вопросы
учёта краевых условий различных типов, авто�
номных аппроксимаций типовых дифференци�
альных операторов Лапласа, дивергенции, рото�
ра, градиента и т.д., а также их интегральных ана�
логов в обобщённых вариационных постановках.

Решение алгебраических задач. На данной ста�
дии выполняются различные матрично�вектор�
ные операции, требующие наибольших компью�
терных ресурсов, поскольку объём арифметиче�
ских операций и необходимой памяти здесь
зачастую растёт нелинейно с увеличением числа
степеней свободы задачи. Проводимые вычисле�
ния могут заключаться в осуществлении рекур�
рентных последовательностей, решении систем
алгебраических уравнений (линейных – СЛАУ, и
нелинейных – СНАУ), решении проблем соб�
ственных значений, реализации оптимизацион�
ных алгоритмов для задач математического про�
граммирования. Названные задачи составляют

обширнейшие направления вычислительной ал�
гебры, отличающиеся огромным разнообразием
концептуальных подходов, конкретных версий
методов и особенностями их применения. Имен�
но здесь актуализируются вопросы распараллели�
вания алгоритмов и их отображения на архитек�
туры МВС, в частности, на кластерные системы,
содержащие гетерогенные узлы с классическими
и специализированными процессорами.

На международном рынке имеется огромное
количество алгебраического программного обес�
печения, которое непрерывно обновляется и рас�
ширяется за счёт адаптивных модификаций для
вновь появляющихся компьютерных платформ и
архитектур, а также быстрого развития новых ал�
горитмов. Бурный рост и постоянное обновление
создают проблему согласованного переиспользо�
вания уже имеющихся продуктов. Надо сказать,
что в данной области есть серьёзные достижения:
разработаны типовые универсальные структу�
ры данных и библиотеки с основным набором
матрично�векторных операций (BLAS, SPARSE
BLAS) [9].

Многообразие алгебраических методов вызы�
вается, в первую очередь, отличием типов участ�
вующих матриц – эрмитовых и неэрмитовых, ве�
щественных и комплексных, симметричных и не�
симметричных, вырожденных и невырожденных,
положительно определённых и знаконеопреде�
лённых и др. Все типы матриц делятся на плотные
и разреженные, и подходы к их обработке суще�
ственно различаются. Кроме того, для выбора оп�
тимальных алгоритмов большое значение имеют
структурные свойства матриц (ленточные, тре�
угольные и пр.), а также их размерности (понятие
“больших” матриц постоянно меняется в зависи�
мости от мощности текущего поколения компью�
теров и в постпетафлопсную эру связывается с
порядками 109–1012). Особую сложность пред�
ставляют плохо обусловленные задачи с сильной
неустойчивостью численных решений относи�
тельно ошибок исходных данных или машинных
округлений.

Наиболее эффективные современные алго�
ритмы отличаются высокой логической сложно�
стью: многосеточные подходы, методы декомпо�
зиции областей, приёмы оптимизации последо�
вательностей переменных или масштабирования
матриц и т.д. Можно констатировать, что наибо�
лее ресурсоёмкие алгебраические методы также
требуют активного использования искусственно�
го интеллекта.

Оптимизационные подходы к решению обрат3
ных задач. Решения прямых задач математиче�
ского моделирования, в которых требуется найти
искомые функции при всех заданных коэффици�
ентах уравнений и начальных и граничных усло�
вий, могут отличаться большой вычислительной
сложностью, но обычно они составляют только
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часть проблемы, заключающейся в решении об�
ратной задачи. Последняя характеризуется тем,
что какая�то часть её исходных данных зависит от
неизвестных параметров, которые требуется най�
ти по условию минимизации описываемого целево�
го функционала при некоторых дополнительных
ограничениях на свойства задачи. Так, когда рас�
считываются технические устройства или приборы,
конечной целью инженера, как правило, является
не просто изучение их свойств, а автоматизиро�
ванное проектирование оптимальных конфигура�
ций, обеспечивающих требуемые характеристики.
При этом практически всегда имеются дополни�
тельные ограничения, связанные с размером, весом
или иными функциональными условиями. Дру�
гим характерным примером обратной задачи
является проблема идентификации параметров
математической модели на основе сравнения
расчётных результатов с данными натурных (кос�
венных) измерений.

Основные универсальные подходы к решению
обратных задач опираются на применение мето�
дов условной минимизации, заключающихся в
направленном последовательном поиске локаль�
ного или глобального минимума, причём на каж�
дом шаге вычисляются промежуточные значения
целевого функционала, а это представляет собой
не что иное, как решение прямой задачи. Следо�
вательно, решение обратной задачи в общем слу�
чае требует многократного решения прямых за�
дач.

Методы оптимизации в последние десятиле�
тия активно развиваются, благодаря чему появи�
лись такие новые направления, как алгоритмы
внутренних точек, последовательного квадратич�
ного программирования, доверительных интер�
валов [13]. Однако нужно отметить, что миними�
зация функционалов со сложными геометриче�
скими характеристиками, особенно овражного
типа, – это занятие на грани науки и искусства,
ввиду чего полностью автоматизированный вы�
числительный процесс возможен только в про�
стейших ситуациях. Фактически и здесь требуют�
ся высокоинтеллектуальные технологии с по�
этапной реализацией всей задачи в диалоговом
режиме с пользователем, который на основе сво�
его опыта должен контролировать поведение по�
следовательных приближений и управлять пара�
метрами алгоритмов для быстрейшего достиже�
ния конечной цели.

Постобработка и визуализация результатов.
Управление вычислительным процессом и средства
принятия решения. Результаты алгебраических рас�
чётов лишены какого�либо физического смысла и
наглядности, не в последнюю очередь в силу их
больших объёмов. Например, МКЭ позволяет
получить коэффициенты разложения искомых
решений по использованным базисным функци�
ям в ячейках сетки, тогда как пользователю требу�

ется компактное и наглядное изображение мно�
гомерных векторных полей. Поэтому ППО долж�
но иметь развитый набор инструментов для
формирования таких типичных представлений,
как изоповерхности, силовые линии, сечения,
всевозможные графики и т.д. Это первое требова�
ние. Второе связано с тем, что всего заранее
предусмотреть нельзя, и в интеллектуальной си�
стеме моделирования должны содержаться сред�
ства автоматизации программирования различ�
ных возможных характеристик итоговых данных.
И наконец, третий фактор – возможное разнооб�
разие профессий конечных пользователей, жела�
ющих получать комфортное представление ито�
гов использования компьютера, что и определяет
его производственный эффект.

Важно подчеркнуть, что даже при наличии
идеального прикладного программного обеспе�
чения компьютерное моделирование сложных
процессов или явлений – многогранная творче�
ская деятельность. Так, для систематического
изучения каких�то приложений сначала надо убе�
диться, что применяемые модели и методы соот�
ветствуют техническим требованиям, для чего
предварительно проводятся пробные расчёты с
анализом адекватности получаемых данных. За�
тем настаёт очередь самих исследований, которые
могут представлять собой крупномасштабный
машинный эксперимент, который должен пред�
варяться процедурами планирования и подбора
методики. Последнее недостижимо без обеспече�
ния гибких возможностей составления расчётных
схем, что предполагает создание соответствую�
щих языков (декларативного или императивного
типов) для управления вычислительными про�
цессами. Наконец, поскольку моделирование яв�
ляется не самоцелью, а орудием познавательной
или производственной деятельности, то для при�
нятия решения по результатам расчётов в состав
ППО должны быть заложены или какие�то ко�
гнитивные принципы, или средства подключе�
ния к САПРовским инфраструктурам, или техно�
логии поддержки и оптимизации эксплуатацион�
ных режимов конкретных процессов. Однако эти
вопросы уже выходят за рамки самого математи�
ческого моделирования.

РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЕ АЛГОРИТМОВ И ИХ 
ОТОБРАЖЕНИЕ НА АРХИТЕКТУРУ МВС

Одной из главных тенденций развития вычис�
лительных наук и технологий является конвер�
генция алгоритмических структур и компьютер�
ных архитектур. Поскольку вторая из названных
сторон процесса оказывается за пределами рас�
сматриваемой в настоящей статье тематики, огра�
ничимся анализом кластерных систем с гетеро�
генными узлами, содержащими классические
(центральные) и графические процессоры с мно�
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гочисленными вычислительными ядрами, на ко�
торых реализация алгоритмов осуществляется
средствами гибридного программирования с ор�
ганизацией MPI�процессов (Message Passage In�
terface) на распределённой памяти и многопото�
ковых операций над общей памятью. 

Некоторые общие вопросы распараллеливания.
Универсальное требование к ППО заключается в
отсутствии программных ограничений на число
степеней свободы решаемой задачи (ч.с.с., или
d.o.f. – degrees of freedom) и количество использу�
емых процессоров и/или ядер. Следует отметить
также такие важные характеристики распаралле�
ливания алгоритмов, как слабое и сильное мас�
штабирование. Слабое обозначает примерное со�
хранение времени расчёта при одновременном
увеличении ч.с.с. и количества вычислительных
устройств, а сильное – пропорциональное умень�
шение времени решения фиксированной задачи с
ростом числа вычислителей.

В идеале решение задачи автоматизации и оп�
тимизации распараллеливания алгоритмов хоте�
лось бы искать путём имитационного моделиро�
вания компьютерной системы в целом, однако
это слишком сложно, поэтому приходится при�
влекать полуэмпирические приёмы или простей�
шие модели машинных вычислений. Примерами
характеристик распараллеливания могут служить
две величины – коэффициенты ускорения вы�
числений и эффективности использования про�
цессоров:

где  – время выполнения задачи или алгоритма
на p процессорах. Идеальной ситуацией является
такая, когда значение  прямо пропорциональ�
но, а , но на практике зачастую приходится
довольствоваться коэффициентами эффективно�
сти в несколько процентов.

Развитие суперкомпьютерных технологий идёт в
двух основных направлениях: высокопроизводи�
тельные вычисления (HPC – High Performance
Computing) и работа с большими данными (Big
Data), причём в последние годы наблюдается
конвергенция этих двух тенденций (Intensive Data
Computing). В целом эволюция поколений МВС и
экстремальных задач моделирования сопровож�
дается примерно одинаковым ростом быстродей�
ствия и объёма оперативной памяти (количество
тера� или петафлопсов не сильно отличается от
числа тера� или петабайтов компьютера).

Главная цель при программировании парал�
лельных алгоритмов заключается в минимизации
информационных обменов, поскольку общее
время решения задачи  равно сумме двух слагае�
мых:

= =/ /1 , ,p p p pS T T E S P

pT

pS
= 1pE

T

( )= τ = τ + τ0, ,a a a c c cT N T M N

где  и  – усреднённые времена выполнения
одной арифметической операции и передачи од�
ного числа,  – количество арифметических
действий,  – число обращений к памяти,  –
время задержки (настройки) обменной операции,
а  – средний объём одного передаваемого мас�
сива данных. При этом надо иметь в виду харак�
терное соотношение . Требование к
уменьшению передачи данных вызвано не только
необходимостью повышения быстродействия, но
и энергозатратностью коммуникационных опе�
раций.

Из сказанного становится ясно, что для боль�
ших задач меняется понятие качества алгорит�
мов: из двух сравниваемых методов лучше не тот,
который имеет меньший объём вычислений, а
тот, который реализуется быстрее на МВС рас�
сматриваемого типа. Другими словами, появляет�
ся новая концепция оптимизации вычислений,
основанная на поиске подходов, пусть даже уве�
личивающих количество арифметических дей�
ствий, но существенно снижающих объём пере�
дачи данных между процессами.

Термин “большая задача” нуждается в фор�
мальном уточнении. В данном случае подразуме�
вается проблема, требующая для своего решения
достаточно длительного машинного времени.
В определённом смысле это понятие является ин�
вариантом по отношению к поколению компью�
тера. Также нужно конкретизировать такую упо�
требляемую категорию, как “экстремальное мо�
делирование”, то есть решение больших (или
сверхбольших) задач на суперкомпьютерах, к ко�
торым можно отнести, например, те МВС, кото�
рые по основным мощностным показателям в 10
раз уступают последнему компьютеру из текуще�
го мирового списка ТОР�500.

Говоря об интенсивных вычислениях, нельзя
не коснуться фундаментальной проблемы устой�
чивости к машинным округлениям и к ошибкам
исходных данных. Ограничусь констатацией фак�
та, что для решения очень “плохих” или плохо
обусловленных (так называемых жёстких, некор�
ректных) задач требуются особые условия кон�
троля точности результатов, а зачастую и поиск
специальных алгоритмов. За вычетом подобных
исключительных ситуаций получаемые расчёт�
ные погрешности определяются длиной мантис�
сы в представлении чисел с плавающей запятой.
Сейчас для задач средней и повышенной сложно�
сти общепринятым считается использование
арифметических операций “с двойной точно�
стью” (double precision), что соответствует ма�
шинному представлению вещественных чисел с
помощью 64 битов. Это, с одной стороны, значи�
тельно упрощает оптимизацию алгоритмов, с
другой – вопросы, связанные с оптимизацией, в
действительности просто выносятся за скобки.

τa τ c

aN
M τ0

cN

τ τ τ0 c a� �
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Идеальным решением стало бы использование
переменной длины машинного слова, но такая
стратегия рассматривается сегодня как относя�
щаяся к отдалённой перспективе.

Последнее, на что следует обратить внимание, –
необходимость преодоления психологического
комплекса при отсутствии “под рукой” супер�
компьютера. Современные облачные технологии
делают достаточным условием только наличие
интернет�доступа к вычислительному центру
коллективного пользования (ВЦКП, или Data
Center). Разумеется, для интеллектуализации
пользовательского интерфейса желательно иметь
специализированные средства автоматизирован�
ного рабочего места, но это уже тема отдельного
обсуждения.

Особенности распараллеливания технологиче3
ских стадий. Тактика распараллеливания на каж�
дом вычислительном этапе обусловливается объ�
ёмом обрабатываемых данных и количеством
операций. Стадия геометрического и функцио�
нального моделирования, несущая существен�
ную интеллектуальную нагрузку и определяющая
входной интерфейс пользователя, имеет дело с
макрообъектами, которых не должно быть слиш�
ком много (десятки, сотни, в крайнем случае ты�
сячи). Поэтому представляется целесообразным
обойтись совсем без обменов, копируя вычисле�
ния во всех MPI�процессах и сохраняя в них же
получаемые геометрические и функциональные
структуры данных.

Генерацию сетки формально допустимо
представить как преобразование данных:
ГСД + ФСД → ССД, причём сеточная структура
данных для всей расчётной области может зани�
мать большой объём. В силу этого естественно со�
здавать каждым MPI�процессом ССД для “сво�
ей” сеточной подобласти (с некоторым перекры�
тием). Образование распределённых данных на
начальном этапе тем более оправданно, что де�
композиция областей является основным сред�
ством распараллеливания. Однако, поскольку
расчётная сеточная область должна быть также
определена как целостный объект, все её узлы и
другие элементарные объекты (рёбра, грани, ячей�
ки) должны быть дважды пронумерованы – ло�
кально по подобластям и глобально. В задачах де�
композиции возможны две тактики: построение
подобластей, предваряющее генерацию сеток
(естественно, например, разделять среды с кон�
трастно отличающимися материальными свой�
ствами), или непосредственное формирование
сеточных подобластей. Необходимо также иметь
в виду, что многие эффективные алгоритмы осно�
ваны на специальных переупорядочениях компо�
нент (про эту задачу можно говорить и в терминах
графов), и все соответствующие процедуры долж�
ны быть доступны всем MPI�процессам, или под�
областям, что в целом существенно сократит ин�

формационные обмены. В качестве эффективного
инструмента переупорядочивания назовём попу�
лярные пакеты программ METIS и PARMETIS.

Наиболее сложными для расчётов являются
задачи с движущимися границами, поскольку
при этом адаптивные сетки являются ещё и дина�
мически перестраиваемыми. Многие экономич�
ные методы основаны на локальных сгущениях и
многосеточных подходах, инструментальная под�
держка которых также должна осуществляться
распределённым образом.

После получения распределённых информа�
ционных массивов, отображаемых в ССД, ГСД и
ФСД, параллельным образом может быть реали�
зована аппроксимация исходной задачи. В МКЭ
и МКО для этого существует уникальная техноло�
гия вычисления локальных матриц и сборки (as�
sembling) глобальной матрицы. Поскольку “ап�
проксиматор” работает параллельно по подобла�
стям, или MPI�процессам, с уже распределёнными
необходимыми данными, получаемые в результа�
те матрично�векторные структуры должны нахо�
диться в своей подобласти, поэтому данная ста�
дия идеально реализуется при отсутствии обме�
нов. А выполнение главных операций по ячейкам
сетки независимо друг от друга позволяет эффек�
тивно распараллеливать их с помощью многопо�
токовых вычислений. В нестационарных задачах,
а также в нелинейных или оптимизационных рас�
чётах аппроксимации приходится делать много�
кратно, но с точки зрения адаптации к вычисли�
тельным устройствам это ничего, как правило, не
меняет.

Важнейшим промежуточным элементом при
решении алгебраических задач являются линей�
ные системы, поэтому на них остановимся по�
дробнее. Особое внимание стоит уделить очень
большим СЛАУ с разреженными матрицами, воз�
никающими после аппроксимации с помощью
МКЭ или МКО дифференциальных или соответ�
ствующих вариационных многомерных задач на
неструктурированных сетках. С точки зрения
классификации алгоритмов решаемые СЛАУ
можно разбить на два основных класса – специ�
альные и общего вида. Для первого, к которому
относятся системы, возникающие в краевых зада�
чах с разделяющимися переменными, существу�
ют сверхбыстрые прямые и/или итерационные
решатели типа быстрого преобразования Фурье
или неявные методы переменных направлений с
оптимальными наборами итерационных пара�
метров [10], которые в последнее десятилетие
востребованы благодаря актуальным матричным
уравнениям Ляпунова и Сильвестра.

Прямые методы для больших разреженных
СЛАУ общего вида активно совершенствуются,
однако даже в наиболее продвинутых версиях
широко распространённых программ Pardiso [9] и
MUMPS они имеют ограниченную примени�
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мость, главным образом из�за требований к объё�
му оперативной памяти. Основным орудием вы�
сокопроизводительного параллельного решения
СЛАУ этого типа являются итерационные адди�
тивные методы декомпозиции областей (МДО,
или DDM – Domain Decomposition Methods), по
которым имеется огромная специальная литера�
тура (см., например, обзор в [14]) и уже прошли
23 крупные международные конференции. Суть
этих методов декомпозиции заключается в разбие�
нии сеточной расчётной области на подобласти с
параметризованными пересечениями (в частном
случае – без пересечений), на внутренних грани�
цах которых ставятся какие�то интерфейсные
краевые условия, определяющие информацион�
ные взаимосвязи между смежными подобластя�
ми. В простейшем случае итерации формируются
по блочному методу Якоби, заключающемуся в од�
новременном решении вспомогательных СЛАУ в
подобластях и с организацией обмена данными
между ними. Для ускорения процесса в первую
очередь применяются оптимальные алгоритмы в
подпространствах Крылова. В целях дальнейшего
повышения быстродействия используются раз�
личные двухуровневые или многоуровневые под�
ходы: дефляция, агрегация, грубосеточная кор�
рекция, малоранговая матричная аппроксимация
и др.

Для достижения масштабируемого распарал�
леливания реализуются технологии гибридного
программирования: формируются MPI�процес�
сы над распределённой по вычислительным уз�
лам памятью – по одному на каждую из подобла�
стей, внутри которых осуществляются многопо�
токовые вычисления средствами OpenMP на
общей памяти. При этом существенного ускоре�
ния можно добиться, если совместить межпро�
цессорные обмены с синхронным выполнением
арифметических операций в подобластях. От�
дельную проблему предcтавляет эффективное ис�
пользование универсальных графических ускори�
телей с огромным количеством вычислительных
ядер, но относительно медленными коммуникаци�
ями (GPGPU – General Purpose Graphic Processor
Units), а также перспективных программируемых
логических интегральных схем (ПЛИС, или
FPGA – Free Programmable Gate Array).

Адаптация современных методов декомпози�
ции к имеющимся компьютерным платформам
составляет, прибегая к философско�методологи�
ческой терминологии, задачу отображения алго�
ритмов на архитектуру МВС. Это фундаменталь�
ное по своей значимости научное направление в
значительной степени является эксперименталь�
ным, и только многочисленные сопоставления
измерений реальной производительности могут
послужить основой для выработки практических
рекомендаций по решению классов задач.

Постпроцессинг и визуализация результатов
расчёта – самое благодатное для распараллелива�
ния поле деятельности. При кажущейся матема�
тической простоте данная технологическая ста�
дия является ключевой для успешности больших
проектов по моделированию. Качественная цвет�
ная графика, особенно с динамическими сценария�
ми и многократным контролем промежуточных
данных, требует значительных компьютерных ре�
сурсов и в крупномасштабном вычислительном
эксперименте может занимать львиную долю ма�
шинного времени. А поскольку одним из главных
требований к качеству визуализации является
быстрота генерации изображений, то естествен�
ным техническим решением становится исполь�
зование высокоскоростных графических процес�
соров GPU (Graphics Processing Unit). Важная
особенность визуализации заключается в том, что
итоговые многомерные векторные поля, которые
надо наглядно представить пользователю, рас�
пределены по блокам иерархической памяти раз�
личных процессоров. Другое обстоятельство свя�
зано с наличием большого количества професси�
ональных продуктов графического назначения
(Visual Studio, Open GL и т.д.), и одна из главных
проблем разработчиков системы моделирования
заключается в их эффективном переиспользова�
нии.

Оптимизационные методы и управление вы�
числительным экспериментом с точки зрения
крупномасштабного распараллеливания пред�
ставляют собой надстройку над ресурсоёмкими
расчётными этапами, и здесь особых проблем не
предвидится, хотя принимаемые решения на
верхнем блочном уровне играют существенную
роль в достижении итоговой высокой производи�
тельности.

КОМПОНЕНТНАЯ АРХИТЕКТУРА 
ИНТЕГРИРОВАННОГО ОКРУЖЕНИЯ 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Как подчёркивается в дорожной карте Между�
народного комитета Джека Донгарры (IESP –
International Exascale Software Project), появление
к 2020 г. экзафлопсных суперкомпьютеров с сот�
нями миллионов вычислительных ядер требует
создания новой парадигмы программирования и
масштабных разработок, возможных только при
широкой и хорошо скоординированной интерна�
циональной кооперации [15]. В области матема�
тического моделирования этот вызов требует
формирования и реализации принципов постро�
ения ППО нового поколения, а именно – создания
интегрированного инструментального окружения,
поддерживающего все стадии наукоёмкого экспе�
римента и служащего основой оперативных разра�
боток пакетов программ для конкретных приложе�
ний и пользователей. Такой методо�проблемно�
ориентированный комплекс должен составить но�
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вое поколение ППО, создаваемого многочислен�
ными группами разработчиков на основе согласо�
ванных технологий и структур данных. Крупно�
блочная конфигурация этого глобализированного
проекта, который можно назвать базовой систе�
мой моделирования (БСМ), определяется вычис�
лительными стадиями, рассмотренными выше с
функциональной точки зрения.

Концепция БСМ, а также принципы построе�
ния основных инструментальных блоков рас�
смотрены в работах [7, 16–20]. Данный проект ос�
нован на следующих положениях:

• БСМ создаётся как богатый и даже избыточ�
ный, но никак не минимальный набор вычисли�
тельных методов для решения широкого круга
прикладных проблем, в том числе обратных и
междисциплинарных, с возможностями гибкого
выбора и оптимизации алгоритмов на основе ана�
лиза свойств конкретной решаемой задачи;

• состав алгоритмов и математических моде�
лей является расширяемым и оперативно попол�
няемым, в том числе за счёт использования внеш�
них программных продуктов;

• программные реализации модулей адаптиру�
ются к эволюции компьютерных архитектур и
платформ, открывая перспективы длительного
жизненного цикла БСМ;

• обеспечение внешних и внутренних про�
граммных интерфейсов, а также взаимодействия
с пользователями осуществляется на основе мно�
жественного представления структур данных при
активном использовании их конвертации и спе�
циализированных языков;

• алгоритмы реализуются с ориентацией на
массивное масштабируемое распараллеливание,
без программных ограничений на число степеней
свободы задачи и количество используемых про�
цессоров и/или ядер, на типичные технологии ре�
шения больших задач – облачные вычисления на
суперкомпьютерных ВЦКП.

Что касается архитектуры БСМ, то каждый из
её структурных, или этапных, блоков фактически
представляет собой расширяемую библиотеку ал�
горитмов и программ, другими словами, интегри�
рованную и достаточно автономную среду для
соответствующей методо�экологической ниши.
Подчеркну, что блоки конструируются на прин�
ципах множественности как структур данных, так
и алгоритмов для решения частных подзадач. На�
пример, такое многообразие может включать
многоверсионность реализации на разных языках
программирования или для различных вычисли�
тельных устройств (центральных или графиче�
ских процессоров). Рассматриваемые функцио�
нально�ориентированные блоки могут разраба�
тываться практически независимо друг от друга
(и даже эксплуатироваться как самостоятельный
продукт в других производственных условиях), а

взаимодействие между ними определяется только
интерфейсными структурами данных (ГСД, ССД,
АСД и т.д.).

Широко используемые уже несколько десяти�
летий компонентные технологии, такие как
CORBA (Common Object Request Broker Architec�
ture) [21] и COM/DCOM (Distributed Component
Object Management) [22], в определённом смысле
представляют собой развитие объектно�ориенти�
рованного программирования, но в них не полу�
чает должной реализации обеспечение высокой
производительности наукоёмких вычислений с
масштабируемым параллелизмом, сложными ти�
пами данных и разноязычными программными
модулями. С целью преодоления этих ограниче�
ний в 1997 г. был организован Форум по пробле�
мам общей компонентной архитектуры (Common
Component Architecture (CCA) Forum) [23], поста�
вивший задачей определение основных стандар�
тов, инструментов и технологий. Департамент
энергетики США создал Центр компонентных
технологий для программного обеспечения тера�
масштабного моделирования (CCTTSS – Center
for Component Technology for Terascale Simulation
Software), который совместно с ведущими нацио�
нальными лабораториями создал ряд инструмен�
тальных средств в рамках спецификаций ССА
[24]. Среди таких разработок можно выделить
язык описания компонентных интерфейсов
SIDL (Scientific Interface Definition Language) [25],
являющийся обобщением языка IDL из проекта
CORBA и послуживший основой поддержки
многоязыковости, включая F77, F90/95, C, C++,
Python, реализованный в группе Babel [26], а так�
же инструментальный комплекс CCAFFEINE
[26] для осуществления технологических опера�
ций в иерархической распределённой памяти.
Сегодня уже имеется ряд публикаций по резуль�
татам успешного использования компонентных
технологий для серьёзных приложений. Приме�
рами могут служить модернизация в методологии
ССА пакета программ SPARSKIT [27] для реше�
ния задач линейной алгебры и разработанные в
национальной лаборатории SANDIA (США) ин�
терфейсные стандарты для решения уравнений
[28]. 

В целом идеи компонентных архитектур пере�
кликаются с другими технологиями программи�
рования – модульного, сборочного, фрагментар�
ного. В последние годы появилось направление
сервис�ориентированных архитектур (SOA – Ser�
vice Oriented Architecture), также предполагающее
кардинальное повышение уровня автоматиза�
ции (а следовательно, и производительности)
труда программистов. В значительной степени
это связано с сокращением сроков трудоёмкого
процесса отладки программ, включающего мно�
гократные пропуски тестовых задач и поиск неиз�
бежных технических ошибок. Разработчику не�
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обходимо кодировать алгоритмический модуль
только по заданным требованиям к представле�
нию входной и выходной информации, а система
программирования должна обеспечить его кор�
ректное исполнение в составе всего комплекса,
независимо от того, в какой операционной систе�
ме и на каком вычислительном устройстве будет
выполняться сам запуск (свойство кросс�плат�
форменности).

Свойство многоязыковости здесь не менее
важно, и этому есть две причины: первая – обес�
печение возможности переиспользования в БСМ
сторонних модулей, вторая обусловлена тенден�
цией создания специализированных языков для
быстрого написания алгоритмов определённых
классов. Такие естественные или функциональ�
ные языки с широким использованием не только
императивных (командных) стилей, но и декла�
ративных средств значительно повышают интел�
лектуальность взаимодействия человека с ком�
пьютером и имеют конечной целью рост эффек�
тивности моделирования. Заманчивой остаётся
перспектива автоматизации распараллеливания
алгоритмов на языковом уровне, однако многочис�
ленные попытки пока не привели к разработке про�
изводственного продукта.

∗ ∗ ∗

В силу возрастания сложности задач в области
фундаментальных исследований, а также про�
рывных производственных и социальных техно�
логий глобализация математического моделиро�
вания на суперкомпьютерах становится одним из
главных требований научно�технического про�
гресса. Однако следует, во�первых, помнить, что
его широкое внедрение зависит от решения боль�
шого числа производственных, организационных
и кадровых вопросов [29], а во�вторых, чётко раз�
личать, какие проблемы относятся собственно к
моделированию, а какие – к дисциплинам или
отраслям, где оно применяется. Можно провести
следующую аналогию: математик изучает мате�
матические объекты, а физик�теоретик активно
использует различные формулы и методы для до�
стижения своих целей, но не занимается доказа�
тельством теорем. На современном этапе вместо
качественного анализа свойств дифференциаль�
ных или интегральных уравнений, чему зачастую
посвящает своё время физик (хотя реально это
возможно только в простейших случаях), он мо�
жет и должен брать “умный” прикладной про�
граммный продукт и быстро получать в нагляд�
ной форме необходимые результаты, оперативно
исследуя всевозможные варианты. То же самое
относится и к инженеру, занимающемуся опти�
мизацией какого�то проектируемого устройства.
Однако даже при наличии совершенного инстру�
мента моделирования искусство его эффективно�

го применения – это уже проблема пользовате�
лей, представляющих конкретные предметные
области, которая также нуждается в пристальном
внимании исследователей.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского
научного фонда № 15�11�10024.
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