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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (óìáõ)Au = f; A = {ak;l} ∈ RN;N ; u; f ∈ RN ; (1)× ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Á A É ×ÅËÔÏÒ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË N ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ, Á ÍÁÔÒÉ�Á á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅ-ÖÅÎÎÏÊ É �ÌÏÈÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ (1) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÅÄÏ-ÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á ÎÁÍÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (í÷ó). ðÒÉ ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×Ñ-ÚÏË SCR ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË GMRES [1,2℄) ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔ \ÄÌÉÎÎÙÅ" ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅ-ÔÁÈ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÕËÏÒÁÞÉ×ÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒ ÒÅÓÔÁÒÔÁ, �ÒÏ×Ï-ÄÉÍÙÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï m ÉÔÅÒÁ�ÉÊ (× ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ É ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ \ÓÔÁÒÔÕÀÔ" ÚÁÎÏ×Ï). üÔÏ�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÚÁÍÅÄÌÅÎÉÀ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÎÕ-ÖÄÅÎÎÏÊ �ÌÁÔÏÊ ÚÁ ÒÅÓÕÒÓÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. äÒÕÇÏÊ �ÕÔØË ÜËÏÎÏÍÉÉ ÒÅÓÕÒÓÏ× ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×Ï ××ÅÄÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ É ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×Á-ÎÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÏÄÈÏÄÏ×.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× �ÕÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (LSM { ÏÔ Least Squares Method)ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÒÙÌÏ×Á, Ä×ÕÈÕÒÏ×-ÎÅ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÍÅÔÏÄÙ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË É ÞÅÂÙÛÅ×-ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ, ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òîæ No. 14-11-00485ð É òææé No. 16-29-1522/17 ÏÆÉ-Í. 224



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 225ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÎÏÒÍÙ ÎÅ×ÑÚËÉ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ �ÏÄÈÏÄÏ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÕÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ �Ï-ÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏËMP-SCR (Multi-Pre
onditioned Semi-ConjugateResidual, [3℄), ËÏÔÏÒÙÅ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ �Ï ÓËÏÒÏÓÔÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÍÕ \ÇÉÂËÏÍÕ" ÍÅÔÏÄÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (FGMRES, Flexible Generalized Minimal Residu-al [1℄). ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ SCR ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏ-ÍÉÞÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË CR É ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅ-ÎÉÑ, ÓÍ. [2℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, Á × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈÍÏÇÕÔ ÄÁÖÅ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ, ÔÏ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ×ÑÚËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ÒÅÓÔÁÒÔÁÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ LSM. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÅÝÅ ×ÔÏÒÏÊ ÕÒÏ×ÅÎØ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÁÍÉÈ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊÓ �ÏÍÏÝØÀ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 Ï�ÉÓÙ×Á-ÀÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÁÒÁÇÒÁÆ �ÏÓ×Ñ-ÝÅÎ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÙÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.
§2. ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×ÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ u0, Ï�É-ÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:r0 = f −Au0; p0l = (B(l)0 )−1r0; l = 1; : : : ;M0;P0 = [p01 · · · p0M0 ℄ ∈ RN;M0 ;n = 0; 1; : : : : un+1 = un + Pn��n = u0 + P0 ��0 + · · ·+ Pn ��n;rn+1 = rn −APn ��n = r0 −AP0 ��0 − : : :−APn ��n;��n = (�1n; : : : ; �Mnn )T ; Pn = [pn1 · · · pnMn ℄ ∈ RN;Mn : (2)



226 ÷. ð. éìøéîúÄÅÓØ p0l = (B(l)−10 )rn; l = 1; : : : ;Mn, ÓÕÔØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ �Ï ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÎÅ×ÑÚËÉ r0 Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� B(l)0 , ��n ∈ RMn{ ×ÅËÔÏÒÙ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, Á Mn { ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï \�ÒÅÄÏÂÕ-ÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÅÊ" ÎÁ n-Ê ÉÔÅÒÁ�ÉÉ. éÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÎÏÒÍÙ ||rn+1||2 =(rn+1; rn+1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÂÌÏÞÎÏÍ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ëÒÙÌÏ×ÁK �Mn = Span{P0; : : : ; An−1Pn−1}; �Mn = n−1∑k=0Mk; (3)ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉP Tn ATAPk = Dn;k = 0 ÄÌÑ k 6= n;Dn;n = diag{�n;l = (pln)TATApln} ∈ RMn;Mn ; (4)Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ��n = {�n;l} = D−1n;nP Tn AT r0: (5)ðÒÉ ÜÔÏÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:
‖ rn+1 ‖2 = (rn; rn)− (Cnr0; r0)= (r0; r0)− (C0r0; r0)− · · · − (Cnr0; r0);Cn = PnAD−1n;nATP Tn : (6)îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (4) �Ï-ËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ \ÎÁ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù" Pn+1 ÉÚ ÒÅËÕÒÓÉÊPn+1 = Qn+1 − n∑k=0Pk ��k;n; Qn+1[qn+11 : : : qn+1ms ]

∈ RN;ms ; (7)qn+1l = (B(l)n+1)−1rn+1; l = 1; : : : ;Mn; ��k;n = D−1k;kP Tk ATAQn+1:úÄÅÓØ ��k;n = (�1n; : : : ; �Mkn )T ∈ RMk { ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ,Á B(l)n+1 { ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÅ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅÇËÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÅ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Mn ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁËÁÖÄÏÊ n-Ê ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ. ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÆÏÒÍÕÌ (7) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÍÏÄÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ çÒÁÍÁ{ûÍÉÄÔÁ [4℄.



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 227�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B(l)n ; n = 0; 1; : : : ; l = 1; : : : ;Mn,Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, Á ÍÁÔÒÉ�Ù Pn ÉÍÅÀÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ. �Ï-ÇÄÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ (2){(7) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÀ ‖rn+1‖× ÂÌÏÞÎÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á (3) Ó �ÏÌÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ �Mn.ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÕÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ-×ÑÚËÉ
(A(B(l)n )−1rn; rk) = {0; k < n;�n = (A(B(l)n )−1rn; rn); k = n;Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ�Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �n;l = �n=�n;l.òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÍÅÔÏÄÁ MP-SCR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍFGMRES × ÔÏÍ �ÌÁÎÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÑÈ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅ-ÌÉ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÉÍ ×ÉÄÏÍ, ÎÏ É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ.ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ × �ÒÏ�ÅÓ-ÓÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÈÒÁÎÉÔØ �Mn+1 ×ÅËÔÏÒÏ×, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ nÔÒÅÂÕÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×. ÷Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅÜÔÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÅÓÔÁÒ-ÔÏ× ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÅ mr ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ × ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (7) ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ k = n; n − 1; : : : ;max{0; n − m0 + 1}, Ô.Å. �ÒÉ n > m0ÈÒÁÎÑÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ m0 ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�. ðÏÄ ÒÅÓÔÁÒÔÏÍ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉrn+1 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2), Á ÉÚ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÁË ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ r0. ðÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ mr ÉÔÅÒÁ-�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ï�ÑÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÒÅËÕÒÓÉÊ, ÚÁÔÅÍ Ï�ÑÔØÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÓÔÁÒÔ, É Ô.Ä.äÁÎÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÎÁ ËÁÖÄÏÍ s-Í ÒÅÓÔÁÒÔÅ ÄÌÉÎÁ �ÅÒÉÏÄÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ m(s)r , ÍÅ-ÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ m(s)r = ns − ns−1, ÇÄÅ n0 = 0, Á ns ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ s-Ê ÒÅÓÔÁÒÔ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÍÁÔÒÉ� Pn, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ m(n)0 , ÍÏÖÅÔÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ �ÅÒÉÏÄÁÈ, ÎÏ É ÎÁ ËÁÖÄÏÊÉÔÅÒÁ�ÉÉ. ÷ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÍ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ R-SCR ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï �ÅÒÉÏÄÁÍ ÒÅÓÔÁÒÔÏ× ÏÂÙÞÎÙÍ



228 ÷. ð. éìøéîÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÒÅÓÔÁÒÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÎÅ-×ÑÚËÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÚ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ (7) × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕPn+1 = Qn+1 − n∑k= �m(n)0 Pk ��k;n; n = ns; ns + 1; : : : ; ns+1 − 1; (8)�m(n)0 = min{0; n − m(n)0 }, s = 1; 2; : : : ÷ ÍÅÔÏÄÅ R-SCR, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÍÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (2) (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ n = ns; ns+1; : : : ; ns+1−1; s = 1; 2; : : : ) ÉÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (8), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ëÒÙÌÏ×Á ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÎÉÖÁÀÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. äÌÑ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÉÌÉ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ,ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÕÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ×, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÎÁ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ ÉÔÅÒÁ-�ÉÑÈ É Ï�ÔÉÍÉÚÉÒÕÅÍÙÈ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÑÚÏË. ðÒÅÄÌÁ-ÇÁÅÍÙÊ ÕÓËÏÒÅÎÎÙÊ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ AR-SCR Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÈÕ-ÒÏ×ÎÅ×ÙÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á ÉÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×vs = uns − uns−1 ; ws = Avs = rns−1 − rns ; s = 1; : : : ;Ms; (9)ÇÄÅ Ms ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØÕÔÏÞÎÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ uns × ×ÉÄÅûns = uns + 
1v1 + · · ·+ 
svs = uns + Vs�
s;Vs = (v1 : : : vs) ∈ RN;s; �
s = (
1; : : : ; 
s)T ∈ Rs: (10)óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ÆÏÒÍÅr̂ns = f −Aûns = rns −Ws�
s;Ws = (w1 : : : ws) ∈ RN;s; s = 1; : : : ;Ms: (11)äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÉÚ (11) ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ óìáõWs�
s = rns ; s = 1; : : : ;Ms; (12)ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ \ÍÁÌÏÓÔØ" ÎÅ×ÑÚËÉ r̂ns É ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ�
s ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ W+s , Á ÔÁËÖÅ�ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÌÅ×ÕÀ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÀ çÁÕÓÓÁ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 229ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×LSM [5℄: Bs�
s =W Ts rns ; Bs =W Ts Ws ∈ Rs;s; (13)ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÅÅ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅ×ÑÚËÉr̂ns = min
1;:::;
s{f −Aûns} (14)× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á K �Ms(r0; A), ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×-ÎÁ �Ms = Ms + min{m(n)0 }. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (13) ÓÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Bs ×ÓÅÇÄÁÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ, ÎÏ ÏÎÁ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁWs ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ s. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ (12) É (13) Ó �Ï-ÍÏÝØÀ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÏÄÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ SVD [4℄ × ÓÌÕÞÁÅÔÏÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ �ÒÉ ÕÞÅÔÅ ÍÁÛÉÎÎÙÈÏËÒÕÇÌÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÅÔØ × ×ÉÄÕ, ÞÔÏ óìáõ (13) ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÈÕÖÅÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÁ, ÞÅÍ (12).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÏÒÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚÏË r̂ns ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ Ó×ÏÉÈ ÍÉÎÉÍÕ-ÍÏ× × ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÂÌÏÞÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×ÁÓ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×.äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÏÂÏÂÝÅÎÉÊ ÉÌÉ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ×ÍÅÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× MP-SCR ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÍÅÖÄÕÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË SCR [2℄, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÔÏÄÁÍÉ �ÏÌÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (FOM É GMRES, [1℄) ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ áÒÎÏÌØÄÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (8) ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÂÒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎÞÌÅÎ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ �n = �n;n, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ × (7). äÁÎ-ÎÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (8),ÅÓÌÉ × ÎÅÊ �ÏÌÏÖÉÔØ �m(n)0 = n:s = 0; 1 : : : ; rns = f −Auns ; Pnsl = (B(l)ns )−1rns ;n = ns; ns + 1; : : : ; ns+1 − 1 : un+1 = un − Pn ��n;Pn+1 = Qn+1 − Pn ��n; rn+1 = rn −Apn��n;Pn = [pn1 : : : pnMn ℄ ∈ RN;Mn ; ��n = (�1n; : : : ; �Mnn )T : (15)



230 ÷. ð. éìøéîæÏÒÍÁÌØÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÖÄÕ ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄ-ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË MP-CR Ó ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÒÅ-ËÕÒÓÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏÌÏËÁÌØÎÕÀ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÀ ÎÅ×ÑÚËÉ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙ-ÌÏ×Á. ïÄÎÁËÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (9), ÎÏÔÏÌØËÏ ÎÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ:ṽn=un−un−1; w̃n=Aṽn; n = ns+1; ns+2; : : : ; ns+1 = ns+m(s)r : (16)ó �ÏÍÏÝØÀ LSM �Ï ÜÔÉÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ÍÏÖÎÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÙÎÅ×ÑÚÏË ÎÁ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÑÈ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÌÑs = 0; 1; : : : ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ (10){(14) ÆÏÒÍÕÌÙ:ũns+1 = uns+1 + Ṽs
̃s;Ṽs = (vns + 1; vns + 2; : : : ; vns+1) ∈ RN;m(s)r ; 
̃s ∈ Rm(s)r ;r̃ns+1 = rns+1 − W̃s
̃s; W̃s = AVs;W̃s
̃s = rns+1 ; B̃s
̃s = W̃ Ts W Ts 
̃s =W Ts rns+1 : (17)äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÍÅÖÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÓÕÞÅÔÏÍ ÄÁÎÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ, Ô.Å. × ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ (15)�ÒÉ n = ns ×ÅËÔÏÒ uns ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ũns ÉÚ (17). äÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ LSM-CR, ÍÏÖÎÏ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÕÌÕÞÛÉÔØ, ÅÓÌÉ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÅÝÅ ÒÁÚ ÕÓËÏ-ÒÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍ (9){(14).�ÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÉÎÉÍÉÚÁ-�ÉÉ ÎÅ×ÑÚÏË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ALSM-CR.÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÉÎÄÅËÓ \s" ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏ ËÁË ÎÏÍÅÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ\ÍÅÖÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ" Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ CR ×ÉÄÁ (15) ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌØ [6℄.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ ×ÍÅÓÔÏ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ-×ÑÚÏË ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏ-ÒÅÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÉÍÅÅÔ ×ÉÄ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ (15). íÙ ÅÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÑ B(l)n = B, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ pn, Á ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ��n = �n; ��n = �n Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÁÍÉ [2℄:s = 0; 1 : : : : rns = f −Auns ;



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 231pns = B−1rns ; n = ns; ns + 1; : : : ; ns+1 − 1 :un+1 = un + �npn; pn+1 = B−1rn+1 + �npn;rn+1 = rn −A�npn;�0 = �; �n = �n�; �n = (�n − 1)�n−1�n; � = 2=(�1 + �N );�n = 2=[�N + �1 − (�N − �1) 
os (2n− 1)�2m ];n = 1; : : : ;m1 = ns+1 − ns; (18)ÇÄÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1 É �N , ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, { ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù B−1A. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏÎÉ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÅÎÅÎÙ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉËÉ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. áÌÇÏÒÉÔÍ,�ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ �ÏÓÌÅ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ (18) Ó ËÏÒ-ÒÅË�ÉÅÊ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ× (9){(14), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ LSM-CH. äÁÎÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ALSM-CR, ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÓËÏÒÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÒÅÓÔÁÒÔÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (16){(17), × ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÅÔÏÄ ALSM-CH, ËÏÔÏÒÙÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙ-ÌÏ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ALSM-CR É ALSM-CH Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÄÌÑ ÍÅÖÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ �ÅÒÉÏÄÁ m(s)r =mr ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (15) É (18) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ uns �ÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÁÖÄÙ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÔÓÑ�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (9){(14) É (16){(17), ÔÏÄÁÎÎÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÀ ÎÅ×ÑÚÏË× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á
KMs(r0; A;B−1)=Span(r0; AB−1r0; : : : ; (AB−1)Ms r0); Ms = smr: (19)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁËÎÅÑ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á. éÈ ×ÁÖÎÏÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÓÏËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ� Bs É �Bs ÉÚ (13) É (17) ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÔØÓÑ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ×ÅËÔÏÒÏ× �
s É �
s ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ óìáõ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ s ≪ N



232 ÷. ð. éìøéîÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÈ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÉÚÂÅÇÁÔØ ÌÉÛÎÉÈ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÊ.
§3. üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×üÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÁ-ÄÁÞÅ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

−
�2u�x2 −

�2u�y2 + p�u�x + q �u�y = f(x; y); (x; y) ∈ 
; u|� = g(x; y) (20)× Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 = (0; 1)2 Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ç É ËÏÎ×ÅËÔÉ×-ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ p; q, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÙÍÉ. äÁÎÎÁÑ ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÅÓ ÛÁÇÏÍ h = 1=(L+ 1) É ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÚÌÏ× N = L2:xi = ih; yj = jh; i; j = 0; 1; : : : ; L+ 1;Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÑÔÉÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉ-ÍÁ�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÔÏÒÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÔÏÞÎÏÓÔÉ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÁÅÍÁÑ óìáõ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ × �ÒÏ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÅÛÁ-ÌÉÓØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ D = diag{al;l}:D−1=2AD−1=2D1=2u = D−1=2f;�A�u = �f; �A = D−1=2AD−1=2; �u = D1=2u; �f = D−1=2f: (21)þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ f(x; y) = 0 É g(x; y) = 1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (20) u(x; y) = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓËÏÒÏÓÔØÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ u−u0, Å£ ×ÌÉÑÎÉÅÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÌÏÓØ �ÕÔÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ u0 = 0 É u0 = P2(x; y) = x2 + y2. ëÒÉÔÅÒÉÅÍ ÏËÏÎÞÁÎÉÑÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÕÖÉÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (rn; rn) 6 "2(f; f) �ÒÉ " = 10−7. òÁÓÞÅ-ÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÓÅÔËÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× N = 72; 152; 312; 632 É 1272ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÏ× m = 8; 16; 32; 64 É 128. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÉÓØ ÎÁ ÒÅÓÕÒÓÁÈ óÉÂÉÒÓËÏÇÏ ÓÕ�ÅÒËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ(óóëã é÷íÉíç óï òáî).÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÉÓÌÅÎÎÏ-ÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (20) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×p = q = 0 É p = q = 4. ÷ ÔÁÂÌ. 1{4 ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ ÒÁÓÞÅÔÏ×



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 233ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (8) ÂÅÚ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÅÊ (×ÓÅB(l)n ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù I) Ó Ä×ÕËÒÁÔÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ALSM-CR. ÷ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÜÔÉÈ ÔÁÂÌÉ� �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ (Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ):ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ n, ÉÔÏÇÏ×ÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÅ×ÑÚËÉ ||rn||2 É ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ÏÛÉÂ-ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ � = max{|1− un|}.�ÁÂÌÉ�Á 1. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CR �ÒÉ p = q = 4, u0 = x2 + y2.N \ m 8 16 32 64 12835 31 63 127 25572 2:1 · 10−7 6:7 · 10−8 1:4 · 10−9 5:2 · 10−12 4:1 · 10−38:0 · 10−14 3:4 · 10−14 1:6 · 10−17 6:7 · 10−22 5:0 · 10−2450 65 94 127 255152 1:4 · 10−7 6:9 · 10−7 1:5 · 10−7 2:9 · 10−9 3:4 · 10−125:1 · 10−14 1:4 · 10−13 8:2 · 10−14 9:6 · 10−18 7:2 · 10−2385 101 135 190 255312 2:1 · 10−7 1:7 · 10−6 8:1 · 10−7 4:9 · 10−8 7:28 · 10−71:2 · 10−13 2:8 · 10−13 2:6 · 10−13 2:1 · 10−15 4:2 · 10−14158 176 201 294 382632 1:6 · 10−16 2:6 · 10−6 3:4 · 10−6 5:8 · 10−6 1:6 · 10−76:1 · 10−13 5:9 · 10−13 6:3 · 10−13 6:4 · 10−13 2:4 · 10−15302 330 349 386 5821272 1:9 · 10−6 6:1 · 10−6 5:6 · 10−6 1:1 · 10−5 1:0 · 10−56:8 · 10−13 1:2 · 10−12 1:2 · 10−12 1:3 · 10−12 1:3 · 10−12ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ É ÓÌÁÂÏ ÚÁ-×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÔÏÇÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÎÅ×ÑÚËÉ É ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ ÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ-ÅÍÌÅÍÙÍÉ É ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÉÔÅÒÁ-�ÉÊ ", ÞÔÏ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ÷ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÒÅÓÔÁÒÔÏ× ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÊ × ÒÁÚÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ: ÉÌÉ ÏÂÎÁÒÕ-ÖÉ×ÁÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ, ÉÌÉ ÕÂÙ×ÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ m. ÷ÁÖÎÏ ÏÔ-ÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ LSM ÚÎÁ-ÞÉÔÅÌØÎÏ (ÄÏ ÄÅÓÑÔÉ ÒÁÚ) ÕÍÅÎØÛÉÌÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ (ÜÔÏ ×ÉÄÎÏÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ [5℄, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ



234 ÷. ð. éìøéî�ÁÂÌÉ�Á 2. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CR �ÒÉ p = q = 0, u0 = x2 + y2.N \ m 8 16 32 64 12835 31 63 127 25572 3:0 · 10−7 4:2 · 10−8 5:4 · 10−9 5:4 · 10−9 5:4 · 10−96:9 · 10−14 1:7 · 10−14 6:2 · 10−16 6:2 · 10−16 6:2 · 10−1650 65 94 127 255152 3:9 · 10−8 1:1 · 10−6 3:1 · 10−7 8:8 · 10−8 8:8 · 10−81:9 · 10−14 1:5 · 10−13 1:2 · 10−13 1:4 · 10−13 1:4 · 10−1376 98 129 83 80312 7:2 · 10−7 3:0 · 10−6 2:8 · 10−6 1:2 · 10−6 2:4 · 10−72:5 · 10−13 3:0 · 10−13 2:8 · 10−13 2:7 · 10−13 3:3 · 10−13141 151 190 259 160632 4:9 · 10−7 5:5 · 10−7 2:7 · 10−6 6:5 · 10−6 2:6 · 10−63:3 · 10−13 4:6 · 10−13 6:5 · 10−13 6:3 · 10−13 5:5 · 10−13267 286 301 378 4951272 2:2 · 10−6 2:2 · 10−6 4:0 · 10−6 2:1 · 10−5 2:3 · 10−59:0 · 10−13 9:9 · 10−13 1:3 · 10−12 1:2 · 10−12 1:2 · 10−12�ÁÂÌÉ�Á 3. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CR �ÒÉ p = q = 0, u0 = 0.N \ m 8 16 32 64 12815 10 10 10 1072 3:3 · 10−16 3:3 · 10−16 3:3 · 10−16 3:3 · 10−16 3:3 · 10−161:4 · 10−30 2:0 · 10−33 2:0 · 10−33 2:0 · 10−33 2:0 · 10−3343 48 28 28 28152 5:9 · 10−8 3:0 · 10−7 2:4 · 10−8 2:4 · 10−8 2:4 · 10−84:4 · 10−14 1:1 · 10−13 5:1 · 10−14 5:1 · 10−14 5:1 · 10−1464 93 95 58 58312 4:6 · 10−7 1:1 · 10−6 6:5 · 10−7 6:6 · 10−8 6:6 · 10−82:8 · 10−13 3:0 · 10−13 2:5 · 10−13 1:2 · 10−13 1:2 · 10−13102 123 200 190 110632 9:9 · 10−7 1:7 · 10−6 7:4 · 10−6 1:1 · 10−6 4:5 · 10−76:1 · 10−13 5:6 · 10−13 5:9 · 10−13 3:7 · 10−13 3:9 · 10−13190 208 231 382 3771272 1:1 · 10−6 1:4 · 10−6 4:8 · 10−6 4:9 · 10−6 1:5 · 10−58:9 · 10−13 1:2 · 10−12 1:2 · 10−12 1:2 · 10−12 1:3 · 10−12



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 235�ÁÂÌÉ�Á 4. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CR �ÒÉ p = q = 4, u0 = 0.N \ m 8 16 32 64 12836 33 63 127 13072 1:3 · 10−8 7:2 · 10−8 2:3 · 10−9 3:3 · 10−11 9:0 · 10−86:3 · 10−15 3:9 · 10−14 4:5 · 10−17 2:1 · 10−20 4:9 · 10−1451 76 81 127 255152 2:3 · 10−7 7:3 · 10−8 7:8 · 10−7 7:6 · 10−9 7:3 · 10−111:2 · 10−13 1:7 · 10−14 1:6 · 10−13 3:9 · 10−16 2:7 · 10−2085 104 128 190 255312 2:4 · 10−7 1:5 · 10−6 2:4 · 10−6 4:2 · 10−7 2:2 · 10−81:7 · 10−13 2:9 · 10−13 3:1 · 10−13 1:2 · 10−14 5:0 · 10−16161 180 205 312 382632 1:9 · 10−6 3:3 · 10−6 3:6 · 10−6 5:8 · 10−6 5:6 · 10−75:7 · 10−13 5:0 · 10−13 6:3 · 10−13 6:2 · 10−13 6:3 · 10−15302 331 350 403 5091272 2:4 · 10−6 2:3 · 10−6 7:8 · 10−6 8:7 · 10−6 4:2 · 10−68:8 · 10−13 6:3 · 10−13 1:2 · 10−12 1:2 · 10−12 4:9 · 10−13ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍ). ÷ ÔÁÂÌ. 5{8 �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÍÅÔÏ-ÄÁ ALSM-CH, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÖÄÕ ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ (18).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ É ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÎ×ÅË�ÉÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÌÉÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉ� Ó�ÅËÔÒÁ �1 É �N ÄÌÑ ÍÏÄÅÌØÎÙÈ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ ìÁ�ÌÁÓÁ, ÏÄÎÁËÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÞÅÔÙ ÄÅÍÏÎ-ÓÔÒÉÒÕÀÔ ÓÌÁÂÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÏÔ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÉÑ�1, ÅÓÌÉ �N ×ÙÂÉÒÁÔØ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÎÏÒÍÙ ÍÁÔÒÉ� A. äÌÑÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÒÁÂÏÔÏÊ [5℄, ××ÅÄÅÎÉÅÄ×ÏÊÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ LSM ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓËÏÒÅ-ÎÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÔÁÂÌ. 8 �ÒÉ N = 1272 É m = 8 ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CH ÍÙ ÉÍÅÅÍ 216 ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, Á ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ LSM-ÕÓËÏÒÅÎÉÑ(ÓÍ. ÔÁÂÌ. 5 ÉÚ [5℄) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ n = 3987.
§4. úÁËÌÀÞÅÎÉÅëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ×, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ×ÑÚÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÄÈÏÄÏÍ Ë ÕÓËÏÒÅÎÉÀ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ó ÒÅ-ÓÔÁÒÔÁÍÉ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ. ðÏÍÉÍÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ



236 ÷. ð. éìøéî�ÁÂÌÉ�Á 5. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CH �ÒÉ p = q = 0, u0 = x2 + y2.N \ m 8 16 32 64 12837 29 32 44 4472 2:2 · 10−7 4:5 · 10−8 6:7 · 10−15 1:0 · 10−7 1:2 · 10−77:9 · 10−14 4:2 · 10−14 1:3 · 10−27 3:1 · 10−14 4:3 · 10−1456 72 64 64 88152 7:3 · 10−8 4:5 · 10−7 3:5 · 10−8 4:1 · 10−8 1:6 · 10−71:9 · 10−14 9:6 · 10−14 1:1 · 10−14 4:0 · 10−14 1:1 · 10−1388 112 144 127 160312 8:1 · 10−8 1:3 · 10−6 8:0 · 10−7 9:8 · 10−8 1:1 · 10−73:4 · 10−14 2:7 · 10−13 2:5 · 10−13 2:7 · 10−13 1:6 · 10−13160 160 224 288 249632 5:9 · 10−7 7:5 · 10−7 1:1 · 10−6 2:5 · 10−6 5:5 · 10−73:3 · 10−13 4:6 · 10−13 1:1 · 10−13 4:4 · 10−13 5:1 · 10−13304 304 320 384 5121272 2:2 · 10−6 2:3 · 10−6 6:9 · 10−7 2:9 · 10−6 1:2 · 10−59:0 · 10−13 9:9 · 10−13 1:0 · 10−13 3:7 · 10−13 7:5 · 10−13�ÁÂÌÉ�Á 6. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CH �ÒÉ p = q = 4, u0 = x2 + y2.N \ m 8 16 32 64 12838 32 32 48 4872 9:0 · 10−8 1:9 · 10−9 3:1 · 10−12 2:8 · 10−8 5:2 · 10−87:0 · 10−14 2:2 · 10−17 3:3 · 10−22 5:0 · 10−15 8:4 · 10−1556 79 64 80 96152 1:4 · 10−7 1:2 · 10−7 1:0 · 10−8 8:8 · 10−8 6:0 · 10−85:1 · 10−14 2:5 · 10−14 2:6 · 10−16 7:2 · 10−14 2:7 · 10−1496 112 158 128 160312 2:1 · 10−7 1:7 · 10−7 3:1 · 10−7 7:9 · 10−9 3:1 · 10−71:2 · 10−13 3:3 · 10−14 2:9 · 10−13 8:6 · 10−17 1:7 · 10−13184 192 224 256 256632 5:0 · 10−7 3:2 · 10−7 8:5 · 10−8 2:2 · 10−6 2:0 · 10−81:4 · 10−13 6:9 · 10−14 6:2 · 10−15 6:4 · 10−13 5:2 · 10−17344 352 384 384 5121272 1:9 · 10−6 1:8 · 10−6 5:1 · 10−7 6:4 · 10−6 2:1 · 10−66:8 · 10−13 4:6 · 10−13 5:1 · 10−14 1:1 · 10−12 9:8 · 10−14



ä÷õèõòï÷îå÷ùå íå�ïäù îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 237�ÁÂÌÉ�Á 7. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CH �ÒÉ p = q = 4, u0 = 0.N \ m 8 16 32 64 12840 32 32 48 4872 1:3 · 10−8 8:7 · 10−10 1:5 · 10−12 3:5 · 10−8 4:7 · 10−86:3 · 10−15 9:8 · 10−18 7:2 · 10−23 4:8 · 10−15 7:9 · 10−1557 80 64 80 96152 2:4 · 10−7 7:2 · 10−8 1:5 · 10−8 7:0 · 10−8 5:9 · 10−81:4 · 10−13 1:6 · 10−14 8:3 · 10−16 5:8 · 10−14 2:7 · 10−1496 112 160 128 161312 2:4 · 10−7 2:6 · 10−7 5:9 · 10−7 2:2 · 10−8 3:6 · 10−71:7 · 10−13 5:9 · 10−14 1:5 · 10−13 7:1 · 10−16 1:9 · 10−13184 192 224 256 256632 7:0 · 10−7 3:1 · 10−7 4:3 · 10−7 2:5 · 10−6 5:0 · 10−81:9 · 10−13 1:0 · 10−13 2:5 · 10−14 3:9 · 10−13 5:8 · 10−16344 352 384 448 5121272 2:4 · 10−6 2:3 · 10−6 3:5 · 10−6 5:4 · 10−6 7:1 · 10−78:8 · 10−13 6:3 · 10−13 1:1 · 10−12 6:0 · 10−13 1:4 · 10−14�ÁÂÌÉ�Á 8. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁALSM-CH �ÒÉ p = q = 0, u0 = 0.N \ m 8 16 32 64 12824 16 32 44 4472 2:4 · 10−8 8:9 · 10−15 9:0 · 10−15 3:2 · 10−8 1:2 · 10−82:8 · 10−14 3:7 · 10−27 6:1 · 10−27 6:1 · 10−15 4:1 · 10−1548 61 32 64 88152 1:0 · 10−7 2:1 · 10−7 8:3 · 10−9 2:0 · 10−15 8:4 · 10−84:4 · 10−14 1:7 · 10−13 7:8 · 10−13 4:3 · 10−28 1:5 · 10−1380 112 112 89 160312 1:7 · 10−7 4:5 · 10−7 2:0 · 10−7 3:2 · 10−8 6:1 · 10−81:5 · 10−13 1:2 · 10−13 2:2 · 10−13 4:2 · 10−14 1:6 · 10−13120 144 224 192 224632 1:4 · 10−7 6:4 · 10−7 1:6 · 10−7 1:4 · 10−6 1:8 · 10−75:1 · 10−14 3:6 · 10−13 2:5 · 10−14 3:7 · 10−13 1:0 · 10−13216 224 256 448 3841272 1:2 · 10−6 3:9 · 10−7 4:6 · 10−7 1:9 · 10−6 1:0 · 10−69:0 · 10−13 1:4 · 10−13 5:2 · 10−14 2:0 · 10−13 9:3 · 10−14



238 ÷. ð. éìøéîËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÜËÏÎÏÍÉÑ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×. ÷ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï×ÙÛÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÞÅÂÙÛÅ×-ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ É Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈË×ÁÄÒÁÔÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á. éÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÏÌØÛÏÊ �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÍ �Ï×ÙÛÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÉ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ ÇÉÂÒÉÄÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅ-ÍÏÇÏ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ í÷ó Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ É ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÏÊÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔØÀ. íÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÎÉËÁËÉÈ �ÒÅ-ÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÅÝÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊÒÅÚÅÒ× ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈÓÉÓÔÅÍ × �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÁÎÎÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÉÍÅÀÔ�ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, Á ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear System, PWS Publ, NY, 2002.2. ÷. ð. éÌØÉÎ, íÅÔÏÄÙ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, é÷íÉíç óï òáî,îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 2007.3. ÷. ð. éÌØÉÎ, ï �ÒÏÂÌÅÍÁÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ óìáõ. | úÁ�. ÎÁ-ÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 439 (2015), 112{127.4. þ. ìÏÕÓÏÎ, ò. èÅÎÓÏÎ, þÉÓÌÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÍÅÔÏÄÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏ×, îÁÕËÁ, í., 1986.5. ÷. ð. éÌØÉÎ, ï ÍÅÔÏÄÁÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á.| úÁ�. ÎÁÕÞÎ. ÓÅÍÉÎ. ðïíé 453 (2016), 131{147.6. D. P. O'Leary, Yet another polynomial pre
onditioner for the 
onjugate gradientalgorithm. | Linear Algebra Appl. 154-156 (1991), 377{388.Il'in V. P. Two-level least squares methods in Krylov subspa
es.Two-level least squares a

eleration approa
hes are applied to Cheby-shev a

eleration and 
onjugate residual method with restarts for solvingsystems of linear algebrai
 equations with sparse nonsymmetri
 matri
esarising in �nite volume or �nite element approximations of boundary val-ue problems on irregular grids. Appli
ation of the proposed idea to other
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esses also is 
onsidered. The eÆ
ien
y of the algo-rithms proposed is investigated numeri
ally on a set of model Diri
hletproblems for the 
onve
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