
DELAUNAY: òåõíîëîãè÷åñêàÿ ñðåäà ãåíåðàöèè ñåòîê ∗Â.Ï.ÈëüèíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè èìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè ÑÎ �ÀÍ,Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,ÍîâîñèáèðñêÓÄÊ 519.632�àññìàòðèâàåòñÿ êîíöåïöèÿ òåõíîëîãè÷åñêîé ñðåäû ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíûõ ñåòîê äëÿ ðåøåíèÿ çà-äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàñ÷åòíûõ îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé êîí�èãóðàöèåé íåîäíîñâÿçíûõêóñî÷íî-ãëàäêèõ ãðàíèö, âêëþ÷àÿ ïðÿìûå è îáðàòíûå ìåæäèñöèïëèíàðíûå ïîñòàíîâêè, îïèñûâàåìûåñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ è/èëè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Êîíñòðóèðóåìàÿ ñåòî÷íàÿ ðàñ÷åòíàÿ îá-ëàñòü â îáùåì ñëó÷àå ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ñåòêè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ(â òîì ÷èñëå ñòðóêòóðèðîâàííûå èëè íåñòðóêòóðèðîâàííûå), à íà ñìåæíûõ âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ äèñêðå-òèçàöèÿ ìîæåò áûòü êàê ñîãëàñîâàííàÿ, òàê è íåñîãëàñîâàííàÿ. Ìåòîäîëîãèÿ äàííûõ êâàçèñòðóêòóðèðî-âàííûõ ñåòîê ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì â ïîäîáëàñòÿõ,à òàêæå ìíîæåñòâåííîñòü �îðìàòîâ ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð äàííûõ è èõ êîíâåðòàöèþ. Ïðåäëàãàåìûå òåõ-íîëîãèè âêëþ÷àþò êîíòðîëü êðèòåðèåâ êà÷åñòâà ñåòîê, ãåíåðàöèþ äèíàìè÷åñêèõ ñåòîê, àäàïòèðóåìûõïîä îñîáåííîñòè èñõîäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû äàííûõ, à òàêæå ìíîãîñåòî÷íûå ïîäõîäû, ëîêàëü-íûå ñãóùåíèÿ è ó÷åò àïðèîðíîé è/èëè àïîñòåðèîðíîé èí�îðìàöèè îá îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèé. Ìàñøòà-áèðóåìîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ ïîääåðæèâàåòñÿ ìåòîäàìè äåêîìïîçèöèè ñåòî÷íûõ îáëàñòåé ñàâòîìàòè÷åñêîé áàëàíñèðîâêîé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíûå çàäà÷è, ñåòî÷íàÿ ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, êâàçèñòðóêòóðèðîâàí-íûå àäàïòèâíûå ñåòêè, ìåòîäû ãåíåðàöèè ñåòîê, ñåòî÷íûå ñòðóêòóðû äàííûõ, ìàñøòàáèðóåìîåðàñïàðàëëåëèâàíèå.DELAUNAY: te
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alable parallelezation.1 ÂâåäåíèåÏîñòðîåíèå ñåòêè ÿâëÿåòñÿ âàæíûì çâåíîì â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðèðîäíûõ ÿâëå-íèé è íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îò åå âûáîðà çàâèñèò ý��åêòèâíîñòü ïðèìåíÿåìûõ ÷èñëåí-íûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àÿ òî÷íîñòü è âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé äè�-�åðåíöèàëüíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (èëè ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêè).Âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [1-12℄)è öèòèðóåìûåòàì ðàáîòû. Äàííûì ïðîáëåìàì ïîñâÿùåíû êîí�åðåíöèè, ñïåöèàëüíûå âûïóñêè æóðíàëîâ è îá-øèðíûå ìàòåðèàëû â èíòåðíåòå [13,14℄. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîãðàììíûõðåàëèçàöèé ãåíåðàòîðîâ ñåòîê, êàê îáùåäîñòóïíûõ, òàê è êîììåð÷åñêèõ, àäðåñà ìíîãî÷èñëåííûõñàéòîâ êîòîðûõ ëåãêî íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîèñêîâèêîâ.Ñåòî÷íàÿ òåìàòèêà âêëþ÷àåò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíûõ âîïðîñîâ. Âàæíûå àñ-ïåêòû êàñàþòñÿ ñïîñîáîâ äèñêðåòèçàöèè èñõîäíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ò.å. ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íîéðàñ÷åòíîé îáëàñòè), êîòîðûå îõâàòûâàþò êîí�îðìíûå è êâàçèêîí�îðìíûå îòîáðàæåíèÿ [2℄, âà-ðèàöèîííûå ïðèíöèïû [5℄, ìåòîäû äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [1℄ è ðàçëè÷íûå òåõíîëîãè÷å-ñêèå ïðèåìû [3℄, [4℄, [7℄, [8℄. Àêòóàëüíûìè ìîìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèå êà÷åñòâà, à òàêæåïîäõîäû ê óëó÷øåíèþ èëè îïòèìèçàöèè ñåòîê. Íå ìåíåå ñóùåñòâåííû, îñîáåííî ñ ïðàêòè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ, è òåõíîëîãèè ðåàëèçàöèè: îðãàíèçàöèÿ ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð äàííûõ (ÑÑÄ), äîïóñêà-þùàÿ ìíîæåñòâåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñ âîçìîæíîñòüþ èõ êîíâåðòèðîâàíèÿ è ïåðåèñïîëüçîâàíèÿñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàìì ïîñòðîåíèÿ ñåòîê, à òàêæå èí�îðìàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ñèñòåìà-ìè ãåîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, àâòîìàòèçàöèè ïðîåêòèðîâàíèÿ (ÑÀÏ�), ïîñòîáðàáîòêè èâèçóàëèçàöèè ñåòî÷íûõ �óíêöèé.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíöåïöèÿ è òåõíîëîãèè ïîñòðîåíèÿ ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìîé áèáëèîòåêè ñåòî÷íûõ ãåíåðàòîðîâ äëÿ ìíîãîìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ñî ñëîæíûìèêîí�èãóðàöèÿìè ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé è ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè ñðåä. Öåëü ñî-çäàíèÿ òàêîé áèáëèîòåêè � îðãàíèçàöèÿ èíñòðóìåíòàëüíîé ïîääåðæêè è ñðåäñòâ èíòåãðàöèè ðàç-ëè÷íûõ ñåòî÷íûõ ãåíåðàòîðîâ äëÿ øèðîêîãî êðóãà 2D è 3D ïðèëîæåíèé, ñíàáäèâ åå óäîáíûìèñðåäñòâàìè óïðàâëåíèÿ, çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, âèçóàëèçàöèè è àíàëèçà õàðàêòåðèñòèê ïî-ñòðîåííîé ñåòêè. Îòìåòèì, ÷òî ãåíåðàòîðû ñåòîê ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ÑÀÏ�-îâñêèõðàçðàáîòîê (CAD, CAE, CAM è äð.), êîòîðûå â ïåðñïåêòèâå îðèåíòèðîâàíû íà èíòåãðàöèþ ñ íà-óêîåìêèì ìîäåëèðîâàíèåì ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé, òàê ÷òî îïèñûâàåìàÿ â ïðåäñòàâëÿåìîì ïðîåêòåìåòîäîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ âñòðå÷íûì äâèæåíèåì â äàííîé òåíäåíöèè.Áèáëèîòåêà îðèåíòèðîâàíà íà êîíñòðóèðîâàíèå øèðîêîãî ñïåêòðà àäàïòèâíûõ ñåòîê (�îð-ìàëüíî � ïðàêòè÷åñêè áåç îãðàíè÷åíèé): ñòðóêòóðèðîâàííûõ è íåñòðóêòóðèðîâàííûõ, ñòàòè÷å-ñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå êîí�èãóðàöèè ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ (òåòðàýäðû,îêòàýäðû, ïðèçìû è ò.ä.). Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà çàêëþ÷àåòñÿ â ãèáêîé îðãàíèçàöèè êâàçèñòðóê-òóðèðîâàííûõ ñåòîê: ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ïîäîáëàñòåé, â êàæäîé èçêîòîðûõ ñòðîèòñÿ ñåòêà, èëè ïîäñåòêà, ñî ñâîåé òîïîëîãèåé è ñòðóêòóðîé äàííûõ. Ïðè ýòîìíà îáùèõ ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ïîäîáëàñòåé óñòàíàâëèâàþòñÿ èíòåð�åéñíûå ïðàâèëà ñîãëàñîâàíèÿïðèìûêàþùèõ ïîäñåòîê. 2



Áèáëèîòå÷íûå ñðåäñòâà ïðåäóñìàòðèâàþò âû÷èñëèòåëüíûå èíñòðóìåíòàðèè äëÿ îöåíêè è àíà-ëèçà ñåòî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê, à òàêæå òèïîâûõ ñåòî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé: ñãóùåíèå èëè ðàçðåæå-íèå óçëîâ â îïðåäåëÿåìûõ àïðèîðè èëè àïîñòåðèîðè îêðåñòíîñòÿõ, îðãàíèçàöèÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè âëîæåííûõ ñåòîê, ëîêàëüíûå ìîäè�èêàöèè èëè ñãëàæèâàíèå, ðåàëèçàöèÿ äèíàìè÷åñêèõñåòîê è ò.ä.Áèáëèîòåêà DELAUNAY ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîñòàâíàÿ ÷àñòü áàçîâîé ñèñòåìû ìîäåëèðî-âàíèÿ (ÁÑÌ, [15℄), êîòîðàÿ âêëþ÷àåò âñå îñíîâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå êîìïîíåíòû êðóïíîìàñ-øòàáíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà: ãåîìåòðè÷åñêîå è �óíêöèîíàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿñîçäàíèÿ êîìïüþòåðíîé ìîäåëè ðåøàåìîé çàäà÷è, àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé ìåòîäà-ìè êîíå÷íûõ îáúåìîâ, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÎ, ÌÊÝ) èëè äðóãèìè ñåòî÷íûìè àëãîðèòìàìè,ðåøåíèå âîçíèêàþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷, ïîñòîáðàáîòêà è âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ, ðåàëè-çàöèÿ ìíîãîâàðèàíòíûõ ðàñ÷åòîâ èëè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷. Ïðèýòîì îïèñûâàåìîé íàìè áèáëèîòåêå îòâîäèòñÿ òîëüêî ñëåäóþùàÿ ðîëü: ïî çàäàííûì ãåîìåòðè÷å-ñêîé è �óíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðàì äàííûõ (�ÑÄ è ÔÑÄ, ñì. [16℄), îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèìâñþ ïîñòàâëåííóþ ïðîáëåìó, ñ�îðìèðîâàòü ñåòî÷íóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ äîëæíà îáåñ-ïå÷èâàòü âûïîëíåíèå âñåõ ýòàïîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áîëüøèõ çàäà÷ (àïïðîêñèìàöèÿ, ðåøåíèåàëãåáðàè÷åñêèõ ïðîáëåì, îïòèìèçàöèÿ è ò.ä.). Â ñèëó òàêîé óçêîé ñïåöèàëèçàöèè, ïðåäñòàâëÿåòñÿðåàëüíûì îõâàòèòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êðóã ÷èñòî ñåòî÷íûõ àñïåêòîâ, íå çàòðàãèâàÿ îñòàëüíûåçâåíüÿ òåõíîëîãè÷åñêîé öåïî÷êè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Îðãàíèçàöèÿ ñåòî÷íîé èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäû ðàññ÷èòàíà íà äëèòåëüíûé æèçíåííûé öèêëñ îáåñïå÷åíèåì ý��åêòèâíîãî ïåðåèñïîëüçîâíàèÿ âíåøíèõ ïðîãðàììíûõ ïðîäóêòîâ, ðàñøèðåíèÿñîáñòâåííîãî ñèñòåìíîãî è �óíêöèîíàëüíîãî íàïîëíåíèÿ ñ ó÷àñòèåì ðàçëè÷íûõ ãðóïï ðàçðàáîò-÷èêîâ, à òàêæå ñ âîçìîæíîñòÿìè ãèáêîé ñáîðêè êîí�èãóðàöèé èç èìåþùèõñÿ êîìïîíåíò ïî ïðèí-öèïó äåòñêîãî êîíñòðóêòîðà LEGO. Íàçíà÷åíèå ïðåäëàãàåìîé áèáëèîòåêè � �óíêöèîíèðîâàíèåâ ñîñòàâå êàêèõ-ëèáî ïðèëîæåíèé (ïàêåòîâ ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì � ÏÏÏ), îñóùåñòâëÿþùèõ ðå-øåíèå çàäà÷ íàóêîåìêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â îïðåäåëåííîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè.�àçðàáàòûâàåìîå ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå êîíöåïòóàëüíî âêëþ÷àåò ìåæ-äèñöèïëèíàðíûå ïðîáëåìû, îïèñûâàåìûå ñèñòåìàìè äè��åðåíöèàëüíûõ è/èëè èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé, à òàêæå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ íà îñíîâå óíèâåðñàëüíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïîäõî-äîâ, ÷òî çíà÷èòåëüíî ðàçäâèãàåò êðóã ïîòåíöèàëüíûõ ïîëüçîâàòåëåé è ó÷àñòíèêîâ ïðåäëàãàåìîãîïðîåêòà, ñîñòàâëÿþùèé øèðîêèé êîíòèíãåíò âû÷èñëèòåëüíîãî ñîîáùåñòâà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òîñòðóêòóðû ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàììíûõ îêðóæåíèé äîëæíû êîíñòðóèðîâàòüñÿñ ó÷åòîì íåèçáåæíîé àäàïòàöèè ê äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿ àðõèòåêòóðàì ñóïåðêîìïüþòåðîâ,â ñîîòâåòñòâèè ñ �äîðîæíîé êàðòîé� IESP (International Exas
ale Software Proje
t, [15℄).2 Ôîðìàëüíûå ïîñòàíîâêè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷Ïóñòü â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
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Ω̄k (1)òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð-�óíêöèþ ~u = {uµ, µ = 1, ...,m}, óäîâëåòâîðÿþùóþ äè��åðåíöèàëüíîìóóðàâíåíèþ
L~u(~x, t) = ~f(~x, t), ~x ∈ Ω, (2)à òàêæå ãðàíè÷íûì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

l~u = ~g(~x, t), ~x ∈ Γ, ~u(~x, 0) = ~u0(~x). (3)3



Çäåñü Ω � îòêðûòàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì èëè äâóìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå, Γ � åå ãðàíèöà, L, l � îïåðàòîðû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.Íàïðèìåð, îïåðàòîð L ìîæåò èìåòü âèä
L = A

∂

∂ t
+∇B∇+ C∇+D, (4)ãäå A,B,C,D �ìàòðèöû, çàâèñÿùèå îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ~x, ïðåäñòàâëÿþùåé ðàäèóñ-âåêòîðâ äåêàðòîâîé, öèëèíäðè÷åñêîé èëè êàêîé-òî äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. �ðàíèöà ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå äâóõ ÷àñòåé Γ = ΓD

⋃
ΓN , íà ïåðâîé èç êîòîðûõ çàäàþòñÿ óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà (Äèðèõëå)

~u = ~gD ~x ∈ ΓD, (5)à íà äðóãîé � óñëîâèÿ âòîðîãî èëè òðåòüåãî ðîäà
DN~u+AN∇n~u = ~gN , ~x ∈ ΓN , (6)ãäå ∇n îçíà÷àåò âíåøíþþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ê ΓN , à DN è AN � â îáùåì ñëó÷àå ìàò-ðè÷íûå êîý��èöèåíòû. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà îáùèõ ãðàíèöàõ ñìåæíûõ ïîäîáëàñòåé ìîãóòñòàâèòüñÿ óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, êîíêðåòíûé âèä êîòîðûõ çàâèñèò îò ñâîéñòâ ðåøàåìûõ óðàâíå-íèé è çäåñü íàìè íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Óðàâíåíèå (2) ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûé âèä â ðàçíûõ ïîäîáëàñòÿõ Ω̄k ðàñ÷åòíîé îáëà-ñòè. Çà÷àñòóþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîäîáëàñòÿõ çàäàíû ñðåäû ñ ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìèñâîéñòâàìè èëè äàæå ðåøàþòñÿ ðàçíûå óðàâíåíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ýòî îçíà÷àåò�ìíîãî�èçè÷íîñòü�, èëè ìåæäèñöèïëèíàðíîñòü, çàäà÷, êîãäà, íàïðèìåð, íåîáõîäèìî ìîäåëèðî-âàòü âçàèìîñâÿçàííûå ïðîöåññû òåïëî-ìàññîïåðåíîñà, óïðóãî-ïëàñòè÷íîñòè, ýëåêòðîìàãíåòèçìàè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.Åñëè â óðàâíåíèÿõ (2), (3) êàêèå-òî èç ÷ëåíîâ çàâèñÿò îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ, òî ïîñëå ïðèìå-íåíèÿ ìåòîäîâ ëèíåàðèçàöèè àëãîðèòìû ïðèâîäÿò ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó, íà êàæäîì øàãåêîòîðîãî ðåøàåòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è, ýòî ìîæåò ïðè-âåñòè òîëüêî ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòðîéêè ñåòêè íà íåêîòîðûõ �íåëèíåéíûõ� èòåðàöèÿõ.Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðÿäà àêòóàëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòåé, ò.å. íà-ëè÷èå ïîäîáëàñòåé ñ ðåçêî ìåíÿþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè ðåøåíèÿ. Ê òàêîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ óðàâ-íåíèÿ ñ ìàëûìè êîý��èöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðûõ òèïè÷íûì ÿâëÿåòñÿïîÿâëåíèå ïîãðàíè÷íûõ è/èëè âíóòðåííèõ ñëîåâ ñ îãðîìíûìè ãðàäèåíòàìè, à òàêæå ïðèñóòñòâèåãðàíèö ñ âõîäÿùèìè óãëàìè, èìåþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû îá îñîáåí-íîñòÿõ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â èõ îêðåñòíîñòÿõ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ àäàïòàöèÿ ñåòêè ïðîèçâîäèòñÿïóòåì åå ñãóùåíèÿ ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó èëè àïðèîðè, èëè íà îñíîâå àïîñòåðèîðíîãî àíàëèçàïîëó÷åííûõ ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïîñëåäíÿÿ ñèòóàöèÿ ñâÿçàíà ñ ïåðåñòðîéêîé ñåòêè âïðîöåññå ñ÷åòà. Äèíàìè÷åñêèå äèñêðåòèçàöèè íåèçáåæíû òàêæå â çàäà÷àõ ñ äâèæóùèìèñÿ ãðà-íèöàìè, ïåðåìåùåíèÿ êîòîðûõ èëè çàäàíû, èëè îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ.Íàðÿäó ñ ïðÿìûìè çàäà÷àìè âèäà (1)�(6), êîãäà âñå êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé çàäàíû, ìûðàññìàòðèâàåì îáðàòíûå çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Òðå-áóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì öåëåâîãî �óíêöèîíàëà

Φ0(~u(~x, t, ~popt)) = min
~p

Φ0(~u(~x, t, ~p)), (7)îïðåäåëåííîãî íà ðåøåíèè ~u è çàâèñÿùåãî îò âåêòîðà îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ~p = (p1, ..., pm0
),ïðè ñîáëþäåíèè ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ (�óíêöèîíàëüíûõ) îãðàíè÷åíèé

pmin
k ≤ pk ≤ pmax

k , k = 1, ...,m1 (8)4



Φl(~u(~x, t, ~p)) ≤ δl, l = 1, ...,m2, m1 +m2 = m0. (9)�åøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ìû ïðåäóñìàòðèâàåì ñ ïîìîùüþ îïòèìèçàöèîííûõ ïîäõîäîâ (ñì. [17℄è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó), ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ìíîãîêðàòíîé ðåàëèçàöèè ïðÿìûõçàäà÷, à ýòî òðåáóåò (êàê è â �íåëèíåéíûõ� èòåðàöèÿõ) íåîäíîêðàòíîãî ïåðåñòðîåíèÿ ñåòîê. Îäèíèç âîñòðåáîâàííûõ òèïîâ îáðàòíûõ çàäà÷ ñâÿçàí ñ îïòèìèçàöèåé ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,÷òî îáóñëàâëèâàåò âàðüèðîâàíèå îòäåëüíûõ ÷àñòåé åå ãðàíèöû è, êàê ñëåäñòâèå, äèíàìè÷åñêóþàäàïòàöèþ ñåòêè.3 �åîìåòðè÷åñêèå è �óíêöèîíàëüíûå îáúåêòûÁóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñíà÷àëà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîäîáëàñòè Ωk â Ω íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî åñòü
Ωk

⋂
Ωk′ = 0, k 6= k′, k, k′ = 1, ..., NΩ, (10)ãäå NΩ � çàäàííîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé. Êàæäàÿ ïîäîáëàñòü âìåñòå ñî ñâîåé ãðàíèöåé Γk îáðàçóåòçàìûêàíèå, ò.å. Ω̄k = Ωk

⋃
Γk.Îáùóþ ãðàíèöó äâóõ ñîñåäíèõ ïîäîáëàñòåé Ωk,Ωk′ îáîçíà÷àåì ÷åðåç Γk,k′ ⊂ Γk:

Ω̄k

⋂
Ω̄k′ = Γk,k′ = Γk′,k 6= 0. (11)Âíåøíÿÿ ãðàíèöà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïîâåðõíîñòíûõñåãìåíòîâ Γk,0, Γ =

⋃
k

Γk,0, (Γk,0 = Ω̄k

⋂
Ω̄0, ãäå ÷åðåç Ω̄0 îáîçíà÷àåòñÿ �îðìàëüíî âñÿ �âíåø-íîñòü� ïî îòíîøåíèþ ê Ω), êàæäûé èç êîòîðûõ îòëè÷àåòñÿ ñâîåé ãåîìåòðèåé èëè/è çàäàííûì íàíåì êðàåâûì óñëîâèåì. �ðàíèöû ïîäîáëàñòåé ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

Γk = Γ
(e)
k

⋃
Γ
(i)
k , (12)ãäå Γ(e)

k � ñåãìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå âíåøíåé ãðàíèöå, à Γ
(i)
k =

⋃
k′ 6=0

Γk,k′ � �ðàãìåíòû âíóòðåííåéãðàíèöû. Îòìåòèì, ÷òî íà Γ
(i)
k íå ñòàâèòñÿ íèêàêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿêðèâàÿ èëè ïîâåðõíîñòü ââîäÿòñÿ òîëüêî èç èí�îðìàöèîííîãî óäîáñòâà è íå ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöàìèðàçäåëà ðàçëè÷íûõ ñðåä.�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü â öåëîì çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ïî-ìèìî ïîäîáëàñòåé (îáúåìîâ Ωk): âåðøèíû (òî÷êè) Vp = (xp, yp, zp), p = 1, ..., NV , ïîâåðõíîñòè

Ss(x, y, z) = 0, s = 1, ..., NS , ëèíèè Cl l = 1, ..., NC , ïîâåðõíîñòíûå ñåãìåíòû (ãðàíè) Ff , f =
1, ..., NF , îòðåçêè (èëè ðåáðà � îäíîñâÿçíûå êóñêè ëèíèé, â òîì ÷èñëå êðèâîëèíåéíûõ, ñíàáæåí-íûå ñâîåé íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàìè) Ee, e = 1, ..., NE . Êðîìå òîãî, äëÿ ýêîíîìèè îáúåìàçàäàâàåìîé èí�îðìàöèè öåëåñîîáðàçíî ââåñòè ïîíÿòèå áàçîâûõ, èëè îïîðíûõ, êîîðäèíàò (íà-ïðèìåð, Xc = {X1, ...,XNX}, Yc = {Y1, ..., YNY } â äâóìåðíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå), ñ ïîìîùüþíîìåðîâ êîòîðûõ óäîáíî çàäàâàòü êîîðäèíàòû âåðøèí.Ïîìèìî èñïîëüçîâàííîé âûøå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèå:öèëèíäðè÷åñêàÿ, ñ�åðè÷åñêàÿ è êàêèå-ëèáî ñïåöèàëüíûå êîîðäèíàòû. Áîëåå òîãî, äëÿ óäîáñòâàìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçëè÷íûå ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñ óêàçàíèåì èõ ïðèâÿçêè ê (åäèí-ñòâåííîé!) ãëîáàëüíîé ñèñòåìå.Äëÿ ý��åêòèâíîãî çàäàíèÿ òèïîâûõ êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé â èõ êàíîíè÷åñêîì âèäå (ñ�å-ðà, öèëèíäð, êîíóñ è ò.ä.) ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñ óêàçàíèåì èõ ïîëîæåíèÿ èîðèåíòàöèè îòíîñèòåëüíî ãëîáàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ äîïóñêàåòñÿ5



çàäàíèå îòðåçêîâ ëèíèé è ñåãìåíòîâ ïîâåðõíîñòåé (â òîì ÷èñëå êðèâîëèíåéíûõ) â ïàðàìåòðè÷å-ñêîì âèäå (íàïðèìåð, â �îðìå êðèâûõ èëè ïîâåðõíîñòåé Áåçüå [18℄):
x = x(τ), y = y(τ), z = z(τ),

x = x(τ (1), τ (2)), y = y(τ (1), τ (2)), z = z(τ (1), τ (2)),
(13)ãäå τ, τ (1), τ (2) � ïàðàìåòðû ñ çàäàâàåìûìè ãðàíèöàìè èõ èçìåíåíèÿ.Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ëè-íèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò çàäàâàòüñÿ èëè óðàâíåíèÿìè äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîâåðõ-íîñòåé, èëè êàêèì-òî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì (íàïðèìåð, îêðóæíîñòü çàäàåòñÿ òðåìÿ òî÷êàìè).Êàíîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè ýêîíîìè÷íî òàêæå îïèñûâàþòñÿ: ñ�åðà � ñâîèì öåíòðîì è ðàäèóñîì,êîíóñ � îñíîâàíèåì è âåðøèíîé, è ò.ä. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîæåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ãåî-ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî, åñòåñòâåííî, èìåòü ñðåäñòâà ïåðåâîäà èí�îðìàöèè èç îäíèõ�îðìàòîâ â äðóãèå.Ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè óñòàíàâëèâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ñâÿçè ïðè ïîìîùè ìàò-ðèö èíöèäåíòíîñòè (ñìåæíîñòè):

MV E = {mV E
i,j : i = 1, ..., NV ; j = 1, ..., NE} � (âåðøèíû � ðåáðà),

MEF = {mEF
i,j : i = 1, ..., NE ; j = 1, ..., NF } � (ðåáðà � ãðàíè),

MFΩ = {mFΩ
i,j : i = 1, ..., NF ; j = 1, ..., NΩ} � (ãðàíè � ïîäîáëàñòè).Çäåñü ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ, à ñàìè ìàòðèöû

MV E ,MEF è MFΩ óñòàíàâëèâàþò âçàèìîñâÿçè ìåæäó âåðøèíàìè è ðåáðàìè, ìåæäó ðåáðàìè èïîâåðõíîñòíûìè ñåãìåíòàìè, ìåæäó ïîâåðõíîñòíûìè ñåãìåíòàìè è ïîäîáëàñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî.Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà èç àëãîðèòìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòî-äà äåêîìïîçèöèè îáëàñòåé, öåëåñîîáðàçíî çàäàâàòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè. Â ýòîì ñëó÷àåîáùàÿ îáëàñòü ïåðåêðûòèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íåñêîëüêèì ïîäîáëàñòÿì. Ïðèíöèïèàëüíî ýòîíå ìåíÿåò ãåîìåòðè÷åñêîãî �îðìàëèçìà, íàäî òîëüêî êîíòðîëèðîâàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿìàòåðèàëüíûõ, èëè �óíêöèîíàëüíûõ, ñâîéñòâ â ïåðåñå÷åíèÿõ.Èç êîìáèíàöèé ïðîñòåéøèõ, èëè ïðèìèòèâíûõ, îáúåêòîâ ìîãóò ñîñòàâëÿòüñÿ òèïîâûå �è-ãóðû, êîòîðûå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñëîæíûõ ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé.Áîëåå òîãî, äëÿ óñêîðåíèÿ ñáîðêè ìîæíî ïðåäóñìîòðåòü òàêæå èåðàðõèþ ñîñòàâíûõ òåë.Ôóíêöèîíàëüíûå îáúåêòû, îòîáðàæàþùèå ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ñðåä è äðóãèå óñëîâèÿ çà-äà÷è, óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïðèâåäåíèåì â ñîîòâåòñòâèå ñ ïîäîáëàñòÿìè è ãðàíè÷íûìè ñåãìåíòàìè.Ê íèì îòíîñÿòñÿ òèïû óðàâíåíèé è èõ êîý��èöèåíòû (íàïðèìåð, â ïîäîáëàñòè Ωk ìîæåò áûòüîïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå �åëüìãîëüöà −∇λk∇u+æku = fk), âèäû è êîý��èöèåíòû êðà-åâûõ óñëîâèé (ïðèìåð � çàäàíèå íà ãðàíè÷íîì ñåãìåíòå Γl óñëîâèÿ Íüþòîíà αlul + βl
∂u

∂n
= γl),à òàêæå � â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ � íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ÷èñ-ëîâûå èëè �óíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èí çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîèõ çíà÷åíèé èëèîïðåäåëÿåìûõ ïîëüçîâàòåëåì ïðîöåäóð.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå èç ÷èñëîâûõ èñõîäíûõ äàííûõ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàêâàðüèðóåìûå ïàðàìåòðû â öåëÿõ îðãàíèçàöèè ìíîãîâàðèàíòíûõ ðàñ÷åòîâ èëè îïòèìèçàöèîííûõàëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ èõ èçìåíåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîëüçîâà-òåëüñêèìè �óíêöèÿìè è ñðåäñòâàìè óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîöåññàìè â ðàìêàõ ÁÑÌ.Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âàðèàöèé ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ èëè áîëåå ñëîæíûõ òåë íåîáõîäèìîïðåäóñìîòðåòü íàáîð îïåðàöèé íàä îáúåêòàìè: ñäâèã, ïîâîðîò, ìàñøòàáèðîâàíèå è äð., � êîòî-ðûå äîëæíû ñîïðîâîæäàòüñÿ ñîãëàñîâàííûì èçìåíåíèåì âçàèìîñâÿçàííîé èí�îðìàöèåé è íå6



íàðóøàòü òîïîëîãèþ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â öåëîì. Áîëåå ñëîæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìîäè�èêàöèèäîëæíû ïðåäóñìàòðèâàòü è èçìåíåíèå òîïîëîãèè, íàïðèìåð, äîáàâëåíèå èëè óäàëåíèå êàêèõ-òî�èãóð, ò.å. òåë ñ êàêèìè-òî ñâîèìè ìàòåðèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ìîæåò ïðèâíîñèòü áîëåå êàð-äèíàëüíûå èçìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè, êîòîðîå äîëæíî îáåñïå÷èâàòüñÿ äèàëîãîâûìèñðåäñòâàìè äëÿ ïîääåðæêè �÷åëîâå÷åñêîãî �àêòîðà�.4 Ñåòî÷íûå îáúåêòû è îïåðàöèèÎñíîâíûå çàäà÷è äàííîãî ðàçäåëà � �îðìàëèçàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ñåòî÷íûõ òåõíîëîãèé, àòàêæå êðàòêîå îïèñàíèå ïðèíöèïîâ ïîñòðîåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ñåòîê, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò àëãî-ðèòìè÷åñêîå (�óíêöèîíàëüíîå) íàïîëíåíèå èíñòðóìåíòàëüíîé ñèñòåìû DELAUNAY.4.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñïåöè�èêàöèè ñåòîêÄèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñåòêè Ω̄h, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ñåòî÷íóþ ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ñåòî÷íûå îáúåêòû, àíàëîãè÷íûå �ìàê-ðîîáúåêòàì� ðàñ÷åòíîé îáëàñòè:ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè Ω̄h
k : Ω̄h =

⋃
k

Ω̄h
k, Ω̄h

k = Ωh
k

⋃
Γk, k = 1, ..., Nh

Ω, Ωh
k ≈ Ωk,ñåòî÷íûå ãðàíèöû ïîäîáëàñòåé Γh

k,k′ = Ω̄h
k′

⋂
Ω̄h
k, Γh

l =
⋃
k

Γh
k,0, Γh

k ≈ Γk, k, k
′, l = 1, ..., Nh

Γ ,óçëû ñåòêè V h
p = (xp, yp, zp), p = 1, ..., Nh

V ,ñåòî÷íûå ðåáðà Eh
s , s = 1, ..., Nh

E ,ñåòî÷íûå ãðàíè F h
l , l = 1, ..., Nh

F ,ñåòî÷íûå (êîíå÷íûå) îáúåìû, èëè ýëåìåíòû, T h
m,m = 1, ..., Nh

T ,ãäå Nh
Ω, N

h
Γ , N

h
V , N

h
E , N

h
F , N

h
T îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îáùåå êîëè÷åñòâî ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé,ãðàíåé, óçëîâ, ðåáåð, ãðàíåé è ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ.Ñåòêè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àäàïòèâíûå â ñëåäóþùåì ñìûñëå: âåðøèíû ðàñ÷åòíîé îáëàñòèÿâëÿþòñÿ óçëàìè ñåòêè, à ðåáðà (ìàêðîðåáðà), ãðàíè (ìàêðîãðàíè) è ïîäîáëàñòè àïïðîêñèìèðó-þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñåòî÷íûìè (ýëåìåíòàðíûìè) îáúåêòàìè, à â èäåàëüíîì ñëó÷àå ìàêðî-îáúåêòû ñîñòàâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè èç ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,÷òî ñåòêè â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü êðèâîëèíåéíûìè èëè, ïî êðàéíåé ìåðå, â êîíå÷íûõ ýëå-ìåíòàõ, èëè îáúåìàõ, íåêîòîðûå ðåáðà è ãðàíè äîïóñêàþòñÿ íåïðÿìîëèíåéíûìè.Ìåæäó ñåòî÷íûìè îáúåêòàìè ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâÿçè. Ñåòêó ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ îáúåìîâ Ω̄h =

⋃
m
T̄ h
m, ãðàíè � êàê ïîâåðõíîñòè ïåðåñå÷å-íèÿ ñîñåäíèõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ ñ íîìåðàìè m è m′, F h

l = F h
m,m′ ≡ T̄ h

m

⋂
T̄ h
m′ , ðåáðà � êàê ëèíèèïåðåñå÷åíèÿ ñìåæíûõ ãðàíåé (Eh

s = Eh
l,l′ ≡ F̄ h

l

⋂
F̄ h
l′ ) è, íàêîíåö, óçëû � êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ðå-áåð e è e′, V h

p = V h
e,e′ ≡ Ēh

e

⋂
Ēh

e′ , èëè êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàíåé l, l′, l′′, V h
l,l′,l′′ ≡ F̄ h

l

⋃
F̄ h
l′
⋃

F̄ h
l′′ .Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ìîæíî ââåñòè ìàòðèöû èíöè-äåíòíîñòè, óñòàíàâëèâàþùèå ñëåäóþùèå ñâÿçè ìåæäó ñåòî÷íûìè îáúåêòàìè: ìàòðèöû èíöèäåíò-íîñòè Mh

V,E � (óçëû-ðåáðà), Mh
V,T � (óçëû-îáúåìû), Mh

E,F � (ðåáðà-ãðàíè), Mh
F,T � (ãðàíè-îáúåìû).Êðîìå òîãî, óêàçûâàåòñÿ ñâÿçü ñåòî÷íûõ îáúåêòîâ ñ �óíêöèîíàëüíûìè äàííûìè, à èìåííîïðèíàäëåæíîñòü êîíå÷íîãî îáúåìà T h ñåòî÷íîé ïîäîáëàñòè (T h

m ∈ Ωh
k) è ñåòî÷íîé ãðàíè F h

l � ãðà-íèöå Γh
k (F h

l ∈ Γh
k). Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïî íîìåðàì ïîäîáëàñòåé è ãðàíè÷íûõ ñåãìåíòîâ èç �ÑÄ è7



ÔÑÄ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êîý��èöèåíòû ðåøàåìûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñõîä-íîé êðàåâîé çàäà÷è, íåîáõîäèìûå äëÿ âûïîëíåíèÿ ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè (ñ ïîìîùüþ ÌÊÎèëè ÌÊÝ) ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè. Ñîâîêóïíîñòü âñåé îïèñàííîé èí�îðìàöèè î ñåòî÷íûõîáúåêòàõ è èõ òîïîëîãè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçÿõ ñîñòàâëÿåò ñåòî÷íóþ ñòðóêòóðó äàííûõ.Ïî ñòðóêòóðíûì, èëè òîïîëîãè÷åñêèì, ñâîéñòâàì ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå òèïû ñåòîê:ñòðóêòóðèðîâàííûå, íåñòðóêòóðèðîâàííûå, êâàçèñòðóêòóðèðîâàííûå, ñîãëàñîâàííûå è íåñîãëà-ñîâàííûå.Ñåòêó Ωh áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðèðîâàííîé, åñëè îíà îáðàçîâàíà ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâàîäíîòèïíûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé (ëèíèé � â äâóìåðíîì ñëó÷àå), èìååò òîïîëîãè÷åñêè ïî-äîáíûå êîíå÷íûå îáúåìû è ïðîñòûå ïðàâèëà íóìåðàöèè åå ýëåìåíòîâ, ãðàíåé, ðåáåð è óçëîâ, ïîç-âîëÿþùèå ëåãêî íàõîäèòü ñîñåäíèé îáúåêò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ñåòêó íåñòðóê-òóðèðîâàííîé. ×àñòíûì ñëó÷àåì íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòðóêòóðèðîâàííàÿñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé Ωh
k, â êàæäîé èç êîòîðûõ çàäàíà ñâîÿ ñòðóêòóðèðîâàí-íàÿ ïîäñåòêà. Åñëè Γh

k,k′ 6= Γh
k′,k, òî åñòü ñåòî÷íûå ãðàíèöû äâóõ ñìåæíûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåé

Ωh
k , Ω̄

h
k′ ñîâïàäàþò, òî òàêèå ïîäñåòêè íàçîâåì ñîãëàñîâàííûìè, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåñîãëà-ñîâàííûìè.Êà÷åñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äîëæíà îáëàäàòü äâóìÿ ñëåäóþùèìè ñâîé-ñòâàìè, îïðåäåëÿþùèìè àäàïòèâíîñòü ñåòêè, à èìåííî: îáåñïå÷èâàòü õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþãðàíèöû è èìåòü âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ øàãà âáëèçè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ. Ïåðâîå ñâîé-ñòâî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé: âåðøèíû ïîäîáëàñòåé ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ñåòêè

V ⊂ V h, à ãðàíèöû è ðåáðà ïîäîáëàñòåé äîñòàòî÷íî òî÷íî àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìèñåòî÷íûìè îáúåêòàìè (E ∼
⊂Eh, F

∼
⊂F h). Âòîðîå ñâîéñòâî îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò ðåãóëèðîâêèïëîòíîñòè óçëîâ ñåòêè â ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ.Ïðè ðåøåíèè ñòàöèîíàðíûõ ïðÿìûõ çàäà÷ ìû èìååì äåëî ñî ñòàòè÷åñêèìè ñåòêàìè, à ïðèðåøåíèè çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è/èëè ïðè ðåøåíèè íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ñ äâèæó-ùèìèñÿ ãðàíèöàìè èëè ïåðåìåùàþùèìèñÿ ñèíãóëÿðíîñòÿìè � ñ äèíàìè÷åñêèìè ñåòêàìè.Ñåòêè ìîãóò ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå âèäû êîíå÷íûõ, ò.å. ìèêðî-óðîâíÿ, îáúåìîâ, ïðè÷åì âðàçëè÷íûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòÿõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûå òèïû ñåòî÷íûõ ýëåìåíòîâ: òåòðàýäðû,øåñòèãðàííèêè (â òîì ÷èñëå � ïàðàëëåëåïèïåäû), ïðèçìû èëè ñèìïëåêñû ðàçíûõ êîí�èãóðàöèéè ò.ä.Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïîñòðîåíèå ñåòêè â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ � ýòî íåñàìîöåëü, à ëèøü ñðåäñòâî ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Â ýòîì ïëàíå íàäî îòìå-òèòü äâà îñíîâíûõ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýòàïà. Ïåðâûé çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè�óíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ÌÊÎ èëè ÌÊÝ, à âòîðîé � â ðåøåíèè ñèñòåì ïîëó÷àå-ìûõ ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Êàê ïðàâèëî, è àïïðîêñèìàöèîííûå,è àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè â ñëó÷àå ðàâíîìåðíûõ ñå-òîê, êîòîðûå ñîñòîÿò èç îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ (íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíèêîâ èëè òðåóãîëüíèêîâ).Áîëåå òîãî, èäåàëüíûå ñåòêè � ýòî ïðàâèëüíûå, èëè ðàâíîñòîðîííèå (íàïðèìåð, êîãäà ýëåìåíò �ýòî êâàäðàò èëè êóá). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òàêèå ñåòêè õîðîøè íå òîëüêî â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíî-øåíèè, íî è â òåõíîëîãè÷åñêîì: äëÿ èõ êîíñòðóèðîâàíèÿ è õðàíåíèÿ íóæåí ìèíèìóì îïåðàöèéè îáúåìà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.Õîòÿ êîí�èãóðàöèÿ ðàñ÷åòíûõ îáëàñòåé â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ î÷åíü ðåäêî ïîçâîëÿåò òà-êèå ñåòêè ïðèìåíÿòü, çà÷àñòóþ ìîæíî âûáðàòü îòíîñèòåëüíî áîëüøóþ ïîäîáëàñòü è ïîñòðîèòü âíåé ðàâíîìåðíóþ èëè äàæå ïðàâèëüíóþ ñåòêó, ÷òî â öåëîì äàñò çíà÷èòåëüíóþ ýêîíîìèþ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ìèíèìàëüíîå îáîáùåíèå òàêèõ ñåòîê � ïåðåõîä íà êóñî÷íî-ðàâíîìåðíûåñåòêè, â êîòîðûõ ïî êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì çàäàþòñÿ �çîíû ðàâíîìåðíîñòè�, íàïðèìåð,

X(k), k = 0, 1, ..., Nx; Y (l), l = 0, 1, ..., Ny ,8



â êàæäîé èç êîòîðûõ øàãè âûáèðàþòñÿ îäèíàêîâûìè:
hxk = (X(k) −X(k−1))/Nx

k , hyl = (Y (l) − Y (l−1))/Ny
l ,ãäå Nx

k è Ny
l � êîëè÷åñòâî øàãîâ â êàæäîé èç çîí. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå òàêèõ ñåòîê ñîñòîèòâ òîì, ÷òî â êàæäîé çîíå øàãè èçìåíÿþòñÿ ïî çàäàííîìó ïðàâèëó àðè�ìåòè÷åñêîé èëè ãåî-ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Óêàæåì çäåñü è íà ïîëåçíîñòü òàêèõ ñåòîê, êàê êâàçèðàâíîìåðíûå, âêîòîðûõ ñîñåäíèå øàãè ìåíÿþòñÿ íà îòíîñèòåëüíî ìàëóþ âåëè÷èíó, ÷òî íå ìåíÿåò ïðàêòè÷åñêèàïïðîêñèìàöèîííûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ.Äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ìíîãîìåðíûõ ñåòîê ïîä øàãàìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæ-äó áëèæàéøèìè óçëàìè. Îäíîé èç êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñåòêè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ìàê-ñèìàëüíîãî øàãà ê ìèíèìàëüíîìó: æ = hmax/hmin. Íàäî ñêàçàòü, ÷òî íàáðîñàííûå ïî êàêîìó-òîçàêîíó â îáëàñòè òî÷êè åùå íå îïðåäåëÿþò ñåòêó, òàê êàê ïðè ýòîì ðåáðà, ãðàíè è êîíå÷íûå îáú-åìû ìîãóò ñòðîèòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-åíèè ÿ÷ååê Âîðîíîãî, èëè Äèðèõëå�Âîðîíîãî: äëÿ äàííîãî óçëà òàêàÿ ÿ÷åéêà � ýòî ìíîæåñòâî(âñåãäà îäíîçíà÷íîå!) òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ê íåìó áëèæå, ÷åì ê îñòàëüíûì óçëàì. Ôîðìàëüíîäëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîåäèíèòü òî÷êó ñî âñåìè îñòàëüíûìè óçëàìè, ïðîâåñòè ÷åðåç ñåðåäèíûïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê íèì ïëîñêîñòè è âûáðàòü îïðåäåëÿåìûé èìè ìèíè-ìàëüíûé îáúåì, ñì. ïðèìåð íà ðèñ. 1.Îòìåòèì, ÷òî òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê òàê íàçûâàåìîé òðèàíãóëÿöèè Äå-

�èñ. 1: ß÷åéêà Äèðèõëå â äâóìåðíîì ñëó÷àå.ëîíå, ò.å. ïîëó÷àåìûå â ÿ÷åéêå Äèðèõëå òðåóãîëüíèêè (èëè òåòðàýäðû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå)îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîñòðîåííûå ïî èõ âåðøèíàì êðóãè (øàðû äëÿ 3D) íå ñîäåðæàòâíóòðè ñåáÿ äðóãèõ óçëîâ ñåòêè.Äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ñåòîê èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî êðèòåðèåâ êà÷åñòâà, íàïðèìåð, � âå-ëè÷èíà ìèíèìàëüíîãî óãëà â ÿ÷åéêå. Óçëû ïîñòðîåííîé ñåòêè, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðàìè, íà-çûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, à ñîâîêóïíîñòü óçëîâ, ñîñåäíèõ ê óçëó Vp, p = 1, ..., Nh
V , íàçûâàåòñÿ ñîîòâåò-ñòâóþùèì ñåòî÷íûì øàáëîíîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ωp. Ôàêòè÷åñêè ωp ìîæíî îïðåäåëèòü êàêñîâîêóïíîñòü íîìåðîâ (p′ ∈ ωp) óçëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ñîñåäíèìè ê Vp. Ââåäåííóþ âûøå ìàòðèöó èí-öèäåíòíîñòè Mh

V,E (óçëû � ðåáðà) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïðåäåëåíèå ãðà�à, èçîìîð�íîãîñåòêå.Äëÿ áîëüøîãî êëàññà ñåòî÷íûõ ÌÊÝ- èëè ÌÊÎ- àïïðîêñèìàöèé (êîòîðûå áóäåì íàçûâàòüóçëîâûìè) ïîëó÷àåìàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) èìååò âèä
(Au)p = ap,pup +

∑

p′∈ωp

ap,p′up′ = fp, p = 1, ..., Nh
V , (14)9



ãäå íåíóëåâûå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A = {ap,p′} ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì ñåòêè.Òàêèì îáðàçîì, ïîðòðåò ìàòðèöû, èëè ìàòðè÷íûé ãðà�, õàðàêòåðèçóþùèé ðàñïîëîæåíèå íåíó-ëåâûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�íûì ñåòî÷íîìó ãðà�ó.Îäíà èç âàæíåéøèõ ñåòî÷íûõ òåõíîëîãèé çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èíå îäíîé, à íåñêîëüêèõ ñåòîê Ωh
0 ,Ω

h
1 , ..., êàê ïðàâèëî, ñãóùàþùèõñÿ, ò.å. èìåþùèõ õàðàêòåðíûåøàãè h0 > h1 > ..., òåîðåòè÷åñêè ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ. Òàêèå ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû ïîçâîëÿþòñòðîèòü îïòèìàëüíûå ïî ïîðÿäêó ìåòîäû, â êîòîðûõ îáúåì âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëåí îáùå-ìó êîëè÷åñòâó óçëîâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé êëàññ òàêèõ àëãîðèòìîâ � àëãåáðàè÷åñêèå (âîòëè÷èå îò ãåîìåòðè÷åñêèõ) ìíîãîñåòî÷íûå ìåòîäû (AMG). Çäåñü âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê, êîãäà óçëû ðåäêèõ ñåòîê ÿâëÿþòñÿ òàêæå óçëàìè áîëåå ãóñòûõñåòîê. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ïîñòðîåíèÿ âëîæåííîé ñåòêè ÿâëÿåòñÿ äåëåíèå êàæäîãî ðåáðà èñ-õîäíîé ñåòêè ïîïîëàì, à òàêæå äîáàâëåíèå íîâûõ óçëîâ â öåíòðàõ òÿæåñòåé ãðàíåé è êîíå÷íûõîáúåìîâ. Ïîìèìî �ãëîáàëüíîãî� ñãóùåíèÿ, èñïîëüçóþòñÿ è ëîêàëüíûå ñãóùåíèÿ ñåòêè, èñïîëüçó-þùèõ ìåëü÷åíèå øàãîâ òîëüêî â íåêîòîðûõ ïîäîáëàñòÿõ.Îòìåòèì åùå îäíó âàæíóþ îïåðàöèþ íàä ñåòêàìè � äåêîìïîçèöèÿ ñåòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè

Ωh íà ïîäîáëàñòè Ωh
k , êîòîðàÿ ñâÿçûâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé ìàñøòàáèðóåìîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿàëãîðèòìîâ. Çäåñü âîçíèêàåò ìíîãî ñâîèõ âîïðîñîâ: ñáàëàíñèðîâàíèå ðàçáèåíèé, ïåðåíóìåðàöèÿóçëîâ, ïåðå�îðìèðîâàíèå ñåòî÷íîé ñòðóêòóðû äàííûõ è äð.4.2 Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è ìîäè�èêàöèè ñåòîê4.2.1 Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ãåíåðàöèè ñåòîêÎäèí èç åñòåñòâåííûõ ïîäõîäîâ � ýòî êîíñòðóèðîâàíèå ñåòêè �ñâåðõó âíèç�. Ïðè ýòîì ðàñ÷åòíàÿîáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé íà ïîäîáëàñòè Ωk, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè ñî ñâî-èìè ãðàíÿìè Ff , ðåáðàìè Ee è âåðøèíàìè Vp ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìàêðîñåòêà, ó êîòîðîéòîïîëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ìàêðîîáúåêòàìè îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö èíöèäåíòíîñòè

MV E ,MEF ,MFΩ, ñì. âûøå ï. 3.Èåðàðõè÷åñêàÿ ãåíåðàöèÿ ñåòêè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé äèñêðåòèçàöèè ìàêðîðåáåð,çàòåì � ìàêðîãðàíåé (ñ èñïîëüçîâàíèåì óæå ïîñòðîåííûõ óçëîâ íà èõ ãðàíèöàõ) è â çàêëþ÷åíèå �ìàêðîîáúåìîâ, ò.å. ïîäîáëàñòåé. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷àåì ñîãëàñîâàííûå ñåòêè, êîòîðûå îáëàäàþòî÷åâèäíûìè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè, íî íå ìîãóò áûòü ïðîñòî èñïîëüçîâàíû â ñëó÷àå, íàïðèìåð,âçàèìíîãî ïåðåìåùåíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ìîäåëèðóåìûõ òåë.Îïèñàííûé ñïîñîá îáëàäàåò ðÿäîì ïîëîæèòåëüíûõ êà÷åñòâ:
• ëåãêî îáåñïå÷èâàåòñÿ àäàïòèâíîñòü ñåòêè ê îñîáåííîñòÿì ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé îáëàñòè,ðåáåð è âåðøèí;
• èìåþòñÿ õîðîøèå âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ êà÷åñòâåííûõ ñåòîê â ïîäîáëàñòÿõ çà ñ÷åò âû-áîðà èõ êîí�èãóðàöèé, à òàêæå ïîäáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ òèïà êîí�îðìíûõèëè êâàçèêîí�îðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé;
• åñòåñòâåííûì îáðàçîì îñóùåñòâëÿåòñÿ äåêîìïîçèöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå ñåòî÷íîé ðàñ÷åò-íîé îáëàñòè, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ;
• ðåøàåòñÿ ñâÿçàííûé ñ ïðåäûäóùèì âîïðîñ î ñîçäàíèè èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñåòî÷íûõäàííûõ: ïîñëåäîâàòåëüíî íóëåâîé ðàçìåðíîñòè, ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé.Ñàìûé ñëîæíûé âîïðîñ â äàííîì ñëó÷àå � êàê àâòîìàòè÷åñêè ðåàëèçîâàòü �õîðîøóþ� äåêîì-ïîçèöèþ îáëàñòè? Åñòåñòâåííî, ÷òî îïûòíûé ïîëüçîâàòåëü, îñíàùåííûé íàãëÿäíûì ãðà�è÷åñêèì10



èíòåð�åéñîì, ñäåëàåò ýòî áûñòðî, èíòóèòèâíî è ïî÷òè íå çàäóìûâàÿñü. Îäíàêî ïåðåëîæèòü ýòóçàäà÷ó íà èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò � íå ñîâñåì òðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà.Àëüòåðíàòèâíûé âûøå ðàññìîòðåííîìó ñïîñîá ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëîêàëüíî ìîäè�èöèðî-âàííûõ ñåòîê. Íà ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü (èëè ïîäîáëàñòü), âìåñòå ñ åå áëèæàéøèì îêðóæåíèåì,íàíîñèòñÿ êàêàÿ-òî ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà, à çàòåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åå ðåáåð ñ ãðàíèöåé (à ñêîðååâñåãî, è íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷åñêè ñîñåäíèå óçëû) êàêèì-íèáóäü îáðàçîì ïåðåäâèãàþòñÿ, ÷òîáûñäåëàòü åå àäàïòèâíîé è óäîâëåòâîðÿþùåé íåêîòîðûì êðèòåðèÿì êà÷åñòâà (íàïðèìåð, óñëîâèþÄåëîíå). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìíîãî ðåãóëÿðíûõ óçëîâ, òî ýòîïîçâîëèò ñ�îðìèðîâàòü ýêîíîìè÷íóþ ÑÑÄ. À â ñëó÷àå ïðèñóòñòâèÿ ðàçíîìàñøòàáíûõ îáúåêòîââ îáëàñòè íà ïîñëåäóþùèõ ýòàïàõ ñåòêó ìîæíî ãäå-òî ñãóùàòü, à ãäå-òî ðàçðåæèâàòü.Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûìè ãåíåðàòîðàìè ñåòîê èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû �ðîíòàëüíîãî òè-ïà, â êîòîðûõ óçëû ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îò ãðàíèöû âíóòðü îáëàñòè. Ïðè ýòîìñòåïåíè ñãóùåíèÿ èëè ðàçðåæåíèÿ óçëîâ ìîãóò ðåãóëèðîâàòüñÿ àïðèîðíî çàäàííûìè �óíêöèÿ-ìè ïëîòíîñòè. Ëîêàëüíûå ñãóùåíèÿ ñåòêè ìîãóò òàêæå ïðîèçâîäèòüñÿ è àïîñòåðèîðè, íà îñíîâåàíàëèçà ïðîìåæóòî÷íîãî õàðàêòåðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèé, íàçûâàåìûõ �ýñ-òèìàòîðàìè� (estimators).4.2.2 Âîïðîñû �îðìèðîâàíèÿ ïîóçëîâîé èí�îðìàöèè�àçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè, äåêîìïîçèöèè èëè îáúåäèíåíèÿ ñåòîê � ýòî â ïåðâóþ î÷åðåäü îïåðàöèèíàä ñòðóêòóðàìè äàííûõ, à äðóãèìè ñëîâàìè � ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðà�îâ, îòîáðàæàþùèõ òîïîëî-ãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ñåòî÷íûìè îáúåêòàìè. Ýòè ñåòî÷íûå ãðà�û òåñíî ñâÿçàíû ñ ñîîòâåòñòâó-þùèìè ìàòðè÷íûìè ãðà�àìè, ÷òî îñîáåííî íàãëÿäíî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà îäíîìó óçëóñîîòâåòñòâóåò ïîñëå àïïðîêñèìàöèè îäíî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå è â óçëå îïðåäåëåíà òîëüêîîäíà íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãèÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ öåëûõìàññèâîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñæàòûé ðàçðåæåííûé �îðìàò (CSR � 
ompressed sparse row), êîòîðûéÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óíèâåðñàëüíûõ ðåøàòåëåé. Â ïðèìåíåíèè ê ñåòêàìCSR ñîäåðæèò äëÿ êàæäîãî óçëà ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìóþ èí�îðìàöèþ: êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ(ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè) óçëîâ è íîìåðà ñàìèõ ñîñåäåé. ÑÑÄ äîëæíà ñîäåðæàòü òàêæå ïîóçëîâûåâåùåñòâåííûå äàííûå, ò.å. êîîðäèíàòû óçëîâ è îïðåäåëåííûå â íèõ (çàäàííûå çíà÷åíèÿìè èëèâû÷èñëÿåìûå) �óíêöèè.Ñîäåðæàíèå CSR çàâèñèò îò íóìåðàöèè óçëîâ è åñòåñòâåííîé âûãëÿäèò èåðàðõè÷åñêàÿ óïîðÿ-äî÷åííîñòü, êîãäà ïîäðÿä íóìåðóþòñÿ (íåâàæíî êàê) ñíà÷àëà âíóòðåííèå óçëû ïåðâîé ñåòî÷íîéïîäîáëàñòè, çàòåì � âòîðîé, è ò.ä., ïîñëå ÷åãî ñëåäóþò âñå ãðàíåâûå óçëû, âñå ðåáåðíûå óçëû(ñî ñâîèìè âíóòðåííèìè ðàçáèâêàìè) è ìàêðîâåðøèíû. Äëÿ íåîáõîäèìîé èäåíòè�èêàöèè òèïàóçëà, ò.å. êàêîìó ìàêðîðåáðó, êàêîé ìàêðîãðàíè èëè ïîäîáëàñòè îí ïðèíàäëåæèò, òðåáóåòñÿ åùåñ�îðìèðîâàòü ìàêðîñòðóêòóðíûé �îðìàò (MCSR), â êîòîðîì óêàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî óçëîâ ðàç-ëè÷íîãî òèïà, ìíîæåñòâà íîìåðîâ ýòèõ òèïîâ è ñâÿçè ìåæäó íèìè. Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð,äëÿ êàæäîãî âíóòðåííåãî óçëà ïîäîáëàñòè ìîæíî îïðåäåëèòü åå íîìåð, ÿâëÿåòñÿ ëè îí îêîëîãðà-íè÷íûì è, åñëè äà, ê êàêîé ìàêðîãðàíè ïðèìûêàåò.Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ öåëåñîîáðàçíîé èåðàðõè÷åñêàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü óçëîâ, â òîì ÷èñëå ëî-êàëüíàÿ è ãëîáàëüíàÿ íóìåðàöèè, à òàêæå íåèçáåæíîñòü, â ñèëó ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõïîòðåáíîñòåé, ïåðåíóìåðàöèÿ óçëîâ (â òîì ÷èñëå èç ëîêàëüíîé â ãëîáàëüíóþ è íàîáîðîò).4.2.3 Ïîýëåìåíòíûå òåõíîëîãèèÇàìå÷àòåëüíûå äîñòèæåíèÿ ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îáÿçàíû íå òîëüêî ðàçâèòèþ óíèêàëü-íîé òåîðèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ øèðîêîãî êëàññà äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-11



íèé ñ ïðèìåíåíèåì �èíèòíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõñåòêàõ, íî è ñîçäàíèþ ý��åêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîýëåìåíòíûõ òåõíîëîãèé, îñíîâàííûõíà îïðåäåëåíèè ëîêàëüíûõ ìàòðèö è ñáîðêè ãëîáàëüíîé ìàòðèöû çàäà÷è. Ýòîò ïîäõîä çíà÷è-òåëüíî óïðîùàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìîâ, à òàêæå îáåñïå÷èâàåò ìàñøòàáèðóåìîåðàñïàðàëëåëèâàíèå àïïðîêñèìàöèîííîãî ýòàïà, ïîñêîëüêó îáðàáîòêà êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåí-òà âûïîëíÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Àíàëîãè÷íûå ïîýëåìåíòíûå òåõíîëîãèè ñ âû÷èñëåíèÿìèëîêàëüíûõ ìàòðèö áàëàíñà ðàçðàáîòàíû è â ìåòîäàõ êîíå÷íûõ îáúåìîâ, ñì. [19℄, [20℄.Ïóñòü, íàïðèìåð, òðåóãîëüíûé êîíå÷íûõ ýëåìåíò T h
m èìååò âåðøèíàìè òî÷êè V m

p , p = 1, 2, 3,êîîðäèíàòû êîòîðûõ xmp , ymp ìîãóò áûòü íàéäåíû â ÑÑÄ ïî íîìåðàì p,m. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàê-æå, ÷òî ïî çíà÷åíèþ m ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû �ìàòåðèàëüíûå ñâîéñòâà ñðåäû� âíóòðè T h
m, ò.å.êîý��èöèåíòû èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2) è êðàåâûõ óñëîâèé (3) íà ãðàíÿõ T h

m, åñëè îíè ÿâëÿþò-ñÿ ãðàíè÷íûìè ñåãìåíòàìè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω. Òîãäà ïî ýòèì äàííûì ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ�îðìóë îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé ìàòðèöû Aloc
m = {a

(m)
i,j ; i, j = 1, 2, 3},èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñêëàäûâàþòñÿ ýëåìåíòû ãëîáàëüíîé ìàòðèöû çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîéñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(Au, v) =

Nh
T∑

m=1

3∑

i,j=1

a
(m)
i,j ū

(m)
i , v̄

(m)
j . (15)Çäåñü îáîçíà÷åíû ÷åðåç ū(m) = {u

(m)
1 , u

(m)
2 , u

(m)
3 } �ëîêàëüíûå� ïîäâåêòîðû òðåòüåãî ïîðÿäêà, à÷åðåç u, v � �ãëîáàëüíûå� ïîäâåêòîðû ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé êîëè÷åñòâó óçëîâ Nh

V . Êîìïîíåíòûëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàþò äëÿ îäèíàêîâûõ óçëîâ, íàäî òîëüêî óñòàíîâèòüâçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå èõ ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ íîìåðîâ.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à �îðìèðîâàíèÿ ïîýëåìåíòíîé ÑÑÄ, ñîñòîÿùåé èç ñîâîêóï-íîñòè äàííûõ EIN(m) î êàæäîì T h
m: íîìåðà âåðøèí-óçëîâ, íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäîáëàñòèè ãðàíè÷íûõ ñåãìåíòîâ, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ãðàíè (ðåáðà � â 2D) T h

m (ñîîòâåòñòâóþùèé íî-ìåð ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, åñëè ñåòî÷íàÿ ãðàíü íå ëåæèò íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè). Âîòëè÷èå îò ïîóçëîâîé èí�îðìàöèè CSR, êàæäàÿ m-ÿ ïîðöèÿ EIN ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ òîëüêîî ñâîåì ýëåìåíòå, è çäåñü �îðìàëüíî íèêàê íå ïðèñóòñòâóþò ìåæýëåìåíòíûå ñâÿçè.4.3 Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåéÂ äàííîì ïóíêòå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì íåòðàäèöèîííóþ çàäà÷ó, àêòóàëüíóþ ñ òî÷êè çðåíèÿðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ,� ñáàëàíñèðîâàííîå ðàçáèåíèå ñåòî÷íîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ñå-òî÷íûå ïîäîáëàñòè (ñ ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì êîëè÷åñòâîì óçëîâ â êàæäîé). Öåëü çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è � êàæäàÿ äëÿ ñâîåé ïîäîáëàñòè,� êîòîðûåðåøàþòñÿ îäíîâðåìåííî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðàõ, ÷òî â èäåàëå äàåò óñêîðåíèå âû÷èñ-ëåíèé, áëèçêîå ê ëèíåéíîìó, ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíîìó ÷èñëó ïîäîáëàñòåé. Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿðåøàåìîé çàäà÷è ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè íåîáõîäèìû èí�îðìàöèîííûå îáìåíû, ÷òî ïðèâîäèò êíåèçáåæíûì êîììóíèêàöèîííûì ïîòåðÿì.Äàííàÿ ïðîáëåìà íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ, åñëè îí âèçóàëüíî íàáëþäàåòèçîáðàæåíèå ñåòêè è ìîæåò ñ ïîìîùüþ ãðà�è÷åñêèõ ñðåäñòâ ñäåëàòü ýòî ïðàêòè÷åñêè íå çàäó-ìûâàÿñü. Îäíàêî çàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîé äåêîìïîçèöèè îáëàñòè äëÿ íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêèñ óçëàìè, ãåîìåòðè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó êîòîðûìè çàäàíû ñ ïîìîùüþ CSR-�îðìàòîâ, òðåáóåòàíàëèçà òîïîëîãèè ñåòî÷íûõ ãðà�îâ, à ðåàëèçàöèÿ èõ ðàñùåïëåíèÿ ñîâñåì íå òðèâèàëüíà.Äåêîìïîçèöèÿ ñåòêè îñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ðàçáèåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íàíåïåðåñåêàþùåéñÿ ïîäîáëàñòè, à íà âòîðîì êàæäàÿ èç íèõ ðàñøèðÿåòñÿ íà íåêîòîðîå êîëè÷å-12



ñòâî ñåòî÷íûõ ñëîåâ, èëè �ðîíòîâ. Èëëþñòðàöèÿ òàêîãî ðàñøèðåíèÿ ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 2 äëÿïðîñòîãî ñëó÷àÿ êâàäðàòíîé ñåòêè.

�èñ. 2: Ïîñòðîåíèå ðàñøèðåííûõ ñåòî÷íûõ ïîäîáëàñòåéÍåîáõîäèìîñòü òàêîé äåêîìïîçèöèè ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîäîáëàñòÿìè îáóñëàâëèâàåòñÿ ñêî-ðîñòüþ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà Øâàðöà, íà êîòîðîì îñíîâûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûå âû-÷èñëèòåëüíûå ïðîöåññû [21℄.Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ äàííûõ ëîãè÷åñêè ñëîæíûõ çàäà÷, à îò-ìåòèì òîëüêî, ÷òî òðóäîåìêîñòü âòîðîãî ýòàïà (ðàñøèðåíèå óæå ïîñòðîåííûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿïîäîáëàñòåé) çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ â ïàðàëëåëüíîì âàðèàíòå, êîãäà ïîñòðîåííûå íà ïåðâîìýòàïå ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïàìÿòè ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîðîâ. Äàííîå îáñòîÿòåëü-ñòâî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðåøåíèÿ ñâåðõáîëüøèõ ñåòî÷íûõ çàäà÷.5 Ïðèíöèïû îðãàíèçàöèè áèáëèîòåêè DELAUNAYÑîñòàâ �óíêöèîíàëüíûõ ìîäóëåé áèáëèîòåêè �îðìàëüíî îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ãåîìåò-ðè÷åñêîé è �óíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóð äàííûõ â ñåòî÷íóþ ñòðóêòóðó äàííûõ, ò.å. ðåàëèçóåò îòîá-ðàæåíèå
ΓCD +ΦCD → CCD.Èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî îïèñûâàåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó ðåøàå-ìîé çàäà÷è, à èòîãîâàÿ � ïðåäñòàâëÿåò âñå íåîáõîäèìûå äàííûå äëÿ ðåàëèçàöèè åå ñåòî÷íîéàïïðîêñèìàöèè ñ ïîìîùüþ ÌÊÎ èëè ÌÊÝ è äëÿ �îðìèðîâàíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ èëè íåëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ èëè ÑÍÀÓ).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ýòàïà ãåíåðàöèè ñåòêè âûïîëíÿåòñÿ â àâòî-ìàòè÷åñêîì èëè ïîëóàâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ÷àñòíûõ ïîäçàäà÷ïîëüçîâàòåëåì ìîãóò óêàçûâàòüñÿ ïðèìåíÿåìûå àëãîðèòìû èç ñîñòàâà áèáëèîòåêè, à òàêæå èõñ÷åòíûå ïàðàìåòðû. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òàêèõ äàííûõ îíè âûáèðàþòñÿ ïî óìîë÷àíèþ. Êðîìå òî-ãî, ðåàëèçàöèÿ ñêîìïèëèðîâàííîé èñïîëíÿåìîé ïðîãðàììû ïîäðàçóìåâàåò âèçóàëüíûé êîíòðîëüðåçóëüòàòîâ, ò.å. ãðà�è÷åñêîå è òåêñòîâîå ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå èçîáðàæåíèåêîíñòðóèðóåìîé ñåòêè è âûäà÷ó êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê åå êà÷åñòâà. Âàæíî òàêæå èìåòüâ âèäó, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èëè ñ äèíàìè÷åñêèì èçìåíåíèåì ãåîìåòðèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè,13



èëè ñ êà÷åñòâåííîé ïåðåñòðîéêîé ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîãî ðåøåíèÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà ñåòêà ìîæåòíåîäíîêðàòíî ìîäè�èöèðîâàòüñÿ.Íàïîìíèì, ÷òî èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè ÿâëÿþòñÿ ìàññèâû äàííûõ ïî ãåî-ìåòðè÷åñêèì è �óíêöèîíàëüíûì îáúåêòàì, â òîì ÷èñëå:
• îïèñàíèå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñî ñïèñêàìè ìàêðîâåðøèí, ìàêðîðåáåð, ìàêðîãðàíåé è ïîäîá-ëàñòåé, à òàêæå ñåãìåíòîâ ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé;
• èí�îðìàöèÿ î êîý��èöèåíòàõ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé è êðàåâûõ óñëîâèÿõ, ñ èõ ïðèâÿçêîé êïîäîáëàñòÿì è ãðàíè÷íûì ñåãìåíòàì;
• äîïîëíèòåëüíàÿ íåîáõîäèìàÿ èí�îðìàöèÿ ïî ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ èëè ïî ìîäè�èêàöèÿìñåòîê, õàðàêòåðèçóþùàÿ êàê îáùåå ÷èñëî óçëîâ, òàê è îñîáåííîñòè èõ ðàñïðåäåëåíèÿ âïîäîáëàñòÿõ.Ñîçäàâàåìàÿ ÑÑÄ äîëæíà ñîäåðæàòü ïîýëåìåíòíóþ èí�îðìàöèþ îáî âñåõ T h

m ñ åå ïðèâÿçêîé êóçëîâûì è �óíêöèîíàëüíûì äàííûì, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå ïîñëåäóþùåãî ýòàïà àïïðîê-ñèìàöèè.Îðèåíòàöèÿ íà ðåøåíèå áîëüøèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ÌÂÑ îïðåäåëÿåòàêòóàëüíóþ ïðîáëåìó �îðìèðîâàíèÿ äàííûõ î ñåòî÷íûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîäîáëàñòÿõ, ðàñïðå-äåëåííûõ ïî ðàçëè÷íûì ïðîöåññîðàì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ñðåäñòâîì ìàñøòà-áèðóåìîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ (âñïîìîãàòåëüíûå ïîäçàäà÷è â ïîäîáëàñòÿõ ðàññ÷èòû-âàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîðàõ), à ñ äðóãîé � îáåñïå÷èâàåò èíòåãðàöèþ âû÷èñëèòåëüíûõðåñóðñîâ äëÿ ñîçäàíèÿ ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé ïðàêòè÷åñêèõ áåç îãðàíè÷åíèé íà ðàçìåð ãåíå-ðèðóåìîé ñåòêè. Åñëè äëÿ íóìåðàöèè ñåòî÷íûõ îáúåêòîâ èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå 64-áèòîâîåìàøèííîå ñëîâî, òî èõ äîïóñòèìîå êîëè÷åñòâî â îäíîé ïîäîáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ îáúåìîì ïàìÿòèïðîöåññîðà, à ñóììàðíîå ÷èñëî óçëîâ ìîæåò áûòü óâåëè÷åíî �àêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííî çà ñ÷åòèñïîëüçîâàíèÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ. Íàïðèìåð, ïðè îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ïðî-öåññîðà â 4 �á îäíà ïîäîáëàñòü ìîæåò íàñ÷èòûâàòü äî 2 · 105, à íà ÌÂÑ ñ 5 · 105 ïðîöåññîðàìèèõ îáùåå êîëè÷åñòâî ñìîæåò äîñòèãàòü 1011.Îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ îðãàíèçàöèè áèáëèîòåêè DELAUNAY çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæ-íîñòè ïåðåèñïîëüçîâàíèÿ âíåøíèõ ïðîãðàììíûõ ðàçðàáîòîê, ÷òî îçíà÷àåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, îñó-ùåñòâëåíèå îãðîìíîãî ìèðîâîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîòåíöèàëà, çàêëþ÷åííîãî â ñóùåñòâóþùèõïðîäóêòàõ, à ñ äðóãîé � èíòåãðèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ ãðóïï ðàçðàáîò÷èêîâ. Òàêèìè èë-ëþñòðàöèÿìè ìîãóò ñëóæèòü �÷óæèå� ñåòî÷íûå ãåíåðàòîðû äëÿ îòäåëüíûõ ïîäîáëàñòåé, èñïîëü-çîâàíèå äëÿ âèçóàëèçàöèè ñóùåñòâóþùèõ ïðåêðàñíûõ ãðà�è÷åñêèõ ñèñòåì, à òàêæå ñîãëàñîâàí-íîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ÑÀÏ�-îâñêèìè ñèñòåìàìè (CAD, CAE, CAM è äð.). Ñïîñîáû äîñòèæåíèÿýòèõ öåëåé � ýòî íàëè÷èå ìíîæåñòâåííûõ ïðåäñòàâëåíèé äàííûõ è ïåðåõîäíèêîâ (êîíâåðòîðîâ),à òàêæå ñèñòåìà ãèáêèõ íàñòðàèâàåìûõ èíòåð�åéñîâ.�ëàâíîå íàçíà÷åíèå ïðåäëàãàåìîé áèáëèîòåêè � ýòî �óíêöèîíèðîâàíèå â ñîñòàâå êàêîãî-ëèáîïðèëîæåíèÿ, îñóùåñòâëÿþùåãî ðåøåíèå çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ â îïðåäåëåííîé îáëàñòè è ðåàëè-çóåìîãî, íàïðèìåð (íî íå òîëüêî), êîí�èãóðàöèîííûìè èíñòðóìåíòàðèÿìè ÁÑÌ.Ý��åêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ è ñèñòåìíûõ êîìïîíåíò áèáëèîòåêè ïðåäñòàâëÿ-åòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,íàïðèìåð, íà ÿçûêàõ Ñ++ èëè FORTRAN 90.Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì ñóùåñòâîâàíèÿ áèáëèîòåêè DELAUNAY ÿâëÿåòñÿ åå îòêðûòîñòü(OPEN SOURSE) êàê èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäû, èç êîòîðîé çàèíòåðåñîâàííûé ïîëüçîâàòåëü ìî-æåò áðàòü íåîáõîäèìûå åìó êîìïîíåíòû, à âíåøíèé ðàçðàáîò÷èê, íàîáîðîò, ìîæåò âíîñèòü ñâîèìîäóëè, ðàñøèðÿþùèå �óíêöèîíàëüíîñòü àëãîðèòìè÷åñêîãî îêðóæåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå äàííàÿðàçðàáîòêà ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê ïðîåêò îòäåëüíîé ãðóïïû (group proje
t), à êàê îáùåñòâåííî14



ðàçâèâàåìûé ïðîäóêò (
ommunity proje
t), ðàçóìååòñÿ, íà îñíîâå íåêîòîðîé ñèñòåìû ðåãëàìåí-òîâ. Äàííàÿ êîíöåïöèÿ íå ïðîòèâîðå÷èò ñîçäàíèþ è êîììåð÷åñêèõ çàêðûòûõ ïðîäóêòîâ íà îñíîâåîáùåäîñòóïíûõ èíñòðóìåíòàðèåâ, íî ïðè ñîáëþäåíèè îïðåäåëåííîé äèñöèïëèíû è ñîãëàøåíèé.Áîëåå òîãî, òàêàÿ ïàðàäèãìà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîâðåìåííûì ïðèíöèïîì îòêðûòûõ èííîâàöèé[22℄.Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ïîä÷åðêíóòü äâîéñòâåííûé õàðàêòåð ïðåäëàãàåìîé êîíöåïöèè. Ñ îäíîéñòîðîíû, ñðåäñòâà ãåíåðàöèè ñåòîê �îðìèðóþòñÿ êàê àêòóàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îáùåé òåõíî-ëîãè÷åñêîé öåïî÷êè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàìêàõ ÁÑÌ, à ñ äðóãîé � áèáëèîòåêàDELAUNAY ïî ñâîåìó çàìûñëó ÿâëÿåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì ïðîãðàììíûì ïðîäóêòîì, êîòîðûéìîæåò àâòîíîìíî èñïîëüçîâàòüñÿ â äðóãèõ ïðèêëàäíûõ ðàçðàáîòêàõ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ëàññåð À.�., Ëèñåéêèí Â.Ä., Øîêèí Þ.È. è äð. Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíûõ ñåòîê ñ ïîìîùüþóðàâíåíèé Áåëüòðàìè è äè��óçèè.�Íîâîñèáèðñê, Íàóêà, 2006.[2℄ �îäóíîâ Ñ.Ê., �îìåíñêèé Å.È., ×óìàêîâ �.À. Ïîñòðîåíèå ñåòîê â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþêâàçèêîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé.�Òðóäû ÈÌ ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Íàóêà, ò. 18, 1990, 75-84.[3℄ Âàñèëåâñêèé Þ.Â., Äàíèëîâ À.À. Âçàèìîäåéñòâèå ñ ÑÀÏ� ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíûõ ñåòîêâ ñëîæíûõ îáëàñòÿõ.//Òðóäû ìàò. îáù. èì.Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî, Êàçàíü, Êàçàí. ìàò. îáù., 2009,5-12.[4℄ Garanzha V.A. Variational prin
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