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§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅíÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ óìáõAu = { ∑l′∈!l al;l′ul′} = f; A = {al;l′} ∈ RN;N ;u = {ul}; f = {fl} ∈ RN ; (1)Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ×ÙÓÏËÉÈ �ÏÒÑÄËÏ×, Ñ×ÌÑ-ÀÝÉÈÓÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ É �ÌÏÈÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÓÅÔÏÞÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑÈ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ËÒÁ-Å×ÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂß-ÅÍÏ× ÉÌÉ ÄÒÕÇÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ×. ÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (1) !` ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉÎÄÅËÓÏ× ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × `-Ê ÓÔÒÏËÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÏÔÏÒÙÈ N` �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ N . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÉ-ÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈóìáõ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÁÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á, ÇÌÁ×ÎÙÅ �ÒÉÎ�É�ÙËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÌÏÖÅÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [2℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÓÏËÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÙÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÏÍ ÎÁ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ-�ÅÓÓÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (í÷ó) Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ É ÉÅ-ÒÁÒÈÉÞÅÓËÏÊ ÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔØÀ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÓÍ. [3℄ É �ÉÔÉ-ÒÕÅÍÙÅ ÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÒÙÌÏ×Á, ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÍÅÔÏÄÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òîæ N 14-11-00485 É òææé N 16-29-15122.131



132 ÷. ð. éìøéî÷ ÎÅÄÁ×ÎÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ [1℄ Á×ÔÏÒÙ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ñËÏÂÉ ËÁË \ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ" ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÍ ÍÅÔÏÄÁÍ. äÌÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ óìáõ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÑ áÎÄÅÒÓÏÎÁ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ�ÒÉÍÅÎÑ×ÛÁÑÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÅÅ Á×ÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÊ × [1℄ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉ-ÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÓÔ×ÏÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ áÎÄÅÒÓÏÎÁ{ñËÏÂÉ (AAJ) ÎÁÄ�Ï�ÕÌÑÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË GMRES �Ï×ÒÅÍÅÎÉ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ. éÄÅÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ AAJ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-ÓËÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ, ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ,ÕÓËÏÒÑÀÝÅÇÏ �ÒÉÅÍÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ ÄÌÑ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ ÍÅ-ÔÏÄÏ× ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á.ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÉÓÁÎ-ÎÏÇÏ × [1℄ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ áÎÄÅÒÓÏÎÁ. äÌÑ �ÒÅÄÌÁÇÁÅ-ÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÎÅÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÍ �ÏÄÈÏÄÏÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÚÑÔ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈÎÅ×ÑÚÏË [5℄ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ�ÒÉ ÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ (í÷ó).îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 ÍÙ �ÒÉ-×ÏÄÉÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÁÎÄÅÒÓÏÎÏ×-ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á, ×ËÌÀÞÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ. §3 �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÁÎÁÌÉÚÕ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÓÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÏÄÈÏÄÏ× × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ×ÁÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÌÕ-ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á. ÷ §4 �ÒÏ×ÏÄÉÔ-ÓÑ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ �ÒÅÄÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÁ ÓÅÒÉÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ óìáõ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ ÓÅ-ÔÏÞÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
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§2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÉ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈëÒÙÌÏ×ÁðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÌÏÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ A =

{Ak;k′ ; k; k′ = 1; : : : ; P}, ÇÄÅ A = D − C É D = blo
k-diag{Ak;k} ÅÓÔØÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÁÑ × ×ÉÄÅD = LU . �ÏÇÄÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ óìáõ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÒÅÄÏÂÕ-ÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÉÄÕ:L−1(D − C)U−1U u = L−1f = Ãũ = (I − T )ũ = f̃ ;Ã= L−1AU−1= I − T; ũ= U u; f̃= L−1f; T = L−1CU−1: (2)úÄÅÓØ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ (Ó.�.Ï), ÔÏ Ã É T ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ó.�.Ï. ÍÁÔÒÉ-�ÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÅÒÅÚ 0 < �1 < �N ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÇÒÁÎÉ�ÙÓ�ÅËÔÒÁ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Ã. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × (2) ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÅÅ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÅ, �ÏÌÁÇÁÑ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, L = D ÉÌÉ U = D.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìáõ (2) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÊ ÍÅÔÏÄòÉÞÁÒÄÓÏÎÁ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ × [1℄ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ñËÏÂÉ{WJ):ũn+1 = ũn + !(f̃ − Ãũn) = !(T ũn + f̃) + (1− !)ũn = T!ũn + !f̃: (3)åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÈÏÄÁ T! = !T + (1 − !)I ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊÓ�ÅËÔÒ �(T!) = 1− !�(Ã), ÔÏ ÅÅ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ � = max |�(T!)|ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ! = 2=(�1+�N ). ÷ ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ! < 2=‖A‖.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌ \∼" ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ. óÌÅÄÕÑÒÁÂÏÔÅ [1℄, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ u0 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ áÎÄÅÒÓÏÎÁ{ñËÏÂÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÉÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ (3) �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ËÏÒÒÅË�ÉÉ:un+1 = �un + !�rn; �rn = f −A�un; n = 0; 1; : : : ;�un = un +Wn
n; �u0 = u0: (4)úÄÅÓØ 
n = (
n1 ; : : : ; 
nmn) ∈ Rmn ÄÌÑ mn > 1 ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, Á Wn = (w(n)1 ; : : : w(n)mn) ∈ RN;mn �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÔÏÌÂ�Ù w(n)s ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ËÁËw(n)s = un−s+1 − un−s; s = 1; : : : ;mn; 1 6 mn ≪ N: (5)



134 ÷. ð. éìøéîóÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÞÅÔÁ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚÏË ÚÁ�É-ÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ�rn = rn −Rn
n; Rn = AWn ∈ RN;mn : (6)åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÎÏÒÍÕ ÎÅ×ÑÚËÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ
n = argmin
nk ‖�rn‖2; ‖�rn‖2 = (�rn; �rn);ÔÏ ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× [6℄ ×ÅËÔÏÒ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ óìáõ(RTnRn)
n = RTn rn: (7)åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á Rn ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÔÏ �ÏÓÌÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ 
n = (RTnRn)−1RTn rn × (6) É (4) ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:un+1 = un +B−1n rn; (8)ÇÄÅ B−1n ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀÍÁÔÒÉ-�Õ B−1n = [! I + (Wn − !Rn)℄(RTnRn)−1RTn : (9)÷ÅËÔÏÒ �un × (4) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÁË�un = un + 
n1 (un − un−1) + · · ·+ 
nmn(un−mn+1 − un−mn);ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÉ ÔÅËÕÝÅÇÏ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ un Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ mn �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊun−1; : : : ; un−mn , ÞÔÏ É ÄÁÅÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ. úÎÁÞÅÎÉÑmn 6n ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ Ë ÉÔÅÒÁ�ÉÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÒÅÂÕÅÔ �Å-ÒÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� Wn; Rn É Bn ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÍÁÔÒÉ�Á Rn × (9) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ �ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, É ÔÏÇÄÁ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Qn = RTnRn ∈ Rmn;mn ÂÕ-ÄÅÔ �ÌÏÈÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÌÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÏÂÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á íÕÒÁ{ðÅÎÒÏÕÚÁ.äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Á×ÔÏÒÙ ÒÁÂÏÔÙ [1℄�ÒÅÄÌÁÇÁÀÔ ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ áÎÄÅÒÓÏÎÁ{ñËÏÂÉ (AAJ), ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁËun+1 = { un + !rn; [an℄f 6= 0;un +B−1n rn; [an℄f = 0; (10)



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 135ÇÄÅ [an℄f ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ an = (n + 1)=M , Á M ÅÓÔØÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ. úÄÅÓØ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÛÁÇÁÈ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÔÁ�É-ÏÎÁÒÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ. ÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ (10) ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏËÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍrn+1 = { rn + !Arn; [an℄f 6= 0;rn +AB−1n rn; [an℄f = 0: (11)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ AAJ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉ �ÒÅÄÏÂÕ-ÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ × \ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ" �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á
KM;m(r0; A) = span (AM−mr0; : : : ; AMr0); (12)ÇÄÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ 1 6 mn = m 6 M . ÷ ÓÌÕÞÁÅ M = m = n ÍÙ ÉÍÅÅÍÏÂÙÞÎÏÅ \�ÏÌÎÏÅ" �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ëÒÙÌÏ×Á

Kn(r0; A) = span (r0; Ar0; : : : ; Anr0):éÚ (11) ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅrM+1 = �rM −A�rM ;ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ �rM Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ × (6) �ÒÉ n = M . ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ��M , ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÍÏÇÏ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (7), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉW TMrM+1 = 0: (13)äÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓun+1 = un + !n(f −Aun); (14)ÇÄÅ !n ÓÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ×ÙÂÒÁÎÙ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× þÅÂÙÛÅ×Á [7℄.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n > m > 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÔÏÞÎÅÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÛÁÇÏ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ (4):u = un +Wn
n + Æn; 
n ∈ Rm; Wn ∈ RN;m; (15)ÇÄÅ 
n ÅÓÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁWn Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (4), (5), Á Æn ÅÓÔØ ÏÛÉÂËÁ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ. ðÏÓÌÅ



136 ÷. ð. éìøéî�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (15) × ÉÓÈÏÄÎÕÀ óìáõ ÍÙ ÉÍÅÅÍA(un +Wn
n + Æn) = f:åÓÌÉ × ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �ÒÅÎÅÂÒÅÞØ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ Æn, ÔÏ ÄÌÑ×ÅËÔÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅRn
n = rn; Rn = AWn ∈ RN;m: (16)ðÏÓÌÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÏ×ÏÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÉÚ (14), Á �Ï ÆÏÒÍÕÌÅun+1 = un +Wn
n: (17)áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (16) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, É ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÓÍ. [6℄. åÓÌÉ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë(16) ÌÅ×ÕÀ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÀ çÁÕÓÓÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ RTn , ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÕÀóìáõ ×ÉÄÁ (7) Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÌÉ�ÌÏÈÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ Ó.�.Ï. ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Qn = RTnRn. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑÏÔËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ, ÉÌÉ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ, ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÏ (17) ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕun+1 = un + �QnAT rn; �Qn =Wn(W Tn ATAWn)−1W Tn ∈ RN;N : (18)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÍÁÔÒÉ�Á �Qn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁ-ÌÏÒÁÎÇÏ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÅÊ (ÓÍ. [3℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÙÅ ÔÁÍ ÒÁÂÏÔÙ) ÍÁ-ÔÒÉ�Ù (ATA)−1 (ÉÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ATA ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ).âÏÌÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ (17) ÂÁÚÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÉÍÅ-ÎÅÎÉÉ ÍÅÔÏÄÏ× ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÉÌÉ QR-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë óìáõ (16), �ÏÓËÏÌØËÕ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á Qn ÉÍÅÅÔÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ Rn.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (14) ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉ-ÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑu1 = u0 + � rn; � = 2=(�1 + �N );un+1 = un + �n� rn + (�n − 1)(un − un−1); �0 = 2;�n = 4(4− �n−1
)−1; 
 = (1− 
)=(1 + 
); 
 = �1=�N ; (19)ÇÄÅ �1 É �N ÓÕÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (19) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÔÅËÕÝÅ-ÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, × Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 137ÚÎÁÞÅÎÉÑ n. ëÏÇÄÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏÆÏÒÍÕÌ (19) ÍÏÇÕÔ �ÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÅÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊÓ�ÅËÔÒ ÌÅÖÉÔ × ÜÌÌÉ�ÓÅ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ,ÓÍ. [2, 7℄.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÁ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÚ MÛÁÇÏ× �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (19) É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×:
• �ÅÒ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× íîë-1 ÏÓÎÏ-×ÁÎ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ óìáõ (7), �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÉ çÁÕÓÓÁ;
• ×ÁÒÉÁÎÔ íîë-2 ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏ-ÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ËÏÒÒÅË�ÉÉ 
n ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÅÒÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (16) Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ SVD (ÜÔÁ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ 
n × íîë-1).ðÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÒÒÅË�ÉÉ, ÉÌÉ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÉ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÔÉ-�Á (17) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÉËÌÙ \ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ + ËÏÒÒÅË�ÉÑ"�Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ ÄÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË ÌÅÖÁÔ ×ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ×ÉÄÁ (12).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ �ÌÁÎÅ íîë-1 É íîë-2 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,ÔÁË ËÁË × ÔÏÞÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (7) É (16)ÄÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ×ÅËÔÏÒ
n = (P (m)n )TS−1n (P (N)n )T rn; (20)ÇÄÅ P (m)n ∈ Rm;m É P (N)n ∈ RN;N ÓÕÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÁS−1n = diag {s−1k ; i = 1; : : : ;m < N} ∈ RN;m { ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ s−1i;j = s−1i Æi;j Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Ë ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ si ÍÁÔÒÉ�Ù Rn, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÍÁÔÒÉ�Rn = P (N)n SnP (m)n ; Qn = (P (m)n )TSTn SnP (m)n :÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÓÄÅÌÁÅÍ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ðÅÒ×ÏÅËÁÓÁÅÔÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜËÓÔÒÁ�ÏÌÑ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ×ÉÄÁ



138 ÷. ð. éìøéî(8), (10) Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Bn ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [8℄. ÷ÔÏÒÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÏÞÎÙÍ: ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ÎÁÍÉ �ÏÄ-ÈÏÄ �ÒÉÍÅÎÑÌÓÑ ð. íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈóìáõ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ É ÎÁÚÙ×ÁÌÓÑ ÂÌÏÞÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ìÁÎ�ÏÛÁ.
§3. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ íîë É ÍÅÔÏÄÏ×�ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈëÒÙÌÏ×ÁíÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ×ÅÒÓÉÑÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎ-ÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (SCR, [5℄), ÂÅÚ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï ÓËÏÒÏÓÔÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ �Ï�ÕÌÑÒÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (GMRES, [2℄), ÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍÉ:un+1 = un + �npn; �n = �n=�n; p0 = r0 = f −Au0;rn+1 = rn − �nApn; �n = (Apn; Apn); �n = (Arn; rn): (21)äÁÎÎÙÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÏÒÍÙ ‖rn+1‖× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á Kn(r0; A) É �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔØ ×ÅËÔÏÒÏ×ÎÅ×ÑÚÏË (Arn; rk) = { 0; k < n;�n; k = n;ÅÓÌÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ pn ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ × ÓÍÙÓÌÅ(Apn; Apk) = �nÆn;k; (22)ÇÄÅ Æn;k ÅÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. ó×ÏÊÓÔ×Á (22) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÅË-ÔÏÒÙ pn ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊpn+1 = rn+1 − n∑k=0�n;kpk; �n;k = (Apk; Arn+1)=�n: (23)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÍÅÔÏÄ SCR ÔÒÅÂÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ (23) ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅApn+1 = Arn+1 − n∑k=0 �n;kApk:



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 139åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ A-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, Á ÒÅËÕÒÓÉÉ (23) ÄÅÌÁÀÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÍÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ(Arn; rk) = �nÆn;k; �n;k = �n;nÆn;k; (24)É ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË (CR, ÓÍ. [2℄).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× un É rn Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒ-ÍÕÌ (20){(23) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÈÒÁÎÉÔØ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ pn; pn−1; : : : ; pn−M . îÁ�ÒÁËÔÉËÅ ÍÅÔÏÄÙ SCR ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÓÔÁÒÔÁÍÉ �Ï-ÓÌÅ ËÁÖÄÙÈ M ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉ ×ÙÞÉÓÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÉÚ (21), Á ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:rMl = f −AuMl; l = 0; 1; : : : ; (25)Á ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ \Ó ÎÁÞÁÌÁ", Ô.Å. ÄÌÑn > M × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ n ÎÁ n−Ml. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÈÒÁÎÉÔØ ÔÏÌØËÏ M + 1 �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× pn; pn−1; : : : ; pn−M .óÒÁ×ÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ �ÉËÌÁ ÉÚM ÉÔÅÒÁ�ÉÊ × ÍÅÔÏÄÁÈ íîë É SCR. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ �Ï ÓËÏÒÏÓÔÉÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ × ÏÄÎÏÍÉ ÔÏÍ ÖÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á.ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ�ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë ÂÌÏÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ óìáõ ×ÉÄÁ (2), ÂÌÏÞÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ËÏ-ÔÏÒÏÊ Ak = {Ak;l; l = 1; : : : ; P} ∈ RNk;N ; Nk ∼= N=P , N1+ · · ·+Np = N ,ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × �ÁÍÑÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅ-ÍÙÈ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÁË ÜÔÏ ÄÅ-ÌÁÅÔÓÑ × ÍÅÔÏÄÁÈ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ ÂÌÏÞÎÁÑ ÓÔÒÏËÁ, ÓÍ. [10℄). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉ-ÞÅÓËÉ ÒÁÚÎÙÍ MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÙ (ÈÏÔÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ), É ÍÙ ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÉËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ.÷ ÍÅÔÏÄÅ SCR ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ pn; pn−1; : : : ; pn−M , Á ÔÁË-ÖÅ ÔÅËÕÝÉÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ un; rn ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÏÄ-×ÅËÔÏÒÙ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ Nk, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÒÁÎÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÍ k-Í MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÅ. ðÏ ÍÅÒÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÍÅÖÄÕ �ÒÏ-�ÅÓÓÁÍÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÍÅÎÙ ÄÁÎÎÙÍÉ, ÏÂßÅÍÙ ËÏÔÏÒÙÈÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ. ðÒÉ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ × k-Í MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÅ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÇÏÑÄÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÏ-ÒÁ ÍÏÖÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ \×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ" ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÅ (×ÔÏÒÏÇÏ



140 ÷. ð. éìøéîÕÒÏ×ÎÑ) ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏËÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÄÅÔÁÌÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙÏ�ÕÓËÁÅÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÉÒÕ-ÅÔÓÑ É × ÍÅÔÏÄÁÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, É × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÌÏÞÎÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× w(M)s ; s = 1; : : : ;M . ðÒÉ ÜÔÏÍÄÌÑ ×ÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÁ-ÛÉÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ Ó Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.äÌÑ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈÍÅÔÏÄÏ× ÍÙ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍ ×ÒÅÍÑ TP ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÎÁ P MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÁÈ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÏÇÏ �ÉËÌÁ ÉÚ M ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ:TP = T aP + T 
P ≈ �aVa + (�0 + �
V
)N
: (26)úÄÅÓØ T aP É T 
P ÏÚÎÁÞÁÀÔ ×ÒÅÍÅÎÁ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÊ É ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �a É Na ÓÕÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑÏÄÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÉÈ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï (ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ), N
 { ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÄÁÞ ÄÁÎÎÙÈ, �0 { ×ÒÅÍÑ ÚÁ-ÄÅÒÖËÉ (ÎÁÓÔÒÏÊËÉ) ÏÄÎÏÊ ÔÒÁÎÚÁË�ÉÉ, �
 { ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÅÒÅÄÁÞÉÏÄÎÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Á V
 ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ ÏÂßÅÍ ÏÄÎÏÇÏ �ÁËÅ-ÔÁ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ �0 ≫ �
 ≫ �a ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÔÁÒÁÔØÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅÔÏÌØËÏ ÏÂÝÉÊ ÏÂßÅÍ �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÎÏ É ÓÁÍÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÏÂÍÅÎÏ×. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÅÒÅÄÁÞÉÄÁÎÎÙÈ, ÎÏ É × ÓÉÌÕ ×ÙÓÏËÏÊ ÜÎÅÒÇÏÚÁÔÒÁÔÎÏÓÔÉ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ.óÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ (19) ÄÌÑ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ (ÍÙ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ × ÓÏÓÔÁ×Å íîë-1) É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (21),(23) ÄÌÑ ÍÅÔÏÄÁ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ×Ù×ÏÄÙ. íÅÔÏÄ SCR ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏ-×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É 2(M +1) ×ÅËÔÏÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ M +2 ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ËÏÇÄÁ ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÍÅÔÏÄÕ CR,ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÏ 4 É ÄÏ 2ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �Á-ËÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ M ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅ-ÎÉÑ (19) ÔÒÅÂÕÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏ-×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 141É 5 ×ÅËÔÏÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÓËÁÌÑÒ-ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ íîë-1 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÏÄÎÁËÏ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ M2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù Qn = {qk;` = (Awk ; Aw`)}, ÎÏ ×ÓÅ ÏÎÉÍÏÇÕÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ �ÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ M ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ! ðÏ-ÍÉÍÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × M ÒÁÚ ÜÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÁÅÔ �ÒÏ�ÏÒ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂÍÅÎÏ×, ÎÅÉÚÂÅÖÎÙÈ �ÒÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÉ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �Ï ÒÁÚÎÙÍ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ× ËÁÖÄÏÍ CPU ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ × ÏÄÉÎ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÕÆÅÒ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ×ÄÁ×ÁÑÓØ × ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÔÁÌÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ËÏÎ-ÓÔÁÔÉÒÏ×ÁÔØ. ÞÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ Ó ËÏÒÒÅË�ÉÅÊ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ �Ï ÍÅÔÏÄÁÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ�ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÎÁÄ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ �ÒÉ ÉÈ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ í÷ó. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏ-ÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ (1) ÎÅ ÄÁÀÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÕÔØ ×ÁÖÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÞÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚÉÓÁ× �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á.
§4. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÄÉÆÆÕÚÉÏÎÎÏ-ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ
−
�2u�x2 −

�2u�y2 + p�u�x + q �u�y = f(x; y); (x; y) ∈ 
;u|� = g(x; y); (27)× Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 = (0; 1)2 Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ � É ËÏÎ×ÅË-ÔÉ×ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ p; q, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÙÍÉ.äÁÎÎÁÑ ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔËÅ ÓÛÁÇÏÍ h = 1=(L+ 1) É ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÚÌÏ× N = L2:xi = ih; yj = jh; i; j = 0; 1; : : : ; L+ 1;Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÑÔÉÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ-ÏÂßÅÍÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉ-ÍÁ�ÉÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á [11℄, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÔÏÒÏÊ �ÏÒÑÄÏË ÔÏÞÎÏ-ÓÔÉ:(Au)l = al;lul+al;l−1ul−1+al;l+1ul+1+al;l−Lul−L+al;l+Lul+L = fl; (28)



142 ÷. ð. éìøéîÇÄÅ ` ÅÓÔØ \ÇÌÏÂÁÌØÎÙÊ" ÎÏÍÅÒ ÕÚÌÁ ÓÅÔËÉ, �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ` = i+ (j − 1)L.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ (28) ÍÏ-ÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÊ ×ÉÄ, É ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ: al;l±1 = e±ph=2=h; al;l±L = e±qh=2=h;al;l = al;l−1 + al;l−L + al;l+1 + al;l+L: (29)õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (28) ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ, ÎÏ ÄÌÑ ÏËÏ-ÌÏÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÚÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ i = 1; L ÉÌÉ j = 1; L, ÚÎÁÞÅÎÉÑÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÉÓÔÅÍÕ É �ÅÒÅÎÅ-ÓÅÎÙ × ÅÅ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ. ÷ �ÒÏ×ÏÄÉÍÙÈ ÎÁ-ÍÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÅÛÁÌÉÓØ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,�ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊD = diag {a`;`}:D−1=2AD−1=2D1=2u = D−1=2f;�A�u = �f; �A = D−1=2AD−1=2; �u = D1=2u; �f = D−1=2f: (30)þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ f(x; y) = 0 É g(x; y) = 1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÔÏÞÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (27) u(x; y) = 1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓËÏÒÏÓÔØÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ u−u0, ÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÌÏÓØ �ÕÔÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÉÊ u0 = 0 É u0 = P2(x; y) = x2+y2. ëÒÉÔÅÒÉÅÍ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÊÓÌÕÖÉÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (rn; rn) 6 "2(f; f) �ÒÉ " = 10−7. òÁÓÞÅÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØÎÁ ÓÅÔËÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× N = 72, 152, 312, 632 É 1272 ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉm = 8, 16, 32, 64 É 128.÷ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ ÄÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÏ× �Ï ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (27) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p = q = 0 É p = q = 4 ÎÁ ÓÅÔËÁÈ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÚÌÏ× N = 72,152, 312, 632, 1272 É ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ. ðÒÉ-ÍÅÎÑÅÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁ-ÔÅÌØÎÏÊ óìáõ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ËÏÒÒÅË�ÉÉ 
n (ËÏÎËÒÅÔÎÏ�ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × íîë-1 É íîë-2 ÒÅÛÁÌÉÓØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏ-ÄÁ SVD ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ LAPACK, ×ËÌÀÞÅÎÎÏÇÏ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕMKL Intel [12℄).



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 143÷ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ 1, 2 ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÏ× ÄÌÑ íîë-1 É íîë-2 �ÒÉ ÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÎ×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÈÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÈ u0. ÷ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÔÁÂÌÉ�×ÅÒÈÎÅÅ ÞÉÓÌÏ { ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, Á ÎÉÖÎÅÅ { ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. óÔÏÌÂ�Ù ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m = ∞ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÄÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÒÉ-ÔÅÒÉÑ ÏÓÔÁÎÏ×Á ÔÏÌØËÏ ÍÅÔÏÄÏÍ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ ËÏÒÒÅË�ÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ un Ó �ÏÍÏÝØÀ íîë.�ÁÂÌÉ�Á 1. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-1,p = q = 0, u0 = P2(x; y).N \m 8 16 32 64 128 ∞37 27 32 41 41 4172 1:8 · 10−7 4:2 · 10−8 1:1 · 10−15 1:2 · 10−7 1:2 · 10−7 1:2 · 10−798 75 56 64 82 82152 9:8 · 10−7 6:8 · 10−7 1:3 · 10−7 4:7 · 10−10 2:0 · 10−7 2:0 · 10−7313 198 147 112 128 163312 3:5 · 10−6 2:9 · 10−6 1:7 · 10−6 3:4 · 10−7 1:8 · 10−8 3:0 · 10−7632 1083 625 389 291 206 3271:0 · 10−5 1:0 · 10−5 8:9 · 10−6 4:6 · 10−6 9:6 · 10−7 3:1 · 10−71272 3859 2118 1184 746 537 6532:9 · 10−5 2:8 · 10−5 2:8 · 10−5 2:8 · 10−5 2:0 · 10−5 3:5 · 10−7�ÁÂÌÉ�Á 2. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-2,p = q = 0; u0 = P2(x; y).N \m 8 16 32 64 128 ∞37 32 39 41 41 4172 1:8 · 10−7 1:3 · 10−7 3:3 · 10−8 1:2 · 10−7 1:2 · 10−7 1:3 · 10−798 75 68 82 82 82152 9:8 · 10−7 6:8 · 10−7 4:9 · 10−7 2:0 · 10−7 2:0 · 10−7 2:0 · 10−7313 198 146 160 162 163312 3:5 · 10−6 2:9 · 10−6 1:7 · 10−6 8:0 · 10−8 1:3 · 10−7 3:0 · 10−7632 1083 624 389 262 298 3271:0 · 10−5 1:0 · 10−5 8:9 · 10−6 3:0 · 10−6 7:4 · 10−7 3:1 · 10−71272 3859 2117 1183 556 537 6532:9 · 10−5 2:8 · 10−5 2:8 · 10−5 2:0 · 10−5 2:0 · 10−5 3:5 · 10−7



144 ÷. ð. éìøéî÷ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ 3, 4 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p = q = 4.�ÁÂÌÉ�Á 3. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-1,p = q = 4; u0 = P2(x; y).N \m 8 16 32 64 128 ∞30 36 31 32 45 457 1:3 · 10−7 1:8 · 10−9 2:5 · 10−13 8:2 · 10−8 8:2 · 10−8 8:2 · 10−873 68 63 64 91 9115 9:3 · 10−7 6:1 · 10−7 1:1 · 10−8 1:0 · 10−8 1:6 · 10−7 1:6 · 10−7236 151 125 127 128 18431 2:7 · 10−6 1:5 · 10−6 1:1 · 10−6 7:8 · 10−9 1:4 · 10−7 2:1 · 10−763 592 472 302 253 247 3637:9 · 10−6 8:0 · 10−6 5:4 · 10−6 6:7 · 10−6 2:8 · 10−6 1:7 · 10−7127 2612 1348 900 569 509 7192:3 · 10−5 2:3 · 10−5 1:9 · 10−5 1:8 · 10−5 3:7 · 10−6 1:6 · 10−7�ÁÂÌÉ�Á 4. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-2,p = q = 4; u0 = P2(x; y).N \m 8 16 32 64 128 ∞36 31 46 45 45 457 1:3 · 10−7 1:4 · 10−7 7:5 · 10−8 8:2 · 10−8 8:2 · 10−8 8:2 · 10−873 68 63 94 91 9115 9:3 · 10−7 6:1 · 10−7 2:3 · 10−7 1:0 · 10−7 1:6 · 10−7 1:6 · 10−7236 151 125 163 128 18431 2:7 · 10−6 1:5 · 10−6 9:7 · 10−7 7:8 · 10−7 1:2 · 10−13 2:1 · 10−763 592 472 302 253 247 3637:9 · 10−6 8:0 · 10−6 5:3 · 10−6 6:7 · 10−6 2:8 · 10−6 1:7 · 10−7127 2612 1349 900 569 509 7302:3 · 10−5 2:3 · 10−5 1:9 · 10−5 1:8 · 10−5 3:7 · 10−6 3:0 · 10−7�ÁÂÌÉ�Ù 5, 6 ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÉÑ u0 = 0.îÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ×Ù×ÏÄÙ.
• ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅ-ÎÉÑ �Ï ÍÅÔÏÄÁÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓËÏÒÑÅÔ



ï íå�ïäáè îáéíåîøûéè ë÷áäòá�ï÷ 145�ÁÂÌÉ�Á 5. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-1,p = q = 0; u0 = 0.N \m 8 16 32 64 128 ∞22 16 32 41 41 4172 2:3 · 10−8 3:3 · 10−16 6:6 ·10−16 1:7 ·10−7 1:7 · 10−7 1:7 · 10−765 59 32 64 83 83152 1:2 · 10−6 3:6 · 10−7 2:0 ·10−9 1:3 ·10−15 2:2 · 10−7 2:2 · 10−7318 174 109 64 128 167312 3:5 · 10−6 3:4 · 10−6 1:3 ·10−6 5:7 ·10−10 1:3 · 10−9 3:3 · 10−7632 1116 635 384 215 128 3351:0 · 10−5 1:0 · 10−5 9:1 ·10−6 3:0 ·10−6 1:5 · 10−7 3:9 · 10−71272 3987 2190 1217 764 382 6702:9 · 10−5 2:8 · 10−5 2:7 ·10−5 2:7 ·10−5 9:9 · 10−6 3:9 · 10−7�ÁÂÌÉ�Á 6. þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ íîë-2,p = q = 4; u0 = 0.N \m 8 16 32 64 128 ∞37 32 46 45 45 4572 5:6 · 10−8 5:3 · 10−8 6:4 · 10−8 7:0 · 10−8 7:0 · 10−8 7:1 · 10−877 76 83 93 91 91152 2:5 · 10−7 2:1 · 10−7 2:6 · 10−7 1:6 · 10−7 1:4 · 10−7 1:4 · 10−7216 151 153 162 187 184312 2:5 · 10−6 1:6 · 10−6 1:7 · 10−6 8:4 · 10−7 3:0 · 10−7 2:0 · 10−7632 507 468 304 253 341 3637:4 · 10−6 7:9 · 10−6 5:2 · 10−6 2:2 · 10−6 1:8 · 10−6 1:6 · 10−71272 2416 1071 914 569 509 7212:3 · 10−5 2:3 · 10−5 2:3 · 10−5 1:1 · 10−5 4:2 · 10−6 1:7 · 10−7ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÅÔËÉ, ÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ óìáõ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ ÒÅÓÔÁÒÔÁ m.
• òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ íîë-1 É íîë-2 ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔ�ÒÉÅÍÌÅÍÕÀ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÛÁÇÏ× ÓÅÔËÉ É ÒÁÚ-ÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÈ. îÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÉËÌÁÈ ÍÁÔÒÉ�Ù Rn ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÏÌÎÙÊ ÒÁÎÇ, ÎÏ ÜÔÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ.
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• éÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ Ó íîë-1 É íîë-2 ÄÁÀÔ �ÒÉÍÅÒÎÏÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎ-×ÅËÔÉ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× p; q.
• ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÍÙ ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ Ï�ÕÓËÁÅÍ, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÕÀ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ Ë \×ÏÚÍÕÝÅÎÉÀ" ÞÅÂÙÛÅ×ÓËÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (19) ×ÅÌÉÞÉÎÕ �1 Õ×ÅÌÉÞÉÔØ × ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÉÌÉ ÄÁÖÅ �ÏÌÏÖÉÔØ �n = 1, Ô.Å. ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÔÁ-�ÉÏÎÁÒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ òÉÞÁÒÄÓÏÎÁ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ × ÒÁÂÏ-ÔÅ [1℄ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ íîë ÓÌÅÄÕÅÔ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅ ËÁË \ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÕÀ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Õ" ËÒÙÌÏ×ÓËÉÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÁÍ, Á ËÁË ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÂÏÇÁÝÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÅÒÓ�ÅË-ÔÉ×ÎÏÅ �ÒÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÉ ÎÁ í÷ó. ÷Ï�ÒÏÓÙ ÖÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ó�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ É ÒÁÚÎÙÈ ÔÉ�Ï× �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ-×ÁÔÅÌÅÊ, ÔÒÅÂÕÀÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. P. P. Pratara, P. Suryanarayana, J. E. Pask, Anderson a
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