
úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé�ÏÍ 439, 2015 Ç.÷. ð. éÌØÉÎï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñâïìøûéè óìáõ
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ óìáõ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÚËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ×ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÓÕÒÓÏÅÍËÏÓÔØÄÁÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÁÄÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÓÔÅÔ Ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ. ðÏÎÑÔÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ É ÄÁÖÅ Ó×ÅÒÈÂÏÌØÛÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÒÅËÏÒÄÎÙÈ ÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ×ÒÅÍÅ-ÎÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÙ×ÁÔØ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁ1010− 1012, ÔÒÅÂÕÀÝÉÍÉ ÄÌÑ Ó×ÏÅÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ í÷ó Ó ÞÉÓÌÏÍ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏÒÏ× ÏËÏÌÏ 105−107. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ óìáõ ÔÁËÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÒÅÁÌØÎÏ�ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÔÁË ËÁË �ÒÑÍÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÔÒÅÂÕÀÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×, ÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÁÍÑÔÉ.çÌÁ×ÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉÎÁ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �Ï ÛÉÒÉÎÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ É ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÇÒÁÎÉ�ÁÈ ÓÍÅÖ-ÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ × �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈÒÅÛÁÀÔÓÑ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊ-ÓÔ×ÁÈ ÉÌÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÉÌÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÙÍÉ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÄÏÂÌÁ-ÓÔÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÍÁÓÓÏ×ÕÀ ÒÁÂÏÔÕ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏÒÏ×. îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ \ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ"�ÏÄÈÏÄÏ×, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÔÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÎÅÛÎÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ �Ï �ÏÄÏÂÌÁ-ÓÔÑÍ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÎÉ�ÉÉÒÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á, ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÅ, �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ëÒÙÌÏ-×Á, ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ, ÓÕ�ÅÒËÏÍ�ØÀÔÅÒ, ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÁÍÉ òîæ N 14-11-00485 É òææé N 14-07-00128.112



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 113ÂÏÌØÛÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �Ï ÕÓËÏÒÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏ-ÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, Ó ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅÍ.÷ �ÅÌÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÉÔÅ-ÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ. ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔ-ÎÅÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÏÎ�Å��ÉÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ëÒÙÌÏ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÀÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×Á-ÒÉÁ�ÉÏÎÎÙÈ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ É/ÉÌÉ �ÒÏÅË�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï×. úÄÅÓØÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ [1{3℄ ÄÌÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á [4, 5℄ (× ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ), ÍÅÔÏÄÙ ÉÎ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÅÄÕË�ÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ IDR(s) [6, 7℄ (Indu
ed DimensionRedu
tion), Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅÆÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á [8, 9℄ Ó �Ï�ÏÌÎÅ-ÎÉÅÍ ËÒÙÌÏ×ÓËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÓÏÓ�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.÷ÔÏÒÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÕÌÕÞÛÅÎÉÅÍ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÁ-ÅÍÙÈ óìáõ ÚÁ ÓÞÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ×ÉÄÏ× �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀ-ÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�, Á ÔÁËÖÅ ÚÁ ÓÞÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÅÞÅ-ÎÉÊ É ÍÎÏÇÏÆÒÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ, ÁÓÓÏ�É-ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. úÄÅÓØ �ÅÒ-Ó�ÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÔÅÎÚÏÒÎÏÍ Á��ÁÒÁÔÅ [10℄ É �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ� × HSS-ÆÏÒÍÁÔÅ ([11℄, Hierar
hi
ally Semi-Separable),ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ É/ÉÌÉ ÔÏÞÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ ÉÔÅÒÁ-�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÚÁ ÓÞÅÔ ÍÕÌØÔÉ-�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ (ÓÍ. [12{14℄), �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÝÅÇÏ�ÏÄËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁ ËÁÖÄÏÍÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÛÁÇÅ. äÁÎÎÙÊ �ÒÉÅÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ-ÇÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ, ÉÌÉ ÇÉÂËÏÇÏ (
exible), �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ [15℄, ×ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌØ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ, ÎÏÏÎ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ÛÁÇÁ Ë ÛÁÇÕ.�ÒÅÔØÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÅÒ×ÙÍÉ Ä×ÕÍÑ, ÎÏ ÏÎÏ �ÅÌÅ×ÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÍÁÓÛÔÁÂÉÒÕÅÍÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÁ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÕ í÷ó. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÒÕÄÉÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÅÔÏÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ × ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ. éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏ-ÇÏÍÅÒÎÕÀ ÓÅÔÏÞÎÕÀ ÒÁÓÞÅÔÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ ÓÂÁ-ÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ëÏÎÅÞÎÁÑ



114 ÷. ð. éìøéîÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ-ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑÍÉ É ËÁÞÅÓÔ×ÏÍ�ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ, ÎÏÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ §2 Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑÂÌÏÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ Ó ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ-×ÌÉ×ÁÎÉÅÍ × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏ-ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ�ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÉÈ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÑ ÄÌÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× ÔÉ�Á FETI, BNN, ÓÍ. [16, 17℄, É �ÒÅÄ-ÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÂÅÚ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ-ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÒÉÎ�É�Ï× ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ËÒÙÌÏ×ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÇÒÅÇÁ-�ÉÉ, ÄÅÆÌÑ�ÉÉ É ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÅ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉ�, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ× [18{21℄. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÕÎËÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ËÒÁÔËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÎ�Å��ÉÉÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ KRYLOV [22℄ ËÁË ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÑ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌØÚÏ×Á-ÔÅÌÅÊ, ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÎÎÙÈ × �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÂÙÓÔÒÙÈ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÁÔÅÌÅÊ, ÎÏ É �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÒÅÄ-ÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ É ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔ-ÓÑ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂ ÁËÔÕÁÌÉÚÁ�ÉÉ �Å�ÏÞËÉ: \ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÉÄÅÉ É ÔÅÏÒÅÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏ×" { \�ÒÏÂÎÙÅ ×ÅÒÓÉÉ É ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑÁ�ÒÏÂÁ�ÉÑ" { \×ÙÓÏËÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÉÈ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÎÅÄÒÅÎÉÅ".
§2. âÌÏÞÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊíÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× É �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×Ñ-ÚÏË (SCG, SCR, ÓÍ. [1, 2℄) �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈóìáõ Ó ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ:Au = f; A = {ai;j} ∈ RN;N ; u = {ui}; f = {fi} ∈ RN ; (1)ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(Av; v) > Æ||v||2; Æ > 0; (v; w) = N∑i=1 viwi; ||v||2 = (v; v): (2)



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 115÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË [3℄, ÄÁÎ-ÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù èÅÓÓÅÎÂÅÒÇÁ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÔÎÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ É �ÒÏÇÒÁÍÍÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A = {ai;j}:(Asu; u) > Æ(u; u); As = (A+AT )=2; AT = {aj;i};Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A (×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ \T" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù).äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) �ÒÉÍÅÎÉÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏÇÏ, ÉÌÉ ÂÌÏÞÎÏÇÏ, ËÒÙÌÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á:r0 = f − Au0; un+1 = un + Pn��n; n = 0; 1; : : :rn+1 = rn −APn ��n = rq −APq ��q − · · · −APn ��n; 0 6 q 6 n; (3)ÇÄÅ Pn = (pn1 : : : pnMn) ∈ RN;Mn ÅÓÔØ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ×ÅËÔÏÒÏ× pnk ÍÁÔÒÉ�Á, Á ��n = (�n;1 : : : �n;Mn)T { ×ÅËÔÏÒ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÏÒÔÏ-ÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ:(Apnk ; A
pn′k′ ) = �(
)n;kÆk;k′n;n′ ; �(
)n;k = (Apnk ; A
pnk );
 = 0; 1; n′ = 0; 1; : : : ; n− 1; k; k′ = 1; 2; : : : ;Mn: (4)úÄÅÓØ Æk;k′n;n′ { ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ n = n′, k = k′ ÉÎÕÌÀ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ 
 = 0; 1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÉÌÉ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×Ñ-ÚÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×�ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ, × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (3) ÎÁ ËÁÖÄÏÊ n-Ê ÉÔÅÒÁ-�ÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÉÎ, Á Mn ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÅÎÑÔØÓÑ.åÓÌÉ ÖÅ × (3) ××ÅÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ \Ó×ÏÄÎÙÈ" ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ×ÅËÔÏÒÏ× �npn = Pn ��n; n = 0; 1; : : : ; (5)Ó ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÏËÁ ÓËÁÌÑÒÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ �n, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ (3)ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ×ÑÚËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅrn+1 = rn − �nApn = rq − �qApq − · · · − �nApn; 0 6 q 6 n; (6)× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×ÁK̃(r0; A) = span{r0; Ap0; : : : ; Anp0}; (7)



116 ÷. ð. éìøéîËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÏ×ÁÎÏ �ÏÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p0; : : : ; pn.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (3) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� Pn É ×ÅËÔÏÒÏ× ��n:rn+1 = rn −A Mn∑l=1 �n;lpnl = rq −A(Mq∑l=1�q;lpql − · · · −

Mn∑l=1�n;lpnl ): (8)ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (4) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×Ù�ÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ�(
)n (rn+1) ≡ (rn+1; A
−1rn+1) = (rq ; A
−1rq)
−

Mn∑l=1 n∑k=q�k;l[2(rq ; A
pkq )− �k;l(Apkl ; A
pkl )℄: (9)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ��(
)n =��k;l = 0;ÄÌÑ q = 0; 1; : : : ; n ÉÍÅÅÍ�(
)k;l = (rq ; A
pkl )=�(
)k;l ; l = 1; : : : ;Mn; k = q; q + 1; : : : ; n: (10)éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (3), (4), (10) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ rn+1 É pn′k ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ A
-�ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:(rn+1; A
pn′k ) = 0; n′ = 0; 1; : : : ; n; k = 1; : : : ;Mn; 
 = 0; 1: (11)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ �(
)n (rn+1) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ�(
)n (rn+1) = (rq ; rq)− n∑k=q Mn∑l=1(rq ; A
pkl )2=�(
)k;l (12)É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÅÓÌÉ 
 = 1 ÉÌÉ ÅÓÌÉ A ÅÓÔØ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á. ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ × ÍÅÔÏÄÅ �ÏÌÕÓÏ-�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �(0)n (rn+1) = (A−1rn+1; rn+1) �ÒÉÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ A Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁ-ÅÔ.



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 117îÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ pnl ÂÕÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÏÓÔÉ (5) �ÒÉ 
 = 0; 1 × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:p0l = B−10;l r0; pn+1l = B−1n+1;lrn+1 + n∑k=o Mk∑l=1 �(
)n;k;lpkl ; n = 0; 1; : : : ;Bn;l ∈ RN;N ; l = 1; : : : ;Mn; 
 = 0; 1: (13)úÄÅÓØ ��(
)n;k = {�(
)n;k;l} = (�(
)n;k;1 : : : �(
)n;k;Mn)T ∈ RMn ÓÕÔØ ×ÅËÔÏÒÙËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, Á Bn;l ∈ RN;N { �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ÌÅÇËÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÍÙÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ \�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÉ" Bn;l Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÌÉ ÇÉÂËÉÍÉ (
exible, ËÁË × ÍÅÔÏÄÁÈ FGMRES, [3℄),�ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ n.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ ÆÏÒÍÕÌÁÈ (12) �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÁ l ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ u0 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÅË-ÔÏÒ ÎÅ×ÑÚËÉ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÌÏÞ-ÎÙÅ ×ÅÒÓÉÉ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×, ÚÁÄÁ-×ÁÑ M0 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×: U0 = (u01 : : : u0M0)T . âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ÄÁÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØ-ËÉÈ óìáõ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A É ÒÁÚÎÙÍÉ �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ�fm = (f1;m : : : fN;m)T ; m 6 M0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÎÅ×ÑÚÏËF = ( �f1 : : : �fM0); R0 = F −AU0 ∈ RN;M0 ;�ÒÉÞÅÍ �ÒÉ m < M0 × ÍÁÔÒÉ�Å F ÎÅËÏÔÏÒÙÅ M0 − m ÓÔÏÌÂ�Ï× ÂÕ-ÄÕÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÙ ÎÁ ÄÁÎÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (13) × ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ (4), ÍÙ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×:�(
)n;k;l = −(A
pkl ; AB−1n+1;lrn+1)=�(
)n;l ; n = 0; 1; : : : ;k = 0; : : : ; n; l = 1; : : : ;Mn: (14)�Å�ÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ (3), (11), (13), (14) ÄÌÑ 
 = 0; 1Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (2) �ÒÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�



118 ÷. ð. éìøéîBn;l; n = 0; 1; : : : ; l = 1; : : : ;Mn, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-ÎÏÓÔÉ (10), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÒÉ 
 = 1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ
||rn+1|| × \ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÍ" �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ëÒÙÌÏ×Á

K ∑n+1(r0; A) = span{B−10;1r0; : : : ; B−10;M0 ;AB−11;1r1; : : : ; AB−11;M1r1; : : : ; AnB−1n;1rn; : : : ; AnB−1n;Mnrn}: (15)÷ ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÁÈ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚÏË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ �ÏÌÕÓÏ-�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ �ÒÉ 
 = 0; 1 × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:(A
B−1k;l rn; rk) = {0; k < n;�(
)n = (A
B−1n;lrn; rn); k = n; (16)ÄÌÑ l = 1; : : :Mk. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �(
)n;l × (3), (11) ×ÙÒÁÖÁ-ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(
)n;l = (A
B−1n;lrn; rn)=�n;l: (17)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (16) ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉ k < n ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ(A
B−1k;l rk ; rn) = ((A
pkl − k−1∑i=0 �k;i;lA
pil); (r0 − n−1∑i=0�(
)i;l Apil))= (A
pkl ; r0)− �k;l�(
)k;l − k−1∑i=0�k;i;l[(A
pil; r0)− �(
)i;l �(
)i;l ℄ = 0:äÌÑ k = n ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÍ(A
B−1n;lrn; rn) = (A
pnl ; r0);ÏÔËÕÄÁ, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ (11), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (16). �ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ 
 = 1 É Bn;l = I (ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ-�Á) ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅ×ÑÚËÉ ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (16) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍÉ A-�Ï-ÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÍÉ; × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÁÂÂÒÅ×ÉÁÔÕÒÏÊ GCR (Generalized Conjugate Residual).òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÆÏÒÍÕÌ (13), (14) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ n = 0; 1; : : : �ÒÉ
 = 1 Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× B−10;l r0; : : : ; B−1n;lr0 × ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 119Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ATA-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ p0l ; : : : ; pnl Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ çÒÁÍÍÁ{ûÍÉÄÔÁ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [3℄ É �ÉÔÉÒÕÅÍÕÀ ÔÁÍ ÌÉÔÅ-ÒÁÔÕÒÕ), ÜÔÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÙ-×ÁÔØÓÑ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ Ë �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÍ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÊ, É �Ï ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ çÒÁÍÍÁ{ûÍÉÄÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(
)n;k;l ×ÍÅÓÔÏ (14) �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ�(
)n;k;l = −(A
pkl ; Apn;kl )=�(
)n;l ; (18)× ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÙ pn;kl Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊpn;kl = pn;k−1l + �(
)n;k−1;lpk−1l = B−1n+1;lrn+1 + k−1∑i=0 �(
)n;i;lpnl ;l = 1; : : : ;Mn; k = 0; 1; : : : ; n+ 1;pn;0l = B−1n+1;lrn+1; pn;n+1l = pn+1l : (19)ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÓÌÕÞÁÅ 
 = 1 ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �(
)n;i;l × (19) ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÏÒÍÙ ×ÅËÔÏÒÁ pn;kl :�||pn;kl ||=��n;i = 0; i = 0; 1; : : : ; k − 1;ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ Ó (14). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ(Apn;kl ; A
pil) = 0; i = 0; : : : ; k − 1;ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(
)n;k;l, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (14) É (18), �ÒÉ ÔÏÞÎÏÍ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÁË ËÁË(A
pkl ; AB−1n+1;lrn+1) = (A
pkl ; Apn;kl ):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ 
 = 1 (ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÅ×ÑÚÏË) ÒÅÁ-ÌÉÚÁ�ÉÑ ÆÏÒÍÕÌ (19) ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÏ-×ÅËÔÏÒÎÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ, × ÓÉÌÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ l ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÊ Apn;kl = Apn;k−1l + �(
)n;k−1;lApk−1l :



120 ÷. ð. éìøéîðÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ óìáõ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÄÌÉÎÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉÊ×ÉÄÁ (19), ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ Ó ÚÁ×ÙÛÅÎÎÙÍÉÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ËÁË É × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ GMRES.äÌÑ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ä×Á ÏÂÝÅ-�ÒÉÎÑÔÙÈ �ÏÄÈÏÄÁ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÑÚÁÎ Ó �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÒÅÓÔÁÒÔÏ×ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ mres, Á ×ÔÏÒÏÊ { Ó ÌÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ Ó ÚÁ-ÒÁÎÅÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ mlim, ÓÍ. [1{3℄.ïÂÁ ÜÔÉ ×ÙÎÕÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÁ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÎÅÉÚÂÅÖÎÙÍ �ÏÎÉÖÅÎÉÅÍÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ. óÍÑÇÞÁÀÝÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÚÄÅÓØÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÄÁÞÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÅÊ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÛÁÇÏ× ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÎÅ×ÅÌÉËÏ.
§3. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÓÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÅÊ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈëÒÙÌÏ×ÁòÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÕÌØÔÉ-�ÒÅÄÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ × ÄÁÎÎÏÍÒÁÚÄÅÌÅ ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÕÀÔÓÑ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï× �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÅÊ. ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ�Á, ÉÌÉ ÂÌÏÞÎÏ-ÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ñËÏÂÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ óìáõ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ. äÌÑÕÓËÏÒÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �Ï �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍ �ÒÉ-ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÊ ÔÉ� �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÑ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÇÒÕÂÏ-ÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ, ×ÁÒÉÁÎÔÙ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÁÇÒÅÇÁ�ÉÉ ÉÌÉ ÄÅÆÌÑ�ÉÉ, Á ÏÂÝÉÊ �ÒÉÎ�É�ÉÈ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÏÂÒÁÔ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ãÅÌØÀ \ÍÕÌØÔÉ�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÑ" × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈëÒÙÌÏ×Á × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× | ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ-�Á É ÁÇÒÅÇÁ�ÉÉ.éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÍÅÔÏÄÙ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ: ÒÁÓÞÅÔÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ 
, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 121ËÒÁÅ×ÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÏ-×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ P �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ 
s, × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÄÚÁÄÁÞÁ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÂÕÄÅÍÔÏÌØËÏ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ, Ô.Å. × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ×ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÏÂÝÅÅÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× N É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÒÁÓÞÅÔÎÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ: 
h = P⋃s=1
hs , × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÚÌÏ× ÒÁ×ÎÏNs; N1+N2+· · ·+NP = N . äÁÌÅÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ \h" ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ.ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÅÔÏÞÎÙÈ �ÏÄ-ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÂÅÚ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÎÙÈ ÕÚÌÏ×-ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÂÝÉÍÉÄÌÑ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÍÅÖÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÄÅËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÑ ÒÁÓÞÅÔÎÏÊ ÓÅÔÏÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ(ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ Ó�ÏÓÏÂÁÈ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É ÎÁ ËÒÉÔÅ-ÒÉÑÈ ÉÈ ËÁÞÅÓÔ×Á, ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ×ÁÖÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ){ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ Ë Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÓÅÔÏÞ-ÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ.äÌÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
s ÞÅÒÅÚ �s = �0s ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Õ,Ô.Å. ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÕÚÌÏ×, ×ÎÅÛÎÉÈ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë 
s, ÎÏ Õ ËÏÔÏÒÙÈÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÏ× ÌÅÖÉÔ × 
s ( �
0s = 
s ∪ �0s ÅÓÔØ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
s). ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ �1s ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ�ÅÒ×ÕÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÕÀ ÇÒÁÎÉ�Õ, ÉÌÉ �ÅÒ×ÙÊ ×ÎÅÛÎÉÊ ÆÒÏÎÔ �
s, Ô.Å.ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÚÌÏ×, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × �
s, ÎÏ ÉÍÅÀÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÊ ÕÚÅÌ ÉÚ �
0s (�
1s ÅÓÔØ �ÅÒ×ÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �
0s). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ�ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÔÁÄÉÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÅÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ÓÔÁÄÉÊ � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ�
s = �
�s = 
�s ⋃��s , ÇÄÅ ÕÚÌÙ ÉÚ ��s ÕÖÅ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ 
�s , ÞÉÓÌÏÕÚÌÏ× ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ �Ns.äÁÌÅÅ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÍÅÖ-ÄÕ ÓÅÔÏÞÎÏÊ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏËÁÖÄÏÍÕ i-ÍÕ ÕÚÌÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ui ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ óìáõ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄ×ÅËÔÏÒÙ us É �us Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉNs É �Ns ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ 
s É�
s.äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ×�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ä×Á ×ÉÄÁ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×Á-ÔÅÌÅÊ. ðÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ \ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÊ" ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ



122 ÷. ð. éìøéîÍÅÔÏÄ û×ÁÒ�Á (RAS { Restri
ted Additive S
hwarz) É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:B−1RAS = RÂ−1W; Â =W T AW = blo
k-diag { �As;s ∈ R
�Ns; �Ns}: (20)úÄÅÓØ W = [w1 : : : wP ℄ ∈ RN;P ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ËÁÖÄÙÊÓÔÏÌÂÅ� ws ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ × ÕÚÌÁÈ ÉÚ �
s É ÎÕ-ÌÅ×ÙÅ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Á ÍÁÔÒÉ�Á R ∈ RN;N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÌÏÞÎÙÈ ÓÔÒÏËRs ∈ RNs;N , ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÕÖÅ-ÎÉÑ 
 × 
s, Ô.Å. Rsu = us. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ �ÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉÉÓÈÏÄÎÏÊ óìáõ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á BRAS ÉÚ (20) × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÂÌÏËÏ× As;s ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÓ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÞÔÏ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÒÁÓ�Á-ÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ û×ÁÒ�Á, ÉÌÉ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁñËÏÂÉ.÷ÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌØ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ \ÄÁÌØÎÉÅ" Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ�ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍÉ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:B−1
 = � �A−1�T ; �A = �TA� ∈ RN
;N
 ; (21)ÇÄÅ N
 ≪ N ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ (ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ×) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÄËÏÊ (ÇÒÕ-ÂÏÊ) ÓÅÔËÉ, Á � = ['1 : : : 'N
 ℄ ∈ RN;N
 { ÜÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,ËÁÖÄÙÊ s-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ 's × ÕÚÌÁÈ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÅÔËÉ 
. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N
 = P , Á i-Ñ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ×ÅËÔÏÒÁ-ÓÔÏÌÂ�Á 's ÒÁ×-ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÕÚÅÌ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ�ÏÄÏÂÌÁÓÔÉ 
s, É ÎÕÌÀ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ (21) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ B−1
 , Ë ÞÅÍÕ É Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁË-ÔÉÞÅÓËÉ ÍÅÔÏÄ ÇÒÕÂÏÓÅÔÏÞÎÏÊ ËÏÒÒÅË�ÉÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, × ÒÅÛÅÎÉÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ óìáõ Ó \ÁÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ" ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�A ÍÁÌÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖ-ÄÕ ×ÓÅÍÉ �ÏÄÏÂÌÁÓÔÑÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÌÎÏÇÏÒÁÎÇÁ, ÞÔÏ ÍÙ É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, Á ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ, ÔÏ ÔÁËÖÅÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÂÕÄÅÔ É ÍÁÔÒÉ�Á �A, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÒÁÎÇÏ-×ÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÅÊ (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �T �A� ∈ RN
;N
)ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÁÈ (20), (21) �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÅ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù �ÏÓÌÅ ××ÅÄÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊB−1RAS = B−1n;1; B−1
 = B−1n;2



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 123ÍÏÇÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÍÅÔÏÄÁÈ �ÏÌÕÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ (13){(19). åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ óìáõ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Â É �A ÒÅ-ÛÁÀÔÓÑ �ÒÑÍÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÔÏ ÄÁÎÎÙÅ �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÔÅÌÉ ÆÁËÔÉ-ÞÅÓËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ n. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ\×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ" ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏ-ÍÕ, ÉÌÉ ÇÉÂËÏÍÕ, �ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÎÉÀ.îÁ ÍÅÔÏÄÁÈ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. üÔÉÍ ×Ï�ÒÏÓÁÍ�ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ ÎÁ ÓÁÊÔÅ [23℄, É ÍÙ ÎÁÄÁÎÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍÁÈ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.
§4. ï ËÏÎ�Å��ÉÉ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× KRYLOV�ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ óìáõ, Á ÔÁËÖÅ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ×ÙÒÁÂÏÔËÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÊ �Ï ×ÙÂÏÒÕ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÉÚ ÎÉÈÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÌÉ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ �ÒÏÓÔÕÀ �ÒÏÂÌÅÍÕ. �ÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ËÏ�ÅÎËÅ ÒÅÁÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÅÔÏ-ÄÏ× ÎÁ í÷ó ÇÅÔÅÒÏÇÅÎÎÏÊ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÙ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÅÊ ÏÂÝÅÊ ÉÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÏ-×ÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ,ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÓÓÏ×ÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÏ× ÎÁ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÅÒÉÉ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉÈ É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ. �ÁËÁÑ ÔÒÕ-ÄÏÅÍËÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×Á×ÔÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÉ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÊ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ËÁÔÁÌÏÇÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ�ÒÉÍÅÒÏ×. îÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ ÒÁÂÏÔÙ ÔÁËÏ-ÇÏ ÔÉ�Á ×ÅÄÕÔÓÑ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÁÍÉ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÅ × ÉÎÔÅÒÎÅÔÅÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ËÏÌÌÅË�ÉÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, MatrixMarket, Florida É Boeing.îÁÄÏ ÅÝÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÍÉÒÅ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁËÏ�ÌÅÎÏÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ �Ï ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÈ óìáõ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ × ×ÉÄÅ ÉÌÉ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÂÉÂÌÉÏÔÅË, ÉÌÉ× ÓÏÓÔÁ×Å ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ËÁË ËÏÍÍÅÒÞÅÓËÉÈ, ÔÁË ÉÏÂÝÅÄÏÓÔÕ�ÎÙÈ (Open Sour
e). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØMATLAB, NETLIB, PETS
, Hypre, Trilinos, MKL, SparseKit É Ô.Ä.;ÜÔÏÔ Ó�ÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ. ÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×



124 ÷. ð. éìøéîÄÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÕÖÅ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÙ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÁÎÎÙÈ, É ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁ-ÂÏÒ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÞÎÏ-×ÅËÔÏÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÛÉ-ÒÏËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ BLAS É SparseBlas.îÁ ÆÏÎÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÁËÏÇÏ \ÚÏÏ�ÁÒËÁ" ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎ�Å��ÉÀÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÏËÒÕÖÅÎÉÑ, ×ËÌÀÞÁ-ÀÝÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ í÷ó, ÎÏ É ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ-ÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ �ÏÄÏÂÎÏÊÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ (ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ KRYLOV) ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [22℄.íÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ Ë ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÔÁËÏÇÏ ÓÕ�ÅÒ�ÒÏÅËÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ �ÒÅÄ�ÏÓÙÌËÉ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÞÅÎØ ÛÉÒÏËÉÊ É ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏ �Ï�ÏÌÎÑÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÁËÔÕÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ,ËÏÔÏÒÙÊ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ �Ï ÔÉ�Õ ÍÁÔÒÉ�:×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ, ÜÒÍÉÔÏ×ÙÅ É ÎÅÜÒÍÉÔÏ×ÙÅ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÅ É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ É ÚÎÁËÏÎÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÅ, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏ-ÇÏÏÂÒÁÚÎÙÅ óìáõ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ É ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ É/ÉÌÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: íÁËÓ×ÅÌÌÁ, ìÁÍÅ,äÁÒÓÉ, îÁ×ØÅ{óÔÏËÓÁ É Ô.�., ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ É Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏ-ÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ.÷ÔÏÒÁÑ �ÒÅÄ�ÏÓÙÌËÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ É ÁËÔÉ×ÎÏÍ ÒÁÚ×É-ÔÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚ×Ï-ÄÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ | ÜÔÏ Ó×ÏÑÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ (�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ { ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÉÚÉËÁ ÎÅÍÏÖÅÔ ÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ). é ÎÁËÏÎÅ�, ÔÒÅÔØÑ �ÒÅÄ-�ÏÓÙÌËÁ: �ÒÉËÌÁÄÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ-×ÁÔØÓÑ ÁÄÁ�ÔÉÒÕÅÍÙÍ Ë ÂÕÒÎÏÊ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒ É �ÌÁÔÆÏÒÍ ÓÕ-�ÅÒËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ×. èÁÒÁËÔÅÒÎÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ Ë ÔÁËÉÍ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁÍ |ÜÔÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó×ÏÂÏÄÙ× ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ É ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ× É/ÉÌÉ ÑÄÅÒ.ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏÎ�Å��ÉÑ ÂÉ-ÂÌÉÏÔÅËÉ KRYLOV ËÁË ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÏËÒÕ-ÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÚÁÄÁÞ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ,ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉÒÁÚÒÁÂÏÔÞÉËÏ×, Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÎÙÅ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÙ ÉÒÅÖÉÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ.



ï ðòïâìåíáè ðáòáììåìøîïçï òåûåîéñ âïìøûéè óìáõ 125æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÎÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔ Á×ÔÏÍÁÔÉ-ÚÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ× × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ëÒÙÌÏ×Á Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÙÈ ×ÉÄÏ×�ÒÅÄÏÂÕÓÌÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÁÔÒÉ� É ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁÓÞÅÔÁ, Á ÔÁËÖÅ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ-ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÍÁÔÒÉ� ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁÞ.ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÎÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÏÒ-ÍÁÔÁÈ ÄÁÎÎÙÈ Ó ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÉÈ ËÏÎ×ÅÒÔÁ�ÉÅÊ É Ó ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ MPI-�ÒÏ�ÅÓÓÏ× É ÍÎÏÇÏ�ÏÔÏËÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÁ ÇÅÔÅÒÏÇÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÁÈÓ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ É ÏÂÝÅÊ �ÁÍÑÔØÀ CPU ÉÌÉ GPGPU. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÅÉ ×ÎÅÛÎÉÅ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÙ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÀÔÓÑ �Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍ ÔÅÈÎÏÌÏ-ÇÉÑÍ CCA (Common Component Ar
hite
ture, [24℄), �ÏÄÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÉÍÍÎÏÇÏÑÚÙËÏ×ÏÓÔØ É ËÒÏÓÓ-�ÌÁÔÆÏÒÍÅÎÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÏË, Á ÔÁËÖÅ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ×ÎÅÛÎÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ �ÒÏÄÕËÔÏ×. íÙÎÅ ÂÕÄÅÍ ×ÄÁ×ÁÔØÓÑ × ÄÅÔÁÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ �ÒÏÅËÔÁ, ÔÁË ËÁË ÜÔÁÁËÔÕÁÌØÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÅÍÕ ÄÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.
§5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅíÙ �ÒÉ×ÅÌÉ ËÒÁÔËÉÊ ÏÂÚÏÒ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÏ× Ë ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÈ óìáõ Ó ÉÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Á×ÔÏÒ-ÓËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÅÌØÀ ÞÅÇÏ ÂÙÌÁ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ�ÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÀÝÉÈÓÑ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ, É× �ÌÁÎÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. óÌÅÄÕÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÁÓ�ÅËÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÅÒÁÚÒÙ×ÎÙÅ ÞÁ-ÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × �ÅÌÏÍ ÆÏÒÍÉÒÕÀÔ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ �Å�ÏÞËÕ: \ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÉÄÅÉ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÏ×" { \�ÒÏÂÎÙÅ ×ÅÒÓÉÉ É ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ Á�ÒÏÂÁ�ÉÑ" {\×ÙÓÏËÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÉÈ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ×ÎÅÄÒÅÎÉÅ". ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. S. C. Eisenstat, H. C. Elman, M. H. S
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