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ВВЕДЕНИЕ

Пусть задана СЛАУ
Ax = f, (1)

где A — невырожденная эрмитова или же неэрмитова матрица порядка N .
Если N велико, то обычно при осуществлении решения (1) прибегают к итерационным

методам: для произвольного x0 по формуле

xn = xn−1 + yn, n = 1, 2, ...

вычисляется последовательность {xn}, сходящаяся к точному решению x̄ системы (1)
(см. [1, 2], а также более современные источники [3, 4]). Поправка yn определяется решением
системы уравнений

Bny
n = rn−1, (2)

где rn−1 = f −Axn−1 — невязка, порождаемая приближением xn−1, Bn — некоторая невырож-
денная матрица.

При осуществлении машинных вычислений вследствие погрешностей округлений вместо
решений yn систем (2) мы будем иметь решения ỹn возмущённых систем

B̃nỹ
n = r̃n−1.

Вследствие этих причин мы получим иную последовательность

x̃0 = x0, x̃n = x̃n−1 + ỹn = x̃n−1 + (yn + δyn) , n = 1, 2, ...,
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где δyn — возмущение поправки yn. Из последней формулы видно, что если x̃n−1 уже близко
к точному решению x̄, то актуальным является вопрос о величине оценки возмущения δyn.
Именно по этой причине мы сосредоточили наши усилия на исследовании точности вычисле-
ния поправки, не выходя за рамки одной итерации, и поэтому в дальнейшем изложении мы
опустим индекс, характеризующий номер итерации.

Переходя от эрмитова пространства к вещественному RN , мы можем сказать, что если
матрица A разреженная, то матрицу B определяют как результат воздействия на матрицу
исходной системы ортопроекторами PK и PL:

B = PKAPL, (3)

где K и L — выбранные каким-либо образом подпространства в RN [5–7].
В настоящее время в качестве подпространства K широко применяется так называе-

мое подпространство Крылова, определённое следующим образом. Пусть v — произвольный
вектор. Векторы v,Av, ..., Am−1v называют последовательностью Крылова, соответственно,
Km(A, v) = span

(
v|Av|...|Am−1v

)
— подпространством Крылова, порождаемым матрицей A и

вектором v.
Для построения ортонормированного базиса в Km(A, v) получили широкое применение

методы Арнольди (если матрица A несимметрична) и Ланцоша (в противном случае). Пусть
x — некоторое приближение точного решения x̄ системы (1) и r = f −Ax — соответствующая
ему невязка. В выстраиваемой указанными методами ортонормированной системе векторов

{v1, v2, ..., vm} (4)

в качестве вектора v1 принимают нормированный вектор r: v1 = 1
∥r∥r, ∥r∥ = (r, r)1/2.

В точной арифметике процедуры этих методов генерируют ортонормированную систе-
му (4) и Хессенбергову матрицу H (или трехдиагональную матрицу T в симметричном случае).
Введя обозначение V = [v1|v2|...|vm], а также приняв L = Km(A, v1) и PK = V V +, согласно (2)
и (3) получим

V V +AV V +y ∼= r, (5)

где V + — псевдообратная матрица, V +AV равна указанной выше матрице H (или T ). Следует
отметить, что в связи с тем, представленное в (5) произведение V V + представляет собой ор-
топроектор, рассматриваемый нами итерационный процесс относят к проекционным методам,
интерес к которым не ослабевает уже долгие годы, что подтверждается неуменьшающимся
потоком публикаций. Среди них, отметим недавние [8, 9].

Поскольку столбцы матрицы V суть ортонормированные векторы, выполняется равенство
V + = V ∗, где V ∗ — сопряжённая матрица (если элементы матрицы V берутся над полем
вещественных чисел, то V ∗ = V T , где V T — транспонированная матрица).

Замечание. Далее для обозначения матрицы V ∗AV мы будем использовать символ H,
имея в виду, что если матрица A симметрична, то H = T = T ∗. Согласно сказанному вместо (5)
мы можем записать

V HV ∗y ∼= r. (6)

Отсюда следует
⌢
y = V H−1V ∗r,

где ⌢
y — псевдорешение системы (6). Отметим, что по условию решаемой задачи матрица A си-

стемы (1) не вырождена, поэтому не вырождена и матрица H = V ∗AV . Система уравнений (6)
эквивалентна трём системам линейных уравнений

V w ∼= r, Hz ∼= w, V ∗y ∼= z, (7)
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решения которых осуществляются последовательно друг за другом. Из этих трёх систем урав-
нений вытекают следующие формулы:

⌢
w = V ∗r, z = H−1⌢

w,
⌢
y = V z, (8)

где ⌢
w — псевдорешение первой системы в (7). Таким образом, обращаясь к последним трём

соотношениям, мы видим, что решение системы (6) можно свести к выполнению следующих
трёх этапов: вычислению векторов ⌢

w и z, а также определению поправки ⌢
y по формулам,

приведённым в (8).
При осуществлении вычислений на ЭВМ в результаты выполнения арифметических опе-

раций неизбежно вносятся погрешности округления. Вследствие этого вместо псевдорешения
⌢
y (см. (3)) системы (2) мы получим возмущённое псевдорешение ⌢̃

y . Цель нашей работы со-
стоит в исследовании влияния указанных погрешностей на точность возмущённой поправки
⌢̃
y . Оно направлено на получение гарантированной оценки точности вычисленной поправки ⌢̃

y .
Нашей работе ранее предшествовали подобные исследования в [10–12]. Следует также сказать,
что исследования, посвящённые определению оценки возмущений матриц V и H, проводились
ранее в работах [13–15].

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ И ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ
ПОЛУЧАЕМЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ПРИ ВЫЧИСЛЕНИИ ПОПРАВКИ

Согласно вышесказанному можно считать, что вместо систем (7) мы решаем системы

(V +XV w)
⌢̃
w ∼= (r + δr) , (9)

(H +XHz) z̃ ∼=
(

⌢
w + δ

⌢̃
w
)
, (10)

(V +XV y)
∗⌢̃y ∼= (z + δz̃) . (11)

Установим оценки близости псевдорешений рассматриваемых трёх пар исходных и воз-
мущённых систем уравнений, взятых из (7) и (9)–(11). Для достижения этой цели мы будем
пользоваться ниже следующей теоремой [16, 17], в которой усилены результаты, полученные
ранее в [18, 19].

Рассмотрим исходную СЛАУ общего вида Ax ∼= y с матрицей размерности m×n, а также
систему (A + B)u ∼= y + v, полученную из исходной системы возмущением её матрицы и
правой части. При этом мы будем придерживаться следующих обозначений: rk(A) = r — ранг
матрицы A, x = x̄+ x̃, y = ȳ + ỹ, где x̄ ∈ R(A∗), x̃ ∈ N(A), ȳ ∈ R(A), ỹ ∈ N(A∗), R(A∗), N(A),
R(A), N(A∗) — образы и ядра соответствующих матриц.

Теорема 1. Пусть для систем линейных уравнений

Ax ∼= y, (A+B)u ∼= y + v

выполнены соотношения

∥B∥ ⩽ α ∥A∥ , ∥v∥ ⩽ β ∥y∥ , 1− crα > 0.

Тогда для псевдорешений x̄ и ū исходной и возмущённой систем справедливы следующие
утверждения.

1. Если
r < min {m,n} , rk(A+B) = r, ∥ỹ∥ ⩽ γ ∥ȳ∥ , (12)
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то справедлива оценка

δ =
∥ū− x̄∥
∥x̄∥

⩽ max {M1,M2} ,

где

M1 =


 max

0⩽ξ⩽1−crα

crζrγ
√

1− (ζr + ξ)2√(
1− ζr

2 − 2ζrξ
)3 +

µr

1− ζr
2 − 2ζrξ

2

+ (cr−1α)
2


1/2

,

ζr = crα, M2 =
(
(M3κr)

2 + (cr−2α)
2
)1/2

,

µr = cr(α+ β
√
1 + γ2), M3 = crcr−1αγ + µr, κr = (1− crα)

−1.

2. Если r = m = n, то
δ ⩽ cr(α+ β)κr.

3. Если выполнено неравенство (12) и m > n = r, то

δ ⩽ max {M4,M5} , (13)

где

M4 =
cr

2αγ + µr√
1− (crα)

2
, (14)

M5 = M3κr. (15)

4. Если rk(A+B) = r = m < n, то

δ ⩽
(
(cr(α+ β)κr)

2 + (cr−1α)
2
)1/2

.

Здесь cr = σ1/σr, cr−1 = σ1/σr−1, cr−2 = σ1/σr−2, {σ1, ..., σr} — сингулярный спектр
матрицы A, причём σ1 ⩾ σ2 ⩾ ... ⩾ σr−1 ⩾ σr > 0.

С помощью обратного анализа погрешностей округлений, погрешности сводятся к экви-
валентным возмущениям исходных данных. В нашем случае — это матрицы V и H, а также
векторы r, ⌢

w и z.
Приступая к исследованию процессов накопления погрешностей машинного решения си-

стем уравнений (7), мы должны сделать ряд оговорок. Возмущения XV w, XHz, XV y (см. (9)–
(11)) удовлетворяют равенствам

XV w = XV +Xw, (16)

XHz = XH +Xz, (17)

XV y = XV +Xy, (18)

где возмущения XV и XH моделируют погрешности, обусловленные неточностью предвари-
тельно вычисленных матриц V и H. Соответственно возмущения Xw, Xz и Xy моделируют
погрешности, возникающие при непосредственном машинном решении систем уравнений (9)–
(11).

Начнём с установления оценки близости псевдорешений первой системы уравнений из
списка (7) и системы уравнений (9).
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Лемма 1. Пусть в соотношениях (9) и (16) возмущения XV w, XV , Xw и δr удовлетво-
ряют неравенствам

∥XV w∥ ⩽ α
V

⌢
w
, ∥XV ∥ ⩽ αV ,

∥∥X⌢
w

∥∥ ⩽ α⌢
w
, ∥δr∥ ⩽ β

r+r
⌢
w
∥r∥ , (19)

причём
ᾱ
V

⌢
w
= αV + αw, 1− αV w > 0, 1− ᾱ

V
⌢
w
> 0,

∥∥∥⌣
r
∥∥∥ ⩽ γ

∥∥∥⌢
r
∥∥∥ , (20)

где
⌢
r +

⌣
r = r,

⌢
r = V V +r,

⌣
r =

(
I − V V +

)
r. (21)

Тогда справедлива оценка ∥∥∥⌢̃
w − ⌢

w
∥∥∥ /∥∥∥⌢

w
∥∥∥ ⩽ γ⌢

w
, (22)

где

γ⌢
w
=

ᾱ
V

⌢
w
γ +

(
ᾱ
V

⌢
w
+ β

r+r
⌢
w

√
1 + γ2

)
1− ᾱ

V
⌢
w

.

Доказательство. Обращаясь к теореме 1, мы видим, что рассматриваемые в лемме си-
стемы уравнений первые в (7) и (9) отвечают условиям пункта 3 указанной теоремы. Следуя
резолютивной части пункта 3 (см. (13)–(15)) и учитывая при этом, что σ1 (V ) = ... = σm (V ) = 1

и
√

1− (crα)
2 > 1 − crα, благодаря соотношениям: первому и четвёртому в (19), первому и

третьему в (20), а также (21) — мы можем записать∥∥∥⌢̃
w − ⌢

w
∥∥∥ /∥∥∥⌢

w
∥∥∥ ⩽ γ⌢

w
. (23)

Используя второе и третье неравенства из списка (19) в равенстве (16), будем иметь

∥XV w∥ = ∥XV +Xw∥ ⩽ ∥XV ∥+ ∥Xw∥ ⩽ αV + αw.

Сопоставляя последнюю цепочку отношений с первым неравенством в (19), приходим к выводу

αV w ⩽ αV + αw.

Учитывая первое и третье соотношения в (20), применим последнее неравенство в (23). В
результате получим оценку (22). Лемма доказана. □

Лемма 2. Пусть в соотношениях (10) и (17) возмущения XHz, XH , Xz и δ
⌢̃
w удовле-

творяют неравенствам

∥XHz∥ ⩽ αHz ∥H∥ , ∥XH∥ ⩽ αH ∥H∥ , ∥Xz∥ ⩽ αz ∥H∥ ,
∥∥∥δ⌢̃

w
∥∥∥ ⩽ β⌢

w+
⌢
wz

∥∥∥⌢
w
∥∥∥ ,

причём
ᾱHz = αH + αz, 1− c(H)αHz > 0, 1− c(H)ᾱHz > 0,

где c(H) — число обусловленности матрицы H. Тогда справедлива оценка

∥z̃ − z∥/∥z∥ ⩽
c(H)

(
ᾱHz + β⌢

w+
⌢
wz

)
1− c(H)ᾱHz

. (24)
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Лемма 3. Пусть в соотношениях (11) и (18) возмущения XV y, XV , Xy и δz̃ удовлетво-
ряют неравенствам

∥XV y∥ ⩽ αV y, ∥XV ∥ ⩽ αV , ∥Xy∥ ⩽ αy, ∥δz̃∥ ⩽ βzy ∥z∥ ,

причём ᾱV y = αV + αy, 1− αV y > 0 и 1− ᾱV y > 0. Тогда∥∥∥⌢̃
y − ⌢

y
∥∥∥∥∥∥⌢

y
∥∥∥ ⩽

((
(ᾱV y + βz+zy)

1− ᾱV y

)2

+ ᾱ2
V y

)1/2

. (25)

Доказательства лемм 2 и 3 мы опустили по той причине, что они почти дословно повто-
ряют доказательство леммы 1.

В системах уравнений (9)–(11) возмущения правых частей δr, δ
⌢̃
w и δz̃ мы представим

в виде суммы двух слагаемых: наследственного возмущения и возмущения, моделирующего
погрешности округлений, возникающих непосредственно при выполнении машинного решения
обозначенных систем линейных уравнений.

Согласно сказанному запишем

δr = δrr + δr
r
⌢
w
, δ

⌢̃
w = δ

⌢̃
w⌢

w
+ δ

⌢̃
w⌢

wz
, δz̃ = δz̃z + δz̃zy. (26)

Предположим, что выполнены неравенства

∥δrr∥ ⩽ βr ∥r∥ ,
∥∥δr⌢

w

∥∥ ⩽ β
r
⌢
w
∥r∥ ,∥∥∥δ⌢̃

w⌢
w

∥∥∥ ⩽ β⌢
w

∥∥∥⌢
w
∥∥∥ , ∥∥∥δ⌢̃

wz

∥∥∥ ⩽ β⌢
wz

∥∥∥⌢
w
∥∥∥ ,

∥δz̃z∥ ⩽ βz ∥z∥ , ∥δz̃y∥ ⩽ βzy ∥z∥ . (27)

Обращаясь к первому равенству в (26), благодаря первой паре неравенств в (27) запишем

∥δr∥ ⩽ ∥δrr∥+
∥∥δr

r
⌢
w

∥∥ ⩽
(
βr + β

r
⌢
w

)
∥r∥ .

Сопоставляя последнюю цепочку неравенств с четвёртым неравенством в (19), мы приходим
к неравенству

β
r+r

⌢
w
⩽ βr + β

r
⌢
w
. (28)

Совершенно аналогично рассуждая, получаем неравенства

β⌢
w+

⌢
wz

⩽ β⌢
w
+ β⌢

wz
, (29)

βz+zy ⩽ βz + βzy. (30)

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1–3, тогда справедлива оценка точности
вычисления поправки

⌢
y ∥∥∥⌢̃

y − ⌢
y
∥∥∥∥∥∥⌢

y
∥∥∥ ⩽

((
(ᾱV y + βz + βzy)

1− ᾱV y

)2

+ ᾱ2
V y

)1/2

, (31)

где

βz =
c(H)

(
ᾱHz + β⌢

w
+ β⌢

wz

)
1− c(H)ᾱHz

, β⌢
w
=

ᾱ
V

⌢
w
γ +

(
ᾱ
V

⌢
w
+
(
βr + β

r
⌢
w

)√
1 + γ2

)
1− ᾱ

V
⌢
w

.
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Доказательство. Обращаясь к лемме 1, мы видим, что из оценки (22) в силу неравен-
ства (28) вытекает неравенство ∥∥∥⌢̃

w − ⌢
w
∥∥∥ / ∥∥∥⌢

w
∥∥∥ ⩽ β⌢

w
.

В соответствии с введёнными в (26) обозначениями (см. второе равенство) последнее неравен-
ство мы можем записать в виде ∥∥∥δ⌢̃

w⌢
w

∥∥∥ =
∥∥∥⌢̃
w − ⌢

w
∥∥∥ ⩽ β⌢

w

∥∥∥⌢
w
∥∥∥ .

Обращаясь к оценке (24) леммы 2, благодаря неравенству (29) мы можем записать соот-
ношение

∥z̃ − z∥/∥z∥ ⩽ βz.

Аналогично в соответствии с введёнными в (26) обозначениями (см. третье равенство) послед-
нее неравенство мы перепишем в виде

∥δz̃z∥ = ∥z̃ − z∥ ⩽ βz ∥z∥ .

Наконец, обращаясь к оценке (25) леммы 3, благодаря неравенству (30) приходим к нера-
венству (31). Теорема доказана. □

ЗАКЛЮЧЕНИЕ. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТА

Новизна и значение теоремы 2 состоят в следующем.
Доказанная в ней оценка (31) показывает, что более значимое влияние на погрешность

машинного вычисления поправки ⌢
y оказывают неточности, допущенные при выполнении 1-го

и 2-го этапов: при вычислении матриц V и H, векторов r, ⌢
w и z, а также погрешности, возни-

кающие при осуществлении вычислений, непосредственно использующих указанные матрицы
и векторы (они подвергаются усилению числом обусловленности c(H) матрицы Хессенберга
H). С погрешностями, допущенными на 3-ем этапе, такого усиления не происходит.

Используемые в нашей работе оценки (теорема 1) не являются завышенными. Они получе-
ны на основе исследования оценок, представленных в [18, 19]. В результате этих исследований
и появились новые, указанные выше, уточнённые оценки, опубликованные в [16, 17]. Сказан-
ным частично снимается вопрос о практическом значимости оценки (31).

Практическая значимость оценки (31) состоит ещё и в том, что далее она будет приме-
нена для установления условий гарантированного уточнения приближения x̃n−1 поправкой
⌢̃
y . В свою очередь, эти условия затем предполагается использовать для прогноза количества
требующихся итераций.

Благодаря полученным в теореме 2 результатам мы можем сформулировать вытекающие
из них три важные задачи:

1) исследование названных источников погрешностей и поиски возможностей снижения
их уровня;

2) установление условий гарантированного приближения результата очередной итерации
к точному решению;

3) получение оценки точности вычисленного в результате выполненного итерационного
процесса приближенного решения.
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