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Ðàññìîòðåíû ñèñòåìû àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ áàçîâûå ñâîéñòâà ìåðû öåíòðàëüíîñòè. Ðåçóëü-
òàòû àíàëèçà êëàññè÷åñêèõ ìåð íà ñîîòâåòñòâèå àêñèîìàì ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ñïîñîáå âûÿâ-
ëåíèÿ âàæíûõ óçëîâ ñåòè.
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Systems of the axioms that de�ne basic properties of a centrality measure are considered.
Analyzing whether a given centrality measure satis�es the axioms is a way to estimate the method
to account for the importance of the nodes of a network.
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Ââåäåíèå. Öåíòðàëüíîñòü � ýòî êàòåãîðèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ðîëü àêòîðà â ñåòè. Ðåøà-
åòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êëþ÷åâûõ àêòîðîâ, êîòîðûå ñòðóêòóðíî õîðîøî èíòåãðèðîâà-
íû â ñåòü è âëèÿþò íà ïðîöåññû, ïðîòåêàþùèå â ñåòè. Ñåòü â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò àêòîðàì, à ðåáðà � ñâÿçÿì ìåæäó íè-
ìè. Ìíîãîîáðàçèå ïðåäëîæåííûõ ìåð öåíòðàëüíîñòè, ïðåæäå âñåãî îñíîâàííûõ íà èíòóè-
òèâíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîäíîçíà÷íîñòè ïîäõîäà ê âîïðîñó. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü, ÷òî îáùåãî èìåþò ìåðû öåíòðàëüíîñòè, êàêèå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà óçëîâ
ñåòè çàëîæåíû â îïðåäåëåíèå öåíòðàëüíîñòè è ñóùåñòâóþò ëè ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà, êî-
òîðûå íå èçìåðÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíîñòè. Ñðàâíåíèå ìåð öåíòðàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ
òðóäíîé çàäà÷åé ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì. Îäíà èç íèõ � íåäîñòàòî÷íûé îáúåì èñõîäíûõ
äàííûõ, íà îñíîâå êîòîðîãî òðóäíî ñäåëàòü ïðàâèëüíûå âûâîäû. Íåêîòîðûå àâòîðû ñ÷è-
òàþò, ÷òî ðàçíûå ìåðû âûÿâëÿþò ðàçíûå àñïåêòû öåíòðàëüíîñòè, è íåò ñìûñëà èõ ñðàâ-
íèâàòü [1]. Òåì íå ìåíåå, ïîâåäåíèå ìåð öåíòðàëüíîñòè è îïðåäåëåíèå, äåéñòâèòåëüíî ëè
ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó ïðåäíàçíà÷åíèþ, ïðåäñòàâëÿþò ïðåäìåò äëÿ
èçó÷åíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ àêñèîìàòè÷åñêèå ïîäõîäû ê ôîðìóëèðîâêå
áàçîâûõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìåðå öåíòðàëüíîñòè.

1. Àêñèîìàòèêà Sabidussi. Â ðàáîòå [2] ïðåäëîæåí ðÿä êðèòåðèåâ, êîòîðûì äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ ìåðîé öåíòðàëüíîñòè âåðøèí ãðàôà. Â ÷àñò-
íîñòè, ìåðà äîëæíà àäåêâàòíî îïèñûâàòü öåíòð ãðàôà, òàê êàê àâòîð ñ÷èòàåò, ÷òî èíäåêñ
öåíòðàëüíîñòè ãðàôà ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íà îñíîâå ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåðøèí.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êëàññ âñåõ êîíå÷íûõ ñâÿçíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ G(V, E),
à ÷åðåç Sn � êëàññ òàêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè (|V | = n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ëþáîé êëàññ
íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, à ÷åðåç Un � êëàññ òàêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè (n ∈ N).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà Sn çàäàíà ôóíêöèÿ σ, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ñ ãðàôîì G ∈ Sn âåêòîð
(a1, a2, . . . , an) íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè v1, v2, . . . , vn � âåðøèíû ãðàôà
G, òî çíà÷åíèå ai ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå vi è îáîçíà÷àåòñÿ êàê σG(vi)(i = 1,2,...n.)
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Öåíòð ãðàôà Cσ(G) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè σ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Cσ(G) = {v ∈ V : σG(v) 6 σG(x),∀x ∈ V } .

Áåç íàëîæåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ σ ñëîâî
”
öåíòð“ � ýòî ïðîñòî íàçâàíèå äëÿ

ìíîæåñòâà âåðøèí. Çàìåòèì, ÷òî åñëè σ � ìåðà öåíòðàëüíîñòè, òî âåðøèíà, ïðèíàä-
ëåæàùàÿ öåíòðó ãðàôà, èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè. Àâòîð â ðàáîòå [2]
îïðåäåëèë ìåðó

”
öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè“ íà îñíîâå äèñòàíöèé ìåæäó âåðøèíàìè, à

çàòåì îáîáùèë ïîäõîä â âèäå àêñèîìàòèêè.

Îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ äîáàâëåíèÿ ðåáðà è äîïóñòèìîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåáðà, êîòîðûå
ïîíàäîáÿòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå àêñèîì. Ïóñòü â ãðàôå G èìåþòñÿ äâå ðàçëè÷íûå âåðøèíû
v1, v2, òàêèå, ÷òî e = (v1,v2) /∈ E, îáðàçóåì ìíîæåñòâî E1 = E ∪ {e}, òîãäà ãîâîðèì, ÷òî
ãðàô G1(V , E1) ïîëó÷åí èç G äîáàâëåíèåì ðåáðà, èíöèäåíòíîãî v1 (v2). Òåïåðü ïóñòü v,
v0, v1 � ðàçëè÷íûå âåðøèíû ãðàôà G(V , E). Ïóñòü e0 = (v,v0) ∈ E, à e1 = (v,v1) /∈ E.
Îáðàçóåì íîâûé ãðàô óäàëåíèåì ðåáðà e0 è äîáàâëåíèåì ðåáðà e1 è íàçîâåì ýòó ïðîöåäóðó
ïåðåêëþ÷åíèåì ñ ðåáðà e0 íà e1. Ïåðåêëþ÷åíèå íàçîâåì äîïóñòèìûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå d(v0, v1) 6 d(v0, v), ãäå d(v1, v2) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè v1, v2 (äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè). Ïðè äîïóñòèìîì ïåðåêëþ÷åíèè

”
öåíòð ïîâîðîòà“ v íå ëåæèò ìåæäó

âåðøèíàìè v0, v1, è ãðàô îñòàåòñÿ ñâÿçíûì. Äàëåå ïîä
”
òåðìèíîì“ ïåðåêëþ÷åíèå áóäåì

ïîíèìàòü äîïóñòèìîå ïåðåêëþ÷åíèå.

Ïóñòü èìåþòñÿ êëàññ ãðàôîâ U è ôóíêöèÿ σ íà Sn. Êëàññ Un íàçûâàåòñÿ σ-
äîïóñòèìûì, à σ � ìåðîé öåíòðàëüíîñòè âåðøèí äëÿ êëàññà ãðàôîâ Un òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(S1) Êëàññ Un çàìêíóò îòíîñèòåëüíî èçîìîðôèçìà, ò. å. åñëè G ∈ Un è η � èçîìîðôèçì
G → H, òî H ∈ Un. Èçîìîðôèçìîì ãðàôîâ íàçûâàþò îòîáðàæåíèå η ìíîæåñòâà âåðøèí
ãðàôà G íà ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà H : VG → VH , òàêîå, ÷òî

∀(v1,v2) ∈ EG → (η(v1),η(v2)) ∈ EH ,

∀(v1,v2) ∈ EH →
(
η−1(v1),η

−1(v2)
)
∈ EG,

ãäå η�1 � îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (îðãðàôà) ñîõðàíÿ-
åòñÿ îðèåíòàöèÿ, â ñëó÷àå âçâåøåííîãî � âåñ. Òàêèì îáðàçîì, èçîìîðôíûå ãðàôû èìåþò
îäèíàêîâóþ ñòðóêòóðó.

(S2) Åñëè G ∈ Un & v ∈ Cσ(G), à ãðàô H ïîëó÷åí ïåðåêëþ÷åíèåì ðåáðà íà v èëè
äîáàâëåíèåì ðåáðà, èíöèäåíòíîãî v, òî H ∈ Un. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññ Un çàìêíóò
îòíîñèòåëüíî ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè äîáàâëåíèÿ ðåáðà ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå.

(S3) Åñëè G ∈ Un è η � èçîìîðôèçì G→ H, òî

(∀v ∈ VG)σH (η(v)) = σG(v).

(S4) Åñëè G ∈ Un & v ∈ VG, à H ∈ Un ïîëó÷åí èç G äîáàâëåíèåì ðåáðà, èíöèäåíòíîãî
v, òî

σH(v) < σG(v)& ((∀h ∈ VH)σH(h) 6 σG(h)) .



Í.Ã. Ùåðáàêîâà 3

(S5) Åñëè G ∈ Un & v ∈ Cσ(G), à H ïîëó÷åí èç G ïåðåêëþ÷åíèåì ðåáðà íà v èëè
äîáàâëåíèåì ðåáðà, èíöèäåíòíîãî v, òî

σH(v) < σG(v) & v ∈ Cσ(H),

ò. å. öåíòð óêðåïëÿåò ñâîþ ïîçèöèþ, êîãäà ê íåìó ïîäêëþ÷èëñÿ íîâûé êàíàë ñâÿçè.

Åñëè σ � ôóíêöèÿ öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû äëÿ êëàññà Un è G ∈ Un & v ∈ VG, òî
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî σG (v) íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîñòüþ âåðøèíû v â ãðàôå G.

Íà îñíîâàíèè ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû ââîäÿòñÿ òàê-
æå ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà ãðàôîâ G<

σ
H (ãðàô G ìåíåå σ-öåíòðàëèçîâàí,

÷åì H) è
”
èíäåêñà öåíòðàëüíîñòè“ äëÿ êëàññà ãðàôîâ.

Òàêèì îáðàçîì, îõàðàêòåðèçîâàí êëàññ ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî ââîäèòñÿ ìåðà öåíòðàëü-
íîñòè, à îñíîâíûìè ÿâëÿþòñÿ àêñèîìû ìîíîòîííîñòè S4�S5, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ìåðû
ïðè ïðèñîåäèíåíèè èëè ïåðåêëþ÷åíèè ðåáðà ê ëþáîé èëè ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå.

Îäíàêî ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå êëàññû íåçàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ/äîáàâëåíèÿ ðåáðà ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå (S2), íàïðèìåð êëàññ äåðåâüåâ.
Êðîìå òîãî, êàê çàìå÷åíî â ðàáîòå [2], òðóäíî, íàïðèìåð, äîêàçàòü, ÷òî öåíòðàëüíîñòü
ïî áëèçîñòè (CC), êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîòîðîé äàíî èìåííî â ýòîé ðàáîòå, ÿâëÿåò-
ñÿ ìåðîé öåíòðàëüíîñòè äëÿ êëàññà âñåõ êîíå÷íûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ (ñëîæíîñòü ïðîâåðêè
S5). Òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ åñòåñòâåííàÿ ìåðà öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû ãðàôà G, êàê
m(x) = max

v∈G
d(x,v), íå ÿâëÿåòñÿ σ-öåíòðàëüíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðåäëîæåííûì àêñèîìàì, èçâåñòíûå ìåðû öåíòðàëüíîñòè òà-
êîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Áîëåå òîãî, õîòÿ àêñèîìû îáåñïå÷èâàþò ðÿä æåëàòåëüíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ìåð öåíòðàëüíîñòè, îíè íå îáúÿñíÿþò ñóòü ïîíÿòèÿ öåíòðàëüíîñòè. Òåì íå ìåíåå,
ðàáîòà äàëà òîë÷îê ê ïîÿâëåíèþ äðóãèõ ïîäõîäîâ ê ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ öåíòðàëüíî-
ñòè.

2. Àêñèîìàòèêà Nieminen. Ïîäîáíàÿ àêñèîìàòèêà äëÿ êîíå÷íûõ ñëàáî ñâÿçíûõ îð-
ãðàôîâ (DG) ïðèâåäåíà â ðàáîòå [3]. Êîíöåïöèÿ èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ

”
ãåîìåòðè÷åñêîé“

öåíòðàëüíîñòè, òàê êàê èçëîæåíà â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âåðøèíàìè. À èìåííî,
äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ãðàôà G(V , E) îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð ñóáîðäèíàöèè (subordinate
vector) sv(v) = (sv 1, sv 2, . . . svn−1), sv i� ìíîæåñòâî âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç v è íàõî-
äÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè i îò v. Â ýòèõ òåðìèíàõ óñëîâèÿ öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû C(v)
òàêîâû:

(N1) C(v) � öåëîå ÷èñëî.

(N2) C(v) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó âåðøèíû v íåò äîñòèæèìûõ âåðøèí.

(N3) Åñëè sv(v1) ïîëó÷åí èç sv(v) äîáàâëåíèåì îäíîé íîâîé äîñòèæèìîé âåðøèíû,
íàõîäÿùåéñÿ íà ëþáîì ðàññòîÿíèè îò v1, òî C(v1) > C(v).

(N4) Åñëè sv(v1)ïîëó÷åí èç sv(v) óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ äî ëþáîé äîñòèæèìîé âåð-
øèíû, òî C(v1) > C(v).

Òàêèì îáðàçîì, àêñèîìû ìîíîòîííîñòè N3�N4 ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ óâåëè÷åíèÿ
êîëè÷åñòâà äîñòèæèìûõ âåðøèí èëè óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî íèõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî, íàïðèìåð, äëÿ öåíòðàëüíîñòè ïî áëèçîñòè (CC), îïðåäåëåííîé â òåðìèíàõ äèñòàíöèé
â ðàáîòå [2], àêñèîìà (N4) íå âûïîëíÿåòñÿ. Çäåñü íåðàâåíñòâà íàïðàâëåíû â äðóãóþ ñòî-
ðîíó ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé ðàáîòîé, ò. å. çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ
óìåíüøåíèåì ðàññòîÿíèÿ.
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3. Ñâîéñòâà ìåð öåíòðàëüíîñòè âåðøèí â íåîðèåíòèðîâàííûõ íåâçâåøåííûõ

ñâÿçíûõ ãðàôàõ. Â ñòàòüå [4] ïðîäîëæåíà ðàáîòà ïî îïðåäåëåíèþ æåëàåìûõ ñâîéñòâ äëÿ
ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåðøèí ãðàôà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåîðèåíòèðîâàííûõ íåâçâå-
øåííûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ìåðû öåíòðàëüíîñòè äëÿ èçîìîðôíûõ âåð-
øèí (S3, Sabidussi) íå âûäåëåíî â îòäåëüíîå ñâîéñòâî, íî ñ÷èòàåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òîáû
â ñëó÷àå èäåíòè÷íîé ñåòåâîé ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû èìåëè îäíî è òî æå
çíà÷åíèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè. Ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà, êàñàþùèåñÿ
äîáàâëåíèÿ ðåáðà ãðàôà.

Ñâîéñòâî 1. Ìîíîòîííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê äèñòàíöèè. Åñëè ðàññòîÿíèå îò âåðøè-
íû x äî ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé âåðøèíû y ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ îäíîãî
ðåáðà, òî çíà÷åíèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè äëÿ x óâåëè÷èâàåòñÿ (ýòî æå âåðíî äëÿ y ââè-
äó íåîðèåíòèðîâàííîñòè ãðàôà). Â òåðìèíàõ îáìåíà èíôîðìàöèåé àêòîð èìååò áîëüøèé
ïîòåíöèàë, åñëè ó íåãî ïîÿâèòñÿ áîëüøå ïðÿìûõ êîíòàêòîâ. Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò òàê:

(VG = VG′ ; v, w, x, y ∈ VG, v 6= w, x 6= y; (v, w) /∈ EG;EG′ = EG ∪ (v, w); ∃ y dG′(x,y) < dG(x,y))

→ (σG′(x) > σG(x)) & (σG′(y) > σG(y))

Ñâîéñòâî 2. Ìîíîòîííîñòü ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Åñëè
êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû x äî õîòÿ áû îäíîé âåðøèíû y óâåëè÷èâàåò-
ñÿ çà ñ÷åò äîáàâëåíèÿ ðåáðà, òî çíà÷åíèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè äëÿ x óâåëè÷èâàåòñÿ (òî
æå äëÿ y). ×åì áîëüøå ïðÿìûõ êîíòàêòîâ àêòîðà ñ äðóãèìè ÷ëåíàìè ãðóïïû, òåì áîëåå
äîñòîâåðíà ïåðåäàâàåìàÿ èíôîðìàöèÿ. Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò òàê:(
VG = VG′ ; v, w, x, y ∈ VG, v 6= w, x 6= y; (v, w) /∈ EG;EG′ = EG ∪ (v, w); d

(v,w)
G′ (x,y) = dG(x,y)

)
→ (σG′(x) > σG(x)) & (σG′(y) > σG(y)) .

Çäåñü d
(v,w)
G′ (x,y) � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè îò x äî y, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç ðåáðî (v, w).

Äàííûé ïóòü, ââèäó ïðåäïîñûëêè, ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå äîáàâëåíèÿ ðåáðà (v, w), ñî-
îòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ñâîéñòâî 3. Âëèÿíèå íà ðàíæèðîâàíèå. Ñ äîáàâëåíèåì ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè x è
y ðàíæèðîâàíèå ýòèõ âåðøèí íå èçìåíèòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè àêòîð x áûë ëó÷øå
èíòåãðèðîâàí â ñåòü, ÷åì y, òî äîáàâëåíèå ïðÿìîãî êîíòàêòà íå èçìåíèò ýòî ïîëîæåíèå.
Ôîðìàëüíî ýòî âûãëÿäèò òàê:

(VG = VG′ ; x, y ∈ VG, x 6= y; EG′ = EG ∪ (x, y))→ (σG′(x) > σG′(y)) ;

(σG(x) = σG(y))→ (σG′(x) = σG′(y)) .

Áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû èçâåñòíûå ìåðû öåíòðàëüíîñòè íà ñîîòâåòñòâèå ñâîéñòâàì 1�
3. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà, çäåñü

”
+“ îçíà÷àåò, ÷òî ìåðà öåíòðàëüíîñòè

îáëàäàåò äàííûì ñâîéñòâîì,
”
�“ � íå îáëàäàåò. Ïîñêîëüêó â ôîðìóëèðîâêàõ äàæå áàçî-

âûõ ìåð öåíòðàëüíîñòè, ïðèâîäèìûõ ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè, èìåþòñÿ íþàíñû, ïðèâåäåì
ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåð.

Öåíòðàëüíîñòü ïî ñòåïåíè (degree centrality) [5]:

CD(i) =
n∑
j=1

aij = deg(i),

ãäå aij� ýëåìåíò ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôà.
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Òàáëèöà 1

Ñâîéñòâà è ìåðû öåíòðàëüíîñòè

Ìåðà öåíòðàëüíîñòè Ñâîéñòâî 1 Ñâîéñòâî 2 Ñâîéñòâî 3

Öåíòðàëüíîñòü ïî ñòåïåíè [5] � � �

Öåíòðàëüíîñòü ïî ïîñðåäíè÷åñòâó [6] � � �

Öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè [6] + � �

Öåíòðàëüíîñòü ñîáñòâåííîãî âåêòîðà [7] � � �

Öåíòðàëüíîñòü ïî Êàöó [8] + + +

Öåíòðàëüíîñòü ïî ïîñðåäíè÷åñòâó (betweenness centrality) [6]:

CB(k) =
∑
i

∑
j

gij(k)

gij
(i 6= j 6= k) ,

ãäå gij � êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû i äî âåðøèíû j ãðàôà, à gij(k) �
êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò i äî j, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç k.

Öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè (closeness centrality) [6]:

CC(k) =
1∑

j

d(k,j)
,

ãäå d(k, j) � êðàò÷àéøåå (ãåîäåçè÷åñêîå) ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû k äî âåðøèíû j.
Öåíòðàëüíîñòü ñîáñòâåííîãî âåêòîðà (eigenvector centrality) [7]:

CE(i) = ei =
1

λmax

n∑
j=1

ajiej,

ãäå e = (e1, . . . , en)> � ãëàâíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ñìåæíîñòè A, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ìàêñèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λmax.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòðàëüíîñòü âåðøèíû i ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå öåíòðàëüíîñòåé ñî-
ñåäåé, ïðè÷åì ñòàòóñ âåðøèíû i çàâèñèò îò ñòàòóñà âåðøèí j, òàêèõ, ÷òî ðåáðî j → i ïðè-
íàäëåæèò ãðàôó (â ðàáîòå [7] îïðåäåëåíèå ââîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà).

Öåíòðàëüíîñòü ïî Êàöó (Katz's centrality) [8]:

CK(x) = 1>(
∞∑
i=1

biAi)ex,

ãäå 1 = (1,1, . . . ,1)> � âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, ex = (0, 0, . . . , 1, 0,. . . , 0)> � åäè-
íè÷íûé âåêòîð, b � ïðîèçâîëüíûé (îáû÷íî ïîëîæèòåëüíûé) âçâåøèâàþùèé ôàêòîð.

Äëÿ öåíòðàëüíîñòè ïî ñòåïåíè ñâîéñòâà 1 è 2 íå èìåþò ñìûñëà, ïîñêîëüêó ïðè åå âû-
÷èñëåíèè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïðÿìûå êîíòàêòû. Âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3 î÷åâèäíî. Öåí-
òðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â çíà÷åíèè, îáðàòíîì ê ñóììå ðàññòîÿíèé äî âñåõ
âåðøèí ãðàôà, òàê, ÷òîáû óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ óâåëè÷èâàëî çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìåðà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì, äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð, ÷òî è
ñäåëàíî â ðàáîòå [4]; âûïîëíåíèå ñâîéñòâà òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ öåíòðàëüíîñòè ïî
áëèçîñòè âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 1 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. Âûïîëíåíèå ñâîéñòâ 1, 2 äëÿ öåí-
òðàëüíîñòè ïî Êàöó ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì, òàê êàê óâåëè÷èâàåòñÿ âçàèìîñâÿçàííîñòü
âåðøèí; âûïîëíåíèå ñâîéñòâà 3 ïîäòâåðæäåíî ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èçâåñòíûå ìåðû öåíòðàëüíîñòè íå îáëàäàþò äàæå òàêèìè èíòóèòèâíî
îáîñíîâàííûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî ñêàçûâàåòñÿ è íà àíàëèçå ðîëè àêòîðîâ. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ñâîéñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêè ìåð, è íåîáõîäèìî àíàëèçèðîâàòü
òðåáîâàíèÿ ê ïðèëîæåíèþ, ïðåæäå ÷åì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííóþ ìåðó öåíòðàëüíîñòè.
Ïðåäëîæåííûå ñâîéñòâà ðàññìîòðåíû ïðè íàëè÷èè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé: ãðàôû
íåâçâåøåííûå íåîðèåíòèðîâàííûå; íå ó÷èòûâàþòñÿ ðåàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåé-
ñòâèÿ àêòîðà ñ íîâûìè ÷ëåíàìè è îñëàáëåíèå óæå èìåþùèõñÿ ñâÿçåé. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ
ðàññìîòðåíèå ñâîéñòâ è ïîâåäåíèÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå, à òàê-
æå ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñöåíàðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðèìåíÿòü ìåðû äëÿ àíàëèçà
àêòîðîâ â ðàìêàõ êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèé.

4. Àêñèîìàòèêà Boldi � Vigna. Àâòîðû ðàáîòû [9] òàê îõàðàêòåðèçîâàëè ìåðó öåíò-
ðàëüíîñòè: îíà äîëæíà áûòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñòîé÷èâîé (ïðèìåíèìà ê ïðîèçâîëüíûì
îðãðàôàì, âîçìîæíî, íåñâÿçíûì), ñ äðóãîé � ïîíÿòíî ñôîðìóëèðîâàíà (èìåëà ïðîçðà÷-
íóþ êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ). Ê àêñèîìàì àâòîðû ïðåäúÿâëÿþò íåñêîëüêî òðåáî-
âàíèé: îíè äîëæíû èìåòü ÿñíóþ ñåìàíòèêó, èõ âûïîëíèìîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà äëÿ
áîëüøèíñòâà ìåð öåíòðàëüíîñòè, îíè äîëæíû áûòü ñôîðìóëèðîâàíû, èçáåãàÿ ëîâóøåê
íåáîëüøîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà äàííûõ, äëÿ êîòîðîãî ìíîãèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè
ìîãóò ïîêàçàòü îòðèöàòåëüíûå ðåçóëüòàòû (ò. å. äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèå îïðåäåëåíèÿ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ìåðû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëü-
íî èçîìîðôèçìà, ò. å. çàâèñÿò òîëüêî îò ñòðóêòóðû ãðàôà, à íå îò êîíêðåòíîé íóìåðàöèè
âåðøèí.

Èçó÷àåòñÿ ðåàêöèÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè íà èçìåíåíèå ðàçìåðà, èçìåíåíèå (ëîêàëüíîé)
ïëîòíîñòè è äîáàâëåíèå äóãè. Îæèäàåòñÿ, ÷òî óçëû ñåòè, ïðèíàäëåæàùèå ê ãðóïïàì áîëü-
øåãî ðàçìåðà, ïðè äðóãèõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ äîëæíû áûòü áîëåå âàæíûìè, à
óçëû ñ áîëåå ïëîòíûì ñîñåäñòâîì (íàïðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ àêòîðàì, èìåþùèì áîëüøå
äðóçåé) ïðè äðóãèõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ äîëæíû áûòü áîëåå âàæíûìè. Ñåòü ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ìåðû öåíòðàëü-
íîñòè ôîðìóëèðîâàëèñü â òåðìèíàõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ, â äàëüíåéøåì
îíè áûëè ïåðåôîðìóëèðîâàíû òàê, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü è äëÿ íåñâÿçíûõ
îðãðàôîâ. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ïóòè â ãðàôå, îêàí÷èâàþùèåñÿ â âåðøèíå, äëÿ êîòîðîé
âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè.

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè ñâîéñòâ òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèå âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ìåð
äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòè. Óäà÷íûì ïðèåìîì ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
êëàññà ñèëüíî ñâÿçíûõ âåðøèííî-òðàíçèòèâíûõ ãðàôîâ (äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí x è y
ñóùåñòâóåò àâòîìîðôèçì, îòîáðàæàþùèé x íà y). Òàêèå ãðàôû ìîæíî ñ÷èòàòü áàçîâûìè
ñòðîèòåëüíûìè áëîêàìè: îíè ïðîÿâëÿþò â âûñîêîé ñòåïåíè ñèììåòðèþ, ÷òî îáëåã÷àåò
âû÷èñëåíèÿ. Òàê êàê ñðàâíèâàåòñÿ ïëîòíîñòü, åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü íàèáîëåå ïëîòíûé
ñèëüíî ñâÿçíûé âåðøèííî-òðàíçèòèâíûé ãðàô � êëèêó (ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçàíû
äóãîé) è íàèìåíåå ïëîòíûé òàêîé ãðàô � íàïðàâëåííûé öèêë. Òåì áîëåå, ÷òî k-êëèêè è
p-öèêëû ñóùåñòâóþò äëÿ ëþáûõ k è p.

Èçó÷åíèþ ïîäëåæàò ñëåäóþùèå âîïðîñû. Âñå âåðøèíû k-êëèêè èìåþò îäèíàêîâîå çíà-
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÷åíèå äëÿ ëþáîé ìåðû öåíòðàëüíîñòè, òî æå âåðíî äëÿ âåðøèí p-öèêëà, íî êàêèå âåðøèíû
âàæíåå? Ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ k = p ýëåìåíòû êëèêè âàæíåå, äåéñòâèòåëüíî,
ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïî÷òè âñåõ ìåð öåíòðàëüíîñòè. Êàêîâî âëèÿíèå ðàçìåðà
ãðàôà íà çíà÷åíèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè?

4.1. Àêñèîìû öåíòðàëüíîñòè.
B1 (àêñèîìà ðàçìåðà). Ðàññìîòðèì ãðàô Sk,p, ñîñòîÿùèé èç äâóõ êîìïîíåíò: k-êëèêè è

p-öèêëà. Ìåðà öåíòðàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå ðàçìåðà, åñëè äëÿ êàæäîãî k ñóùå-
ñòâóåò ÷èñëî Pk, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ p > Pk â ãðàôå Sk,p öåíòðàëüíîñòü âåðøèíû â p-öèêëå
ñòðîãî áîëüøå öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû â k-êëèêå, à äëÿ êàæäîãî p ñóùåñòâóåò Kp, òàêîå,
÷òî äëÿ âñåõ k > Kp öåíòðàëüíîñòü âåðøèíû â k-êëèêå ñòðîãî áîëüøå öåíòðàëüíîñòè
âåðøèíû â p-öèêëå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô, ñîñòîÿùèé èç íàïðàâëåííîãî k-öèêëà è íàïðàâëåííîãî p-
öèêëà, ñîåäèíåííûõ äâóíàïðàâëåííûì ìîñòîì x ↔ y; âåðøèíà x ïðèíàäëåæèò k-öèêëó,
âåðøèíà y ïðèíàäëåæèò p-öèêëó. Åñëè k = p, âåðøèíû x è y ñèììåòðè÷íû è äîëæíû èìåòü
îäèíàêîâîå çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè. Äàëåå, íàðàùèâàÿ ïëîòíîñòü k-öèêëà, ïîñòåïåííî
ïðåâðàùàåì åãî â k-êëèêó. Ýòî èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ëîêàëüíî îòíîñèòåëüíî x, ñòåïåíü y
íå èçìåíÿåòñÿ.

B2 (àêñèîìà ïëîòíîñòè). Ðàññìîòðèì ãðàô Dk,p, ñîñòîÿùèé èç k-êëèêè è p-öèêëà
(k, p > 3), ñâÿçàííûõ äâóíàïðàâëåííûì ìîñòîì x ↔ y, ãäå x ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êëèêè,
à y � âåðøèíîé öèêëà. Ìåðà öåíòðàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå ïëîòíîñòè, åñëè äëÿ
k = p öåíòðàëüíîñòü x ñòðîãî áîëüøå öåíòðàëüíîñòè y.

Çàìåòèì, ÷òî ýòà àêñèîìà ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ k = p, ò. å. ðàçìåð íå âîâëå÷åí â ôîð-
ìóëèðîâêó. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ôàêòà âûïîëíèìîñòè àêñèîìû ïëîòíîñòè äëÿ êîíêðåòíîé
ìåðû k è p âûñòóïàþò êàê íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû; âûÿâëÿåòñÿ, ïðè êàêîì çíà÷åíèè k
(îïðåäåëåííîì êàê ôóíêöèÿ îò p) çíà÷åíèå öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû x ñòàíîâèòñÿ áîëüøå
çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíîñòè äëÿ âåðøèíû y (åñëè ñòàíîâèòñÿ). Ýòîò âîäîðàçäåë ìîæåò äàòü
ïðåäñòàâëåíèå î òîì, íàñêîëüêî ïëîõî äëÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà.

B3 (àêñèîìà ìîíîòîííîñòè). Ìåðà öåíòðàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå ìîíîòîííî-
ñòè, åñëè äëÿ êàæäîãî ãðàôà G è êàæäîé ïàðû âåðøèí x è y, òàêèõ, ÷òî ðåáðî x→ y íå
ïðèíàäëåæèò EG, åñëè äîáàâèòü â G òàêîå ðåáðî, òî öåíòðàëüíîñòü y âîçðàñòåò.

Ýòà àêñèîìà ïî ñóùåñòâó âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ìåð öåíòðàëüíîñòè â ñëó÷àå ðàññìîò-
ðåíèÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Çàìåòèì, ÷òî àêñèîìà ñôîðìóëèðîâàíà â ïîíÿòèÿõ èçìå-
íåíèÿ çíà÷åíèÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè, à íå â ïîíÿòèÿõ íåóìåíüøåíèÿ ðàíãà y. Äåëî â òîì,
÷òî òàêàÿ ñëàáàÿ àêñèîìà ìîíîòîííîñòè âûïîëíÿåòñÿ äàæå äëÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè, ñî-
ïîñòàâëÿþùåé ñ êàæäûì óçëîì ëþáîé ñåòè êîíñòàíòó, ÷òî äåëàåò åå íåèíòåðåñíîé äëÿ
ðàññìîòðåíèÿ. Îäíàêî, âîçìîæíî, ñóùåñòâóþò ìåðû öåíòðàëüíîñòè, ïðè ïðèìåíåíèè êî-
òîðûõ ðàíã y äàæå óìåíüøèòñÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

4.2. Îïðåäåëåíèÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè. Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà âàðèàíòàõ îïðåäåëåíèÿ
ìåð öåíòðàëüíîñòè, äëÿ êîòîðûõ â ðàáîòå [9] ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî î âûïîëíèìîñòè
èëè íåâûïîëíèìîñòè àêñèîì B1�B3.

4.2.1. Ãåîìåòðè÷åñêèå ìåðû.
Öåíòðàëüíîñòü ïî âõîäÿùåé ñòåïåíè (in-degree centrality): êîëè÷åñòâî ðåáåð, âõîäÿ-

ùèõ â âåðøèíó x, CD(x) = deg−(x).
Öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè (closeness centrality) [10] â ïðèìåíåíèè ê îðãðàôàì, íå

ÿâëÿþùèìñÿ ñèëüíî ñâÿçíûìè (åñëè èç âåðøèíû y âåðøèíà x íåäîñòèæèìà, òî d(x, y) =
∞, ïîýòîìó òàêèå âåðøèíû èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ):
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CC(x) =
1∑

d(x,y)<∞
d(x,y)

.

Èíäåêñ Ëèí (Lin's index ) [11] � êîððåêòèðîâêà öåíòðàëüíîñòè ïî áëèçîñòè äëÿ ñëó÷àÿ
íåñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ íåïóñòûì ìíîæåñòâîì âçàèìíî äîñòèæèìûõ âåðøèí ïóòåì âçâåøè-
âàíèÿ êâàäðàòîì êîëè÷åñòâà òàêèõ âåðøèí:

CL(x) =
|{y|d(y,x) <∞}|2∑
d(x,y)<∞

d(x,y)
.

Ãàðìîíè÷åñêàÿ öåíòðàëüíîñòü (harmonic centrality) [12], ñôîðìóëèðîâàííàÿ íà îñíî-
âå îïðåäåëåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ñðåäíåãî (harmonic mean) [13], ýòî êîððåêòèðîâêà ìåðû
ñ ó÷åòîì íåäîñòèæèìûõ âåðøèí, âíîñÿùèõ çíà÷åíèå 0 â ñóììó, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
∞(−1) = 0:

CHC(x) =
∑
y 6=x

1

d(y,x)
=

∑
d(y,x)<∞,y 6=x

1

d(y,x)
.

4.2.2. Ñïåêòðàëüíûå ìåðû.

Ëåâûé ãëàâíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû ñìåæíîñòè � âåêòîð e, ÿâëÿþùèé-
ñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ eA = λe, ïðè÷åì ýòî âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó
çíà÷åíèþλ.

Èíäåêñ Seeley (Seeley's index ) [14] � ãëàâíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð íîðìàëèçîâàííîé ïî
ñòðîêàì ìàòðèöû ñìåæíîñòè (íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ íåíóëåâûìè ñòðîêà-
ìè íîðìàëèçóåòñÿ òàê, ÷òî âñå ñòðîêè èìåþò îäèíàêîâóþ l1-íîðìó; äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð,
äåëåíèåì ýëåìåíòîâ ñòðîêè íà ñóììó ïî ñòðîêå). Â ìàòðè÷íîì âèäå � ýòî âåêòîð v, ÿâ-
ëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ vĀ = v.

Öåíòðàëüíîñòü ïî Êàöó (Kat'z centrality) [8]:

CK = 1
∞∑
i=0

biAi = 1 (I − bA)−1 .

Äëÿ ñõîäèìîñòè ñóììû ôàêòîð çàòóõàíèÿ b äîëæåí áûòü ìåíüøå, ÷åì 1/λ, ãäå λ �
íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A.

PageRank [15] � ýòî óíèêàëüíûé âåêòîð p:

p = αpĀ+ (1− α)v,

ãäå Ā � l1-íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè, α ∈ [0,1) � êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, v �
âåêòîð ïðåäïî÷òåíèÿ. Ãàðàíòèþ ñõîäèìîñòè äàåò çàìåíà íóëåâûõ ñòðîê íà âåêòîð v. Â ðà-
áîòå [9] ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ áåç äîïîëíèòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû
Ā:
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p = (1− α)v(I − αĀ)−1.

HITS (hyperlink-induced topic search) [16] � ïðîöåññ îäíîâðåìåííîãî âû÷èñëåíèÿ äâóõ
òèïîâ öåíòðàëüíîñòè: authority centrality, îïðåäåëÿþùåé

”
öåíòðû âëèÿíèÿ“ (authoritative

pages, a), � ñòðàíèöû, íà êîòîðûå óêàçûâàþò âëèÿòåëüíûå öåíòðû âíèìàíèÿ, è hub

centrality, îïðåäåëÿþùåé
”
öåíòðû âíèìàíèÿ“ (hubs, h), êîòîðûå óêàçûâàþò íà âëèÿòåëü-

íûå ñòðàíèöû. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ñòàðòóåò ñ a0= 1, ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ai+1 è hi+1:

hi+1 = aiA
>,

ai+1 = hi+1A.

Ïðîöåññ ñõîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ëåâîãî ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A>A,
çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ öåíòðàëüíîñòè äëÿ âåðøèí êàê öåíòðîâ âëèÿíèÿ (authority centrality),
è ëåâîãî ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû AA>, çàäàþùåãî çíà÷åíèÿ öåíòðàëü-
íîñòè äëÿ âåðøèí êàê öåíòðîâ âíèìàíèÿ (hub centrality). Â ðàáîòå [16] ñäåëàíî âàæíîå
çàìå÷àíèå, êàñàþùååñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Ýëåìåíò (i, j) ìàòðèöû A>A çàäàåò êîëè-
÷åñòâî ñòðàíèö, ññûëàþùèõñÿ îäíîâðåìåííî íà ñòðàíèöû pi è pj; ýëåìåíò (i, j) ìàòðèöû
AAT çàäàåò êîëè÷åñòâî ñòðàíèö, íà êîòîðûå ññûëàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñòðàíèöû pi è pj.
Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ïîíÿòèÿì êîöèòèðîâàíèÿ [17], [18] è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñî÷åòàíèÿ
ïóáëèêàöèé [19], èñïîëüçóåìûì â áèáëèîìåòðèè, òî â ðàáîòå [20] ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíò
(i, j) ìàòðèöû A>A çàäàåò êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, êîòîðûå ññûëàþòñÿ (öèòèðóþò) îäíî-
âðåìåííî íà ïóáëèêàöèè di è dj (êîýôôèöèåíò êîöèòèðîâàíèÿ), à ýëåìåíò (i, j) ìàòðèöû
AA> çàäàåò êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, íà êîòîðûå ññûëàþòñÿ îäíîâðåìåííî ïóáëèêàöèè di
è dj (êîýôôèöèåíò áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñî÷åòàíèÿ).

SALSA [21]: ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ äâóõ òèïîâ öåíòðàëüíîñòè àíàëîãè÷åí HITS, íî
ìàòðèöû A è A> l1-íîðìàëèçîâàíû. Èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ñòàðòóåò ñ a0 = 1, ïðàâèëî
âû÷èñëåíèÿ ai+1 è hi+1:

hi+1 = aiA>,

ai+1 = hi+1A.

4.2.3. Ìåðû, îñíîâàííûå íà ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà ïóòåé.
Öåíòðàëüíîñòü ïî ïîñðåäíè÷åñòâó (betweenness centrality) [22], ñôîðìóëèðîâàííàÿ

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îðãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì:

CB(x) =
∑

y,z 6=x,gyz 6=0

gyz(x)

gyz
,

ãäå gyz � êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû y äî âåðøèíû z ãðàôà, gyz(x) �
êîëè÷åñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò y äî z, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x.

Àâòîðû ðàáîòû [9] îòìå÷àþò, ÷òî âñå ñïåêòðàëüíûå ìåðû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâà-
íû êàê îñíîâàííûå íà ïîäñ÷åòå ïóòåé, òàê êàê îíè çàâèñÿò îò ïðåäåëà íåêîòîðûõ ñóìì
ñòåïåíåé ìàòðèöû ñìåæíîñòè A èëè îò ïðåäåëà ñòåïåíåé A, è ýòè àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè
ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ ïóòåé. Íàïðèìåð, ïðè íàõîæäåíèè ãëàâíîãî ñîáñòâåí-
íîãî âåêòîðà íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòåïåííîé ìåòîä, âû÷èñ-
ëÿþùèé ïðåäåë âûðàæåíèÿ 1Ak/||1Ak|| ïðè k →∞.
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Òàáëèöà 2

Àêñèîìû Boldi � Vigna è ìåðû öåíòðàëüíîñòè

Ìåðà öåíòðàëüíîñòè À1. Ðàçìåð À2. Ïëîòíîñòü À3. Ìîíîòîííîñòü

Âõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèíû (in-degree) òîëüêî k + +

Ãàðìîíè÷åñêàÿ öåíòðàëüíîñòü [12] + + +

Öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè [10] � � �

Lin's index [11] òîëüêî k � �

Öåíòðàëüíîñòü ïî ïîñðåäíè÷åñòâó [22] òîëüêî p � �

Öåíòðàëüíîñòü ñîáñòâåííîãî âåêòîðà òîëüêî k + �

Seeley's index [14] � + �

Öåíòðàëüíîñòü ïî Êàöó [8] òîëüêî k + +

PageRank [15] � + +

HITS [16] òîëüêî k + �

SALSA [21] � + �

Â ñâîþ î÷åðåäü, 1Ak � ýòî âåêòîð, àññîöèèðóþùèé ñ êàæäîé âåðøèíîé êîëè÷åñòâî
ïóòåé äëèíîé k, îêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíå, à ãëàâíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð âûðàæàåò
îòíîñèòåëüíûé ðîñò êîëè÷åñòâà ïóòåé, îêàí÷èâàþùèõñÿ â âåðøèíå ïî ìåðå ðîñòà äëèíû
ïóòåé.

4.3. Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè àêñèîì. Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè àêñèîì B1�B3 äëÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè. Âûðàæåíèå

”
òîëüêî ê“

îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ÷àñòü àêñèîìû B1, à èìåííî:
”
äëÿ êàæäîãî p ñóùå-

ñòâóåò Kp, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k > Kp öåíòðàëüíîñòü âåðøèíû â k-êëèêå ñòðîãî áîëüøå
öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû â p-öèêëå“, ñîîòâåòñòâåííî,

”
òîëüêî p“ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òîëü-

êî ÷àñòè
”
äëÿ êàæäîãî k ñóùåñòâóåò ÷èñëî Pk, òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ p > Pk â ãðàôå Sk,p

öåíòðàëüíîñòü âåðøèíû â p-öèêëå ñòðîãî áîëüøå öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû â k-êëèêå“.

Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî òîëüêî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé öåíòðàëüíîñòè âåðíû âñå àêñèîìû. Âñå
ñïåêòðàëüíûå ìåðû ÷óâñòâèòåëüíû ê ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ãðàôà. Íîðìàëèçîâàííûå ìå-
ðû (Seeley's index, PageRank, SALSA) íå÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ ðàçìåðà, îñòàëüíûå,
êðîìå öåíòðàëüíîñòè ïî ïîñðåäíè÷åñòâó, ÷óâñòâèòåëüíû òîëüêî ê óâåëè÷åíèþ ïàðàìåòðà
k. Öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè ïîêàçàëà õóäøèå ðåçóëüòàòû, à ãàðìîíè÷åñêàÿ öåíòðàëü-
íîñòü � ëó÷øèå. Àâòîðû ðàáîòû [9] ñ÷èòàþò, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ìåðû, íåñìîòðÿ íà ïðî-
ñòîòó, ïîêàçûâàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòû íå òîëüêî äëÿ ñîöèàëüíûõ ñåòåé, íî è äëÿ ñècòåì
èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà.

Çàêëþ÷åíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ôîðìàëèçàöèè
ïîíÿòèÿ öåíòðàëüíîñòè óçëà íà îñíîâå àêñèîì. Ïðèâåäåííûå àêñèîìû çàòðàãèâàþò òîëü-
êî íåêîòîðûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ìåð öåíòðàëüíîñòè, íî îíè ïîçâîëÿþò ëó÷øå ïîíÿòü
ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ âàæíûõ óçëîâ. Âñå àâòîðû ïðîàíàëèçèðîâàííûõ
ñòàòåé ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå ñåòåâîé ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû
äîëæíû èìåòü îäíî è òî æå çíà÷åíèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè. Îñíîâíûìè àêñèîìàìè, ñôîð-
ìóëèðîâàííûìè â ýòèõ ñòàòüÿõ, ÿâëÿþòñÿ àêñèîìû ìîíîòîííîñòè, êàñàþùèåñÿ ïîâåäåíèÿ
ìåðû â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ãðàôà.
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Â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [2] ñôîðìóëèðîâàíî ïîíÿòèå ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåðøèíû è öåí-
òðà ãðàôà, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó êîíå÷íûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè.
Íàèáîëåå âàæíûå àêñèîìû õàðàêòåðèçóþò èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåð-
øèíû ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå, â ñëó÷àå, åñëè ýòî ïðîèçâîëüíàÿ
âåðøèíà èëè âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ öåíòðó ãðàôà. Íàïðàâëåíèå íåðàâåíñòâ â ôîðìó-
ëèðîâêå àêñèîì ãîâîðèò î òîì, ÷òî âñå-òàêè èìåëàñü â âèäó öåíòðàëüíîñòü ïî áëèçîñòè,
îïðåäåëåííàÿ â ýòîé ðàáîòå, õîòÿ äëÿ íåå íå äîêàçàíà âûïîëíèìîñòü àêñèîìû S5.

Æåëàåìûå ñâîéñòâà ìåðû öåíòðàëüíîñòè âåðøèí ñëàáî ñâÿçíûõ îðãðàôîâ ïðèâåäåíû
â ðàáîòå [3]. Ñâîéñòâà ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèÿ äî äîñòèæèìûõ âåðøèí,
ïîýòîìó ïîäõîäÿò òîëüêî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåð öåíòðàëüíîñòè. Àêñèîìû ìîíîòîííîñòè
êàñàþòñÿ äîáàâëåíèÿ íîâîé äîñòèæèìîé âåðøèíû èëè óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî äîñòè-
æèìîé âåðøèíû.

Àâòîðû áîëåå ïîçäíåé ðàáîòû [4] ðàññìàòðèâàëè êëàññ êîíå÷íûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ
íåâçâåøåííûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ. Ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ñôîðìóëèðîâàíû íå òîëüêî â òåð-
ìèíàõ óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò ðàññìàòðèâàåìîé âåðøèíû äî äðóãèõ âåðøèí, íî è â
òåðìèíàõ óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû è èçìåíåíèÿ ðàíãà âåð-
øèí. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå, èç ðàññìîòðåííûõ ïÿòè áàçîâûõ ìåð öåíòðàëüíîñòè
âñåìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò òîëüêî ìåðà öåíòðàëüíîñòè ïî Êàöó.

È, íàêîíåö, â ðàáîòå [9] ïðåäñòàâëåíû òðè ðàâíîçíà÷èìûõ àêñèîìû, õàðàêòåðèçóþùèõ
èçìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîëüíûõ îðãðàôîâ. À èìåííî, ðàññìîòðåíî, êàê
çíà÷åíèå ìåðû ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçìåðîâ ãðàôà, ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè è äîáàâëåíèÿ
ðåáðà. Ïðîàíàëèçèðîâàíû îäèííàäöàòü ìåð öåíòðàëüíîñòè, â òîì ÷èñëå ðåäêî âñòðå÷à-
þùèåñÿ â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ, òàêèå êàê Seeley's index, HITS, SALSA. Îäíàêî è â
äàííîì ñëó÷àå âñå àêñèîìû âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé öåíòðàëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, îäíèì íàáîðîì àêñèîì íå óäàåòñÿ îõâàòèòü íå òîëüêî âñå èçâåñòíûå
ìåðû öåíòðàëüíîñòè, íî äàæå è îïðåäåëåííûé òèï öåíòðàëüíîñòè, íàïðèìåð, ìåðû öåí-
òðàëüíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî òèïà. È ýòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìóëèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî
îáùèå è ðàçóìíûå òðåáîâàíèÿ ê ìåðå öåíòðàëüíîñòè. Â ýòîì ñìûñëå ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ ðàáîòû, êîòîðûå îïðåäåëÿþò àêñèîìû, õàðàêòåðèçóþùèå êîíêðåòíóþ ìåðó
öåíòðàëüíîñòè. Òàê, â ðàáîòå [23] ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñèëüíî ñâÿçíûõ îðãðàôîâ.
Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàíæèðîâàíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû ïÿòü àêñèîì, îïðåäåëÿþùèõ
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàíæèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ PageRank. Â ðàáîòå [24] ðàññìîòðåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ìåðû ðàíæèðîâàíèÿ, îñíîâàííîé íà ãëàâíîì ñîáñòâåííîì âåêòîðå íåïðèâîäèìîé
íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû.
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